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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Lévy-Prozesse, d.h. stochastische Prozesse mit unabhéngigen stationdren
Zuwachsen sind eine der wichtigsten und bestuntersuchten Klassen stocha-
stischer Prozesse. Die Lévy-Prozesse auf R sind durch die Lévy-Khintchine-
Formel klassifiziert. Eine naheliegende Verallgemeinerung ist es, Lévy-Pro-
zesse mit Werten in beliebigen Gruppen zu betrachten. Dabei heifit ein
stochastischer Prozeft X; mit Werten in der (mefkbaren) Gruppe G Lévy-
Prozef, wenn die ,Zuwichse* X !X, stationér und unabhingig sind.

Der Ubergang von einer kommutativen (klassischen) Theorie zu einer
nichtkommutativen (Quanten-) Theorie vollzieht sich, indem man statt den
urspriinglichen Objekten (hier: Wahrscheinlichkeitsrdume) die Algebren von
Funktionen auf diesen axiomatisiert und die Kommutativitédtsforderung, die
fiir Algebren von Funktionen ja stets erfiillt ist, fallen 1éft. Das fiihrt zur De-
finition eines Quantenwahrscheinlichkeitsraumes (QWR) als ein Paar (A, )
bestehend aus einer unitalen *-Algebra A und einem positiven, normier-
ten linearen Funktional ® auf A. Ist (€2, §,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
so kann man diesen stets als kommutativen QWR auffassen, indem man
A= L>(Q) und ®(f) = E(f) = [ fdP setzt. Die Algebra A spielt insofern
die Rolle der mefsharen Funktionen, das Funktional die Rolle des Integrals,
d.h. der Erwartung. In dieser dualen Sichtweise erklart sich auch die auf den
ersten Blick ,falschherum wirkende Definition einer Quantenzufallsvariable
als *-Algebrahomomorphismus j : B — A. Ist X : Q — F eine (klassische)
Zufallsvariable mit Werten in F, so ist

Jx  LZ(E) — L*(Q),
Jx(f)=foX
eine Quantenzufallsvariable.
Nachdem wir nun den Wahrscheinlichkeitsraum durch einen evtl. ,nicht-

kommutativen Raum® ersetzt haben, ist es naheliegend, zur Definition eines
Quanten-Lévy-Prozesses ji; : B — A nicht zu fordern, dak B eine Alge-
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1.2. UBERSICHT

bra von Funktionen auf einer Gruppe ist, sondern eine entsprechende, evtl.
nichtkommutative Verallgemeinerung, also eine ,Quantengruppe”. Es gibt
bisher keine einheitliche Definition, was eine Quantengruppe ist, allerdings
viele Beispiele, und es sind stets Hopf-Algebren, und damit auch Bialgebren
(fiir Beispiele von Quantengruppen siche z.B. [13], [19]; in [6] finden sich
Beispiele in direktem Bezug zur Quantenstochastik).

In [17] entwickelt Schiirmann eine Theorie von Quanten-Lévy-Prozessen auf
Bialgebren. Als Unabhéngigkeitsbegriff wird die Tensorunabhéngigkeit be-
nutzt. Dort wird gezeigt, daf sich jeder solche Quanten-Lévy-Prozef als
Losung einer quantenstochastischen Differentialgleichung schreiben und auf
dem Bose-Fockraum realisieren 1aft.

In [20] hat Wirth additive Deformationen von Bialgebren definiert, eine
Klasse von Deformationen der Algebrastruktur, die in besonderer Weise mit
der Koalgebrastruktur vertraglich ist. In [18]| hat Schiirmann Lévy-Prozesse
auf additiven Deformationen von x-Bialgebren definiert und einige erste Bei-
spiele behandelt.

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, dafs die Theorie aus [17] tat-
séchlich auf diesen Fall anwendbar ist und analoge Ergebnisse wie im Fall
nichtdeformierter Algebren gelten, insbesondere die Darstellung der Pro-
zesse als Losungen quantenstochastischer Differentialgleichungen und ihre
Realisierung auf dem Fockraum betreffend. Dariiberhinaus fiihrt die Frage,
wie sich die Prozesse auf Deformationen von Bialgebren von solchen auf
nichtdeformierten unterscheiden, auf in [20] noch nicht gestellte Fragen zur
Kohomologie von Deformationen von Bialgebren.

1.2 Ubersicht

Im folgenden wird der Inhalt der Kapitel kurz zusammengefaftt und an-
schliefsend aufgeschliisselt, was sich in welchem Abschnitt findet.

Kapitel 2: Ist A eine endlichdimensionale Algebra mit Multiplikation p
und Einselement 1, so ist der Dualraum A" = {¢) : A — C | ¢ linear} eine
Koalgebra, indem man setzt

Ap=pop
dp = (1)

Dabei heifst ein Vektorraum C' mit Abbildungen A : ¢ — C ® C' und
0 : C' — C Koalgebra, falls

(A®id)o A= (Id®A)o A
(0 ®id) o A = (id®d) o A =1id,

wobei id die identische Abbildung auf C' bezeichnet und CRC = C = CxC

identifiziert werden. Die Bedingungen heifen Koassoziativitat und Koeins-
eigenschaft. Ein Standardbeispiel fiir eine Bialgebra (d.h. eine Algebra mit

1



KAPITEL 1. EINLEITUNG

vertréglicher Koalgebrastruktur) ist die Bialgebra F(G) der Funktionen auf
einer endlichen Halbgruppe G. Dabei wird die Algebrastruktur von der Al-
gebrastruktur der komplexen Zahlen induziert, die Koalgebrastruktur von
der Algebrastruktur von CG; wir kénnen F(G) mit dem Dualraum der
Gruppenalgebra (CG)’ identifizieren. In &hnlicher Weise lassen sich kompak-
te, sowie lokalkompakte, abelsche Gruppen durch assoziierte Hopf-Algebren
beschreiben. Ein zweites wichtiges Beispiel ist die universelle Einhiillende
U(L) einer Lie-Algebra £. Stellen wir uns die Elemente von £ als Ableitun-
gen auf einem geeigneten Raum vor, so werden aus z(ab) = x(a)b + az(b)
und z(1) = 0 die duale Komultiplikation und Koeins

Ar=z1+1RQx
ox =10

Ein weiterer wichtiger Punkt dieses Kapitels ist die Definition der Faltung.

Sind (C, A, ¢) eine Koalgebra, (A, i, 1) eine Algebra und R, S : C — A

lineare Abbildungen, so setzt man
R*xS=po(R®S)oA

Insbesondere existiert eine Faltung fiir lineare Funktionale auf Koalgebren
und das Faltungsexponential

eiﬁ’(b) _ Z (g (b)

konvergiert fiir alle ¢ € C' und b € C.

In Abschnitt 2.1 wird das Tensorprodukt eingefiihrt. Abschnitt 2.2 beschéf-
tigt sich mit Algebren und *-Algebren, die wir in einer fiir das Versténdnis
von Koalgebren und Bialgebren geeigneten Art einfiihren.

In Abschnitt 2.3 definieren wir Koalgebren und wiederholen zwei wichtige
Satze, den Fundamentalsatz fiir Koalgebren 2.5, und die Konvergenz des
Faltungsexponentials 2.4. Schlieklich betrachten wir in 2.4 die genannten
Beispiele von Bialgebren und neben diesen auch noch ein Beispiel einer
weder kommutativen noch kokommutativen Bialgebra eingefiihrt, die nicht-
kommutative Koeffizienten-Bialgebra der unitdren Gruppe.

Kapitel 3: Hier beschéftigen wir uns mit den additiven Deformationen
von Bialgebren. Eine additive Deformation auf einer Bialgebra B ist dabei
eine Familie von Multiplikationen (p):>o auf B, sodaf B; = (B, i) fiir alle
t eine unitale Algebra ist, By = B die Stetigkeitsbedingung ¢ o u; — 6 ® o
punktweise erfiillt ist und

Aout+s:(:ut®,us>oA

Dabei bezeichnet A die Komultiplikation auf B ® B. Mit anderen Worten
ist A: B,y — By ® By ein Algebrahomomorphismus.
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Eine solche Deformation einer Bialgebra ist auch eine Deformation der Al-
gebra im Sinne von Gerstenhaber ([8]), wobei die Konvergenz bei uns immer
punktweise zu verstehen ist, wihrend Gerstenhaber mit formalen Potenz-
reihen arbeitet. Es ist also nicht iiberraschend, dafs die infenitesimalen De-
formationen Kozyklen in der Hochschild-Kohomologie sind. Schreiben wir
formal

pi(a®b) =ab+tF(a®b)+ Ot

so liefert die Assoziativitdtsbedingung von

0= (peo (e ®id) = py o (id@p))(a @b ®c)
=t(aF(b®c)+ Fla®bc) — Fla®b)c— F(ab® ¢))

d.h. F € Zy(B, B) (Menge der 2-Kozyklen auf B mit Werten in B). Es folgt
(nach Umsortieren) fir L = § o F:

d(a)L(b®c) — L(ab® ¢) + L(a ® be) — L(a ® b)d(c) = OL = 0,

wobei 0 den Korandoperator der Hochschild-Kohomologie bezeichnet. D.h.
L € Zy(B,C) (Menge der 2-Kozyklen auf B mit Werten in C). Die Existenz
der Koeins erlaubt es uns, die Hochschild-Kohomologie zum B-Bimodul C
zu betrachten.

Bisher ist die Bedingung, dat A Algebrahomomorphismus von B, nach
B; ® B, ist, noch nicht eingebracht. Man kann zeigen, daR j; = p* etl =
el x p, wobei  die iibliche Faltung fiir Abbildungen von einer Koalge-

bra in eine Algebra bezeichnet, hier also speziell p x el = (el* @ u) o A.

*
Damit ergibt sich (durch Ableiten) p* L = L * . Um also die infinitesi-
malen Deformationen mit den Kozyklen zu identifizieren, miissen wir auch
px F'= Fxpbzw. uxL = Lxp fordern. Dies fiihrt zu einem abgewandelten
Kokettenkomplex C,,(B, C) und die Generatoren der additiven Deformatio-
nen sind Kozyklen in dieser Kohomologie, also L € Z,(B,C). Nun ist zu
erwarten, daft zu homologen Generatoren dquivalente Deformationen geho-
ren. Tatsdchlich zeigen wir, dak, wenn der Generator L ein Korand ist, also
L € By(B,C), die Algebren B; alle auf kanonische Weise isomorph sind. Zu
solch einem L existiert nach Definition ein 1) € 51(3 ,C) mit L = 0v. Die

Isomorphismen sind dann gegeben durch
®, = (id®el¥) o A

Ist B eine x-Bialgebra, d.h. verfiigt B iiber eine Involution, so werden als
Deformationen nur solche zugelassen, fiir die alle B; wieder %-Algebren mit
der gleichen Involution sind. Dann mufs man von den Generatoren zusétzlich
verlangen, daf L(a* ® b*) = L(b ® a). Die bisherigen Betrachtungen gelten
jeweils entsprechend im Falle von *-Bialgebren.

Die Einfiihrung der entsprechenden Kohomologien geschieht in Abschnitt

3.1, die additiven Deformationen werden in 3.2 eingefiihrt. In Abschnitt 3.3
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werden die von Korédndern erzeugten Deformationen untersucht.

Kapitel 4: Sei B eine *-Bialgebra, L Generator einer additiven Defor-
mation. Ein lineares Funktional ¢ : B — C heiftt dann L-bedingt positiv,
falls

L(a*®a)+¢(a*a) >0  Va € kernd

S := L — 0 ist damit eine positiv semidefinite Bilinearform auf kern §. Wir
bezeichnen mit N den zugehdrigen Nullraum. Wir kénnen nun eine GNS-
artige Konstruktion durchfiihren, um den Prahilbertraum D = kernd/N,
die kanonische Abbildung n: B — D (mit (1) = 0) und die *-Darstellung
p mit p(a)n(b) := n(ab) — n(a)d(b) zu definieren. Es gilt dann S(a ® b) =
(n(a*),n(b)). Ahnlich, wie in [17] 1&Rt sich dann zeigen, daf die quantensto-
chastische Differentialgleichung

djst = Jst * dI

jss =0id
mit I; = A7(n(b)) + A:(n(b*)) + Ae(p(b) — 6(b)) + ¥ (b)t eine eindeutig be-
stimmten Lévy-Prozef auf dem QWR (A, ®) als Losung besitzt. Dabei ist

ein Lévy-Prozeft auf einer Deformation einer Bialgebra eine Familie von
Algebrahomomorphismen j : B;_; — A, 0 < s < t, sodals gilt:

® jouxJ =] flir0<s<r<t.

Jsit,(B), ..., js.t, (B) sind tensorunabhéngig
fir0<s; <t <--- <5, < .

® $ojy=2Pojops fir0<s<t
o Es ist th%}r ® o jo, = ¢ punktweise.

Um nun alle Lévy-Prozesse auf Deformationen einer bestimmten Bialgebra
B zu finden, betrachtet man alle x-Darstellungen p und zugehdrigen p-o-
Kozyklen n auf B. Zu einem linearen Funktional 1 liefert dann L := S+ 0y
eine additive Deformation, sofern L x p = p+ L, und es folgt, dafs ¢ L-
bedingt positiv ist. Ist B kokommutativ, so kénnen wir also ein beliebiges
lineares Funktional wihlen, und die entstehenden Deformationen sind auch
alle dquivalent. Ist S sogar ein Korand, so ist auch L ein Korand, und
die Deformation trivial. Man kann in diesem Fall einen Prozeft auf dem
nichtdeformierten B angeben, der sich nur im Driftterm 1 in der Differenti-
algleichung von dem urspriinglichen Prozefs unterscheidet. Wir zeigen, dafs
solche Prozesse in einfacher Weise zusammenhédngen. Wir beweisen aufser-
dem zwei Sétze, die die Situation wesentlich vereinfachen. Zum einen zeigen
wir, dafs, wenn B eine endlich erzeugte kommutative *-Bialgebra ist, sich
jede endlichdimensionale Darstellung p so zerlegen lafit, dafs der eine An-
teil der Koeins entspricht und fiir den anderem Anteil das zugehorige S ein
Korand ist. Sind wir also an Prozessen interssiert, die nicht dquivalent zu
Prozessen auf nichtdeformierten Bialgebren sind, so konnen wir p = ¢ an-
nehmen. In diesem Fall zeigen wir, dak S genau dann ein Korand ist, wenn S
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symmetrisch ist. Die Polynombialgebra in zwei Verdnderlichen C [z, y] und
die Gruppenbialgebra CZ werden als Beispiele ausfiihrlich behandelt und
jeweils die Prozesse untersucht, die sich nicht geméfs der obigen Diskussion
auf den nichtdeformierten Fall zuriickfiihren lassen.

In Abschnitt 4.1 werden einige Resultate zu klassischen Lévy-Prozessen wie-
derholt, die grundlegenden Definitionen der Quantenstochastik, die im fol-
genden verwendet werden, finden ich in Abschnitt 4.2. Im néchsten Ab-
schnitt 4.3 stehen die wesentlichen Resultate aus der Theorie der quanten-
stochastischen Differentialgleichungen auf Koalgebren, die wir in Abschnitt
4.4 anwenden, um die Darstellung von Lévy-Prozessen als Losung quanten-
stochastischer Differentialgleichungen und ihre Realisierung auf dem Fock-
raum zu beweisen. In Abschnitt 4.5 untersuchen wir Lévyprozesse auf Defor-
mationen kokommutativer Bialgebren. Daraufhin werden in Abschnitt 4.6
anhand von Beispielen Kriterien entwickelt, wann ein Prozels zu einem Pro-
zeR auf einer nichtdeformierten Bialgebra durch Anderung des Drifttermes
gemacht werden kann und diejenigen Prozesse, fiir die das nicht der Fall
ist werden genauer untersucht. Die Kriterien werden in Abschnitt 4.7 ver-
allgemeinert und bewiesen. Schlieflich werden noch die kommutative und
nichtkommutative Koeffizientenalgebra der unitdren Gruppe in Abschnitt
4.8 als Beispiele betrachtet, da sie eine Situation darstellen, in der die ent-
wickelten Satze nicht anwendbar sind.



Kapitel 2
Algebraische Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir auf den Begriff der Bialgebra hinarbeiten und
versuchen die Definition hinreichend zu motivieren, insbesondere deutlich
zu machen, inwiefern Bialgebren ein Ersatz fiir Halbgruppen in einer nicht-
kommutativen Theorie sein konnen. Als Beispiele betrachten wir schlieflich
Gruppenbialgebren, universelle Einhiillende von Lie-Algebren sowie Matrix-
Bialgebren.

2.1 Tensorprodukte

Wir stellen die wichtigsten Grundlagen zu Tensorprodukten von Vektorrau-
men zusammen.

Vektorraume sind, falls nichts anderes explizit gesagt wird, stets iiber dem
Korper C der komplexen Zahlen.

Satz 2.1 (Existenz des Tensorproduktes). Seien V, W Vektorraume. Dann
gibt es einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Vektorraum V @ W

und eine bilineare Abbildung

VXW-—-VW

(v,w) — v w,

sodaf$ es zu jeder bilinearen Abbildung R :V x W — U, U beliebiger Vek-
torraum, eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ® : V @ W — U ¢ibt,

fur die das Diagramm

*Vgl. z.B. [11], Kapitel 10
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kommutiert, d.h. R(v,w) = ®(v ® w) fir allev € V,w € W.
Aufserdem gilt

VW =Ln{vw:veV,weW}

Wir beweisen den Satz hier nicht, geben nur eine mégliche Konstruktion
des Tensorproduktes an. Man erhélt eine Basis von V ® W als kartesi-
sches Produkt einer Basis von V und einer Basis von V. Fiir Basisvektoren
definiert man v ® w := (v,w) und setzt bilinear fort. Dies liefert einen
Vektorraum und eine bilineare Abbildung, die die Bedingungen des Satzes
erfiillen.

Definition 2.1 (Tensorprodukt, reine Tensoren). Der nach Satz 2.1 bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmte Vektorraum ¥V ® W zusammen mit der
Abbildung (v, w) — v ® w heilt Tensorprodukt von ¥V und W.

Elemente der Form v ® w mit v € V,w € W heifsen reine Tensoren.

Fiir endlichdimensionale Vektorrdume ist die Dimension des Tensorpro-
duktes gleich dem Produkt der Dimensionen der einzelnen Réume.
Fiir einen beliebigen Vektorraum V gilt: V@ C =V = C ® V, indem man
v®1 = v = 1®v identifiziert. Davon werden wir im folgenden oft Gebrauch
machen.

Definition 2.2 (Tensorprodukt von Abbildungen). Seien A; : V; — W,
¢ = 1,2 lineare Abbildungen. Dann definieren wir A; ® Ay : V; ® Vo —
Wi ® W, als die nach Satz 2.1 eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit

(Al X AQ)(U] X ’Ug) = A1<U1) X AQ(’UQ).
Tatséchlich ist diese Definition des Tensorproduktes fiir Abbildungen

vertriglich mit dem bereits definierten Tensorprodukt von Vektorrdumen.
Héaufig werden wir den sogenannten Flipoperator benutzen:

Definition 2.3 (Der Flipoperator 7). Seien V, W Vektorraume. Der Flip-
operator T : YV @ W — W ® V istg.s die nach Satz 2.1 eindeutig bestimmte
lineare Abbildung mit

Tvw)=w®v YveV,weWW.

Auferdem ist es oft notig, Tensorprodukte endlich vieler Vektorraume
zu betrachten. Die Tensorproduktbildung ist im folgenden Sinne assoziativ:

Satz 2.2 (Assoziativitat des Tensorproduktes). Seien V;, i =1,...,n Vek-

torraume. Dann gibt es einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Vek-

7



KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

torraum @, V; und eine n-lineare Abbildung

X Vi — Q) Vi
=1 i=1
(V1,00 oy 0p) 2 U] @ -+ @ Uy,

sodap es zu jeder n-linearen Abbildung R : X, V; — U, U beliebiger Vek-
torraum, eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ® : @, V; — U gibt,
sodafs

i=1 Vi ° ®?=1 Vi

kommutiert.
Es qilt

(gzl)vig (é%)@(é vl-)@...@ é V.

i=ko i=k1+1 i:kl,1+1

furallel = ko < ky < --- < kj_1 < k; = n. Dabei ist die eindeutig bestimmte

lineare Abbildung mit
MR QU (1 Uy ) Q@ (Vg 41 @+ @ Vy)

ein Isomorphismus. Auflerdem ist
QRVi=Lin{v; @ @v, : v;€Vii=1,...,n} (2.1)
i=1

Der Beweis hierfiir ist leicht mit Hilfe der universellen Eigenschaft des
Tensorproduktes zu fithren.
Natiirlich identifizieren wir alle méglichen solchen Tensorprodukte mitein-
ander und setzen kiinftig keine Klammern bei der Bildung von Tensorpro-
dukten mehrerer Faktoren.

Fiir unendlichdimensionale Hilbertraume ist das oben definierte alge-
braische Tensorprodukt zwar wieder ein Prahilbertraum, wenn wir das Ska-
larprodukt in natiirlicher Weise fortsetzen, allerdings nicht vollstédndig. Des-
halb definiert man in diesem Fall ein topologisches Tensorprodukt.

Definition 2.4 (Tensorprodukt von Hilbertrdumen). Seien H;, Hy Hilbert-

rdume. Dann ist das algebraische Tensorprodukt beziiglich des Skalarpro-

8



2.2. ALGEBREN

duktes

(V1 ® Vg, w1 ® wa) := (v1,wq) (Va, Wo)

ein Prahilbertraum. Wir nennen die Vervollstdndigung
H1®H2 = Hl & HQ

topologisches Tensorprodukt oder einfach wieder Tensorprodukt und benut-

zen das gewohnliche Symbol ® statt ®.

2.2 Algebren

In diesem Abschnitt stellen wir die wichtigsten Definitionen zu assoziati-
ven Algebren zusammen und geben eine Reihe von Beispielen, insbesondere
solche, die auch als Bialgebren aufgefaft werden kénnen.”

Definition 2.5 (Algebra, Homomorphismus, Ideal). Eine (assoziative, kom-
plexe) Algebra istg.s ein Vektorraum .4 mit einer bilinearen Multiplikations-
abbildung p : A x A — A, sodals das Assoziativgesetz gilt, d.h.

pla, p(b,c)) = u(pu(a,b),c) Va,b,ce A
A heiftt unital, falls es ein Element 1 € A gibt, mit
u(l,a) =a=p(a,1) Vae€ A
A heilst kommutativ, falls
p(a,b) = u(b,a) Va,be A.

Sind A;, Ay Algebren mit Multiplikationen 1, io, so heifit eine lineare Ab-
bildung ® : A; — A, (Algebra-) Homomorphismus, falls

®(pa(a, b)) = p2(®(a), 2(b)).

Ein Unterraum [ der Algebra A heifst Ideal, falls fir a € A, b € I stets
ab,ba € I. In diesem Fall definieren wir die Quotientenalgebra A/I =
{a +1|ae€ A} mit Multiplikation

pla+ 1,04+ 1) :=p(a,b)+ 1 Va,be A

“Vagl. [3], Chapter III, §1,2.
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und diese ist, da I Ideal ist, auch wohldefiniert.

Fiir p(a, b) schreiben wir auch einfach ab.

Die Definition einer Algebra lafst sich etwas umformulieren, sodafs die auf-
tretenden Gleichungen nur noch Gleichungen zwischen gewissen linearen
Abbildungen sind. Dies ist vor allem hilfreich, wenn wir im néchsten Ab-
schnitt Koalgebren definieren wollen, da deren Axiome sich auf diese Weise
ganz analog formulieren lassen.

Offenbar kénnen wir g aufgrund der universellen Eigenschaft des Tensor-
produktes auch als lineare Abbildung i : A ® A — A auffassen. Die Asso-
ziativitat liest sich dann

po (id@u) = po (pn®id),

wobei id die identische Abbildung auf A bezeichnet, d.h. id(a) = a fiir alle
aec A
Die Existenz einer Eins ist Aquivalent zur Existenz einer linearen Abbildung

k:C — A, sodak:
po(k®id) =id = po (id ®k), (2.2)

wobei C ® A =~ A = A® C identifiziert werden. Die Aquivalenz ist leicht
einzusehen:

Ist 1 neutrales Element der Multiplikation in A, so erfiillt die Abbildung
k:C — A mit k(\) := AL die Gleichung (2.2).

Ist umgekehrt eine Abbildung s gegeben, die (2.2) erfiillt, so ist 1 := (1)
neutrales Element der Multiplikation.

Die Kommutativitét 1&ft sich in dieser Sichtweise schreiben als

poT =,

wobei 7 den Flipoperator bezeichnet .*
Die Axiome einer unitalen Algebra lassen sich dann folgendermafen in kom-
mutativen Diagrammen ausdriicken

ARA®A CRA=A=ARC
;@}// \\gi\ [j@>// \\in&
A® A id AR A
A
“Vgl. Def. 2.3.
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2.2. ALGEBREN

Die Algebra ist kommutativ genau dann, wenn auch das Diagramm

Ao A - Ao A

BN

A

kommutiert.
Sind A;, Ay Algebren mit Multiplikation p; bzw. uo, so ist ® : A; — A,
ein Homomorphismus, falls

Doy =pyo(d® D).
Ein Unterraum I der Algebra A ist ein Ideal, wenn
p(ARI+I1®A) C1

Nun folgen einige Beispiele fiir Algebren, die wir in den weiteren Ab-
schnitten zu Beispielen von Bialgebren ausbauen werden.

Beispiel 2.1 (Algebra der komplexwertigen Funktionen auf einer Menge).
Fiir eine beliebige Menge M ist der Raum der komplexwertigen Funktionen

auf M,
F(M):={f: M — C},

eine kommutative Algebra, wenn wir die linearen Operationen und die Mul-

tiplikation punktweise definieren, d.h.

(f +9)(m) := f(m) + g(m)
(Af)(m) = Af(m)
(fg)(m) :== f(m)g(m)

fir alle f,g € F(M),m € M, € C.
F(M) ist auch unital mit 1(m) := 1 fiir alle m € M.

Beispiel 2.2 (Algebra der Endomorphismen eines Vektorraumes). Fiir einen

Vektorraum V bildet der Raum der Endomorphismen auf V,
End(V)={A:V — V| A linear},

bzgl. der Hintereinanderausfiihrung eine Algebra. Die identische Abbildung
id ist das neutrale Element, End(V) ist also unital.
Ist die Dimension von V grofer als eins, so ist End()) nichtkommutativ.

Hat V die Dimension n < oo, so erhalten wir die Algebra der n xn-Matrizen.

11



KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Beispiel 2.3 (Halbgruppen-Algebra). Sei H eine Halbgruppe. Wir identifi-

zieren x € H mit der Abbildung 9, : H — C definiert durch 6,(y) := d,,.

Dann bezeichnet CH die Halbgruppen-Algebra von H. Als Vektorraum ist

CH := Lin(H)(= Lin {0,|xr € H}) und H ist dann eine Basis von CH. Die

Multiplikation ist die lineare Fortsetzung der Multiplikation in H.

Offenbar ist CH kommutativ/unital genau dann, wenn H kommutativ /unital

1st.

Beispiel 2.4 (Polynomalgebra). Aus dem vorangehenden Beispiel erhalten
wir als Spezialfall fiir H = N" die Polynomalgebra in n kommutierenden
Unbestimmten C [z, ..., x,]. Fiir (ki,...,k,) schreiben wir 25" .. xkn.
Auch die Polynomalgebra in nichtkommutierenden Unbestimmten kénnen
wir so realisieren. Als Halbgruppe wéhlen wir die von {z1,...,z,} erzeugte
freie Halbgruppe, d.h. die Menge aller Worter tiber dem Alphabet {x1, ..., z,}
mit Hintereinanderschreibung als Halbgruppenoperation. Diese ist offenbar
unital mit dem leeren Wort als Neutralelement. CH schreiben wir dann

auch als C(xq,...,z,).

Beispiel 2.5 (Tensoralgebra). Sei V ein Vektorraum. Dann kénnen wir ge-
méf Satz 2.2 die Vektorrdume V®* definieren. Wir setzen dabei V&0 := C.

Dann definieren wir
TV =PVv*E=Ccave VeV e...
k=0
und als Multiplikation setzen wir
(M R..0U) (W Q.. QWy) =1 ®...0V, QU R ... R Wy,

linear auf T(V) fort. Die erhaltene Algebra heifit Tensoralgebra iiber V. Of-
fenbar ist T(V) unital mit 1 = Ic.

Die Tensoralgebra ist durch folgende universelle Eigenschaft charakterisiert:
Sei A eine beliebige unitale Algebra, R : V — A eine lineare Abbil-

dung. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Algebrahomomorphismus
P T(V) — A, sodak

Vv id T(V)

N

A
kommutiert.

Fiir das néchste Beispiel benotigen wir Lie-Algebren.
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2.2. ALGEBREN

Definition 2.6 (Lie-Algebra). Ein Vektorraum £ zusammen mit einer bi-

linearen Abbildung (z,y) — [z, y] heilt Lie-Algebra, falls

[z, y] = — [y, 7] (Antisymmetrie)
[z, [y, 2]] + [, [z, 2]] + [z, [x,y]] = 0 (Jacobi-Identitét)

fir alle x,y, z € £.

Beispiel 2.6 (Universelle Einhiillende). Sei £ eine Liealgebra, T(£) die Ten-
soralgebra iiber £ geméf Bsp. 2.5.

Wir bezeichnen mit N das von den Elementen der Form
TRY—yRr—|x,y

erzeugte Ideal in T(L). Nun setzen wir

und nennen U(£) die universelle Einhiillende Algebra der Lie-Algebra £.
Sie ist durch folgende universelle Eigenschaft ausgezeichnet:
Sei A eine beliebige Algebra, R : £ — A eine lineare Abbildung, sodafs

R([z,y]) = [R(z), R(y)] Vz,y € L, (2.3)

wobei [a, b] := ab — ba fir a,b € A den Kommutator bezeichnet.

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Algebrahomomorphismus
O:U(L) — A,

sodaf das Diagramm

kommutiert.

Sind A;, Ay Algebren, so wollen wir auch A; ® A, als Algebra auffassen.
Wir definieren dazu fir a,,b; € A; und as, by € Ay

(a1 ® as)(by @ by) := (a1b1)(asbs)

13



KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

oder iiber die linearen Abbildungen ausgedriickt:
fe = i ®p2 == (11 ® p2) o (iId®T ®id), (2.4)

wobei 1, o die Multiplikationen der Algebren A;, A; bezeichnen.

Bilden wir das Tensorprodukt von endlich vielen Algebren, so miissen wir
uns iiberzeugen, daft das Ergebnis nicht von der Reihenfolge abhéngt, in der
wir die Tensorprodukte bilden. Wir wissen schon, daf sie als Vektorrdume
iibereinstimmen. Was noch fehlt, ist der Nachweis, daf die Multiplikationen
ibereinstimmen, also daf fiir drei Algebren A, Ay, A3 mit Multiplikationen
f, pa, pr3 gilt: o L

(11 ®@p2)@ps = 1@ (H2®@3)

Wir rechnen fiir beliebige Vektorraume Vi, Vs, V3 und Vektoren v;, w; € V;,
1=1,2,3

(idv, v, ®@idy, @7y, v, @ idyy) o (idy, @Tv,evs 1 ® idy,eyy)
(11 ® V2 ® V3 ® Wi ® Wy ® ws)
= (idy, ey, ®idy, @Ty, v, ® idy,) (v1 @ W1 ® V2 ® V3 ® Wa ® w3)
= (1 ® W ® vy ® Wy ® V3 @ w3)
= (idy, @1y, 1, ® idy, @idy,gy,) (11 ® V2 @ W @ We ® V3 @ W3)
= (idy, @7y, 1, ®idy, @idyey,) o (idvey, ®Tv,viev, ® idy,)
(11 ® V2 ® V3 @ Wy ® Wy @ ws)

(idv, gy, ®idy, @Tvyy, ® idyy) © (idy, OTv,ev,w @ idyv,ey;)
= (idy, @7y, ® idy, @ idyyey,) © (dy v, @Tvvien, @ idy,)  (2.5)

und folgern induktiv, dafs
(a1 ®a @ - ®ay) (b1 @by @ - ®by) = a1by @ azby ® - - - ® apby,

fiir endlich viele Algebren A, ..., A, und a;,b; € A; firi=1,...,n.

Die vorangehende Rechnung scheint einen sehr einfachen Sachverhalt
unnotig kompliziert auszudriicken. Wéhrend fiir Algebren die Assoziativitét
des Tensorproduktes in der iiblichen Schreibweise als Trivialitéit erscheint,
ist das gleiche Ergebnis fiir Koalgebren nicht so klar. Die gew#hlte Formulie-
rung mit den Ordnungsoperatoren ist dagegen in beiden Fillen giiltig und
erspart uns damit im néchsten Abschnitt Arbeit.

Héufig werden wir einen Positivitatsbegriff benotigen und definieren des-
halb:

Definition 2.7 (x-Algebra, Involution, Selbstadjungiertheit, Positivitat).

Eine x-Algebra ist4.; eine Algebra A, die zusétzlich mit einer Involution

14
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genannten Abbildung A — A, a +— a* ausgestattet ist, sodaf

(a+ Ab)* = a* + \b* (d.h. * ist antilinear)
a* =a (d.h. * ist selbstinvers)
(ab)* =b"a” (d.h. * ist Antihomomorphismus)

fiir alle a,b € A, X\ € C.
Ein Element a € A heif$t

o selbstadjungiert, falls a = a*,
e positiv, falls ein b € A existiert, mit a = b*b.
Jedes positive Element ist selbstadjungiert, da
(b*b)" = b"b™ = b*D.
Es ist klar, was unter x-Homomorphismen und *-Idealen zu verstehen ist.

Beispiel 2.7 (x-Algebra der Funktionen auf einer Menge). Die in Bsp.2.1
definierte Algebra F (M) wird zu einer %-Algebra, wenn wir

fr(m) = f(m) Ym e M

definieren.

Die selbstadjungierten Elemente sind dann die reellwertigen Funktionen, da
f(m) € R genau dann, wenn f(m) = f(m) = f*(m).

Die positiven Elemente sind genau die im iiblichen Sinne positiven Funktio-

nen. Gelte ndmlich f = g*g fiir ein g € F(M), dann ist

f(m) = g(m)g(m) = |g(m)|” = 0

fir alle m € M. Ist umgekehrt f(m) > 0 fiir alle m € M, so setze g(m) :=
f(m) und es gilt offenbar

f(m) = g(m)* = g(m)g(m) = (g*g)(m),

also f = g*g.

Beispiel 2.8 (x-Algebra der beschridnkten linearen Operatoren auf einem

Hilbertraum). Ist H ein Hilbertraum, so bilden die beschriankten linearen
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KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Operatoren eine *-Algebra. Fiir 7' € B(H) definieren wir den adjungierten

Operator T™ mit Hilfe des Lemmas von Riesz:
(T"z,y) = (z,Ty)

Insbesondere setzen wir fiir eine n x n-Matrix A = (ai’j)ijzl .

* = .

2.3 Koalgebren

In diesem Abschnitt werden Koalgebren definiert, Beispiele fiir Koalgebren
angegeben und wir definieren die Faltung und das Faltungsexponential.”

Wir betrachten eine endlichdimensionale, unitale Algebra A und suchen
auf dem Dualraum A" = {¢ : A — C | ¢ linear} nach einer natiirlichen al-
gebraischen Struktur. Wie wir wissen ist A’ ein Vektorraum. Da A iiber eine
Multiplikation verfiigt, ist es naheliegend eine Abbildung A : A" — (A®.A)’
mittels

Ap)(a@b) = p(ab) (2.6)

zu definieren. Bezeichnet 1 die Multiplikation auf A, ist also A(y) = ¢ o pu.
Da A endlichdimensional ist, gilt (A ® .A)' = A" ® A" und wir kénnen diese
Réume vermoge (¢ ® ¥)(a @ b) := ¢(a)y(b) identifizieren. Damit rechnen
wir nach:

(A®id) o A)(e) = (A®id) (pop)

——
EA QA

=popuo (p®id)

=popuo (id®u) wegen der Assoziativitdt von pu

= ([d@A)(pop)

= ((i[d®A) o A)(p)

Aus der Assoziativitat von p wird also die sogenannte Koassoziativitat von

A.
Man beachte, daf fiir diese Rechnung wichtig war, A(p) als Element von

A ® A aufzufassen.
Da A unital ist, konnen wir auch eine Abbildung ¢ : A" — C durch

() == (1) (2.7)

definieren. Bezeichnet x die Einsabbildung und identifizieren wir C mit den

"Vgl. [1], [13], [17], [19]
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linearen Abbildungen von C nach C vermége z = (w — wz), so gilt

d(p) == ok.
Wir rechnen

((0®id) o A)(p) = (6 @1id)(¢ o )
=popo(k®id)
= wegen der Einseigenschaft
= popo (id®k)
= (id®d)(p o p)
— ((id@8) o A)(p).

Aus der Einseigenschaft wird also die sogenannte Koeinseigenschaft.
Die Rechnungen motivieren die Definition:

Definition 2.8 (Koalgebra, Komultiplikation, Koeins, Koalgebrahomor-
phismus, Koideal). Eine Ko-Algebra istq.r ein Tripel (C, A, d), wobei C' ein
Vektorraum iiber Cund A : C —- C® C, § : C' — C Komultiplikation und

Koeins genannte lineare Abbildungen sind, sodafs

(A®id)o
(d®1id) o

= (id®A)o A (Koassoziativitét)

A
A=(1d®J) oA =id (Koeinseigenschaft),

d.h. die beiden Diagramme

CrCxC CC=C=CxC
CeC id CeC
C
kommutieren.

C heifst kokommutativ, falls

A=T10A,
d.h. falls das Diagramm

CeC - C®C

A

C

17
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kommutiert.
Sind (', Cy Koalgebren mit Komultiplikationen A, Ay, so nennen wir eine

lineare Abbildung ® : C; — Cs Koalgebrahomomorphismus, falls
(@@@)OA1:A20®
Ein Unterraum I der Koalgebra C heifst Koideal, falls

Al)CCRI+I®C
I C kerné.

Das sind genau die Bedingungen, die man benétigt,um sicherstellen, daf A

und 0 repriisentantenweise auf C /I definiert werden kénnen.

In einer unitalen Algebra konnen wir sinnvollerweise Produkte von end-
lich vielen Faktoren statt nur von genau zwei Faktoren betrachten. Dabei
setzt man das leere Produkt als Neutralelement, das Produkt von genau
einem Faktor ist die identische Abbildung und beim Produkt von n + 1
Faktoren multipliziert man erst die ersten n und dann das Ergebnis mit
dem (n + 1)-ten Faktor.

Schreiben wir dies mit den Abbildungen p und &, so erhalten wir

o 10 =g,
° /,L(n+1) =puo (lu(n) (%) 1d)

Aufgrund der Assoziativitit darf man die Faktoren beliebig klammern, d.h.
in dieser Sprache
,U(n) — Iu(l) o ('u(kl) R ® Iu(kl))

fiir alle n,l € Nmit k; > 0, =1,...,nund k; + --- + k; = n. So wie es
sinnvoll ist, Produkte von endlich vielen Faktoren zu betrachten, so ist es in
einer Koalgebra sinnvoll, die Abbildungen A™ : C' — C®" zu betrachten,
die induktiv definiert sind durch

o A .=
o AT = (AM ®id) o A
Es ist also insbesondere A" = id und A® = A (Man vergleiche dies mit

entsprechenden Gleichungen fiir die Multiplikation in einer Algebra). Aus
der Koassoziativitdat und Koeinseigenschaft folgt, dafs

A — (A(kl) R ® A(kz)) o A
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fir alle n,l € Nmit k; > 0,i=1,...,nund k; + - -- + k; = n. Insbesondere
folgt hieraus

(id; ®A ®id,,_1_g) 0 AW = AlHD (2.8)
(idg @6 @ id,_1_g) 0 A = Alr=1D) (2.9)

firn > 1,k =0,...,n — 1. Dabei bezeichnet id,, die identische Abbildung
auf C®", OV .= C.

Bei einigen Rechnungen ist die sogenannte Sweedler-Notation sehr hilfreich.
Da A™(c) € C®", hat es nach (2.1) eine Darstellung als Summe reiner
Tensoren. Fiir A™(c) schreiben wir Y c) ® c2) ® -+ - ® ¢y oder einfach
ca) ® ) @ -+ ® c(ny. (2.8) und (2.9) werden zu

(1) @+ @ c(r—1) ® Acr)) @ o) ® -+ @ Cn) = €1) @ *** @ C(nt1)
6(cmy)ea) ® -+ @ Cr—1) @ Clkt1) @+ B Cint1) = €(1) @+ @ C(ny,

wobei n > 1.

Wie bei Algebren, fassen wir auch das Tensorprodukt zweier Koalgebren
C1, Cy mit Komultiplikationen A;, Ay und Koeinheiten 9, d, wieder als
Koalgebra auf, wobei wir

A@ = AlééAQ = (ld XRT X ld) (@) (Al & Ag)
5@ = 51@52 = (51 X (52

setzen. Sind die beiden Koalgebren gleich, so schreiben wir auch A fiir die
Komultiplikation des Tensorproduktes.

Wir rechnen die Koassoziativitdt und die Koeinseigenschaft nach und be-
nutzen dabei die Sweedler Notation:

(Ag ®idy) 0 Ag)(c® d) = (Ag ®@id2)(ca) @ d1y ® c2y @ d(2))
= ¢(1) ® d(1) ® ¢2) ® d(2) ® ¢(3) @ d3)
= (cy ®dq)) ® Ag(ce) @ d(2))
= ((id2 ®Ag) 0 Ag)(c ® d)

und

((de ®ids) 0 Ag)(c ® d) = (0 ®id2)(cy ® d(1y @ c(2) @ d2))
= 01(c))da(diy)er) @ dez)
=c®d
= 01(c(2))d2(d(2))cy ® dp)
= (id2 ®ds)(cy ® d1) ® c2) @ d2))
= ((ids ®0g) 0 Ag)(c ® d)

fiir alle ¢ € C4, d € Cs.
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An dieser Stelle ist noch festzustellen, daf die Bildung von Tensorprodukten
mehrerer Koalgebren assoziativ ist, in dem Sinne, daf die Identifizierung von
C®D®FEmit (C®D)®FEund C® (D ® E) mit der Koalgebrastruktur
vertriglich ist. Das folgt aber direkt aus (2.5).

Beispiel 2.9 (Koalgebra der Funktionen auf einer endlichen Halbgruppe).
Sei H eine endliche Halbgruppe mit Neutralelement e. Dann ist F(H x H) =
F(H)® F(H). Wir identifizieren f ® g € F(H) ® F(H) mit der Abbildung
(x,y) — f(z)g(y). Setzen wir nun fir z,y € H, f € F(H)

o A(f)(z,y) = f(xy),

so erhalten wir eine Koalgebra.

Da némlich H eine Basis von CH ist, ist F(H) = (CH)'. Die Definition von
Komultiplikation und Koeins entspricht damit (2.6) und (2.7). Wir haben
also Koassoziativitdt und Koeinseigenschaft bereits nachgerechnet.

Offenbar ist F(H) genau dann kokommutativ, wenn H kommutativ ist.
Beispiel 2.10 (Halbgruppen-Koalgebra). Sei H eine Halbgruppe. Wir defi-
nieren fiir x € H

o Ax) =z

o i(x):=1

und setzen A und ¢ als lineare Abbildungen auf CH fort. Dann ist (CH, A, 9)

eine Koalgebra. Es gilt ndmlich

(A®id)o A)(z) = (A®id)(z ® )
=rR®rRc
=1z ® A(x)
= (Id®A)(zr ® z)
= ((id®A) o A)(z)

und

(0@id) o A)(z) = (0 @ z)(z © x)
=d(x)x

=X
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zd(z)
= (1d®d)(z ® x)
= (d®d) o A)(x).

Man beachte, daf, falls H endlich ist und wir C(H) als Dualraum von (CH)’
auffassen, Komultiplikation und Koeins wieder (2.6) und (2.7) entsprechen.

Schreiben wir ndmlich z(f) := f(z), so erhalten wir

Alx)(f @ g) = x(fg) = fe(x) = f(x)g(x) = z(f)z(g) = (x @ z)(f © g)

und

Beispiel 2.11 (Matrix-Koalgebra). Auch das Matrixprodukt liefert ein Bei-

spiel fiir eine Koalgebra. Aus der Polynomalgebra in d Variablen C [zy; k, [ =

wird eine Koalgebra, indem wir

A(zy) E Tri ® Ty

(5(1},[) = 5kl

definieren und diese Abbildungen als Algebrahomomorphismen auf C [zy; k, [ = 1

fortsetzen.
Wir miiften nun Koassoziativitit und Koeinseigenschaft nachweisen. Be-

trachten wir die x; allerdings als die Koordinatenfunktionen x;; : My; — C,

e

raum gerade der Dualraum der endlichdimensionalen Algebra My der d x d
Matrizen ist. Die Definitionen von Koprodukt und Koeins sind dann gerade

dual zur Matrixmultiplikation und Einheitsmatrix. Tatsachlich ist
iUkl(AB AB kl Zam il = Zl’la iUzz

i=1
und
Z‘kl(E) = 5kl-
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KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Damit folgen Koassoziativitat und Koeinseigenschaft aus der Assoziativitat

der Matrixmultiplikation und der Einseigenschaft der Einheitsmatrix.

Wir haben zu Beginn dieses Abschnittes gesehen, daf der Dualraum
einer endlichdimensionalen Algebra eine Koalgebra ist. Der Dualraum einer
Koalgebra ist stets eine Algebra. Wir definieren:

Definition 2.9 (Faltung). Seien C eine Koalgebra mit Komultiplikation A
und A eine Algebra mit Multiplikation p. Dann definieren wir fiir lineare
Abbildungen &, ¥ : C' — A die Faltung

OxV:=po(PxWV)oA.

Insbesondere gilt fiir p,¢ € C’

ert=(p@Y)oA.

Satz 2.3 (Faltungsalgebra). Sei (C, A, ) eine Koalgebra und (A, u, k) eine
unitale Algebra. Dann ist L(C, . A), der Raum der linearen Abbildungen von
C nach A, mit der Multiplikationsabbildung x eine unitale Algebra und ko d
das neutrale Element.

Insbesondere erhalten wir fir A= C, daff C" eine unitale Algebra mit Neu-

tralelement & ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Assoziativitit von *.

Dazu schreiben wir voriibergehend
m(@WV):=dxU fir &,V e L(C,A),

also m(R) = po Ro A fir R € L(C, A) ® L(C,.A). Sei H € (L(C,.A))%3,

Dann erhalten wir

(mo (m®id))(H) =m((x®id) o H o (A ®id))
— po(u®id)o Ho(A®id) oA
— po(id®p) o Ho (id®A) o A
— m((id®p) o H o (id @A)
= (m o (id@m))(H).

Es bleibt noch zu zeigen, daf (kod)x® = & = Px(ro) fiir alle € L(C, A).
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Wir rechnen

(kod)xP=po((kod)@P)o A
=po(k®id)oPo (d®id)o A
=
= po (id®k) oPo (id®d) o A
=po(d®(kod))oA
=® % (k0J).

Fir A = C ist 4 = kK = id¢, wobei wieder C ® C mit C identifiziert wird.
Damit ist die Behauptung fiir C' = L(C, C) klar. O

Definition 2.10 (Faltungsexponential). Sei C' eine Koalgebra und ¢ € C’
ein lineares Funktional. Dann definieren wir das Faltungsexponential von ¢
als

*k

o
r= 3
k=0

wobei die Konvergenz punktweise zu verstehen ist. Natiirlich ist ¢** = § als

Neutralelement der Faltungsalgebra zu verstehen.

Satz 2.4 (Konvergenz des Faltungsexponentials). Das Faltungsexponential

konvergiert fiir alle ¢ € C" und alle c € C. Es gilt
pxp=thxp = efxel =eftY, (2.10)
also insbesondere 3 x e = ™Y fiir alle s,t € R. Auflerdem ist €2 = 6.

Fiir den Beweis benétigen wir den

Satz 2.5 (Fundamentalsatz fiir Koalgebren). Sei C' eine Koalgebra. Dann
ist jeder endlichdimensionale Untervektorraum von C' in einer endlichdi-

mensionalen Unterkoalgebra enthalten.

Dabei ist eine Unterkoalgebra ein Untervektorraum U C | fiir den
AU C U ® U ist. Einen Beweis findet man in [17] Theorem 4.4.2 oder [1]
Corollary 2.2.14.
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KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Beweis von Satz 2.4. Ist allgemein D ein endlichdimensionaler Vektorraum,
so existiert ein Skalarprodukt, das aus D einen endlichdimensionalen Hilbert-
raum macht. Dann ist jede lineare Abbildung [ von D in einen beliebigen

normierten Vektorraum ) beschrankt, d.h. es existiert
]| = inf{a > 0:||l(d)|| < al|d|| YVd € D}.

Mit D ist natiirlich auch D®* fiir jedes k& € N ein endlichdimensionaler
Hilbertraum.
Sei nun ¢ € C' und ¢ € C'. Es bezeichne

e (. eine endlichdimensionale Unterkoalgebra von C', die ¢ enthélt (eine
solche Unterkoalgebra existiert nach dem Fundamentalsatz fiir Koal-
gebren 2.5),

e 9. = 1| die Einschrinkung von ¢ auf C, und
e A, = Al die Einschrinkung von A auf C..

Dann gilt
[[ee*] < [[oll" und [JAB]] < [|ad|]

Die erste Gleichung folgt direkt daraus, dal ||A ® B|| < ||A]]||B|| fur be-
schriankte lineare Abbildungen A, B. Fiir die zweite Gleichung benutzen wir
zusétzlich ||[A o B|| < ||A||||B|| und ||id|| = 1. Schlieklich sehen wir, daf

U L s
- (o) < el 0
; k! |A] ; k!

als Rest einer konvergenten Reihe.
Man zeigt (2.10) wie bei der gewohnlichen Exponentialfunktion, die beiden

iibrigen Gleichungen sind trivial. m

2.4 Bialgebren

Wir geben zunéchst die Definition einer Bialgebra und anschlieffend einige
Beispiele. Insbesondere das erste Beispiel zeigt, inwiefern der Begriff der
Bialgebra den Begriff der Halbgruppe verallgemeinert.”

Definition 2.11 (Bialgebra, *-Bialgebra, Bialgebrahomomorphismus, Bi-
ideal). Ein 5-Tupel (B, u, k, A, 0) heifst Bialgebra, falls gilt:

"Vgl. [1], [13], [17], [19]
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e (B, u, k) ist eine unitale Algebra,
e (B,A,0) ist eine Koalgebra,
e A ¢ sind Algebrahomomorphismen.

Eine Bialgebra heifst x-Bialgebra, falls sie iiber eine Involution verfiigt und
A und § sogar *-Algebrahomomorphismen sind.
(x-)Bialgebrahomomorphismen sind Abbildungen, die sowohl (x-)Algebra-
als auch (x-)Koalgebrahomomorphismen sind.

(x-)Biideale sind Unterrdume, die sowohl (x-)Ideale als auch (x-)Koideale

sind.

In der dritten Bedingung ist B® B als Algebra mit Multiplikation geméf
(2.4) aufzufassen. Die Bedingung bedeutet ausgeschrieben:

Aopu=(p®u)o(id®r®id)o (A® A) (2.11)
dou=0®74 (2.12)

Beispiel 2.12 (Bialgebra der Funktionen auf einer endlichen Halbgruppe).
Sei H eine endliche Halbgruppe. Dann ist F(H) nach Bsp.2.1 eine Algebra
und nach Bsp.2.9 eine Koalgebra. Aber A und § sind auch Algebrahomo-
morphismen, da fiir beliebige f,g € F(H)

A(fg)(x,y) = fg(zy) = f(zy) g(xy) = Af(z,y) Ag(z,y) = (Af Ag)(z,y)
und

6(fg) = fgle) = f(e) gle) = df dg.
Also ist F(H) eine Bialgebra.

Beispiel 2.13 (Halbgruppen-Bialgebra). Sei H eine Halbgruppe. Dann ist
CH nach Bsp.2.3 eine Algebra und nach Bsp.2.10 eine Koalgebra. Wir
sehen, dafs A und § Algebrahomomorphismen sind, da fir alle z,y € H

Alzy) =ry@ay = (2@ 7)(y @ y)

und
dzy)=1=1-1=45(z)d(y).

Also ist CH tatséchlich eine Bialgebra.
Ist H eine involutive Halbgruppe, d.h. auf H ist zusétzlich zur Halbgrup-

penstruktur eine Abbildung x — z* : H — H mit ™ = z und (xy)* = y*z*
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KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

fiir alle z € H gegeben, so kénnen wir diese Abbildung antilinear zu einer
Involution auf CH fortsetzen. Wir erhalten dann offenbar eine x-Algebra.

1

Ist H = G eine Gruppe, so definiert ¢* := ¢~ eine Involution. Ist nichts

weiter gesagt, so ist diese Involution gemeint.

Beispiel 2.14 (Universelle Einhiillende Bialgebra). Sei U(£) die universelle
Einhiillende Algebra der Lie-Algebra £. Dann definieren wir lineare Abbil-
dungen A: £ - U(£) @ U(L) und § : £ — C durch

Ar=r1+1®z,
ox = 0.

Wir wollen diese auf U(L) fortsetzen und miissen daher (2.3) nachrechnen:

[Az, Ay]
=r®1+1®z,y01+1Qy]
=rR1Lye1]+102,10y]+ L1y +[1® s,y 1]

N J/
=0

=0

=zRyY)R1-(yYRr)R1+1R(zRy) -1 (yR )
=z, Yy ®1+1R [z,y]
=Alz,y].

Fiir 0 ist nichts zu zeigen.

Damit gibt es eindeutig bestimmte Fortsetzungen als Algebrahomomorphis-
men auf U(£), die wir wieder mit A und ¢ bezeichnen.

Wir wollen zeigen, daf U(£) mit diesen Abbildungen zu einer Bialgebra

wird. Wir rechnen

(A®id) o A)(z) =(A ®id)(Axz)
=(A®id)(r®1+1® )
=Ar®1+Al®a
=22 R11+102x14+11Qx
=r®A1+1® Ax
=(id®A)(r®1+1® )
=(1d ®A)(Ax)
=((id ®A) o A)(z)
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und

(d®id)(Az) = (0@id)(z®1+1® x)
=0(r)®1+61)®@x

— (id ®6)(Axz)

und erhalten die Koassoziativitdt und Koeinseigenschaft.
Verfiigt £ iiber eine Involution, d.h. eine antilineare, selbstinverse Abbildung
T — x* mit

[‘T’y]* = [y*7x*] Vr,y € £,

so konnen wir diese antilinear auf U(£) fortsetzen. Wir erhalten dann eine
x-Bialgebra.
Wir untersuchen noch den Fall, dafs £ abelsch ist, d.h. [z,y] = 0 fiir alle

z,y € £. Wir erhalten dann fiir U(£) die sogenannte symmetrische Ten-

soralgebra. Ist £ endlichdimensional und 1, ..., x, eine Basis, so ist U(£)
isomorph zur Polynomalgebra C[zy,...,z,] in den kommutierenden Ver-
anderlichen z1, ..., z,. Wir betrachten C[xy,...,z,] im folgenden stets als
*-Bialgebra mit ] =z; firi=1,...,n.

SchlieRlich definieren wir noch:

Definition 2.12 (Hopf-Algebra, Antipode, x-Hopf-Algebra). Eine Bialge-
bra B zusammen mit einer linearen Abbildung S : B — B heilt Hopf-
Algebra, falls

po(S®id)oA=po(id®S)cA=kod

S heifst dann Antipode oder auch Koinverse. Eine x-Bialgebra mit Antipode
S heilst *-Hopf-Algebra, falls S invertierbar ist und

S7a) = S(a*)* Va € B.

Beispiel 2.15 (Hopf-Algebra der Funktionen auf einer endlichen Gruppe).
Sei G eine endliche Gruppe. Dann ist F(G), wie wir bereits wissen, eine

Bialgebra. Tatséchlich wird F(G) zu einer Hopf-Algebra, wenn wir

S(N)x) = fz™)
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setzen. Wir rechnen

(po (id®S) o A)(f)(x) = 1 (fa)y ® S(f2)) (x)
= fuy (@) fy(@™")
= A fz, a7

flaz™) = f(e)
= 6(/)1(x)

= (k0 9)(f)(z)

= (o (S®id) o A)(f)(2).

Beispiel 2.16 (Universelle Einhiillende Hopf-Algebra). Auch die universel-
le Einhiillende U(£) einer Lie-Algebra £ trigt die Struktur einer Hopf-
Algebra. Wir definieren S : £ — U(£) durch

S(x):=—z firzxel

S erfiillt nicht (2.3). Wir miissen daher etwas vorsichtiger sein beim Fort-
setzen. Zunéchst kénnen wir S als Antialgebrahomomorphismus auf (L)

fortsetzen, d.h. wir definieren
S(r1®--®xy) =5, @ ®S(x1)

und setzen dann linear fort. Wir beobachten, daf S das von Elementen der
Form x®y—y®x — [z, y] erzeugte Ideal N (sieche Bsp 2.6) auf Null abbildet:

Sey—yRr—[r,y])=yRr—z®y+[z,y] =0.

Damit kénnen wir S repréisentantenweise auf U(L) = T(£)/N definieren.

Um zu zeigen, daf S eine Antipode ist, rechnen wir

(no(S®@id) o A)(z) = (no (S®id)(z®1+1®x)
=u(—r®1+1®7)
=—x+xz=0=k(dx)
= (po (id®S) o A)(x)

fir alle x € £.

Die bisherigen Beispiele waren alle kommutativ oder kokommutativ. Wir
arbeiten nun auf ein Beispiel einer weder kommutativen, noch kokommuta-
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tiven Bialgebra hin.

Beispiel 2.17 (Matrix *-Bialgebra M, und Koeffizientenalgebra der unitér-
en Gruppe Uy). Die Polynomalgebra C [zy] ist geméfs Bsp.2.11 auch eine
Koalgebra. Die Komultiplikation und die Koeins wurden dort auf den Ge-
neratoren definiert und als Homomorphismen fortgesetzt. Also haben wir
offenbar ein Beispiel fiir eine Bialgebra. Wir erhalten mit der gleichen Kon-
struktion eine *-Bialgebra, wenn wir die Komultiplikation und Koeins als
«-Homomorphismen auf die Polynomalgebra C [xy,, x},] fortsetzen. Die Al-
gebra ist offenbar kommutativ. Wir nennen sie Matrix *-Bialgebra und be-
zeichnen sie mit M.

Die Elemente der Form

d d

* *
E xkixli — 5kl und E {L‘ikl’il — 5kl
i=1

=1

erzeugen ein -Ideal I in C [zy,, x},;]. Wir setzen Uy := C [xyy, 23] /1. Damit
U, wieder eine Bialgebra ist, muft I auch ein Koideal sein, d.h. es miissen
Al CB®I+1® B und I C kernd gelten. Wie wir in Def. 2.8 erwahnt
haben, sind das genau die Bedingungen, die man braucht, damit A und ¢

auf U, vermoge

wohldefiniert sind. Um nun zu zeigen, dafs I tatséchlich ein Koideal ist,

rechnen wir

A(Z T}, — Opt) = Z(xkr ® X)) (2], @ %) — Oy @ Iy

1,7,
* *
= E Lhor Ty & Ty — Oy @ Oy

1,7,

= Z $k7=$zks & (Z mrix:i - 57"5 + 57"3) - 5kl & 5kl

= Z Ty, @ (Z iy — Ops) + Z Ty @ Opg — Oy @ 1

r,8

= Z mer;; ® (Z ‘Trixzi - 57'5) + Z l’krl‘?,, QL—0,y L.

J (.

Vv Vv
eBI €lI®B

Dall auch A(Y "), zhxq — o) € I® B+ B® 1, folgt analog und I C kern ¢
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ist offensichtlich.

U, ist auch eine Hopfalgebra. Die Antipode ist auf den Generatoren durch
S(xy,) = x}y, festgelegt.

In [9] zeigen Glockner und Waldenfels, daf U, tatsichlich isomorph zu der
von den Koeffizientenfunktionen &; : U(C?) — C der unitiren Gruppe

erzeugten Algebra ist.

Beispiel 2.18 (Freie Matrix x-Bialgebra /\/l£ und nichtkommutative Koeffi-
zientenalgebra der unitdren Gruppe L{({ ). Wir erhalten ein nichtkommutati-
ves Analogon des vorherigen Beispiels, wenn wir die von zy, k,l =1,...,d
erzeugte freie (nichtkommutative) unitale -Algebra M/ := C (x4, 27,) be-
trachten und wieder das Koprodukt und die Koeins geméfs Bsp.2.11, also die
dualen Operationen zur Matrixmultiplikation, als x-Algebrahomomorphismen
fortsetzen. Wir nennen ./\/lg auch freie Matrix x-Bialgebra. Genau wie im
vorigen Beispiel dividieren wir durch die Unitaritatsrelationen und erhalten
die *-Bialgebra Z/{({ = C(xp, xy,) /1, die wir auch nichtkommutative Koef-
fizientenalgebra der unitdren Gruppe nennen.

Dies ist ein Beispiel fiir eine Bialgebra, die keine Hopf-Algebra ist (vgl. [5],
Kapitel 2 Abschnitt 1).

Ist ‘H ein unendlichdimensionaler, separabler Hilbertraum, dann 1aft sich
ein unitirer Operator U auf C¢®H als d x d-Matrix (U ) auffassen, deren
Eingénge Uy, beschrankte Operatoren auf H sind. Glockner und Waldenfels
haben in [9] gezeigt, daf die von den Funktionen U +— Uy, erzeugte Algebra

isomorph zu L{({ ist.
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Kapitel 3
Deformationen von Bialgebren

Die hier betrachteten Deformationen sind die von Wirth in [20] eingefiihrten
sadditiven Deformationen von Bialgebren®. Dabei wird die Multiplikation p
durch eine ganze Familie von Multiplikationen y; ersetzt. Sie sind Deforma-
tionen der Algebra (B, i, 1) im Sinne der Gerstenhaber Deformationstheorie
[8], insbesondere ist stets (B, p, 1) wieder eine Algebra, allerdings gibt es
keine entsprechende Deformation des Koproduktes und (B, p, 1, A, 0) ist
im allgemeinen keine Bialgebra, sondern A ist ein Homomorphismus von
(Bnu“t-l—S) nach (B’ Mt) ® (B71u8)'

Im Abschnitt 3.1 werden wir die Hochschild-Kohomologie einfiihren. Die
Erzeugenden unserer Deformationen sind 2-Kozyklen in dieser Kohomolo-
gie". Die hier auftretenden Generatoren haben allerdings die zusitzliche
Eigenschaft, unter der Faltung mit der Multiplikation zu vertauschen. Wir
definieren also eine Kohomologie, die dies beriicksichtigt, indem von den
Koketten verlangt wird, dafs sie ebenfalls vertauschen, um wieder eine Ent-
sprechung der infinitesimalen Deformationen mit den Kozyklen zu haben.
Im Abschnitt 3.2 fithren wir dann den Begriff der additiven Deformation
nach [20] ein und folgen im wesentlichen Wirths Beweis, daf diese Deforma-
tionen gerade von normierten, kommutierenden Kozyklen erzeugt werden.
Auferdem zeigen wir, dafs den Kordndern der neu eingefiithrten Kohomolo-
gie triviale Deformationen entsprechen, in dem Sinne, daf die auftretenden
Algebren (B, y1;) dann alle in kanonischer Weise isomorph sind.

3.1 Hochschild-Kohomologie

Wir fithren zunéchst kohomologische Grundbegriffe ein. Wir wollen dann die
Kohomologie von Bialgebren betrachten. Jede Bialgebra ist insbesondere ei-
ne Algebra, weshalb wir zundchst die Hochschild-Kohomologie fiir Algebren
einfiihren. Anschliefsend definieren wir eine Kohomologie, die die gegebene
Situation noch besser erfafst, wie wir besonders deutlich in Abschnitt 3.3
sehen werden.

“Vgl. [7], [8] und [20]
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Definition 3.1 (Kokettenkomplex; Koketten, Kozyklen, Kordnder; Koho-
mologien). Ein Kokettenkomplex besteht aus einer Folge von Vektorrdumen
(Cn)nen und Abbildungen 0, : C,, — C,y1, genannt Korand-Operatoren,
sodak fiir alle n € N gilt:

Ops100, =0

Die Elemente von

e C, heiflen (n)-Koketten (C' wie chain),
e 7, :=kernd, heien (n)-Kozyklen (Z wie Zyklus),

e B, :=bild0,_; heien (n)-Korinder (B wie boundary).

Die Bedingung iiber die Korandoperatoren besagt dann gerade, dafs alle
Korander insbesondere Kozyklen sind.

Auflerdem definieren wir

8:UCn—>UC’n

neN neN

of =0,f fur f € C,.
Wir setzen noch
H, = Z,/B, (H wie Homologie)

und nennen den Vektorraum H,, n-te Kohomologie. Ist H,, = {0}, so heifst
das offenbar, daf alle Kozyklen auch Koréander sind.

Bevor wir die Hochschild-Kohomologie definieren kénnen, benétigen wir
den Begriff des Moduls:

Definition 3.2 (Wirkung, Modul). Seien A eine Algebra, M ein Vektor-

raum. Dann heifst eine bilineare Abbildung
AXx M — M, (a,m) — a.m

A-Linkswirkung oder kurz Linkswirkung, wenn klar ist um welche Algebra
es geht, falls
(ab).m = a.(bom) Va,b€ A,me M.

M heifst dann (A-)Linksmodul. Entsprechend ist eine (A-)Rechtwirkung eine
bilinearen Abbildung

Mx A— M, (m,a) — m.a
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mit
m.(ab) = (m.a).b VYa,be Ame M

und M heifst dann (A-)Rechtsmodul. Sind auf M sowohl eine Linkswirkung,
als auch eine Rechtswirkung definiert, so heift M ein (A-)Bimodul.

Man beachte, dafs Linksmoduln und Darstellungen das gleiche sind. Ist ©
eine Darstellung von A auf M, d.h. ein Homomorphismus 7 : A — End M,
so wird durch

a.m :=m(a)(m) (3.1)

eine Linkswirkung auf M definiert und umgekehrt definiert eine Linkswir-
kung auch eine Darstellung, indem wir (3.1) andersherum lesen. Genauso
entspricht eine Rechtswirkung einer linearen Abbildung o : A — End M,
fiir die

o(ab) = o(b)o(a) Va,be A.

Wir nennen o eine Antidarstellung.

Definition 3.3 (Hochschild-Kohomologie). Sei M ein A-Bimodul. Wir set-
zen

Cn(B,M) = {f AP - M | f linear}

fir n € N. Insbesondere ist Cy(B, M) = M.
Wir definieren die Korandoperatoren 0, : Cy, (B, M) — Cp41(B, M) durch

(Onf)(ar, ..., anta) = ar.f(ag, ..., an41) + Z(—l)i flar, ... a;a41, ..., Qpi1)
i=1

+(=D)" f(ar, ..., an).Gn1
(3.2)

fiir n > 0 und
(Oom)(a) := a.m —m.a,

wobei wir Cy(B, M) mit M identifizieren.

Sind die Links- und Rechtswirkung durch die Darstellung 7 und die
Antidarstellung o gegeben, so sprechen wir von m-o-Kozyklen, bzw. m-o-
Korandern.

Der folgende Satz rechtfertigt den Namen Kohomologie:

Satz 3.1. Sei A eine Algebra und M ein A Bimodul. Dann ist (Cy,)nen mit
0, gemdfs voriger Definition ein Kokettenkomplex, d.h.

bild 9,, C kern 0,41

oder kurz 9 = 0.
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Beweis. In [10] findet sich ein vielleicht etwas eleganterer Induktionsbeweis,
aber auch einfaches Ausrechnen fithrt zum Ziel. Wir setzen, um die Rech-

nungen iibersichtlicher zu gestalten,

1. f(x9, . Tpyt) fir ¢ =0,
Xl(n)f(l‘l, e ,l’n+1) = f(xly P VL 7 A I ,anrl) fir 1 S { S n
f(z1,. o xn) Tpaa firi=n+1

und beobachten, dafs fiir i =0,....,n+2,57=0,...,n+1

n+1 n o .
(n+1) _ (n) Xy i <

Xz' X = )
! X§n+1) Xz@1 fiire > g

da sich hinter der Stelle, an der wir zwei Elemente zusammenfassen, die

Numerierung um eins verschiebt. Damit ist

und wir rechnen

an+18n:an+l< Z (_1)jX§n)> _ Z (_1)i+jxl(n+1)xg_n).

0<j<n+1 0<i<n+2
0<j<n+1

Wir teilen die Summe auf in Summanden, in denen ¢ < j bzw. j > ¢ und

erhalten

ST DTN ST (=) I (3.3)

0<i<j<n+1 0<j<i<n+2

Offenbar gilt mit ¢/ = jund j' =7 —1

0<j<i<n+2 & 0<i/<ji<n+1
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und wir erhalten

ST = ST (I,

0<j<i<n+2 0<j<i<n+2
i 4! n+1 n
_ Z (—1)7+7 +1Xz(" + )X§,)
0<i' <j'<n+1
i+ (n+1 n
N A
0<i/ <j'<n+1
also schlieRlich, indem wir dies in (3.3) einsetzen, 9% = 0. O

Bei uns geht es stets um B-Bimodulen fiir eine Bialgebra B. Die folgen-
den beiden Félle kommen vor:

e Auf C sind Links- und Rechtswirkung durch die Koeinheit § gegeben,
d.h.
aXb=4(a)d(b)A

fira,b e B, A e C
Ist nichts weiter gesagt, so ist diese Kohomologie gemeint.

e p ist eine Darstellung von B auf einem Vektorraum D, die Rechtswir-
kung ist durch 0 gegeben, d.h.

a.v.b=0(b)p(a)v
fir a,b € B, v e D.
Wir fithren noch einen zweiten Kokettenkomplex ein.

Definition 3.4 (Kommutierende, normierte Hochschild-Kohomologie, Ko-
ketten, Kozyklen und Korédnder). Sei B eine Bialgebra. Dann setzen wir fiir
neN

C, = {fec, } frp™ =p™ & fund f(1%7) = 0}

und nennen die Elemente normierte, kommutierende Koketten. Dabei ist
™ a4y ®---®ay, — ay .. .a, die Multiplikationsabbildung fiir n Faktoren,

insbesondere ;") = id und p® = k. Wir schreiben
Zp =kernd,, B,="hbildd,., und H,=Z,/B,

und sagen entsprechend normierter, kommutierender Kozyklus zu den Ele-
menten von Z, und normierter, kommutierender Korand zu den Elementen

von B,,.
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Satz 3.2. Die 571 bilden mit dem Korandoperator nach Def. 3.3 einen Ko-

kettenkomplex.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dak 0, : én — 5n+1- Sei also f € (jn Dann

rechnen wir
Of (1% = o(1) f(1%") — fF(A®") £ --- =0
und

af * Iu(n—l-l) —

<5 ® f+ Z(_l)kf o (idj_1 ®pu ®id,_p) + (=1)"" f @ 5) *,U(nH).
k=1

Wir zeigen nun, daf die einzelnen Summanden unter der Faltung mit der

Multiplikation vertauschen:
(0@ f)xp" a1 @ @ ans)
= o) (o &)l
=af (agl) Q- agll) aéQ) . afi)rl
—af (o @ @al)) ol all) da S = p s f
=" a0 f (o @ 2l
=" x (6 f).
Analog erhélt man
(f @)% "t = p) o (f @6).

Bleiben noch die mittleren Summanden:

(f o (idy-1 @p @ idy ) % ™ (a1 @ - @ anp)
1 1 1 1 2 2 2 2
=f(GE)®'--®(a;§)@;§ﬁ1)®"'®a£+)1> ag)"'al(q)al(cll"‘agz—i)-l

=f (agl) R ® (akak+1)(1) R ® a&)ﬂ) a§2) o (ak@k+1)(2) . a;zll

(da A Algebrahomomorphismus ist)
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(08 () ® 0 oL )l ) ol
(da fxpu™ = p™ « f)

= Iu(n_H) * (f o (idk_l QU X idn—k))(al Q- a”+1)'

Zum Abschlufs dieses Abschnittes zeigen wir noch:

Satz 3.3. Hy(CZ) = {0} und Hy = {0}, d.h. Jeder 2-Kozyklus von CZ ist
Korand (Genauer: jeder 0-6-2-Kozyklus ist 0-0-2-Korand).

Beweis. Wir identifizieren die linearen Abbildungen von CZ®" nach C mit
den entsprechenden Abbildungen von Z"™ nach C.
Sei g ein 2-Kozyklus. Nach (3.2) gilt dann

d(k)g(l,m) —g(k+1,m)+ g(k,l+m)—g(k,1)0(m) =0

fiir alle k,1,m € CZ. Wir definieren f : Z — C induktiv durch

2f(0) = (0,0),
Flk+1) = f(k) — gk, 1), fiir k > 0,
Flk—1) = f(k) + g(k — 1,1), fiir k < 0.

Aus der Kozyklusbedingung fiir ¢g folgt, indem wir [ = m = 0 setzen,
g(k,0) = ¢(0,0) fiir alle k € Z. Damit ergibt sich sofort

Jetzt zeigen wir induktiv, dak of(k,l) = g(k,l) fir alle [ > 0:

Of(k,l+1)=f(l+1)— f(k+1+1)+ f(k)
=) —g9(,1) = f(k+ 1) +g(k+1,1) + f(k)
=0f(k,l)—g(l,1)+g(k+1,1)
=gk, ) —g(l,1)+g(k+1,1)
=g(k,1+1).

Analog erhéilt man Gleichheit fir [ < 0 und damit 0f = ¢g. Also ist jeder
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Kozyklus Korand und folglich H, = {0}.
Ist ¢(0,0) = 0, so ist auch f(0) = 0, also folgt aus g € Z, auch f € C; und
damit g € B,. SchlieRlich haben wir H, = {0}. O

3.2 Additive Deformationen

In [20] hat Wirth den Begriff der additiven Deformation einer Bialgebra
eingefiihrt. Wir folgen der dortigen Darstellung in Abschnitt 2.2 eng. Im
Beweis von Satz 3.4 kommen wir allerdings mit gewohnlichen Ableitungen
anstelle formaler Differentiale aus.

Definition 3.5. Eine additive Deformation einer Bialgebra B ist eine Fami-
lie (f4t)e>0, sodal B mit Multiplikation p; eine unitale Algebra (mit gleichem

Neutralelement wie B) wird und gilt:

Ho = M,
(s @ ) o (IdRT ®@1id) o (A ® A) = Ao gy Vs, t >0, (3.4)
5o iy P d ® 0 punktweise. (3.5)

Ist B eine *-Bialgebra, so soll (B, ;) auch wieder eine *-Bialgebra sein.

Bezeichnen wir mit B; die Algebra (B, 1), so sagt Bedingung (3.4), daf
A ein Algebrahomomorphismus von B,.; nach B, ® By ist. Fiir s =t =0
wiederholt dies die Bialgebrabedingung (2.12).

Satz 3.4 (Generator einer additiven Deformation; Wirth, [20]). Sei B eine
Bialgebra und ()0 eine additive Deformation. Dann ist (6 o pi)ie>o €i-
ne Faltungshalbgruppe linearer Funktionale auf B ® B und es existiert ein
Generator L, sodafs

_tL
dou =e.r.

Augflerdem gilt
d(d o p)
dt
poxeltt =y, Vit >0, (3.6)
L1l®1) =0,

L= = lim %(mut—a@a),

t—0+

Lxp=puxL
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und

d(a)L(b®c) — L(ab® ¢) + L(a ® be) — L(a ® b)d(c) =0

fir alle a,b,c € B. Insbesondere ist also L € Zg.
Ist umgekehrt L ein normierter, kommutierender 2-Kozyklus, so definiert
(3.6) eine additive Deformation der Bialgebra B.

Ist B eine x-Bialgebra, so muf L auch hermitesch sein, d.h.

Lb®c) = L(c* ®b*) Vb, c € B.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl (6 o p;)e>0 eine Faltungshalbgruppe ist.
Wir setzen M; := § o py. Fiir s, > 0 gilt

(00 ps) (00 p) = ((00ps) @ (5 0pm)) oA
= (0®0) o (1s ® pe) o A
=00 (id®J) o Ao pusy mnach (3.4)

=0 o usry wegen der Koeinseigenschaft.

Es gilt auch oy — 6 ® 6 fir ¢ — 0, da py — p punktweise (3.5) und
dou=0®4.

Damit existiert L(b) := %‘ » fir alle b,c € B und definiert eine
lineare Abbildung L : B ® B — C, fiir die § o j; = M, = !l fiir alle t > 0.

Wir erhalten nun

=(p@el)o
(id @d) o (1t @ pu) o A
(id®d) o Aoy wegen (3.4)

He,

womit (3.6) gezeigt ist.
Offenbar folgt analog e’ x u = i, also insbesondere M; x p = px M, fiir
alle t > 0.
Es bleibt zu zeigen, daf L ein normierter, kommutierender 2-Kozyklus ist.
Da

Bopu)1®1)=46(1)=1 Vt>0,

erhalten wir durch Ableiten, daf L normiert ist.

39



KAPITEL 3. DEFORMATIONEN VON BIALGEBREN

L kommutiert auch, da

pox (80 pu) = (00 p)*p
& po(ux(@op))=ypo((@om)*u)  VoeB
< (popu)x(dopu)=(60om)*(pop)  VoebB
:(%h:o) (pou)* L =Lx(popu) Vo € B
& po(uxL)=po(Lxp) Vo € B
& wx L =Lxp.
Da B mit p; eine Algebra ist, gilt

Wir rechnen

dopo(idou) = Mo (((d®id)oA)® )
= Mo (0®ideM, @ u)o (A®A)
= M, 0 (0 ® M; ®id ®p) o (ARA)
= (0@ M, ® (M, o (id®u)) o (ARA)
= (6@ M,) * (M, o (id®p)).

Leiten wir diese Gleichung ab, so erhalten wir

%(Mut o (id@pm))| =& L) (Moo (@) + (5@ Mo) (Lo (id@p))
=(0RL)* (6@ (0on)+(0®I®0)* (Lo (iddpu))
s

=0® L+ Lo (id®u).
Wir konnen entsprechend mit der rechten Seite von (3.7) verfahren, um
0@ L+ Lo (id®ou) =L®6+ Lo (p®id)

zu erhalten, d.h. L ist 2-Kozyklus.

Ist B sogar eine *-Bialgebra, so gilt auch

(0om)(b®c)=(0ou)(c@b*) Vbce B,
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also folgt durch Differenzieren, dafs L hermitesch ist.
Wir zeigen jetzt die Umkehrung. Sei also L ein normierter, kommutierender
2-Kozyklus. Wir miissen die Assoziativitit von p; 1= u* e!* beweisen. Wir

rechnen unter Verwendung der Sweedler Notation fiir b,¢,d € B

(e o (id @) (b @ c @ d) = pe(b ® cydyet (co) ® da))

)
= e’ (c2) ® di2)) (b ® carydny)

= & (e ® dg))baycydpyel (be) © ced)
= bayeaydm el (bay ® cayd2))d(bes)) el (cis) @ dys))

und

(e 0 (1 ®1d)) (b ® ¢ @ d) = pu(baycay © del’ (b) ® ¢(2)))
= & (b) @ e()) e (bycy © d)

= el (bs) © c@)baycydyel (be)ce) © de)

= baycaydn)
el (b)c) @ di))el (bs) ® c@))0(d)).

Es geniigt also zu zeigen, dafs

el (b ® cayd1y)d(b))e (ce) @ d)) =
e (baycy @ day)el (be) @ c2))d(d2))

fiir alle b,c,d € B bzw.
(et o (idop) * (6@ eth) = (etF o (n@id)) * (X ®6).  (3.8)
Dak L ein 2-Kozyklus ist, konnen wir in der Form
Lo (id®u)+d®L=Lo(p®id)+L®4§ (3.9)

schreiben. Wir wollen zeigen, daf (3.8) gerade das Exponential von (3.9)
ist. Es gilt

(Lo(idou) (0@ L) = (0@ L) (Lo(idepw),
(Lo(p®id)x (L®d) = (L®d)x (Lo (neid)),
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da

(Lo (id®p) (6@ L) = ((Lo(id®p) ® (6 ® L)) o (ADA)
:Lo(id®,u®5®L)o(A® )
=Lo(id®d®@pu®L)o(A®A)
=Lo(0®IdRL®pu)o (AR A)
:Lo(5®L®1d®,u)O(A® )
= (0@ L)® (Lo (id®u))) o (ABA)
=(0® L)x (Lo (id®u)).

Die zweite Gleichung folgt analog.

Damit konnen wir

pl(Lo(d@m)+IOL) _ HLo(id®p))  ptIOL (3.10)

schreiben und entsprechend fiir die rechte Seite von (3.9). Auferdem haben
wir fiir beliebige lineare Funktionale R, S : B® B — C

(R*S) o (id®pu) = (Ro (id@p)) * (S o (id@u)),

(RxS) o (n®id) = (Ro (1®id)) x (S o (1 ®id)),
5@ (RxS) =0 R) x(0®8),
(RxS)®6=(R®38)(S®9),

da

(RxS)o (idou) = (R®S)o (ider ®id) o (A® A) o (id®@pu)
=(R®S)o (id®r ®id) o (idy ®u @ u) o (A ® A)
= (R®S) o (idou ®id®u) o (ADA)

= ((Ro (id®p)) ® (S o (idep))) o (ARA)

= (R

o (id®p)) » (S o (id®p))
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sowie

R (R*xS)=(00(0®id) o A)® ((R® S)oA)
=id
=((6®0)oA)® ((R®S)oA)
=(0®IQR®S)o(A®A)
=(®@R®§®S)o (ARA)
(

=(0QR)*x(0®5).

Die zweite und vierte Gleichung erhélt man analog. Wir fahren mit der

Hauptrechnung (3.10) fort und erhalten

ofi Z tF(L o ( 1d®,u LN Al
ULe(id@w) Z = x o (id®u) = et o (id ®pu)
k=0 k=0
und
tk((5®L 0 kL*k
toQL __ _ tL
I e s
k=0

Damit folgt schliefslich (3.8) und damit die Assoziativitat von u,. Wir zeigen
noch die Bedingung (3.4). Fiir s,¢ > 0 ist

Aot = Ao (ef0 ) o A
= (el @ (Aop)) oA
= (el @ @ p) o (idy @A) o A

—

*

—

*

(da p Koalgebrahomomorphismus (2.11))
= (et xeF) @ p@ p) o (idy @A) 0 A
= (@@ ueu) o (A®idy) o (idy ®A) o A
= (e ®er @ p@p) o (idy @A ® idy) o (idy ®A) o A
(wegen Koassoziativitdt von A)
=(efopedatapo(A@A)oA
(da L kommutiert)
= (s ® pe) o A
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Falls B sogar eine *-Bialgebra und L hermitesch ist, gilt auch

pe(b @ €) = bnyeqy € (b2 ® c2) = (cfaybiay)” el (cly) @ b))
C*Q) (024) ba)))*
)*

= (c{ydy e

= ((c" @b

(
)
fiir alle b,c € B. O]

3.3 Deformationen und Korander

In diesem Abschnitt spielen die folgenden Operatoren eine wesentliche Rolle:

Definition 3.6. Sei (C, A, d) eine Koalgebra, ¢ : C' — C ein lineares Funk-

tional. Dann definieren wir L, R, : C'— C durch

L‘P = (SD ® 1d) © A?
R, = (id®¢y) o A,

Wir sagen, dals ¢ kommutiert, falls

Lemma 3.5. Seien (C,A,0) eine Koalgebra, o, € C'. Dann gilt

px1)=@poRy=1)o L, (3.11)
§oR,=0b0L,=¢, (3.12)
Lyo Ly = Ly, (3.13)

R, 0 Ry = R,y (3.14)

Auferdem sind die folgenden Bedingungen fir ¢ € C' dquivalent:

° v € Z(C)

Dabei bezeichnet Z(C") das Zentrum von C', d.h. ¢ € Z(C") genau dann,
wenn p * 1) =P x @ fir alle ¢ € C".
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Beweis. Wir erhalten (3.11) direkt durch Einsetzen der Definitionen:

YpoLy,=vo(pRid)oA=(pR@Y)oA=p*y
=po(iday)oA
= po Ry.

Damit ist auch (3.12) gezeigt, da wir nach Satz 2.3 wissen, daf 0 das neutrale
Element bzgl. x ist.
Rechnen wir nun (3.13) und (3.14) nach:

L,oLy=(p®id)oAo (p®id) o A
= (p®id) o (b ® A) o A
= (p®id) o (¥ ®idy) o (id®A) 0 A
= (p®id)o (¥ ®idy) o (A ®id) o A
=Y ®p®id)o(A®id)o A
= (Wxp)®id)o A

Lysp

und

R,0 Ry = (id®p) o Ao (id®y) o A
(idep)o (A®yp)o A

(id @) o (idy @10) o (A ®id) o A
(id®@p) o (ids @) o (id ®A) 0 A
(id®p @) o (Id®A) o A
(id®(e*1)) o A

Ry

AbschlieRend zeigen wir die behauptete Aquivalenz:
Gelte L, = R,. Dann rechnen wir fiir beliebiges ¢ € C"

pxp=1poLy,=voR, =1hxg,

d.h. ¢ € Z(C").
Ist umgekehrt L, # R, so gibt es ein ¢ € C' mit | := Ly(c) # Ry(c) =: r.
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Sei ¢ € C" so, dafs 1(l) # 1 (r). Dann erhalten wir

(ex¥)(c) =v(l) #¢(r) = (¥ x¢)(c)
und damit ¢ ¢ Z(C"). O
Beispiel 3.1. Wir betrachten die Koalgebra F(G) fiir eine endliche Gruppe
G mit Neutralelement e (vgl. Bsp.2.9). Wie wir wissen, ist F(G) = CG.

Die folgende Rechnung zeigt, dals R, und L,, = € G, die Rechts- bzw.
Linkstranslation sind. D.h. es gilt

(R (f)(y)

((id ®@x) o A)(f)(y)
(id®z)(fu) @ fi2))(y)
= (fio)(2) f 1)) (v)

faoy () fio)(x)

= (Af(y®z) = f(yz)

und

wobel f € F(G), y e G.
Nach Lemma 3.5 ist R, = L, genau dann, wenn ¢ € Z(CG). Es ist also

interessant, das Zentrum Z(CG) zu untersuchen. Es bezeichne
[2] = {2’ € G :ya'y~! =z fiir ein y € G}

die Konjugationsklasse von x.

Behauptung. Es gilt

Z(CG’):Lin{Zy:mEG} und dimZ(CG):#{[x]:aCEG}.

y€[7]
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Beweis. Sei ¢ € (G. Dann rechnen wir

2> y=2 yay =Y ey E Y yay e =Y e

yE€lx] yeG yeG y'eG yE€lx]

Also ist }° 1,1y € Z(CG) und wir haben die eine Inklusion gezeigt. Umge-

kehrt schlieen wir

Zaxa: € Z(CG) = Vye G y(z a,T) = (Z Q)Y
= Vy e G Z QYT = Z QL TY
= Vy € G Z Q1,0 = Z Qpy 1
= Vrx,yelG -1y = Qlgy—1
= Vr,yeG Qg = Qygy—1
= Zax:ceLin{Zy:xeG}

y€la]
und erhalten die andere Inklusion. O

Im folgenden sei (B, p, k, A, ) eine Bialgebra und A bezeichne die Ko-
multiplikation in B ® B. Ein paar weitere Eigenschaften von L, und R,:

Lemma 3.6. Sei p € B'. Dann gilt

R5®Lp =id ®R<p (315)
R,zs = R, ®id (3.16)
o Ry = Ryop (3.17)
und
Lsg, = id®L, (3.18)
Lygs = L, ®id (3.19)
p© Loy = Ly o p. (3.20)

Beweis. Wir rechnen, um (3.15) zu zeigen,

Rissy = (idy @3 @ @) 0 A

(id®d ®id®@p) o (A ® A)

= ((id®J) 0o A) ® ((id®yp) 0 A)
=1d®R,
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und erhalten (3.16), (3.18) und (3.19) analog. Zum Beweis von (3.17) rech-

nen wir

110 Rpoy = po (ida ®(pop)) o A
= (u®(pop))oA
= (id®p) o (n@p)oA
— (id®yp) o Ao p
=R,opu

und (3.20) folgt analog. O

Ziel des Abschnittes ist es, fiir die Deformationen, deren Generatoren
in By liegen, nachzuweisen, daf die deformierten Multiplikationen sich als
Basistransformierte der urspriinglichen Multiplikation schreiben lassen. Der
Schliissel dazu liegt im folgenden Lemma:

Lemma 3.7. Sei B eine Bialgebra und ¢ € 61, d.h. ¥ ist ein kommutie-
rendes lineares Funktional mit (1) = 0. Dann ist L := O ein normierter,
kommutierender 2-Kozyklus, durch p; := p* elf ist eine additive Deforma-
tion auf B gegeben und es gilt

oy = Re_mlb opo (R ® Rw). (3.21)

*

Ist B eine x-Bialgebra und v zusdtzlich hermaitesch, so ist auch L hermitesch

und die Deformation eine Deformation der x-Bialgebra.

Beweis. Offenbar ist L = 0y € Eg - 22, also ist L ein normierter, kom-
mutierender 2-Kozyklus. Ist B eine x-Bialgebra und ¢ (b*) = ¥(b) fiir alle
b € B, so gilt auch

L(c" @ 0%) = 6(c")p(b*) — o(c™b") + (7)o (b7)
(€)3(b) = (be) + 1(c)5(b)

Lb®c),

o
)

tL

also ist L hermitesch. In jedem Fall folgt, dafs (u:)¢>0 mit p = px el eine

additive Deformation ist.

Bleibt noch (3.21) zu zeigen. Hierflir rechnen wir nach, daf
eV = (0@ e) (e op)x (el ®9) (3.22)
gilt. Es ist zu zeigen, dafs die Ausdriicke im Exponenten auf der rechten
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Seite kommutieren, daf also

() x (¥ @)= * (@), 3.23
(0@Y)x(Vop)=(Yopu) (@) (3.24)
Wir rechnen
(RY)*x(P®d)=0RYYPRFoA

(
=((0ey)eA)e((p®d)oA)

= (o (B®id)oA)® (Yo (id®d) o A)
= (Yo (id®d) o A)® (Yo (6 ®id) o A)
=W ®0)x(0e)

und erhalten (3.23) sowie

BRp)*x(hop)=0@Y® (Yopu))o

= (op)o(d @1 ®idy) o A
=@Wopo(®idey ®id)o (A® A)
= (op) o (idai@idey) o (A® A)
= (Yo pu)o(idy® @) o A

= ((Wop)@i@y)oA

= (pop)* (8@ )

und erhalten (3.24). Damit ist (3.22) gezeigt.
Nun folgt (3.21), indem wir rechnen

= px eV = (n@el’)o A
=Ko Rei&/;
=10 R_—twon x (§ @ el¥) * (e¥ ® 6) wegen (3.22)

=poR tw,, 0Rs wwoRw,; wegen (3.14)

Re,
- (Reiw)_l opo (R ®Rw) nach Lemma 3.6.

Nun zum Hauptsatz dieses Abschnittes:
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Satz 3.8. Sei B eine *x-Bialgebra. Ist (11;);>0 eine additive Deformation mit
Generator L € EQ, d.h. es gilt L = Oy fiir ein hermitesches, normiertes,

kommutierendes lineares Funktional 1, so gilt
pe =7 oo (9 P,)
mit @y := R w und fir alle s,t >0, be B gilt

O 0P =Py,
b, =0 i punktweise,
Dy(b7) = (D)7,
o,(1) =1,

(@, ®id) o A = (id ®@P,) o A. (3.25)

Ist umgekehrt (®4)i>0 eine Familie von invertierbaren, linearen Abbildungen

auf B, die die genannten Bedingungen erfiillt, so definiert
pe=®  opo (P, @)

eine additive Deformation mit Generator L = Oy € ég, wobei Y Generator

der Faltungshalbgruppe ¢; == o ®; ist.

Beweis. Die erste Halfte folgt direkt aus Lemma 3.7.

Zum Beweis der 2. Halfte zeigen wir zunéchst, daff ®; = R, gilt, indem wir

rechnen

R,, = Rson,
— (i[d@F o B;) 0 A
— (id®@6) o (id@d;) 0 A
= (id®0d) o (P, ®id) o A nach (3.25)
— B, 0 (id©6) 0 A
= ¢,.

Um nun den Satz zu beweisen, zeigen wir, daf v ein hermitesches, nor-
miertes, kommutierendes lineares Funktional ist, um dann mit Lemma 3.7
zu schliefsen, dafs 0y Generator der gewiinschten additiven Deformation ist.

Zunichst weisen wir Hermitizitat und Normiertheit von den ¢; nach. Es gilt
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firt>0und be B

pi(b7) = (00 ) (b7) = 0(P(0)") = @1 (D)

(1) = (50 ®)(1) = 6(1) = 1.

Auferdem gilt

(o @id) o A = ((6 0 ;) ®id) 0 A

= (6 ®id) o (®; ®id) o A

— (0 ®id)o (id ;) 0 A

=P o0

D, (wegen Koeinseigenschaft)

= (id®gy) o (da @, = R,,).

Damit ergibt sich offenbar durch Differenzieren fiir den Generator v:

o (%) = ¥(b),
. (1) =
e ) kommutiert.

Nun liefert das Lemma:
Mt = €i6w*luz CD;louo(q)t@q)t)

ist additive Deformation mit Generator 0v. Da 1 kommutiert gilt auch
L € Bs. O

Es stellt sich die Frage, ob jede additive Deformation, deren Generator
ein Korand ist, sich durch eine Halbgruppe von Isomorphismen im obigen
Sinne beschreiben lédfst, also ob wir daraus, daf 0v kommutiert, schlieffen
konnen, dafs ) kommutiert. Dies ist im allgemeinen sicher falsch, da 0y =
(¢ + ) fiir einen beliebigen Kozyklus ¢. Wir miissen also genauer fragen,
ob es zu jedem Generator L einer additiven Deformation, die Korand ist,
ein hermitesches, normiertes, kommutierendes lineares Funktional v gibt,
sodak L = 0.

Diese Frage ist dquivalent zu der folgenden kohomologischen Frage: Ist die
Abbildung ¢ : Hy — Hy mit «(L + Bs) := L + By injektiv?

Wir sehen die Aquivalenz folgendermafen ein: Wenn es zu jedem L € By NCy
ein ¢ € C} mit L = 0 gibt, so folgt aus «(L + By) = 0, daf L € By und
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damit nach Voraussetzung L = 0v fiir ein ¢ € 51. D.h. L € EQ und damit
L+ By =0. N N
Ist umgekehrt ¢ injektiv und L € By N Cy, soist 0 = 1YL+ By) = L + Bo,
also L € Eg.

Es ist bisher nicht gelungen, diese Frage allgemein zu beantworten. Wir
betrachten ein Beispiel.

Beispiel 3.2. Sei G eine endliche Gruppe, F(G) Bialgebra entsprechend
Bsp. 2.12. Zunéchst iiberlegen wir uns, dafs ¢ = 0 der einzige 1-Kozyklus
ist. Sei ndmlich dp = 0. Indem wir wieder F(G)" mit CG identifizieren,

konnen wir fiir ¢ = > _, A\« schreiben:

zeG
&p:Z(z\xe@)x—)\xx@x—k)\xx@e)
zeG

Da {r®y : z,y € G} eine Basis von CG ® CG ist, schliefen wir, daf
ZIGG e ®x =0, also A\, =0 fiir alle x € G. Das heiftt aber ¢ = 0.

Gelte nun L = 0, L ein hermitescher, normierter 2-Kozyklus. Wir wollen
zeigen, dak aus L+ u = pu* L folgt, dak 1) kommutiert, d.h. (¢ ® id) o A =
(id®vy)oA, also Ly = Ry. Dazu betrachten wir die Terme von 0t zunéchst

einzeln. Wir rechnen

@) rp=(0@¢PRpu)ol
=puo (@Y ®idy) o A
=po(d®idey ®id) o (A® A)
= po (Id®Ly).

Analog erhélt man

(Y ®6) % p=po(Ly®id),
px (0 @) =po (ideRy,),
px (P ®0) =po (Ry®@id).

AuBerdem ist
(Yop)@p)ol
Y ®id)o (u® u)oA

= (Y ®id)oAopu
:Lwo,u

(o p)+p=(
=
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3.3. DEFORMATIONEN UND KORANDER

und analog
px (Yop)=Ryop.

Setzen wir nun ¥ = Y _ . a,x an, so folgt aus 0 * = pux O

zeG

> au(fW)g(ey) — fly)g(ey) + f(zy)g(y))
= o (f(W)g(yx) — fyz)g(yx) + f(yz)g(y))

fir alle f,g € F(G),y € G. Setzen wir f := 0,,,9 := 0, fir 1 # x5, SO
erhalten wir o, -1 = a1, . Also ist ¢ € Z(CG) und damit Ly, = Ry, nach

Lemma 3.5.
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Kapitel 4
Lévy-Prozesse

Zunéchst wiederholen wir in 4.1 bekannte Resultate zu klassischen Lévy-
Prozessen, wie den Zusammenhang zwischen Lévy-Prozessen und unbe-
grenzt teilbaren Verteilungen. In Abschnitt 4.2 folgen grundlegende Quanten-
stochastische Definitionen wie Quantenwahrscheinlichkeitsraum, Quanten-
zufallsgrofse und Tensorunabhéngigkeit. Anschliefsend stellen wir in 4.3 die
wichtigsten Séatze aus der Theorie der Quantenstochastischen Differential-
gleichungen auf Koalgebren nach [17| zusammen, die wir dann in 4.4 benut-
zen, um Lévy-Prozesse auf Deformationen von Bialgebren zu betrachten. Es
wird bewiesen, dafs jeder Lévy-Prozefs auf einer Deformation einer Bialgebra
B eindeutige Losung einer quantenstochastischen Differentialgleichung ist,
eine Realisierung auf dem Bose-Fockraum besitzt und einem Tripel (p,n, ¢)
entspricht, wobei p eine x-Darstellung von B auf einem Préhilbertraum D
ist, 1 ein p-6-1-Kozyklus und v ein L-bedingt-positives lineares Funktional.
Wir zeigen in Abschnitt 4.5, daf die Losungen von Differentialgleichun-
gen, die sich nur im Driftterm 1 unterscheiden, im kokommutativen Fall
eng zusammenhangen, und untersuchen danach, wann wir eine Losung der
Differentialgleichung mit geeignetem Driftterm auf einer nichtdeformierten
Algebra erhalten. Wir beweisen, nachdem wir in Abschnitt 4.6 einige Bei-
spiele betrachten, in 4.7, daf sich eine grofte Klasse von Lévy-Prozessen auf
kommutativen und kokommutativen endlich erzeugten Bialgebren in einen
Prozeft auf der nichtdeformierten Algebra und einen Gaufsschen Prozefs auf
der deformierten Algebra zerlegen lafit. Im letzten Abschnitt 4.8 betrach-
ten wir die kommutative und nichtkommutative Koeffizientenalgebra der
unitdren Gruppe und zeigen in beiden Féllen, dafs hier alle Lévy-Prozesse
auf Deformationen durch Anderung des Drifttermes als Prozesse auf den
nichtdeformierten Algebren aufgefafst werden kénnen.
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4.1. KLASSISCHE LEVY-PROZESSE

4.1 Klassische Lévy-Prozesse

Wir beginnen damit, Lévy-Prozesse auf R? zu betrachten. Anschliefiend
skizzieren wir, wie sich die Ergebnisse auf gruppenwertige Lévy-Prozesse
{ibertragen lassen.”

Im folgenden bezeichne (2, §, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum, B(R?) =
B¢ die Borel-o-Algebra in R?.
Definition 4.1 (Zufallsgrofe, Verteilung). Eine mefbare Abbildung X :
Q — R? heifit Zufallsgripe.

Die Verteilung von X isty.; das Bildmaf
Px :=Po X"

Offenbar ist die Verteilung einer Zufallsgrofse ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf (R%, B9), da

Px(G) = P(X ' (RY)) =P(Q) = 1.

Definition 4.2 (Faltung von Wahrscheinlichkeitsmafen). Seien vy, vy zwei
Wahrscheinlichkeitsmafe auf R?. Dann definieren wir die Faltung v, * v
durch

(11 x1p)(A) = /yl(A — z) dis(z)

fiir alle A € B2,

Die Faltung zweier Wahrscheinlichkeitsmafie ist wieder ein Wahrschein-
lichkeitsmalfs, da

(v % 15)(Q) = /yl(Q —x)dw(z) = / Ldws(z) = 1.

Sind X3, X, unabhingige Zufallgrofien, so ist die Verteilung von X; + Xo
durch

PX1+X2 = PXl * PXz

gegeben. Es gilt

[ 1@y, <Pr)@) = [[ fo )Py, (o) dPy ).

Definition 4.3 (Lévy-Prozef). Fiir einen stochastischen Prozefs (d.h. eine
mit R, indizierte Familie von ZufallsgroRen) X = (X;);>o mit Werten in R?
schreiben wir

X&t = Xt — Xs (41)

“Die Darstellung orientiert sich an [2].
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KAPITEL 4. LEVY-PROZESSE

und nennen (Xs;)s >0 die Familie der Zuwdchse von X.

Wir nennen X Lévy-Prozefs, falls gilt:

e X, = 0 fast sicher.

e Die Zuwéchse von X sind unabhéngig, d.h.
KXoy trs- -+ > Xs, 1, sind unabhéngig (4.2)

fir0 <s; <t <--- <5 < .

e Die Zuwéchse von X sind stationar, d.h.

IP))(s,&lﬁ - IP)Xt (43>

fiir alle s,¢ > 0.
e X ist stochastisch stetig, d.h.

t—s+

P(IX, — X,| > ¢) =250 Ve >0 (4.4)

fir alle s > 0.

Aus der stochastischen Stetigkeit folgt die Stetigkeit in Verteilung, also
Py, Lost, Py fiir alle s > 0 und wegen der Stationaritat der Zuwéchse ist

t—0+
dies dquivalent zu Py, —— Px, = Jo.

Wir untersuchen den Zusammenhang mit unbegrenzt teilbaren Vertei-
lungen.

Definition 4.4 (Unbegrenzt teilbare Verteilung). Ein ein Wahrscheinlich-
keitsmaf v auf (R, BY) heifit unbegrenzt teilbar, falls es zu jedem n € N ein
Wahrscheinlichkeitsmaf v, auf (R, B?) gibt, sodaf v = v".

Offenbar ist die Verteilung von X; fiir einen Lévy Prozeft X unbegrenzt

teilbar, da Xy = X1 +X1 2 +---+ X1 ) nach (4.2), (4.3) eine Summe un-
abhéngiger, identisch verteilter Zufallsgroféen ist. Damit gilt Py, = IP’*" Es

gilt auch die Umkehrung:

Satz 4.1. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl v auf (RY, BY) ist genau dann unbe-

grenzt teilbar, wenn es einen Lévy-Prozefs X mit v = Px, gibt.

Definition 4.5 (Fouriertransformation, charakteristische Funktion). Sei v
ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R¢. Dann istqes die Fouriertransformierte

von v die Funktion

D(u) = / i) dy(z).
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4.1. KLASSISCHE LEVY-PROZESSE

Sei X eine Zufallsgrofe. Dann istq.; die charakteristische Funktion von X
die Funktion

Es gilt

fiir alle u € R<.

Lévy-Prozesse auf R lassen sich mittels der Lévy-Khintchine-Formel
klassifizieren.

Satz 4.2 (Lévy-Khintchine-Formel, entnommen [2], Theorem 2.5). Ein Wahr-
scheinlichkeitsmap p auf (R, B?) ist genau dann unbegrenzt teilbar, wenn

es einen Vektor b € R?, eine positiv semi-definite d x d-Matriz A und ein
Lévy-Maf$ v auf R\ {0} gibt, sodaf fiir alle u € R?

) = exp (10, = 5w+ [ (@9 <1 ) ) ) )

“\{o}

wobei B = {y e R | |ly|| < 1}.

Tatséchlich lafst sich einiges auf den Fall von allgemeineren Gruppen
iibertragen. Zunéachst kann man die Definition der Faltung kopieren:

Definition 4.6 (Faltung fiir Funktionen auf Gruppen). Seien vy, vy zwei
Wahrscheinlichkeitsmafe auf (G, G), G eine mefsbare Gruppe, G die zuge-
horige o-Algebra. (Wir schreiben in Zukunft einfach G und gehen stets von

mefsbaren Gruppen aus). Dann definieren wir die Faltung vy * v5 durch

(1 % )(A) = / La(ey) dvn () dua(y)

fir alle A € G.

Wir wollen sehen, was das mit der Faltung aus Def. 2.9 zu tun hat. Sei
G endlich. Dann ist F(G) eine Koalgebra geméfs Bsp. 2.9. Fassen wir Wahr-
scheinlichkeitsmafie auf G als lineare Funktionale auf F(G) auf vermoge
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KAPITEL 4. LEVY-PROZESSE

v(f) := [ fdv, so stimmen die Faltungen {iberein:

(1/1 * 1/2) 1/1 X VQ)(Af

/f x)dv (x /f ) dva(y
//f y) dvy(x) da(y)
_ // Af(z,y) dvi (z) dus(y)

- / F(zy) dun () dvay)

/f d(vy * 15)(x).

Die gleiche Rechnung funktioniert, wenn G eine kompakte Gruppe oder ei-
ne lokalkompakte, abelsche Gruppe ist, allerdings miissen wir F(G) durch
die Algebra der reprisentativen Funktionen R(G) ersetzen. Ist ndmlich G
unendlich, so ist F(G) @ F(G) C F(G x G). R(G) ist die Menge all jener
Funktionen f: G — C, fir die Af € F(G) ® F(G). Man kann zeigen, daf
dann sogar Af € R(G) ® R(G) und daf dies auch genau die Koeffizienten-
funktionen endlichdimensionaler Darstellungen von G sind. Zur Motivation
reicht uns das Bespiel einer endlichen Gruppe aus und wir verweisen fiir
mehr Details auf [1] Abschnitt 2.2.

Fiir beliebige toplogische Gruppen kann man nun wieder Lévy-Prozesse
definieren. Im Falle von lokalkompakten abelschen Gruppen bzw. kompak-
ten Gruppen, lassen sich Formeln fiir die Generatoren der Halbgruppen von

Operatoren T} : Co(G) — Co(G)

(Tif)(y) = E(f(yX1))

angeben, wobei X ein Lévy-Prozef ist und Cy(G) die Algebra der stetigen,
im Unendlichen verschwindenden Funktionen auf GG bezeichnet.

4.2 Quantenwahrscheinlichkeitsraume und Quan-

tenzufallsgrofien

Definition 4.7 (Quantenwahrscheinlichkeitsraum). Ein lineares Funktional

® auf einer x-Algebra A heiltt Zustand, falls es positiv und normiert ist, d.h.
P(a*a) >0 Vae A und &(1) =1

Ein Quantenwahrscheinlichkeitsraum (QWR) istses ein Paar (A, @) beste-

hend aus einer *-Algebra A und einem Zustand & auf A.
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4.2. QUANTENWAHRSCHEINLICHKEITSRAUME UND
QUANTENZUFALLSGROSSEN

Ist (22,3, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A = £2(Q), ®(f) = [ fdP,
so ist (A, ®) ein QWR.
Ist umgekehrt (A, ®) ein QWR und A eine kommutative von-Neumann-
Algebra, so ist A = L£2°() fiir einen lokalkompakten topologischen Raum
2. Setzen wir § := B(2) und P(A) := ®(1,) fiir A € §, so ist (2, §,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum.
Manche Autoren verlangen von einem QWR von vornherein, daft A eine
von-Neumann-Algebra ist.

Definition 4.8 (Quantenzufallsgrofe, Verteilung). Sei B eine x-Algebra
und (A, ®) ein QWR. Eine Abbildung j : B — A heilt Quantenzufallsgrofie
(QZG), falls j ein *-Homomorphismus ist.

Der Zustand ¢ := ® o j heifst Verteilung von j.

Ist (©,5,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E,&) ein mefRbarer Raum
und X : 2 — FE eine Zufallsgrofe, so konnen wir einen s-Homomorphismus
Jx 1 L2(E) — L£>*(Q) definieren, indem wir fiir f € L>(F)

(x())(w) = f(X(w)) Ywe

setzen, also jx(f) == fo X.
Die Verteilung von X stimmt mit der Verteilung von jx in dem Sinne iiber-
ein, daf

/f(e) dPx (e) —/f(X(W))dP(W) = ®(foX) = (Pojx)(f)

fir alle f € L>(F).
Eine der wichtigsten Definitionen der Stochastik ist die der stochasti-
schen Unabhéngigkeit. Wir definieren:

Definition 4.9 ((Tensor-)Unabhéngigkeit). Sei (A, @) ein QWR. Eine Fa-
milie (A;);e; von x-Unteralgebren heiit unabhdngig, falls die folgenden bei-
den Bedingunggen gelten:

e Fiir alle a, € Ai,a; € A; mit [ #£ k gilt
[akv al} = 07

d.h. die Unteralgebren vertauschen.

e Sind iy,...,7, paarweise verschieden, ap € Ay fir k = iy,...,4,, SO
gilt
®(ai1 e ain) = (I)(a’h) Ce (I)(G,Z'n),

d.h. ® faktorisiert.
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KAPITEL 4. LEVY-PROZESSE

Eine Familie (j; : B; — A);cr von QZV’en heifit unabhdngig, falls die Alge-
bren j;(B;) unabhéngig sind.

Zunéachst stellen wir fest, daf dies eine Verallgemeinerung des Unabhén-
gigkeitsbegriffs fiir Wahrscheinlichkeitsraume ist. Sei (€2, F,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und X; : Q — E;, ¢ € I seien Zufallsvariablen. Wir
setzen j; = jx,. Da alle Algebren hier kommutativ sind, ist die erste Bedin-
gung fiir die j; trivialerweise erfiillt. Die zweite Bedingung tibersetzt sich

n
[ A f)@ e = [ A e [ £0G)@)

fur alle 7y,...,4, € I und alle f;, € L>*(E;,). Das ist aber dquivalent zur
Unabhéangigkeit der X;.

4.3 Quantenstochastische Differentialgleichun-

gen auf Koalgebren

In diesem Abschnitt wollen wir einen Losungsbegriff fiir quantenstochasti-
sche Differentialgleichungen einfithren und diese auf dem Bose-Fockraum
realisieren. Die Darstellung ist eng angelehnt an [17]|, wo sich auch die ent-
sprechenden Beweise finden lassen. Siehe auch [14].

Zunéachst definieren wir den Bose-Fockraum. Eine ausfiihrliche Darstel-
lung findet man in [15], Kapitel II Abschnitt 19ff.

Definition 4.10 (Fock-Raum, Exponentialvektoren). Sei H ein Hilber-

traum. Dann definieren wir den vollen Fockraum tiber ‘H als

e
n=0

Dabei sind die direkte Summe und die Tensorprodukte als vervollstandigt
zu verstehen, sodaf F(H) mit dem induzierten Skalarprodukt wieder ein
Hilbertraum ist.

Der Symmetrisierungsoperator

P(fi® - ®fn) = Z Jr) ® -+ @ fr(n)

T{'GSTL

ist dann eine Projektion, wobei §,, ist die Menge aller Permutationen von
{1,...,n} bezeichnet.
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AUF KOALGEBREN

Wir definieren weiterhin das symmetrische Tensorprodukt
HE™ = Py HE"

und schreiben
f1®s"'®sfn :Ps(f1®®fn>

Auferdem definieren wir den symmetrischen Fockraum oder Bose-Fockraum,

hier im weiteren einfach Fockraum genannt, als

T(H) = P, F(H) = én@w.

Fiir einen Vektor v € ‘H definieren wir den zugehorigen Fxponentialvektor

v L e
_;WU

Der Vektor £(0) = (1,0,...) =:  heift Vakuumvektor.

Fiir die lineare Hiille der Exponentialvektoren schreiben wir
E:=Lin{&(v)|v e H}.
Behauptung. Es gelten die Gleichungen
(E(v), E(w)) = )

und )
<U1®s"'®svn;w1®s"'®swn>:a‘ Z <Ui7wj>

Beweis. Wir rechnen

n - 1 n . 1 n v, W
(Ew) <Z v ZﬂﬁW®>:;m<%w> = el
sowie
n n n 1 n
(@@ )~ 3 (@ 0@ v ) = 5 D o)
i=1 j=1 T,0€8, \ i= j=1 ij=1

Die Menge der Exponentialvektoren ist eine totale (d.h. &£ ist dicht),
linear unabhéngige Teilmenge von I'(H) (einen Beweis findet man z.B. in
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[15]). Wir kénnen also Operatoren auf I'(H) durch ihre Wirkung auf den
Exponentialvektoren oder durch ihre Wirkung auf den endlichen Tensorpro-
dukten definieren.

Definition 4.11 (Erzeuger, Erhalter, Vernichter). Wir definieren drei Fa-
milien von dicht definierten Operatoren auf dem Fockraum I'(H), indem wir
fiir v e H und T € B(H)

1 &

A(U)(Ul ®5"'®Svn) = _Z<vak>vl ®S®S@k) R+ Qg Uy
\/ﬁkfl

A*(U>(U1 ®S...®Svn) =Vn+1vRsv Qs+ Qg Uy

A(T)('Ul ®S e ®s ’Un) = ZUI ®s e ®S T('Uk) ®s . ®S Up,
k=1

setzen, wobei der Hut die Auslassung des entsprechenden Faktors kennzeich-
net. Insbesondere ist A(v)Q2 = 0. Die Operatoren A(v) heifen Vernichter die
A*(v) Erzeuger und die A(T") Erhalter. Alle diese Operatoren sind sowohl
auf den endlichen Tensoren als auch auf den Exponentialvektoren definiert.

I" iiberfiihrt die direkte Summe von Hilbertrdumen in das Tensorprodukt
der entsprechenden Fockraume, d.h. es gilt

I(H1 @ Ha) 2T (Hy) @ T'(Ha).
Der Isomorphismus wird durch
Ev+w)— EW) ®E(w)

hergestellt.

Wir betrachten vor allem den Fockraum I'(£?(R,,H)), wobei £L2(R,,H)
der Hilbertraum der quadratintegrablen (Klassen von) Funktionen auf R
mit Werten im Hilbertraum H ist. Man stelle sich R, als Zeit und H als
Zustandsraum vor. Der folgende Satz gibt eine Interpretation dieses Fock-
raumes als ,direktes Integral“.

Satz 4.3 (Direktes Integral, [17]). Bezeichne S das System der endlichen
Teilmengen von R, , S, das System der n-elementigen Teilmengen von R .
Identifizieren wir die Menge {t; < --- < t,} € S, mit dem aufsteigend ge-
ordneten n-Tupel (t1,...,t,) € R, so erhalten wir ein o-endliches Maf§ p

auf S, indem wir setzen:
o /s, ist das Maf mit Masse 1 in ().

o yi|s, fiirn > 1 ist die Einschrinkung des Lebesquemafes auf S, C R’}.
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Wir erhalten einen unitdren Operator
U:T(LRe, H)) — €D LS. HZ pls,) = /H®“dw
n=0 s

indem wir fiir f € T(L*(Ry,H))

1 falls w =10

U(E(f))(w) =
ft) @@ f(tn) fallsw={ty,...,t,} €5,

setzen.
Unter H® verstehen wir dabei den Raum Hy, @ -+ @ Hy,, Hy, = H.

Das quantenstochastische Integral soll zunéchst fiir Kerne im Sinne von
H.Maassen definiert werden (vgl. auch [12]). Wir definieren (teils wortlich
so in [17]):

Definition 4.12 (Kern, beschriankter Kern, adjungierbarer Kern). Sei D
ein dichter Untervektorraum des Hilbertraumes H. Ein Kern ist eine Ab-
bildung

k:S*— ) L(D®™, D)

w1,w2ES

sodaf
L. k(o,7,p) € L(D®T99), DU,
2. k(o,1,p) =0 falls o, 7, p nicht paarweise disjunkt sind.

Dabei bezeichnen wir mit L(D;, Ds) die Menge der linearen Abbildungen
von D; nach D,.
Ein Kern k heifst beschrankt, falls gilt:

1. Zu jedem endlichdimensionalen Unterraum FE; von D existiert ein
endlichdimensionaler Unterraum Es, sodak k(a, 7, p) Y77 € ESV7)

fiir alle o,7,p € S.

2. Fiir alle solchen E;, E5 und alle nq,nq9,n3 € N ist die eingeschrankte
Abbildung

Snl X Sn2 X Sn3 — L <Ei®(n2+nd)’ E£®(H1+n2)>

(Ja T, p) = k(0-7 T, p) ’Ef@(”2+”3)

meRbar.
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3. Zu jedem endlichdimensionalen Unterraum F gibt es eine Konstante

c € Ry, sodaB ||k(o, 7, p)| gecun || < 7V fiir alle o, 7,p € S.

4. Es gibt eine beschrankte Teilmenge C' von R, sodaf k(o,7,p) = 0
falls nicht cUTUp C C.

Ein beschrankter Kern k heiltt adjungierbar, falls die lineare Abbildung
k(o,,p) fiir alle o, 7, p € S adjungierbar ist und der durch

k(o,7,p):=k(o,1,p)"

definierte Kern wieder beschrankt ist.

Beschriankten, adjungierbaren Kernen kénnen adjungierbare Operatoren
auf einem gemeinsamen dichten, invarianten Definitionsbereich zugeordnet
werden.

Der gemeinsame Definitionsbereich £p ist der Vektorraum, der aus allen
F € T'(L*(R,,H)) besteht, fiir die die folgenden beiden Bedingungen gelten:

1. Es gibt einen endlichdimensionalen Unterraum £ von D, sodaf
F(w) € E®¥ fiir fast alle w € S.

2. Das Integral [, al*!||F(w)]|*dw ist fiir alle a € R, endlich.

Satz 4.4. Ist k ein berschrankter Kern, so definiert die Gleichung

EFw):= ) /S k(o,7,p)F(eUT U p)dp (4.5)

oUtUe=w

eine lineare Abbildung von Ep nach Ep.

Ist k adjungierbar, so ist auch k adjungierbar und es gilt

K=k
Sind ki, ke beschrinkte Kerne, so gilt
Fiok = ki
wenn wir
kiko(o, T, p) ==

Z / kl (0'1, 0207107'2, ,010,0206) ]{32 (EUO'QUO'g, TQUTgUpQ, pg) de
S

o1 L‘_JO'QL:JO';;:O'
TIUT2UT3 ="
p1Up2Ups=p
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setzen, und kiko ist dann ebenfalls ein beschrinkter Kern. Auferdem ist

ki1ko adjungierbar, falls kv und ko dies sind.

Zur Motivation der Definition von k siehe [14], S.89ff. Ein Beweis des
vorangehenden Satzes findet sich in [17].

Definition 4.13 (Adaptierter, lokal gleichméfig beschriankter kernwerti-
ger Prozefs). Unter einem kernwertigen Prozef§ verstehen wir eine Familie

(Kst)s ter, von Kernen. Ein Prozeb heift adaptiert, falls
ksi(o,7,p) =0, auler wenn o UT U p C [s, [,

fast iiberall und ein adaptierter Prozefs heilst lokal gleichmafig beschrinkt |
falls gilt:

1. Zu jedem endlichdimensionalen Unterraum FE; von D und jeder be-
schrankten Teilmenge M C R, existiert ein endlichdimensionaler Un-

terraum FEs, sodafs
®(TUp) ®(oUr)
k5t<0-7 T, p)El g E2

fir alle o, 7,p € S.

2. Fiir alle solchen M, E, E5 und alle ny, ng, ng € Nist die eingeschréank-
te Abbildung

Sy X Spy X Spy X Ry x Ry — L (E?(”QJ’”?’)’ E§<m+nz>>

(0,7, p,8,t) — ka(o,T, p)lEi@<n2+n3)

mefbar.

3. Zu jedem endlichdimensionalen Unterraum F und jeder beschrankten
Teilmenge M C R, gibt es eine Konstante ¢ € R, sodals fiir alle
o,T,pES

||k8t(07 T, p) |E®(TUP) || < C‘UUTupl'

Der Prozef heilst adjungierbar, falls alle kg adjungierbar sind.

Bemerkung. Die vierte Bedingung fiir einen beschrinkten Kern folgt aus
der Adaptiertheit, sodafs die kg insbesondere beschrinkte Kerne sind. Wir
konnen also einen Operatorprozefs mit dem Kernprozefs assoziieren. Wah-

rend die Beschranktheitsbedingungen technische Notwendigkeiten sind, um
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endliche Integrale zu erhalten, ist die Adaptiertheit eine wesentliche Eigen-
schaft stochastischer Prozesse, die aussagt, daf der Prozeft ,nicht in die
Zukunft schaut”. Die Adaptiertheit des Kernprozesses kg 14t sich in die
entsprechende Eigenschaft des operatorwertigen Prozesses k; iibersetzen.

Wir schreiben T := T (£3([s, t[, H)). Aus
LA(Ry) = L2([0,s[, M) & L2([s, t[, H) & L2([t, 00[ , H)
folgt
U (L%([s,t[, ")) =T (£([0,s[,H)) @ T (L*([s,t[, H)) @ T (L*([t, 00[, H))
und damit auch eine Zerlegung
€p = (Ep); @ (Ep); ® (Ep);"-

Die Adaptiertheit von kg ist nun gleichwertig dazu, dak es eine Familie
(Kst)ster, gibt, sodaf

o K, € L((Ep)) fiir alle s,t € Ry,

[ ] kst = ld ®Kst ® ld

Fiir adaptierte Prozesse fithren wir jetzt die Integrale ein:

Definition 4.14 (Erzeuger-, Vernichter-, Erhalterprozef). Wir definieren
fir £ € D, T € L(D) zunéchst die linearen Abbildungen

a)(: C — D
a*(t)(¢): D® — C
At)(T): Dt — p=

durch

a(t)(€)(z) = 2&
a”(t)(E)(G) = (€, )
A@)(T)(C) = TG

Dabei bezeichnet &, den Vektor &, aufgefafit als Element von D®. Die
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Abbildungen lassen sich fiir w € S, t ¢ w fortsetzen zu

D&w _ D®wu{t}

a(t)(€) :
S DI, pe
A)(T) - DeWU{tt  _, newU{it}

Nun fiihren wir die folgenden Kerne ein, die zu den elementaren Erzeuger-,
Vernichter- und Erhalterprozessen gehoren:
i} a*(t)(€) fallsT=p=10,0={t},
a;(§)(o,7,p) =
0 sonst.
a(t)(§) fallso=71=0,p={t},
a(§)(o, 7, p) =
0 sonst.

A falls o0 = p= 0,7 = {t},
Doy = {NOUT) === 13

Tatséchlich gilt

wobei x|, die Indikatorfunktion des Intervalls bezeichnet und in der dritten
Gleichung diese Indikatorfunktion mit dem entsprechenden Multiplikations-

operator auf £?(R,,H) identifiziert wird.

Definition 4.15 (Quantenstochastisches Integral). Fiir einen lokal gleich-

mékig beschriankten Prozef kg definieren wir

ko (3,7, p)a*(6)(€) falls o £ 0, < 6 < t,

t
(/ ksrda:<£)> (O', T, p) =
) 0 sonst,
! A ") ) A~
(/ ksrdar(€)> (0,7.p) = kep(o,7,p)a(p)(§) falls p# 0,5 < p <t,
) 0 sonst,
]{?571(0', T, P)A(%)(T) falls 7 7§ @) s < T < t’

t
([ hwtricr)) 700 =
s 0 sonst,
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wobei w das grofite Element von w € S und @ die Restmenge w\& bezeich-
net.

Auferdem kénnen wir wegen Beschranktheit und Mefbarkeit unserer Kerne
das Zeitintegral durch Einschrénkung auf endlichdimensionale Unterraume

von D definieren. Sei E ein solcher Unterraum von D, dann definieren wir

t t
(/ ksrdr> (0,7, p)| gou ::/ (ks (0,7, p)| potue ) dr.

Fiir die zugehdrigen operatorwertigen Prozesse setzen wir

t t
/@d%::/ kgday,

wobei oy eine Linearkombination von a;, a;, \yund t ist.
t . .

Anstelle von zg4 = f kyday schreiben wir auch kurz dzy, = kgdo; und
S

entsprechend fiir die Operatoren jy 1= x4

st = karday

Wir beachten einige Rechenregeln fiir das quantenstochastische Integral.
Wir wollen eine Quanten-Itd-Formel formulieren. Zunéchst setzen wir

7 := Lin{da;(§),da;(§),d\(T),dt | £ € D, T € H(D)},

wobei H(D) den Raum der adjungierbaren linearen Abbildungen von D
nach D bezeichnet, als Raum der formalen Linearkombinationen der Aus-
driicke daj(€), da;(&), d\(T') und d¢. Auf Z definieren wir eine Multiplika-
tion entsprechend der folgenden Tafel:

CICL%k (51) dCLt (61) d)\t (Tl) dt

da; (&1) 0 0 0 0
day(&) | (€, &)de 0 da(T56) 0
d)\t (Tl) dCL%|< (Tlfg) 0 d)\t (TlTQ) 0
dt 0 0 0 0

Satz 4.5 (Quanten-Ito-Formel,[17] Satz 2.4.5). Seien kg), kg) lokal gleich-

mafig beschrinkte, adaptierte kernwertige Prozesse, da™, da(? € T. Setzen

2% ::/ k9 da

wir
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so gilt

t t
oPad = [(0Pa)aa + [ ()

s

t
+ [ KD daMda®)
Wir schreiben auch hier (und meinen damit die obige Gleichung)

A e) = a4 aae + dalaat?

S S

und entsprechend gelten diese Gleichungen fiir die zugehorigen Operatorwer-

tigen Prozesse, wenn wir jﬁ) = xﬁ? setzen und j statt x schreitben, sowie o

durch a ersetzen.

Satz 4.6 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz, Schiirmann [17| Satz 2.5.1).

Sei C eine Koalgebra und seien
e p:C — L(D) linear
e n:C — D linear
e 0:C — D antilinear
e ¢ :C — C linear.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Familie lokal gleichmdf$ig beschrink-

ter kernwertiger Prozesse (ks(b))pec, sodafs

ka(b) = 5(0)QY + / ksr (b)) (da: (n(bz))) + da.(0(be)))

+dA, (p(b)) — d(bez) id) + %U(b(z))dT)'
Dabei bezeichnen wir mit QG den Kern der Identititsabbildung,

id fallso=17=p=0,
090, =1 ’
0 sonst.

Schreiben wir

1(b) = A7 (n(b)) + A7 (0(b)) + Au((p — 0)(b)) + (D)t

so kénnen wir den Satz auch fiir die Operatoren formulieren. Wir zéhlen
auch noch wichtige Eigenschaften dieser Operatoren auf:
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Satz 4.7. Sei eine Koalgebra C mit Abbildungen n, 0, p,1) wie in Satz 4.6
gegeben. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Familie jo : C — L(Ep),
sodafs gult:

e Die js(b) haben eine Integraldarstellung gemdfS (4.5) beziiglich eines

gleichmdj$ig integrierbaren kernwertigen Prozesses.

e Die jg erfilllen die Integralgleichung
t
Julb) = 6(b)id +/ (ot % A1) ().

Die Integralgleichung wird auch oft (ohne Bedeutungsunterschied) in diffe-

rentieller Form geschrieben. Sie liest sich dann

djst(b) = (jst * dI;)(b)
o) = 3(0) id

und wird als quantenstochastische Differerntialgleichung (QDGL) bezeich-
net. Fur diese jg gilt:

1. Firalle0<s<r<t,beC st

,jsr *jrt = j8t7

Jss(b) = 0(b)id.

Diese Figenschaft wird wichtig sein, wenn wir die jg als ,ProzefS der

Zuwdchse ansehen wollen.
2. Wann immer [s,t[N [, t'[ =0, gilt
jst(b)js’t’(b/) = js’t/(b/)jst(b)'

Dies besagt dann die Unabhdngigkeit der Zuwdchse.

3. Fiir alle s <t,be C gqilt

<ijst(b)Q> = Spt—s(b)a

wobei ¢, := e und Q der Vakuumuvektor ist.

Ist C eine x-Koalgebra, sind alle p(b) adjungierbar, p und ¢ hermitesch und
0(b) = n(b*) fiir alle b € C, so sind auch die jg hermitesch und (A, ®) mit
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A =H(Ep) und &(T) = (Q,TQ) ist ein Quantenwahrscheinlichkeitsraum.
® heifst dann Vakuumzustand.

4.4 Allgemeine Theorie der Lévy-Prozesse auf
Deformationen von Bialgebren

Es bezeichne in diesem Abschnitt (A, ®) stets einen QWR.

Definition 4.16 ((Quanten-)Lévy-Prozefs auf einer Deformation einer Bi-
algebra). Sei B eine *-Bialgebra mit additiver Deformation (f)i>o. Wir
schreiben B, fiir die unitale *-Algebra mit Multiplikation p;. Eine Familie
(Jst)o<s<t von Quanten-Zufallsgrofen jg : Bi_s — A heilt Lévy-Prozefs,
falls

L. Jrs *x Jot = Jre fir 0 < r < s <t (Zuwachsbedingung),
2. Jtityy -+ Jt,_qt, sind unabhéngig fir ¢t; < --- <,

3. Pojg=Dojy s flir 0 < s <t (Stationaritét),

4. tlir& ® o jo, = 6 punktweise (Stetigkeit).

Ist X ein (klassischer) Lévy-Prozefs mit Zuwédchsen Xy := X; — X, so
ist jg := Jx., ein (Quanten-)Lévy-Prozes. Eine formale Rechnung ergibt

Jix Jo(f)(w) = (M o (j1 ® j2) o A)(f)(w)
= M(j1(f) ® j2(fe)) (@)
= 1 (f)(W)jz2(fiz)) (W)
= f)(X1(w)) f2)(X2(w))
= [(Xi(w) + X2(w))
= Jxi+x,(f)(w).

Um dieser Rechnung einen strengen Sinn zu geben, miissen wir £>°(R) zu
einer Bialgebra machen. Das Problem ist, dakk A(f)(z,y) := f(z + y) in
unserem Sinne keine Komultiplikation definiert, da im allgemeinen A(f) ¢
L>(R) ® L>*(R). Das Problem 1&£t sich 16sen, indem man fiir ein topologi-
sches Tensorprodukt V&W benutzt. Fiir von-Neumann-Algebren existiert
ein entsprechendes Tensorprodukt, das wieder eine von-Neumann-Algebra
ist. Dann lafst sich zeigen, dafs A : L2(R) — L*(R)®L>*(R) und man kann
L>(R) als topologische Bialgebra auffassen.

Definition 4.17 (L-bedingt positives Funktional). Sei B eine *-Bialgebra,
L : B® B — C linear. Ein lineares Funktional ¢ : B — C heilt L-bedingt

71



KAPITEL 4. LEVY-PROZESSE

positiv, falls
Y(b*b)+ L(b*®b) >0
fiir alle b € kern 6.
Es gilt die
Satz 4.8 (Schonberg-Korrespondenz, Wirth [20] Théoréme 2.1.12). Sei B

eine x-Bialgebra mit additiver Deformation, L Generator dieser Deforma-

tion. Dann sind fir ein lineares Funktional v auf B dquivalent:

1. 9 ist L-bedingt positiv, hermitesch und normiert.

2. e ist ein Zustand auf By fiir alle t > 0.

Wir wollen zeigen, dafs die L-bedingt positiven linearen Funktionale Ge-
neratoren von Lévy-Prozessen sind, wenn L der Generator der Deformation
ist.

Satz 4.9. Sei B eine *-Bialgebra, L : B® B — C ein 2-Kozyklus und
Y : B — C ein L-bedingt positives lineares Funktional. Dann definiert

(a,b) :=1(a"b) + L(a* @ b) (4.6)

eine positive Sesquilinearform auf kernd.

Bezeichne N = {a € B | (a,a) = 0} den Nullraum dieser Sesqulinearform,
D := kernd/N den Quotientenraum und n : kernd — D die kanonische
Abbildung. Dann ist D ein Prdhilbertraum, d.h. ein komplexer Vektorraum

mit Skalarprodukt, wenn man

(na),n(b)) := (a,b) (4.7)
definiert. Durch
p(a)n(b) := n(ab) (4.8)

wird dann eine Darstellung der x-Algebra kern d auf D definiert. Diese kann
zu einer x-Darstellung von B auf D fortgesetzt werden, indem wir p(1) = id

setzen. Wir setzen auch n auf ganz B fort mit n(1) = 0. Dann gilt

n(ab) = p(a)n(b) +n(a)i(b), (4.9)

d.h. n ist p-0-Kozyklus.
Auflerdem gilt

(n(a),n(b)) = ¥ (a"b) = 8(a)y(b) — ¥(a)d(b) + L(a"* @ ) (4.10)
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fur alle a,b € B.

Beweis. Offenbar ist die durch (4.6) definierte Abbildung antilinear im er-
sten und linear im zweiten Eingang, also eine Sesquilinearform. Positivitét
bedeutet, dafs

(a,a) >0 Va € kern,

ist also dquivalent dazu, dafs v L-bedingt positiv ist.
Wegen der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung ist IV tatséchlich ein Unter-

vektorraum von kern d. Seien nédmlich a,b € N, dann ist
(a+b,a+b) = (a,a)+(b,b)+(a,b)+(b,a) = 2|(a, b)| < 2((a,a)+(b,b)) = 0.

(4.7) ist auch wohldefiniert und legt somit eine positiv definite Sesquilinear-
form, also ein Skalarprodukt auf D = kernd/N fest.
Wohldefiniertheit: Seien a, b, c € kernd, a — b € N, dann ist

|(a —b,¢)| < (a—b,a—>b)(c,c) =0

also (a,c) = (b, c).
Definitheit:
(n(a),n(a)) =0= (a,a) =0 =a € N.

Bleibt noch zu zeigen, daf p aus (4.8) wohldefiniert und eine Darstellung
auf D ist.
Wir miissen nachrechnen, daft mit a € kernd, b € N auch ab € N:

(ab,ab) = (b*a*ab) + L(b*a" ® ab)
(b (a*ab)) + L(b* @ a*ab)
(b,a*ab) = 0.

Dabei haben wir die 2-Kozyklus Eigenschaft von L, sowie a,b € kernd
genutzt.

Dak p eine Darstellung ist, sehen wir wie folgt:

pla)p(b)n(c) = p(a)n(be) = n(abe) = p(ab)n(c)

fiir a, b, c € kern .
Setzen wir nun 7 und p auf ganz B fort, indem wir 7(1) = 0 und p(1) = id
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setzen, erhalten fiir beliebige a,b € B

pla)n(b) = (pla = 5(a)1) + 6(a)1)(n(b — 6(b)1))
=1((a = (a)1)(b—4(b)1)) + d(a)n(b — 5(b)1)
= 1n(ab) —n(a)s(b)

und damit (4.9).
Ahnlich erhalten wir (4.10) fiir das Skalarprodukt:

(n(a), n(b)) = (n(a = d(a)1), n(b —4(b)1))
3(b)1)) + L((a" —d(a)1) @ (b~ 8(b)1))

= ¥((a” = d(a)) (b~ L
= P(a”b) — 8(a)p(b) — P(a)(b) + L(a* ® b),
da ja ¢(1) = 0 sowie L(a® 1) = L(L ® b) = 0 fiir alle a,b € B. O

Wir fiihren noch die bilineare Abbildung S : B® B — C, die durch
Sa®b) := (na*),n(®))
fiir a,b € B definiert ist, ein und rechnen nach, daf die Gleichung
S=L-0y

gilt:

:L((a 5(a ®(b (b)) + ¢ ((a —6(a))(b—6(b)))
= L(a ®b) +(ab) — 6(a)i(b) — o(b)y(a)
— L(a®b) — dp(a®b).

Dabei haben wir L(1 ® b) = L(a ® 1) = 0 sowie ¢(1) = 0 benutzt. Insbe-
sondere erhalten wir, daf S ein Kozyklus ist, wenn L ein Kozyklus ist.

Satz 4.10. Sei B eine x-Bialgebra mit additiver Deformation (ut)i>0, L Ge-
nerator dieser Deformation, 1 ein hermitesches, L-bedingt positives lineares
Funktional mit (1) = 0, D, p,n gemaf$ Satz 4.9. Auferdem sei (A, ®) der
QWR A = H(E(D)), ® der Vakuumzustand. Fir ein L-bedingt positives,
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hermitesches, normiertes lineares Funktional 1 besitzt dann die QDGL

djie(b) = (> A1) 1) (.11)
Jue(b) = 6(0)

mat
I,(b) = Af(n(b)) + Ai(n(b%)) + Ae(p(b) — 6(b)id) + ¥ (b)t

eine eindeutige Losung in der Klasse der Kernprozesse und j4 ist ein Lévy-
Prozefy auf B. Es gilt

P(b) = M . (4.12)

fur alle b € B.

Beweis. Nach Satz 4.7 hat die Differentialgleichung jedenfalls eine eindeu-
tige Losung in der Klasse der Prozesse, die sich als Integraloperatoren be-
ziiglich adaptierten, adjungierbaren, lokal gleichméfig integrierbaren kern-
wertigen Prozessen schreiben lassen.

Bleibt zu zeigen, dak jy ein Lévy-Prozek ist, also die js Algebrahomomor-
phismen von B, ¢ nach A = H(Ep) sind und die Bedingungen 1-4 aus
Def. 4.16 erfiillt sind.

Die Zuwachsbedingung sowie die Unabhéangigkeit und Stationaritdt der Zu-
wachse folgen aus Satz 4.7. Eigenschaft 1 ist die Zuwachsbedingung. Nach
Eigenschaft 2 vertauschen jg(b) und jy v (b'), wenn [s,¢[ und [s', '] disjunkt
sind. Es gilt aber auch, wenn die Intervalle [s;t;[ disjunkt sind, wegen der
Adaptiertheit der ju(b)

jsiti <b> = id()s ®Jz ® ldtoo

geméf der Zerlegung aus der Bemerkung nach Def. 4.13.
SeioBdA 0 <s; <t <--- <35, <t,. Dann erhalten wir

D(Jsytr (b1) - - - Fsntn (b)) = (2, Jsyty (b1) - - - st (02)€2)
= (Q0s, @ Dy, @+ @ Dyt @ Qoo
Qos; @ J1(2sy1,) @ -+ @ Jn(Qst) @ Qioo)
= <ij81t1(b1)(951t1)> s <Q7j5ntn(bn)(QSntn)>
= @(Js1t2 (01)) - - - P(Jsp (bn))-
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Damit ist die Unabhéangigkeit der Zuwachse gezeigt.

Stationaritat der Zuwéchse folgt unmittelbar aus Eigenschaft 3 und daraus
ergibt sich auch die Stetigkeit, da ¢ = e sogar differenzierbar ist. Damit
ist auch (4.12) gezeigt.

Also ist lediglich die Homomorphismuseigenschaft der j; noch einzusehen.

Wir miissen nachweisen, dafs

jst O Ut—s = HA© (jst X jst)a

bzw. wenn wir a,b € B einsetzen

jst(a(l)b(l))eit_S)L(a(2) & b(z)) = Jst(@)jse (D).

Da wir den Satz 4.7 iiber die Eindeutigkeit der Losungen von quanten-
stochastischen Differentialgleichnungen zur Hand haben, reicht es aus, fiir
beide Seiten die Differentiale auszurechnen.

Zuniachst die linke Seite:

d (jst(a(l)b(l))Q(f_s)L(a(?) ® b(2)>)
=djse(aby)el™ " (ae) @ bey)
+ jst(aqyb)) L{ag) @ ba)el ™ (a@) @ bs)dt
:jst(a(l)b(l))eit_S)L(a(g) ® b(2)) (d]t(a(g)b(S)) + L(ag) ® b(3))dt)
(da L kommutiert).

Schreiben wir nun X := (jg o p) * eit_s)L, erfillt X die QDGL
dXst = Xst * (d]t ou—+ Ldt)

Nun zur rechten Seite. Zur Verkiirzung lassen wir die Zeit im Index weg,

schreiben also j anstelle von jg, I statt I; usw.:

a)j(b) + j(a)dj(b) + dj(a)d;(b)

))J (b) I{ag) + j(a)i(ba))d (be)
aq))j(ba )df( 2))d1(b(z))

J( )( I{a())d(be)) + d(ag)dI (be)
+ dI(ag)d! (’%2)))

Wir betrachten nun nur noch den Ausdruck in der Klammer, da wir mit
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J(a@))j(bay) schon den gewiinschten Ausdruck haben, und lassen zugunsten
der Ubersichtlichkeit auch den Index (2) weg. Wir setzen

1(b) = A(n(b)) + A(n(b")) + Alp(b) — 4(b) id) + (D)t

ein und erhalten, wobei wir die Quanten-Ito-Formel (Satz 4.5) benutzen und
man beachte, daft A*(£) linear von ¢ abhéngt, A(£) aber antilinear,

dI(a)o(b) + d(a)dI(b) + dI(a)dI(b)
=(dA*(n(a)) + dA(n(a*)) + dA(p(a) — 6(a) id) + ¢ (a)dt)s(b)
+ 6(a) (dA*(n(b)) + dA(n(b*)) + dA(p(b) — 6(b) id) + ¥ (b)dt)
dA*(p(a)n(b) — d(a)n(b)) + dA(p(b")n(a”) = 6(b%)n(a")
+ dA(p(ab) — d(a)p(b) — p(a)d(b) + 6(a)d(b))
+ (¢ (ab — ad(b) — 6(a)b + 6(a)d(b)1) + L(a © b))dt
=dA" (n(a)d(b) + d(a)n(b) N p(a)n(b) —d(a)n(b))
n(ab)
+dA((b")n(a”) + n(b7)é(a") ¥ p(b")n(a”) —(b")n(a"))
n((ab)*)
+dA(p(a)d(b) — 6(a)d(b) + d(a)p(b) — 3(a)d(b)
+ plab) — 5(a)p(b) — p(@)5(b) + 6(@)5 (D))
+ dt(¢(ab) + L(a @ b))
=dA*(n(ab)) + dA(n((ab)*)) + dA((p — 6)(ab)) + ¢ (ab)dt + L(a @ b)dt
=(dlopu+L)a®b).

)
)

—~

Damit ist die Homomorphismuseigenschaft der jy; bewiesen und damit der
Satz. O]

Der folgende Satz sagt aus, dafs sich jeder Lévy-Prozefs als Losung einer
QSDG auf dem Fockraum realisieren 1a#t.

Satz 4.11. Sei jg ein Lévy-ProzefS auf der deformierten x-Bialgebra B mit
Generator L. Dann existiert ein L-bedingt positives lineares Funktional 1),

sodafS die Verteilung bestimmt ist durch
o1 = P ojor = € i

und es gibt einen Prihilbertraum D, eine x-Darstellung p und einen p-6-
Kozyklus n, sodaf$ die Losung E : B — H(Ep) der QDGL (4.11) dieselbe
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Verteilung hat wie jg.

Beweis. Setze ¢, = ® o jo,. Dann bilden die ¢, eine stetige Faltungshalb-
gruppe, da

D o jos) x (P o jssie))(b) wegen Stationaritat (4.3)
(Jos (b)) @ (Js,s+1(b@))
Jos(b(1))Js,s+t(b2))) wegen Unabhéngigkeit (4.2)

(jOs *js,s+t)(b))
Jos+t(b)) mnach der Zuwachsbedingung (4.1)

s+t (b) :

—~~ —~

Die Stetigkeit ist in (4.4) explizit gefordert. Also existiert der Generator
Y = %gpt} o dheesist ¢ = e, Wegen der Staionaritiit und Unabhin-
gigkeit der Zuwichse bestimmen die ¢; die gesamte Verteilung. Es bleibt
nur zu zeigen, dafs 1) auch L-bedingt positiv ist, dann erhalten wir D, p,
1 und schlieflich 3; mit Konstruktionssatz Satz 4.9. Nach der Schénberg-
Korrespondenz 4.8 geniigt es, zu zeigen, daf die y; Zustédnde sind. Das ist

aber klar, da ® ein Zustand ist und die js; Algebrahomomorphismen. [

Schlieklich beantworten wir noch die Frage, wann es iiberhaupt einen
Lévy-Prozefs auf einer deformierten Bialgebra gibt.

Satz 4.12. Sei B eine deformierte x-Bialgebra mit Generator L. Es gibt
genau dann einen Lévy-Prozef$ auf (B, L), wenn L einen Korand dominiert,

d.h. ein lineares Funktional v auf B existiert, sodaf gilt:
Lb*®0b) > 0" ®b)  fir alleb e B
Beweis. Sei L > 0. Dann ist v L-bedingt positiv, da fiir b € kern ¢
L(b* ®b) +(b*b) = L(b* @ b) — 0(b* ®@b) > 0

Nach dem Hauptsatz 4.10 erhalten wir einen Lévy-Prozef zu .

Ist umgekehrt ein Lévy-Prozek jg auf (B, L) gegeben, so definiert

d(P o jor)(b)

v = S22

t=0
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ein L-bedingt positives lineares Funktional, da

0 < (n(b),n(b)) = SO ©b) = (L = 0Y)(b* ©b).

4.5 Lévy-Prozesse auf Deformationen kokom-

mutativer Bialgebren

Satz 4.13. Sei B eine kokommutative x-Bialgebra, p eine *x-Darstellung
von B auf einem Prdhilbertraum D, n ein surjektiver p-0-1-Kozyklus. Dann
existiert zu jedem hermiteschen, linearen Funktional ¥ auf B mit (1) =0
ein hermitescher, normierter, kommutierender 2-Kozyklus L auf B, sodajs

qgilt:
e ) ist L-bedingt positiv,
e D =kernd/N, wobei N den Nullraum von L + 1 o u bezeichnet,
® P = Py,L;

® 1) ="My,L,

wobet py 1, und ny 1, die Darstellung bzw. den Kozyklus bezeichnen, die aus

Y und L gemdfs Satz 4.9 konstruiert werden.

Beweis. Wir definieren S, L : B® B — C durch

S(a®b) = (n(a”),n(b)),
L:=S5+0y.

Offenbar ist L Kozyklus genau dann, wenn S Kozyklus ist, da sich diese ja

nur um einen Korand unterscheiden. Wir rechnen:

0S(a®@b®c)=0(a)S(b®c) — S(ab® c) + S(a® bc) — S(a® b)d(c)
=0(a) (n(b*),n(c)) — (n(b*a"),n(c))
+ (n(a®), n(be)) = (n(a”), n(b)) d(c) (4.13)

Da n ein p-6-Kozyklus ist, gilt

n(ab) = p(a)n(b) —n(a)s(d),

79



KAPITEL 4. LEVY-PROZESSE

also ist

(" a*), n(e)) = (p(b) n(a") +n(6")3(a), n(e))
= ("), p(B)n(e)) + 8(a) (n(v"),m(e))

und entsprechend

(n(a*), n(be)) = (n(a”), p(b)n(c) +n(b)o(c))
= (n(a”), p(b)n(c)) + (n(a*),n(b)) 6(c).

Setzen wir dies in (4.13) ein, so erhalten wir schlieklich 05 = 0 und damit
auch 0L = 0.

L ist auch hermitesch und normiert, da ¢ hermitesch und (1) = 0:

Lb*®a") =S ®a") +0¢(b* ®a”)
= (n(b), n(a”)) +6(b")¢(a”) — ¢ (b*a”) + ¢ (b")d(a")
— @), ) + 50)%(a) — Dab) + H)@)
=S(a®b)+0Y(a®Db)
= L(a®b)

und

L1l®1l)=5S1®1)+0yp(1x1)

= (n(1),n(1)) +6(1)¢(1) — (1) +¢(1)5(1)
=0

L kommutiert, da B kokommutativ ist.

Y ist L-bedingt-positiv, da fiir a € kern
L(a"®a)+¢Y(a*xa)=La" ®

=S ®a

= (n(a),n(a)) =

—0Y(a" ® a)

a

~— ~—

Nun zur Isomorphie D = By/N:
Setze
®(n(b)) := b+ N fur b € kerné.

80



4.5. LEVY-PROZESSE AUF DEFORMATIONEN
KOKOMMUTATIVER BIALGEBREN

® ist wohldefiniert und injektiv, da fiir a,b € kern 9 gilt
S(a®b) = L(a®b)+(ab)

und damit

n(b) =0 < (n(b),n(b)) =0
< S ®b)
< L ®0b)
SbeN
& @(n(b)) = 0.

0
+(bD) = 0

Offenbar ist dann
Pon=mnyL

und da 7 surjektiv ist p durch die Gleichung

p(a)n(b) = n(ab) — n(a)d(b)

eindeutig festgelegt. n

Wir kénnen also im kokommutativen Fall beliebige lineare Funktiona-
le als Generatoren nehmen. Der néichste Satz zeigt, wie die Lévy-Prozesse
zusammenhéangen, die sich nur im Driftterm v unterscheiden.

Satz 4.14. Sei B eine *-Bialgebra und erfiille js die Differentialgleichung

djst = Jor *dly
Jss = 0id.

Ist dann 1 ein kommutierendes lineares Funktional, so erfillt

jst - jst * 6£t—s)¢

die Differentialgleichung

Ajor = jur * (AT, + bdt)
Jos = 8id.
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Beweis. Zunéchst sehen wir, daf
delt==)¥ = ) 5 =%,

Tatséachlich rechnen wir
de"=p(b) = dz
00 k-1
- (w*k: k—1)
= (¥ x el (b)dt.

Y (b)dt

1

Damit erhalten wir weiter

A (e * el7) (D)
= dju(bu )ef—5>w(b())+ Jst (b)) del =% (big))
= Jot (b)) dLi(bez)) el ™Y (b)) + Gt (b)) (bay)el ™% (bea) ) dt

)
= (o % e (001) ) (ATi(bea)) + (b2 dt)
= (o * €Y % (A1, + dt)) (b)

]

Wir kénne auch eine Konstruktion machen, die der Summe unabhéngiger
Zufallsvariablen entspricht:

Satz 4.15. Seien B eine kokommutative x-Bialgebra, Ly und Lo Genera-
toren von Deformationen. Dann ist L = Ly + Lo ebenfalls Generator einer

Deformation. Wir setzen

pe) = el B = (B. ")
= pxel B = (B, i)
p = px el By = (B, )

Auferdem seien firi=1,2 QWR’e (A;, ®;) und Lévy-Prozesse
Ji i B — A,

gegeben, d.h. jg) ist Lévy-Prozefl bzgl. der zu L; gehérenden Deformation
und gelte
.0 14 = i,
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Dann ist durch

Jst * Bies — A1 ® Ay
Jst 1= (]gt) ®Jst )OA

ein Lévy-Prozef$ auf der zu L gehdrenden Deformation definiert und es gilt

(@18 ®5) 0 jy = el

Beweis. Es ist klar, dal L = Ly + Lo ein hermitescher, normierter, kommu-
tierender Kozyklus ist, wenn L; und Lo dies sind.
Zu zeigen sind die Homomorphismus- und Zuwachseigenschaft der j,. Wir

beginnen mit der Hommorphismuseigenschaft und zeigen dafiir, dafs

A: B, — BY g B?

ein Homomorphismus ist. Dann folgt die Behauptung, da ja die js(? entspre-

chende Homomorphismen sind. Wir rechnen

(1t @ ) o A = ((uxe™) @ (uxelk)) o A

o(A®A)oA

o AW

o (id®A ®id) o A®
o AW
o(A®A)oA

oA

(

=peet ouee

=(neer oue el
= (" @ue el
=(poueet @l
= (popee @l
= ((Aop) @ellnths)
= Ao(u®eF)o

~ ' — ~— ~— —

:Ao:uta

wobei wir mehrfach die Koassoziativitdt von A benutzt haben.
Es bleibt die Zuwachseigenschaft zu zeigen. In der folgenden Rechnung be-

zeichnen wir mit M; die Multiplikation auf A;:

jsr *jrt = (M1®M2) o (jsr ®j7‘t> o A
= (My®&M,) o (5 © §? @ 4} @ j&) o AW
= (M@ M)o (i @i ©i?PeiP)o (dereid)oAd

~
=A") wegen Kokommutativitit

83



KAPITEL 4. LEVY-PROZESSE

= (i %)@ (1@ %55)) 0 A
— (P i oA

= jst~
Schliefslich erhalten wir fiir die Verteilung von jg

D@ Py) o (1 @ 7)o A
=1 @ ot=90z) 6 A

o et

(P @ Py) 0 jor =

—~

=€

—5)(Y1+2)

=€

D D

4.6 Beispiele kommutativer und kokommuta-
tiver x-Bialgebren

In Satz 4.13 und 4.14 haben wir gesehen, dafs wir den Driftterm unabhén-
gig von der x-Darstellung p und dem Kozyklus n aus der QSDG abéndern
konnen, und einen in dem Sinne, dafl eben p und 7 gleich bleiben, dhnlichen
Lévy-Prozefs auf der gleichen Bialgebra mit einer anderen Deformation er-
halten. Es ist interessant zu fragen, wann wir ¢ so wahlen kénnen, daf die
Deformation verschwindet, wann also der urspriingliche Prozefs in einfacher
Weise aus einem Prozef auf einer nichtdeformierten Algebra hervorgeht. Die
Gleichung
L=S+0¢

sagt uns, daf dies genau dann der Fall ist, wenn L bzw. S ein Korand ist.
In den folgenden Beispielen gehen wir deshalb wie folgt vor: Wir berechnen
zu gegebenem p und 7 die Abbildung S und untersuchen, unter welchen
Bedingungen diese ein Korand ist.

Beispiel 4.1. Es bezeichne [*(Z) den Hilbertraum der zweiseitigen quadrat-

summierbaren Folgen, d.h.

ZQ(Z):{a:Z—NC

> la(k)* < OO}

keZ

mit Standardskalarprodukt. Dann bilden die Vektoren e;, e;(j) = d;, ein
vollsténdiges Orthonormalsystem.
AuRerdem definieren wir den Shiftoperator [ : [*(Z) — [*(Z) durch [(e;) :=

e;+1. Dann ist [ offenbar unitdr und damit [*(e;) = e;_;. Wir bezeichnen
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mit [°(Z) := Lin{e; : i € Z} den Unterraum der abbrechenden zweiseitigen
Folgen und mit {°(Z)symm := Lin{e; + e_; : i € Z} den Unterraum der sym-
metrischen, abbrechenden zweiseitigen Folgen.

Die Einschrankungen von [ und [* auf lO(Z)Symm bezeichnen wir wieder mit
[ bzw. [*.

Wir betrachten nun die Polynom-x-Bialgebra B = C|[z] in einer selbst-
adjungierten Veradnderlichen z. Komultiplikation und Koeins sind gegeben
durch

ox = 0.

Wir setzen
e D :=1[%Z)symm als Prihilbertraum,

e p(x):=1+1" p(1) =id und setzen zu einer *-Darstellung von B auf
D fort,

e 7(x) := e, n(1) := 0 und setzen zu einem p-6-Kozyklus fort.

Behauptung. Es gilt:

_ n n
(@) = (k) €2k—1 = Z (n_Jrk) €k
k=0 —n,— n—2,n} 2

Beweis. Wir zeigen dies induktiv. Offenbar gilt die Aussage nach Definition
von 7 fiir n = 0.

Gelte die Aussage nun fiir n — 1. Dann ist

(@) =1+ 1")n(a")

n—

1
. n—l
=417 E €2k n+1>
—0

n

. n—1
( (1" + 1)eak—n+1

n—1 — /n-1
( I )€2k—n+2( I >€2k—n+2

k=0

>~

1T
= O

k=0
n—1

n—1
n—1 n—1
et 3 (") ewnt X (02 Jenten
k=1 k'=1
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Die zweite Gleichung ist offensichtlich. O

Behauptung. Es gilt:

m—+n ..
S($1+m ® $1+n) _ (MTM) fiir m + n gerade
0 fiir m + n ungerade

Beweis. Im Falle m + n ungerade, d.h. m gerade und n ungerade oder
umgekehrt ist offenbar n(x!™™) Ly(z11").

Sei also m + n gerade und oBdA m > n. Dann erhalten wir

S(IH_m ® Jfl+n) — <77($1+m)777(x1+n)>

Dabei folgt die letzte Gleichung durch wiederholtes Anwenden der Bezie-
a a—1 a—1
hung (3) = (;2,) + (%, )- H

Abschliefsend stellen wir noch fest, daf dieses S ein Korand ist. Wir

setzen
0 fiir n = 0 oder n ungerade

Y(a") =
—(7,3;22) fiir n > 0 gerade

2

und erhalten wir fir m + n gerade

aw(xl-i-m ® xl-i—n) — _¢($2+m+n)
n—+m
| nm
2
— S(I:H_m ® xl—i—n)

und damit insgesamt S = 0.

Beispiel 4.2. Sei B = C[z] wie im vorhergehenden Beispiel, aber diesmal
D = [°(N), [ der (einseitige) Shiftoperator.
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Wir setzen wieder p(x) =1+ 1", n(z) = ey = (1,0,...).

Behauptung. Unter diesen Voraussetzungen gilt

ZI?:O ((%ﬁk) B (

ZE ((#_k) — (L_lfk_l)> €opq1  IUr m ungerade,

2

gqu)) €k fiir n gerade,

Beweis. Wir definieren:

()—(r) firo<k<?2

k E—1
firk=0

VRS
> 3
~__
i
—_

0 sonst

Man betrachte das folgende Schema, in dem links die Binomialkoeffizienten,
rechts die Zahlen (Z)/ dargestellt sind:

1 3 3 1 1 2 0 0
1 4 6 4 1 1 3 2 0 0
1 5 10 10 5 1 1 4 5 0 0 0
1 6 15 20 15 6 1 1 5 9 5 0 0 0
Dann gilt

n’+ n /_ n+ 1\’
k E+1) \k+1
fiir k41 < 4.

Fir k+1 < "TH folgt dies direkt aus der entsprechenden Eigenschaft fiir

die Binomialkoeffizienten. Fiir n + 1 gerade und k£ 4+ 1 = ”TH

daf ) ,
n n+1
n=1] =\ n+l
2 2

ist zu zeigen,

Dazu rechnen wir:
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Za zeigen ist nun

1 Z;io (ﬂik)/egk fiir n gerade
77(3: +n) = n—1 ’ n / .
> ilo (nT_l_k) €opy1 fUr m ungerade
und der Beweis erfolgt wie im vorherigen Beispiel. N

Wir erhalten aullerdem

—~
33
+ T
33
~
|
Q
S
+

3

fiir m + n gerade,

S(I1+m ® Jil+n) —
0 fiir m 4+ n ungerade,

wobei C}, die k-te Catalan-Zahl bezeichnet.

Ebenfalls analog zum vorherigen Beispiel finden wir S = 0¢ mit

0 fiir n = 0 oder n ungerade,
U(z") o

—(2%3) = —Canz fiir n > 0 gerade.
Beispiel 4.3. Als néchstes betrachten wir die Polynomalgebra in zwei kom-
mutierenden Verdnderlichen C [z, y]. Eine *-Darstellung auf einem Préhil-
bertraum D ist dann durch p(z) und p(y) vollstéandig festgelegt. Die Ope-
ratoren p(x), p(y) miissen offenbar selbstadjungiert sein und kommutieren.
Ein Kozyklus 7 ist dann wegen der Kozykluseigenschaft durch n(z) und n(y)
bestimmt. Wir betrachten zwei Spezialfalle.
1.Fall: p(x) ist invertierbar

1

Schreiben wir v := p(z)~'n(z), so erhalten wir fiir m +n > 0

n(x"y™) = p(x)"py)"v

Zunéachst gilt dies nach der Kozykluseigenschaft von n fiir n > 0, aber fiir

n = 0 rechnen wir
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Das zugehorige S ist nun ein Korand, da

S (z™y™ @ x"y™?) (™y™),n (x™y™?))

=1
= (p(z)" ™ p(y)™ M0, 0) = I (aMy™ @ ay™?),

wobel

(p(x)"p(y)™v,v) fiir m+n >0,

(a"y™) =

firm=n=0.

2.Fall: p=1
In diesem Fall setzen wir n(z) := 1, und 7(y) := 12 und erhalten wegen der

Kozykluseigenschaft
n(x™y") =0 fir m +n # 1.
Wenn wir S = 01 erreichen wollen, dann muf gelten

S(x @ x) = (m,m) = —v(z?),
S(x®@y) = (m,m) = —v(ry) = —Y(yx) = (M, m) = Sy @ v),
Sy @y) = (2, m) = —U(y?).

Das ist offenbar genau dann zu erfiillen, wenn (1, 72) € R, und dann erhal-
ten wir, indem wir die obigen Gleichungen zusammen mit ¢ (z"y™) := 0 fiir
m + n # 2 als Definition verwenden, tatséchlich S = 0.

Setzen wir also D = C, p = 9§, 1 = 1 und 7, = i, so erhalten wir fiir
ein beliebiges hermitesches, normiertes lineares Funktional ein Beispiel ei-
nes Prozesses auf einer deformierten Algebra, der nicht durch Anderung des
Drifttermes auf einer undeformierten Algebra realisiert werden kann. Eine
gute Wahl fiir ¢ ist:

1 falls M = 2% oder M = 3>
(M) =

0 fur alle anderen Monome

Wir berechnen zunachst die Deformation:

L(z*y" @ 2™y") = S(aFy™ @ 2"y") + 0y (a*y™ @ 2"y")
= (n(z*y™),n(z"y")) + S(ary™ ) (a"y")
— (2" Ty (2t Y™ (2"
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Daraus ergibt sich

und L(zFy™ @ 2™y") = 0 in allen anderen Fillen. Unsere Wahl von 1 hat
also den symmetrischen Anteil von L zum Verschwinden gebracht.
Um nun die Multiplikation zu untersuchen, miissen wir uns die Koalgebra-

struktur von C [z, y] ins Gedédchtnis rufen. Es gilt

Alz)=r1+1®ux,

Aly) =y1+1®y,

6(z) =d(y) = 0.
Wir machen folgende Beobachtung:
Behauptung. Sei z*y' ein Monom. Dann 1it sich das n-te Koprodukt fiir
n > 1 schreiben als

sodals fiir alle ¢ gilt

Ko+ + K=k
B+ =1.

Das heiftt, die Anzahl der z bzw. y wird durch das Koprodukt nicht verén-
dert.

Beweis. Wir betrachten zunichst A (x) und zeigen, daf dies eine Summe
ist, in der in jedem Summanden genau ein x auftaucht. Wir zeigen dies

induktiv. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei nun also

A™ (x) = Z 1% @ r @ 18—,

n+1

Wenn wir nun daraus A+ bilden, indem wir an irgendeiner Stelle A

anwenden, konnen in jedem Summanden zwei Dinge passieren:

1. A trifft auf eine 1. Da Al = 1®1 ist in dem Summanden immer noch

genau ein x.
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2. A trifft auf das z. Da A(z) = 1@z +2®1 entstehen zwei Summanden,

von denen jeder genau ein x enthélt.

In jedem Fall kénnen wir A™+Y(z) als Summe schreiben, sodaf in jedem
Summanden n Faktoren 1 sind und genau ein Faktor x ist.
Fiir A™(y) erhalten wir die Behauptung genauso. Da aber A™ ein Alge-

brahomomorphismus ist, folgt die Behauptung allgemein. Es ist dann
A(n) (a:kyl) _ A(n)(x)kA(n) (y)l

und wir erhalten eine Summendarstellung entsprechend der Behauptung

durch Ausmultiplizieren. O

Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir A = A®A, d.h. AM (2Fy! @ 2"y")
lakt sich als Summe schreiben, sodaf in jedem Summanden genau k Sym-
bole x und [ Symbole y auf die ungeraden Positionen, n Symbole x und r
Symbole y auf die geraden Positionen verteilt sind.

Diese Bemerkung ist wichtig um e'* zu berechnen, da wir damit die Expo-
nentialreihe abbrechen kénnen. Da ja L(b® 1) = L(1®0b) =0 fiir alle b € B

ist sicher L®"(a; ® - -+ ® ag,) = 0, wenn nur eines der a; = 1 ist.

Behauptung. Wenn k + [ < n oder m + r < n, so ist
L*n<xkyl ® xmyr) — 0.

Beweis. Sei k+1 < n. Dann lift sich A™ (z*y!®z™y") als Summe schreiben,
sodals in jedem Summanden mindestens ein Faktor gleich 1 ist, da nur k+n

Symbole z,y auf die n geraden Stellen zu verteilen sind. Also folgt
L*n(l‘kyl ® xmyr) — L®n(A(n) (xkyl ® l,myr) — 0.

]

Wir nutzen dies, um p; genauer zu untersuchen. Da die 1 Neutralelement

fiir alle u, ist, sind die ersten nichttrivialen Produkte:

iz @) = 2° (r ®@y) =ay +it
puly @ ) = zy — it ey ®y) = y*
(a? @ 2) = 2 puley @ 2) = 2%y — it
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Wir rechnen beispielhaft p,(z ® y) = xy + it nach. Zunéchst berechnen wir
Az ®vy):

Az ®y)
:(id®r®jd)<(a:®]l+]l®:c)®(y®ll—|—]l®y)>

=xRyYRIRXI1L+r1R1R/y+1RyRrR1I+11QrRy

Als néchstes wenden wir e!* auf die hinteren beiden Faktoren der vier Sum-

manden an:

t2(Lx L)

F1l®l) =0 ®)1A®1)+tL(1®1)+ 5

1®1)+---=1.

Wir haben hier iiberhaupt kein = oder y, also ist L**(1 ® 1) = 0 fiir n > 0.

t*(Lx L)

1y =®)1xy) +tL(1®y)+ (1®y)+---=0.

Da auf den ungeraden Plitzen keine z, y vorkommen, ist wieder L*™(1®y) =
0 fiir n > 0. Diesmal ist aber auch der erste Summand Null, da ja (y) = 0.

Die Berechnung des dritten Summanden ist analog und wir erhalten
lrz®1)=0.

Bleibt noch der vierte Summand:

t2(L* L)

lrey)=020)rey) +tLz®y) + 5

(z@y)+...

=tL(zx ®y) =it.

Da wir auf den ungeraden Plédtzen ein x, auf den geraden ein y haben, ist

L*(z ®@y) = 0 fiir n > 1. Insgesamt erhalten wir
p(z@y) = (pxel)(z@y) = (n® ) (Az @ y)) =2y +itl.

Das einzige andere Produkt, das wir im Weiteren bendtigen, ist u;(y ® z) =
xy — it. Die Rechnung lauft vollig analog, mit dem einzigen Unterschied,
dak L(y ® ) = —i ist.

Nun wollen wir den zu D, p, n und ¢ gehorigen Lévy-Prozefs betrachten, also
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die Losung der Differentialgleichung

d.]st(b) = jst * d]t
Jss = 0

mit

[t(.%') = At + A:

Behauptung. Schreiben wir X, := jo;(z) und Y; := joi(y), so gilt

Xth = XtX57
Y.V, =YY,
XY =Y, X + 2imin(s, t).

Beweis. Sei oBdA s < t. Wir erhalten unter Beachtung der Zuwachseigen-

schaft der j, sowie der Unabhéangigkeit von jp, und jg

X Xy = Jos()joi ()

= Jos()(Jos * Jst) ()

= Jos() (Jos () + jet ()
= (Jos(2) + Jst(2))Jos (2)
= X; X

Die Gleichung fiir die Y; folgt analog. Zur letzten Gleichung (hier benutzen

wir, dafs jos ein Algebrahomomorphismus bzgl. p, ist):

I
o
[en]
@
8
SN— SN— N— SN—
~~
.
3 o
@
—
<
S~—
—-
)
&
~—
<
N—
N—

(
- jOs xry + 18) + ]st( )jOs( )
= Jos(11s(y ® x) + 2i8) + st (y)jos ()
Y)Jjos(x) + 2is + jst(y)Jjos()
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= (]Os(y) + ]st(y))jﬂs(x) + 2is
=Y, X, + 2is

Das Beispiel laft sich leicht auf die Polynomalgebra in n Verénderlichen
C [z, .., x4) verallgemeinern. Wir wéhlen n; = n(x;), sodak Lin {n;, ..., n4} =
C", setzen D = C", p = ¢ und ¢ = 0. Wir schreiben Q;; = (n;,n;). Dann
ist () eine positiv semidefinite Matrix. Fiir die Deformation erhalten wir

offenbar
L(z; @ 75) = Qyj

und L ist Null auf allen anderen Monomen. Wir konnen dies auch anders
schreiben. Bezeichne 0; die partielle Ableitung eines Polynoms nach x; in 0.

Dann gilt fiir Polynome f, g € Clxy,..., x4
d
L(f.g) = Z Qi;0i(f)0;(g)-
ij=1

Wir kénnen wieder den zugehdrigen Lévy-Prozefs j, betrachten. Mit Xt(i) =

Jot(x;) erhalten wir genau wie im Falle zweier Veranderlicher
[Xﬁi)v Xt(j):| = min(s, ¢)(Qi; — Qji)-

Behauptung. L ist Korand genau dann, wenn () eine reelle Matrix ist.

Beweis. Ist L = S = —01 Korand, so gilt offenbar

Qij = (nisnj) = L(x; @ ;)
= —0Y(z; ® z;)
= (z;x;) dad(zg) =0
= 1(z;x;) (da die x) vertauschen)
= (Qj; (die Rechnung rickwérts)
=Q;; (da @ hermitesch).

Bleibt die Umkehrung zu zeigen. Ist () reell, so gilt Q);; = Q;;. Setzen wir nun

einfach ¢ (z;x;) := @Q;;, und Null auf allen anderen Monomen, so erhalten

94



4.6. BEISPIELE KOMMUTATIVER UND KOKOMMUTATIVER
*-BIALGEBREN

wir fiir beliebige Monome M, N

0 falls M =1 oder N =1,
—8w(M ® N) = @/J(ZEZZL‘]) = Qij falls M = Xy, N = Ty,
Y(MN)=0  sonst,

insgesamt also —0v¢(z; ® z;) = @);; und Null auf allen anderen Monomen,

dh. -0y = L. O

Wir kénnen also immer durch Anderung von v dafiir sorgen, daf Q eine

rein imaginare Matrix ist.

Beispiel 4.4. Sei £ eine *-Lie-Algebra, U(£) die universelle Einhiillende. In
Bsp. 2.14 haben wir gesehen, daf U(£) eine Bialgebra ist, wobei fiir x € £

Alz)=2z®1+1®z und O(z) =

U(£) ist kokommutativ, also gibt jeder 2-Kozyklus L eine Deformation von
U(L). Ist £ abelsch und endlichdimensional, so ist U(£) gerade eine Poly-
nomalgebra, und wir sind in der Situation des vorherigen Beispiels. Ist £
zwar abelsch, aber nicht notwendig endlichdimensional, so ist die natiirliche

Verallgemeinerung der Kozyklen des vorigen Beispiels

L(f®g) = Zd

fir f,g € U(L), wobei d; beliebige Derivationen sind, d.h. d; : U(£) — C
mit

di(fg) = o(f)di(g) + di(f)d(g)
(offenbar sind partielle Ableitungen bei 0 von Polynomen Derivationen in

diesem Sinne). Dafs hier tatséchlich ein positiver 2-Kozyklus vorliegt, rech-

nen wir nach:

L(f®g®h) Z 0(f)di(g)d;(h*) — di( fg)d;(h*)

i,5=1

+ di(f)d;(h*g*) — di(f)d;(g*)0(h)
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— Z 6(f)di(g)d;(h*) — di(f)d(g)d;(h*) — o(f)di(g)d;(h*)

+di(f)d;(h*)o(g) + di(£)(h)d;(g) — di(f)d;(9)d(h)
= 0.

Die Positivitat ist ebenfalls leicht zu sehen. Schreiben wir

so ist L(f*® f) gerade das Standardskalarprodukt in C™ von d(f*) mit sich
selbst, also insbesondere L(f* ® f) > 0.

Beispiel 4.5. Diesmal betrachten wir B = CZ. Wir schreiben dabei C als
freie von a erzeugte Gruppe, d.h. Z = {a* : k € Z}.

Sei D ein Prahilbertraum. Dann ist eine x-Darstellung von B auf D durch
einen unitdren Operator U auf D durch p(a) = U festgelegt.

n sei ein surjektiver p-6-Kozyklus und wir nehmen weiterhin an, daf n(a) =
(U —id)w fiir ein v € D, also n(a) € bild(U —id).

Behauptung. Unter diesen Voraussetzungen gilt
n(a®) = (U* —id)v. (4.14)

Beweis. Offenbar ist n(a’) = n(1) =0 = (U° — id)wv.

Sei die Aussage fiir k € Z giiltig. Dann rechnen wir nach

n(a*™t) = p(a*)n(a) +n(a*)s(a)
= U"n(a) + (U" —id)v
= UMU —id)v + (U* —id)v
= (UM —Ur 4+ UF —id)V
= (UM —id)w.

Damit haben wir die (4.14) fiir alle k € Z". Wir rechnen weiter:

0 =n(a®) = n(a*a™) = Urn(a™) + n(a*)
=n(a*) = ~U"n(d") = (U —id)w
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]

Wir setzen nun

W(a¥) = (U v,0) — (v,0) = (v, (U" —id)v)

und erhalten

= (n(a™) >
= ((U" =id)v, (U' —id)v)
= (U~ "y > (U v,0) = (U, 0) + (v,v)

= ¥(a"d') — ¢(a*) — ¥(d)
= _aw(a’ ® al)7

also ist S ein Korand.

Beispiel 4.6. Als letztes Beispiel betrachten wir nun noch Z? = {akbl k,l e Z}
Eine x-Darstellung auf einem Préahilbertraum D erhalten wir hier, indem wir

unitéare Operatoren U und V vorgeben, sodalt UV = VU und dann

fortsetzen. Wir fordern aufterdem, daf U — id invertierbar ist.

Sei nun wieder 7 ein surjektiver p-6-Kozyklus. Wir setzen v := (U—id)~'n(a).
Behauptung. Bs ist n(a®t') = (U*V! —id)v.

Beweis. Wie im vorherigen Beispiel erhalten wir n(a*) = (U* — id)v und

Un(b) +n(a) = nlab) = n(ba) = Vi(a) +n(b)
=(U —id)n(b) = (V —id)n(a)
=n(b) = (V —id)(U —id)"'n(a) = (V —id)

Wieder gilt wie im vorherigen Beispiel n(b) = (V! — id)v und schlieflich

n(a*t') = UFn(b') + n(d®)
=U*V' —id)v + (U" —id)v
= (U = U" 4+ U* —id)v
= (UMV! —id)v.
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Setzen wir hier ¢ (a*b') := (v, (U¥V' —id)v), so erhalten wir

S(a" " @ a®b?) = (UMY —id)v, (UFVE —id)v)
= (v, Uk1+k2Vll+l21}> — (v, U]“Vllv> — (v, Uk2V12v> + (v, v)
= P(aM b atb?) —(ahb) —y(a™b)
= =Y (a"b" @ a™b"?),

also ist S Korand.
Mit

erhalten wir ein Beispiel, bei dem die Deformation eine tragende Rolle spielt.
k+il
ol

Behauptung. Es gilt n(a*b") =

Beweis. Wir rechnen allgemein mit n(a) = ny,n(b) = ns:

n<ak1+k’2bl1+l2) — n(ahbll)é(akzbb) + 5(ak1bll)n(ak2blz)
= n(a™0") +n(a*b").

Induktiv folgt nun n(a*d') = kny + Ins. O

Wir erhalten fiir die Deformation:

L(a*H ® a"b") = S(a*b' @ a"0")

l—— .
= 5(—/{ —1il)(n +ir)

1 .
= 5(—]{:71 —Ir)+ %(ln — kr).

Der Realteil ist ein Korand und wir kénnen ihn wegtransformieren: Setze

(k1) = —]“244[2. Dann erhalten wir

L(d" @ ™) = %(ln — kr).
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Damit ergibt sich fiir die Multiplikation
Mt(akbl ® anb'r) _ ak+nbl+r e%t(ln—kr).

Nun wollen wir den zugehérigen Lévy-Prozefs betrachten, also die nach Satz
4.10 eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung
djst(akbl) = jst(akbl)dft(akbl)
jss(akbl) - 1d’

wobei
1, 1 t
It(a) = EAt — EAt — Z_]:
i t
[t(b) == ﬁAt - EAt - 4

Behauptung. Wir schreiben U; := joi(a) und V; := jo:(b). Dann gilt

USUt = UtUS
VsV = ViV
Us‘/t — ‘/tUs e—imin(s,t)'

Beweis. Sei oBdA s < t. Dann gilt wegen der Zuwachseigenschaft
jOt = jOs * jst
und insbesondere

Ui = jOt(a) = jOs(a)j5t<a)
Vi = Jor(b) = Jos(a)jse(D).

Wir erhalten damit wegen der Unabhéngigkeit von jo, und jg

UsUt = jOs(CL)jst(a) = jOs(a>.jOS<a)jst<a)
= jOs(a)jst<a>j03(a)
(@)jos(a)

= Jot a)

- UtUs.
Die Gleichung V,V, = V,V; folgt analog. Fiir die letzte Gleichung benut-
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zen wir, dafs jo, Algebrahomomorphismus von B, nach A ist, wodurch die

deformierte Multiplikation ins Spiel kommt:

]

Wir koénnen auch hier auf Z¢ = {alfl e afid cky, ... dg € Z} verallge-
meinern. Seien 7; = 7(a;) so gewdhlt, daf sie C" aufspannen. Wir setzen
dann D = C", p = ¢ und n lakt sich eindeutig als Kozyklus fortsetzen. Es

gilt dann

k1

n(ay agd) =kim + -+ kqng.

Definieren wir die Matrix () durch

Qij = (i, )
so erhalten wir eine komplexe, positiv definite Matrix. Fiir S erhalten wir

S(a"...d"®d" .. dv) = (nla™™ . .a7M) (" .. d'?))
— (kim + -+ kana, lom + -+ - + lana)

== > kil (ns,m;)

1,j=1

—{(k1y .. ka), QL. ., 1)),

wobei in der letzten Zeile das Standardskalarprodukt in C? gemeint ist. Es
gilt:

Behauptung. S ist Korand genau dann, wenn () reell ist.

Beweis. Ist S = —0vy Korand, so gilt

Qi; = (mim;) = — (nla; aj)) = —S(a; ® a;)
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= 0Y(a; ® a;)

= Y(a;) +¥(a;) — Y(aiay)
= P(a;) +¥(a;) — ¥(a;a;)
= Qji = Q.

Um die Umkehrung zu zeigen, setzen wir
1 1<
¢(ak1 s akd) = _5 <(k17 SR 7kd)7 Q(klv SRR kd)) = _5 Z kjlk]@l]
ij=1

Wir erhalten

- 8¢(ak1 cadb@a .ald)
= —w(akl .. .akd) — qp(all o ald) + w(akl"rll N .akdﬂ‘i)
— %(((lﬁ,...,kd)aQ(kl,...,k’d)) +((ly - 1a), QU - 1))

—((k;l+l1,...,kd+ld),Q(k:1+l1,...,kd+ld)>>

1

= =5 ({0 k), QU L)) + (s 1a), QU Ka)))

= —((k1,...,ka),Q(l1,...,1lg)) da @ reell

= S(a" ... d""®ad" ... d").

4.7 Der maximale Korandanteil von S

Wir verallgemeinern die Erfahrungen der letzten Beispiele.

Satz 4.16. Sei B eine x-Bialgebra. Sei weiterhin D ein Prdhilbertraum, p
eine x-Darstellung von B auf D und n ein surjektiver p-6-Kozyklus. Wenn
es ein Element by im Zentrum von B gibt, sodaf$ (p—09)(bo) invertierbar ist,

dann ist S ein Korand.

Beweis. Setze v := p(by)~'n(by). Wir wollen zeigen, dak dann

n(b) = (p(b) — (b)) (4.15)
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Wir rechnen

(p = 0)(bo)n(b) = n( (bo) — 6(bo)n(b)
= n(bby) — d(b)n(by) — d(bo)n(b) (da by im Zentrum)
p(

Da (p — d)(bo) invertierbar ist folgt (4.15).

Setzen wir nun ¥ (a) := — (v, (p — d)(a)v), so erhalten wir

Sla®b) = (n(a®),n(b))

= {(p=9)(a")v, (p = 6)(b)v)

= (v, plab)v) — d(a) (v, p(b)v) — 6(b) (v, p(a)v) 4 6(a)d(b) (v, v)
—(ab) + 6(a)ip(b) + 0(b)y(a)
=0Y(a®b).

S ist also Korand. O

Wir benétigen das folgende Lemma.

Lemma 4.17. Sei A eine endlich erzeugte x-Algebra, d.h. es gibt n € N

und ay, . ..,a, € A mit

A={ay,... a,) = ﬂ{B Lay,...,a, € B und B x-Unteralgebra von A} .

Dann existieren m € N und selbstadjungierte Elemente by, ..., b, € kernd
mit

A: <]]_,b1,...,bn>.
Beweis. Setze I;Z = % und ¢; = a'i;ia:. Dann sind die b;, ¢; offenbar

selbstadjungiert und es ist a; = l;, +ic;, also
(ay,...,a,) = <51,...,5;,ch,...,an>.
Setzen wir nun b; := b; — d(b;) und ¢; := ¢; — §(¢;), so gilt offenbar l;i, ¢ €

kern 4 und
A= <]]_,b1,...,bn,01,...,cn>.
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Satz 4.18. Sei B eine endlich erzeugte, kommutative *-Bialgebra, B =
(1,b1,...,by) mit by,... b, € kernd selbstadjungiert, D ein endlichdimen-
stonaler Hilbertraum, p eine x-Darstellung von B auf D, n ein surjektiver

p-0-Kozyklus. Dann gibt es p-invariante Unterrdume Dy, Dy von D mit:

[ ] D:Dl@DQ

® p = p1® p2, wobei p; := plp,.

e 1), :=m; on ist p;-0-Kozyklus
(m; Projektion auf D;).

o p1=6, dh. pi(b) = 8(b)idp,.
o Sy ist Korand, wobei Sy(a,b) := (n2(a*), n2(b)).

Beweis. Betrachte by :=>_,_, b. Dann ist p(by) positiv, da

(v, p(bo)v) = <v,p (Z bi) v> = (v, p(br)*v)

= (p(br)v, p(br)v) = 0.
k=1
Wir erhalten also, da p(by) insbesondere normal, die Zerlegung
D = kern p(by) @ bild p(by) .
—_———— ——
=:D =:Do
Dy und D, sind p-invariante Unterrdume von D, da

v € Dy = p(bo)p(b)v = p(bob)v = p(bbo)v = p(b)p(bo)v = 0
= p(b)v € Dy

und

v€Dy=3weD:v=p(b)w
= Jw € D : p(b)v = p(bby)w = p(by)p(b)w
= p(b)v € Ds.

Wir erhalten somit die Zerlegung p = p; @ po.
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Wir zeigen die Kozykluseigenschaft von 7);:

ni(ab) = m;i(n(ab) = m(p(a)n(b) + n(a)d(b))
= mi(p1(a)ni(b) + pa(a)nz(b)) + ni(a)d(b)
pi(a)n:(b) +ni(a)d(D).

Nun zu p; = 9:

(p1(bx)v, pr(br)v) = (v, pr(b)v) < (v, p(bo)v) = 0

firalle k =1,...,nund v € D;. Damit ist p;(bg) = 0, also py(b) = §(b) idp,

oder kurz p; = 4.

Wegen kern po(by) = {0} ist pa(bo) invertierbar und damit Sy nach Satz 4.16

Korand. O
Der letzte Satz zeigt, daf wir, wenn wir in den Beispielen p = § gesetzt

haben, um nichttriviale Beispiele von Deformationen zu erhalten, uns damit

nicht wirklich eingeschriankt haben. In einer endlich erzeugten kommutati-

ven und kokommutativen *-Bialgebra sind dies eben im Sinne des obigen
Satzes, die einzigen Beispiele nichttrivialer Deformationen. Genauer:

Satz 4.19. Sei B eine endlich erzeugte, kommutative und kokommutative
x-Bialgebra, L Generator einer additiven Deformation auf B, (A, ®) ein
QWR. Wir bezeichnen mit (B, L) die Bialgebra mit additiver Deformation
und mit (B,0) die Bialgebra ohne Deformation. Ist jo : B — A ein Lévy-
Prozef$ auf (B, L), sodaf$ der gemdf$ Satz 4.11 zugehérige Prihilbertaum
D endlichdimensional ist, so gibt es QWR’e (A1, ®1), (Ag, ) und Lévy-
Prozesse jg) : B — Ay auf (B, L) und jg) : B — As auf dem nichtdefor-
mierten (B,0), sodaf gilt:

o djy) = i) A, wobei IV (b) = A (b)) + A7 (1 (b)) +40(D)t. D-h
fur die zu jg) gehorige x-Darstellung gilt py = 0.

° ju= (jg) ®j§)) o A ist Lévy-ProzefS auf (B, L) mit gleicher Vertei-

lung wie Jg.

Beweis. Nach Satz 4.11 erhalten wir ein hemitesches lineares Funktional 1,
einen (nach Voraussetzung) endlichdimensionalen Préhilbertraum D, eine
x-Darstellung p auf D und einen p-0-Kozyklus 7, sodaf die Losung der
QDGL (4.11) die gleiche Verteilung hat wie j, ndmlich

@ e} jst = eit—s)zﬁ‘
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Wir bezeichnen diese Losung wieder mit j,. Satz 4.18 liefert uns eine
Zerlegung D = D1 @ Do, p = p1 @ po und n = 1y @ 1o, sodak p; = 0
und S = —0y flir ein hermitesches lineares Funktional 15 (Dabei ist
Sa(a ® b) = (na(a*), n2(b))). Wir setzen noch 1p1 = 9 — 1)s.

Die Differentialgleichunngen

-(k .(k k
d]i»t) :j(t)*djt( :

E)

Jss = 01id,

mit
I (b) = A (i (b*) + AL (ne(0)) + Ae((pr — 8)(B)) + Ut

haben fiir £ = 1,2 eindeutig bestimmte Lévy-Prozesse als Losungen und
die Generatoren der zugehorigen Deformationen sind L = Sy + 0y, also
Ly =0 und

L:S—l—a’l/iz514—52—1-81/11—1-81/12:514'81/11:Ll-

Wegen Satz 4.15 ist

—~ (1 (2
Jst = (]ét) ®]£t)) oA

ein Lévy-Prozef auf (B, L) mit Verteilung

(P ® Py) 0 o= (= Wtb2) — (= _ G o

*

]

In dhnlicher Weise, wie in den Beispielen, konnen wir nun auch in der
allgemeineren Situation zeigen:

Satz 4.20. Sei B eine x-Bialgebra, D ein Prdhilbertraum, p = 6, n ein
0-0-Kozyklus. Dann ist S + 0v antisymmetrisch, wobei 1 = %S oA. Ins-
besondere ist S Korand, falls S symmetrisch ist, d.h. S = % Ist B
kommutativ, so gilt auch die Umkehrung, d.h. S ist Korand genau dann,

wenn S symmetrisch ist.

Beweis. S ist eine Bilinearform und hat eine eindeutige Zerlegung in einen

symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil. Diese ist gegeben durch

_S+SOT S—SorT

S
2 T2
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Wir zeigen, daf 0y = —%. Dazu rechnen wir
1
Y(a®b) = 58(5 oA)(a®0b)
1
= 5 (8(@)S(ba) ® b)) = Slambay @ a)be) + S(aq) @ a@)i(d)).

Wir rechnen den mittleren Summanden weiter aus:

S(a(l)b 1) ® a@2)be ))
= (n(byagy): 1(a@de))
—<5 b(1 1))+77(b* ) (al ), ( ) ( ) +1(a@)d(be))
a(2) <77 @(1 > )<77(a>{1 )s nla
+5(a(1) )d(a)) (n( b(1) (b2 )> ( b)) (n(b(
= S(a®b)+(b)S(an) ® awm)) + S(ba ®b )6(a)+S(

2))
1) n(ag))
® a).

Setzen wir dies in unserer Rechnung ein, so erhalten wir schlieflich

S+SorT

5 (a®0)

la®b) = %(—S(a ®b) - S(hea)=—

fiir alle a,b € B. Ist S also symmetrisch, so gilt S = @ = —0y und S
ist somit Korand.

Ist nun B kommutativ, so sind alle Kordnder symmetrisch, da in diesem
Falle

d(a @ b) = 3(a)(b) — b(ab) + ¥(a)3(b) = (b @ a)

fiir alle a,b € B. O

4.8 Lévy-Prozesse auf U/; und L{C{

Zum Abschluf untersuchen wir noch ein Beispiel einer weder kommutativen
noch kokommutativen Bialgebra. In einer nicht kokommutativen Bialgebra
ist die Bedingung, unter der Faltung zu kommutieren, nicht mehr automa-
tisch fiir einen 2-Kozyklus erfiillt. Um die Situation zu beherrschen hilft das
folgende

Lemma 4.21 (Schiirmann, [18] Proposition 2). Seien B und C' Bialgebren,

auflerdem 6 : B — C' ein Bialgebrahomomorphismus, fiir den
(F®id)o A = (f®id)oToA. (4.16)
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Ist dann | ein 2-Kozyklus auf C, so ist L =10 (0 ® 0) ein kommutierender
2-Kozyklus auf B.

Beweis. Sei [ ein 2-Kozyklus auf C' und L =10 (f ® #). Dann ist
IL(a®@b®c)=0l(8(a) ®0(b) ®6(c)) =0,

da 6@ ein Bialgebrahomomorphismus ist.
Die Bedingung (4.16) schreibt sich in Sweedler Notation

0(aq)) @ a@) = 0(aw) @ aq).

Damit rechnen wir

(Lxp)(a®b) = (L& p)oA)(a®Db)
= (1@ p)(0(an)) ®0(bay) ® ap) @ b))
= (@ p)(0(a@e) ®0(ba) ®an) @ byy) wegen (4.16)
(1x L))
fiir alle a,b € B. O

Beispiel 4.7. Wir untersuchen nun die in Bsp. 2.17 und Bsp. 2.18 eingefiihr-
ten Bialgebren My, Mf;, Uy und MC}; . Wir wiederholen noch einmal Komulti-
plikation und Koeins, die in allen Féllen auf den Generatoren gegeben sind
durch .
Axy) = Zxkj @z und  §(xg) = Ok

j=1
Wir wollen Schwierigkeiten im Falle d > 1 auf den Fall d = 1 zuriickfiihren.
Es steht By fiir eine der genannten Bialgebren und z ist der einzelne Er-
zeuger von Bj. Dann definieren wir die eine Abbildung 6 : B; — B, indem

wir sie auf den Generatoren festsetzen durch
Q(Ikl) = 5kl$ (417)

und als Algebrahomomorphismen fortsetzen. Damit 6 im Falle B; = Uéf ),Ud
wohldefiniert ist, miissen wir priifen, dak die Relationen respektiert werden.
Tatséchlich ist

0 falls k #£ [
zx* —1 fallsk =1

d
0 <Z .%'kj.ilﬁzkj — 5kl) =
7=1
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und fiir die andere Relation erhalten wir Entsprechendes.
0 ist sogar ein Bialgebrahomorphismus: Ein Algebrahomomorphismus nach

Definition und ein Koalgebrahomomorphismus, da

A(B(rn)) = Aldgzr) = oz @ x = (0@ 0)(Y_ 1ry © ) = (0 ® 0)(Azn))

J=1

sowie

Aufserdem erfiillt # die Bedingung (4.16):

d d

(0 @id) o A)(ww) = Y 0(thn) @ = T Qg = Y 0(Tpt)Thn

n=1 n=1
= (0 ®id)oTo A(ry)
Wir charakterisieren nun alle Generatoren auf Deformationen von By:
Behauptung. Die kommutierenden, hermiteschen, normierten 2-Kozyklen
auf By sind genau die Abbildungen der Form
L=10(0®40), (4.18)

wobei [ ein hermitescher, normierter 2-Kozyklus auf B ist.

Beweis. Schiirmann, [18] Theorem 3 besagt eben dies fiir By = M. Die
anderen Bialgebren ergeben sich aber aus dieser durch Faktorisierung be-
ziiglich geeigneter x-Biideale. Es ist By = ./\/lg /I, wobei I

e fiir B; = Z/{({ das von Elementen der Form

d d
* * *

E TpnTy, — Ok und E Ty e — Ol

n=1

n=1

erzeugte Ideal bezeichnet.

e fiir By = M, das von Elementen der Form

€ .0 6 €
L5 T — Ty

erzeugte Ideal bezeichnet. Hierbei sind d,e € {—1,1} und wir setzen

ol =207t = 2%,
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e fiir B; = Uy die Summe der vorherigen beiden Ideale bezeichnet.

Wir miissen zeigen, dafs I in jedem Fall ein *-Biideal ist. Fiir den Fall B; =
Z/{C{ haben wir dies bereits in Bsp. 2.17 bzw. Bsp. 2.18 gezeigt. Fiir By = My

rechnen wir
A(xf‘jxiz %zx Z x5, @ 5,;)( Z Ty @ %l
- (Z 2, ® xil)(z x5, ® ;)
= Z xwm,w ® :171,] ;Ll xk#xw (029 xmx

_ 19 5 € f
E %V%H ® Ty, ;Ll — Ty, @x,x,, €Myl

+ e, © e, — o) 7, @ e, € e M.
Auferdem ist offenbar I C kernd, also I ein *-Biideal.
Natiirlich ist die Summe von *-Biidealen wieder ein *-Biideal und damit ist
der Fall By = U,.
Der restliche Beweis entspricht dem Beweis von [18] Theorem 4, wo die Be-
hauptung fiir By = Z/{({ gezeigt wird. Wir haben schon gesehen, daf 6 in
jedem Fall die entsprechenden Relationen respektiert, wir also stets 6 auf
By geméf (4.17) definieren konnen. Nach Lemma 4.21 sind Abbildungen
der Form (4.18) hermitesche, kommutierende, normierte 2-Kozyklen.
Ist umgekehrt L ein hermitescher, normierter, kommutierender 2-Kozyklus
auf By, so erhalten wir, wenn wir mit 7 : MZ; — By = ./\/lg /I die kanoni-
sche Abbildung bezeichnen, einen hermiteschen, normierten, kommutieren-
den 2-Kozyklus L auf ./\/l£ . Dieser ist nach [18] Theorem 3 von der Form
L=1o (0 ® 0), wobei [ ein hermitescher, normierter, kommutierender 2-
Kozyklus auf M/ ist. Da L(I) = 0, gilt auch [(§()) = 0 und wir konnen [
repriisentantenweise auf By definieren, d.h. {(n(a)) := l(a). O

Man beachte noch, dafs Z/llf = U, = CZ. Da die erste Kohomologie von
CZ trivial ist (Satz 3.3), ist [ sogar Korand, also [ = O fiir ein hermitesches,
normiertes lineares Funktional A auf CZ. Da 6 ein Bialgebrahomomorphis-
mus ist, erhalten wir auch L = 0(¢)) mit ¢ = X o . Tatséchlich ist L € Bs.

Za zeigen ist nur noch, dafs 1) kommutiert:

(Y ®id)o A= (A®id)o (A ®id) o A
=(A®id)o (f®id)oT oA wegen (4.16)
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=(A®id)oTo (id®f) o A
(id®A) o (id®60) o A
= (id®y)o A

Also sind alle Deformationen auf U; bzw. L{C{ im Sinne von Satz 3.8 trivial
und die Lévy-Prozesse entsprechen gemaéfs Satz 4.14 gewohnlichen Lévy-

Prozessen auf den entsprechenden Bialgebren.
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