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Themen fiir Bachelor- und Masterarbeiten
Lehrstuhl ,,Algebra und funktionalanalytische Anwendungen*
Januar 2017

Die unten genannten Themen stellen nur eine Auswahl dar. Interessenten kénnen, z. B.
durch Arbeiten, Seminare oder Vorlesungen unserer Arbeitsgruppe, zu eigenen Themen-
vorschldgen angeregt werden.

Die folgenden Gebiete dienen der groben Abgrenzung der Themen:
A: Algebra

F: Funktionalanalysis, Theorie der Operatoralgebren

W: Wahrscheinlichkeitstheorie

(Bac): Bachelorarbeit
(Ma): Masterarbeit
(BacMa): Bachelor- oder Masterarbeit

1. Translationsinvariante Markov-Halbgruppen auf kompakten Gruppen und
Quantengruppen

(BacMa) A, F, W

Ein stochastischer Prozesse mit unabhéngigen und stationidren Zuwichsen (d.h. ein so
genannter Lévy-Prozess), der Werte in einer topologischen Gruppe annimmt, wird durch
seine translationsinvariante Markovsche Halbruppe beschrieben; siehe z. B. [App06]. Die-
ser Zusammenhang zwischen Markovschen Halbgruppen und Lévy-Prozessen soll im klas-
sischen Fall kompakter Gruppen referiert und als neueres Ergebnis die Verallgemeinerung
dieses Satzes auf kompakte Quanten-Halbgruppen (siehe [CFK12]) dargestellt werden.

2. Klassische und nichtkommutative Prozesse mit unabhingigen, stationiren
Zuwichsen

(BacMa) W, F

Es geht um die Realisierung klassischer gruppenwertiger Lévy-Prozesse als Operatorpro-
zesse. Aufgabe der Arbeit ist auch, den Spezialfall der Prozesse auf der unitdren Gruppe
zu untersuchen und aufzuzeigen, wie deren Verallgemeinerung zu nicht-kommutativen
unitiren Prozesse konstruiert werden kann; siehe [Sch93, Vos13, SchV07, SchV14].
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3. Vollstiandig positive Abbildungen und deren Dilatationen

(BacMa) F

Quantendynamische Halbgruppen beschreiben die Zeitentwicklung physikalischer Quan-
tensysteme. Die Generatoren solcher 1-Parameter-Halbgruppen werden durch die For-
mel von Lindblad charakterisiert. In der Arbeit sollen zunéchst die Form des Lindblad-
Generators und dann die ,Erweiterung” (Dilatation) der Halbgruppen, z.B. mit Hilfe
quantenstochastischer Differentialgleichungen, dargestellt werden; siehe [Par92, Mey95].

4. Die Gelfand-Naimark-Segal-Konstruktion

(Bac) F

Die GNS-Konstruktion ordnet jedem ,Zustand“ auf einer involutiven Algebra eine Dar-
stellung dieser Algebra auf einem Vektorraum mit Skalarprodukt zusammen mit einem
zyklischen Vektor zu. Aufgabe der Arbeit ist, eine Ubersicht iiber die Bedeutung dieser
Konstruktion in der Mathematik, evtl. unter besonderer Beriicksichtigung der Rolle in
der Quantenstochastik, zu geben; siehe z. B. [Gerl4, Gall4].

5. Symmetrische Fockridume

(Bac) A, F, W

Die Bedeutung des Fockraums und seine unterschiedlichen Erscheinungsformen (z. B. als
direkte Summe symmetrischer Tensorprodukte, als ,,Punktprozess-Raum® oder als L?-
Raum der Brownschen Bewegung) sollen erldautert werden; siehe z.B. [Par92; Mey95]
oder [Gui72] sowie [Lachs14].

6. Schoenberg-Korrespondenz fiir bi-freie Unabhingigkeit

(Ma) A, F, W

Die bi-freie Unabhéngigkeit wird von D. Voiculescu in der Arbeit [Voil4] definiert und
ist eine Verallgemeinerung von ,,freeness®, einem nicht-kommutativen Unabhéngigkeitsbe-
griff, der bereits in den 1980er Jahren, ebenfalls von Voiculescu, eingefithrt wurde. Zu die-
sem Unabhéangigkeistbegriff kann man Quanten-Lévy-Prozesse iiber ,dualen Gruppen“
betrachten. Die Prozesse sind durch ihren Generator, ein bedingt positives lineares Funk-
tional auf der zugrunde liegenden dualen Gruppe, bis auf quantenstochastische Aquivalenz
bestimmt. In der Arbeit soll die Korrespondenz zwischen solchen Generatoren und Fal-
tungshalbgruppen bewiesen werden. Die Methoden orientieren sich dabei an der Arbeit
[SchV14]. Diese ,,Schoenberg-Korrespondenz*“ liefert Realisierungen von bi-freien Lévy-
Prozessen als Operatorprozesse auf einem vollem Fock-Raum.
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7. Momente und Kumulanten fiir nichtkommutative Unabhingigkeiten
(BacMa) A, F, W

In [ManSch] wird eine Theorie entwickelt, die universellen Produkten, d. h. Tensorproduk-
ten in der Kategorie AlgP, ,, der algebraischen Wahrscheinlichkeitsréume, eine Familie von
,Kumulantenfunktionen® und ,, Kumulanten-Lie-Algebren“ zuordnet. Dabei sind die Para-
meter d und m natiirliche Zahlen. Kumulanten und die Beziehung zwischen Momenten von
Verteilungen und deren Kumulanten spielen auch in der klassischen Wahrscheinlichkeits-
theorie eine bedeutende Rolle. Die Kumulanten der Arbeit [ManSch] schlieflen praktisch
alle bekannten nicht-kommutativen Unabhéngigkeitsbegriffe ein, z. B. beinhaltet d = 1,
m = 2 den Fall der bi-freien Unabhéngigkeit (vgl. Thema 6). Die Hauptaufgabe liegt bei
diesem Bachelor/Master-Thema darin, den Fall m > 1, der in [ManSch| nur relativ knapp
behandelt wird, genauer und ausfiihrlicher darzustellen.

8. ,,Differentielle universelle Produkte

(Ma) A, F, W

Der bereits in der Beschreibung von Thema 7 erwéhnte Zusammenhang zwischen univer-
sellen Produkten in der Kategorie AlgP,,, und bestimmten Familien von Kumulanten-
funktionen/Kumulanten-Lie-Algebren soll in dieser Arbeit genauer beleuchtet werden. Es
ist aus [ManSch| bekannt, dass die zugehorige Famile von Kumulantenfunktionen/Kumu-
lanten-Lie-Algebren das universelle Produkt bestimmt: Man kann genau angeben, wie
man das urspriingliche universelle Produkt aus dieser Familie zuriickerhélt. Eine inter-
essante Frage lautet, welche Eigenschaften diese Familien haben miissen, damit sie ein
universelles Produkt in AlgP, , liefern.
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