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1. EinleitungBei der Behandlung von Di�erentialgleichungen ist man h�au�g nicht in der Lage,(mit den bekannten Methoden) die gesamte L�osungsmenge bzw. eine brauchbareDarstellung der L�osung in geschlossener Form anzugeben. Es erweist sich nun alssinnvoll, gezielt nach speziellen L�osungen bzw. nach speziellen "ersten Integralen\zu suchen. Mit "ersten Integralen\ bezeichnet man Funktionen in den Variablenund Ableitungen, die auf den L�osungen einer Di�erentialgleichung konstant sind.Der Vorteil bei diesemVorgehen liegt darin, da� man durch die Einschr�ankung derForm der gesuchten Funktionen von zus�atzlichen Bedingungen ausgehen kann, diebei der L�osung der Di�erentialgleichung weiterhelfen k�onnten. Au�erdem ist essehr von Nutzen, wenn das angewandte Verfahren algorithmisch ist. Diese beidenAspekte wurden in der vorliegenden Arbeit haupts�achlich ber�ucksichtigt, wobeirationale L�osungen und elementare erste Integrale im Mittelpunkt stehen.Betrachtet werden zwei verschiedene Arten von Di�erentialgleichungssystemen.Zum einen sind dies Systeme der Formdxdt = P dydt = Q;wobei P und Q Polynome in x und y sind. VonM. J. Prelle und M. F. Singerist in der Arbeit [1] ein Algorithmus dargestellt, der Ergebnisse von Darboux,die in [5] aufgef�uhrt sind, benutzt und mit dem sich elementare erste Integrale desobigen Systems �nden lassen. Bei der Entwicklung des Algorithmus st�o�t man aufdas folgende Problem:Man bestimme zu demDi�erentialoperator D = P@x+Q@yalle irreduziblen Polynome f mit der Eigenschaft f j Df . Als L�osungsvariantendieses Problems werden zwei M�oglichkeiten aufgezeigt. Allerdings geht man inbeiden von einer vorgegebenen Schranke f�ur den "Totalgrad\ der Polynome faus. Zur Berechnung einer solchen Schranke ist bisher kein Verfahren bekannt.Somit startet man den Algorithmus mit einer heuristischen Vorgabe. Aus den ge-fundenen Polynomen wird dann zun�achst versucht, ein rationales erstes Integralzu konstruieren. Ist das nicht m�oglich, so wird ein elementares erstes Integral derForm w = w0+P ci lnwi gebildet, wobei die wi algebraisch �uber C (x; y) und dieci komplexe Zahlen sind.F�ur beide M�oglichkeiten zum Finden der irreduziblen Polynome f mit f j Dfsind in REDUCE zwei Programme erstellt worden. Der Quelltext mit einigen3



Erl�auterungen ist im Anhang aufgef�uhrt. Aus den Beispielrechnungen mit diesenProgrammen wurde folgendes ersichtlich: F�ur einige spezielle Formen der Ko-e�zientenpolynome P und Q wurden bereits bei einer niedrigen vorgegebenenSchranke irreduzible Polynome mit der obigen Eigenschaft gefunden. Anderer-seits traten aber auch bei konkreten P und Q mit kleinem "Totalgrad\ enormeRechenzeiten auf, zudem wurde viel Speicherkapazit�at ben�otigt. M�oglicherweiseentstehen diese Probleme dadurch, da� sehr gro�e algebraische Gleichungssyste-me zu l�osen sind.Als zweite Art von Di�erentialgleichungssystemen werden lineare partielle Dif-ferentialgleichungssysteme mit endlich-dimensionalem L�osungsraum betrachtet.Dabei interessieren wir uns f�ur rationale L�osungen. Durch diese starken Ein-schr�ankungen wird das Vorgehen in allen Punkten algorithmisch ablaufen. Wich-tige Hilfsmittel bei dem hier dargestellten Algorithmus sind "Termordnungen\,der "Standardform-Algorithmus\ [9, 10] sowie die algorithmische Suche von ratio-nalen L�osungen bei linearen gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen.Der "Standardform-Algorithmus\ �uberf�uhrt das Ausgangsdi�erentialgleichungssystem in ein �aquiva-lentes Di�erentialgleichungssystem, das bei endlich-dimensionalem L�osungsraumeine gew�ohnliche Di�erentialgleichung enth�alt. F�ur die Suche nach rationalenL�osungen bei linearen gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen existiert bereits einAlgorithmus, der allerdings den Spezialfall mit parameterfreien Koe�zienten be-handelt und in [8] dargestellt ist. Wir werden sehen, da� sich dieser Algorithmusauf den Fall mit parameterabh�angigen Koe�zienten verallgemeinern l�a�t.Wiederholtes L�osen gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen f�uhrt zu neuen linearenpartiellen Di�erentialgleichungssystemen, die ebenfalls einen endlich-dimensionalenL�osungsraum besitzen. Der Algorithmus wird rekursiv auf die entstehenden Sy-steme angewandt, bis die L�osungen der gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen nurnoch konstante Parameter enthalten.Bei der algorithmischen Suche nach elementaren ersten Integralen bzw. nachrationalen L�osungen stellt sich demnach folgendes heraus. Die zun�achst relativeinfach erscheinenden Systeme im ersten Teil der Arbeit lassen keine vollst�andigalgorithmische Bearbeitung zu. Bei den im zweiten Teil im allgemeinen gr�o�erenund komplizierteren Systemen kann dagegen vollkommen algorithmisch vorgegan-gen werden. Entscheidend dabei sind die wesentlichen Eigenschaften Linearit�atder Di�erentialgleichungen und endliche Dimension des L�osungsraumes.Die in der vorliegenden Arbeit verwendeten algebraischen Verfahren wie Par-tialbruchzerlegung oder Division mit Rest in mehreren Variablen sind in einerReihe von B�uchern beschrieben und s�amtlich konstruktiv.4



2. Elementare Erste Integrale -Algorithmische Betrachtungen2.1. Problemstellung und einf�uhrendes BeispielOft ist es nicht m�oglich oder nicht e�ektiv, die L�osung eines Systems von Dif-ferentialgleichungen explizit mit elementaren Funktionen darzustellen. In vielenF�allen lohnt es sich, nach elementaren Funktionen zu suchen, die konstant aufallen L�osungen des Systems sind. Solche Funktionen hei�en "elementare erste In-tegrale\. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen.Beispiel: R�auber-Beute-Gleichungendxdt = ax� bxy dydt = �cy + dxy a; b; c; d 2 R+ (2.1)Die L�osung der R�auber-Beute-Gleichungen l�a�t sich nicht explizit in elementarenFunktionen schreiben. Man kann jedoch zeigen, da� die FunktionF (x; y) = dx+ by � c lnx� a ln ykonstant auf allen L�osungskurven (x(t); y(t)) und damit ein erstes Integral von(2.1) ist. Unter Benutzung von F ist es nun m�oglich zu beweisen, da� alle L�osungs-kurven im positiven Quadranten (x > 0; y > 0) geschlossen sind, d.h. diese L�osun-gen sind periodisch.Das erste Integral F k�onnte man allgemeiner in der FormF (x; y) = w0 + 2Xi=1 ci lnwischreiben, wobei w0; w1 und w2 algebraische (hier rationale) Funktionen in x undy sind. 5



Wir wollen in diesem Teil der Arbeit folgendes zeigen: Wenn ein System vonDi�erentialgleichungen ein elementares erstes Integral hat, dann besitzt es aucheines von obiger spezieller Form. Darauf aufbauend wird ein Algorithmus angege-ben, der, ausgehend von einem Verfahren von M. J. Prelle und M. F. Singer,elementare erste Integrale �ndet. Ein Nachteil ist, da� dieser Algorithmus miteiner heuristischen Vorgabe arbeitet. Er liefert aber trotzdem in vielen F�allen einErgebnis.2.2. Umformulierungen der ProblemstellungEs werden Systeme von Di�erentialgleichungen der Formdxdt = P dydt = Q (2.2)betrachtet. P und Q sind Polynome in x und y mit komplexen Koe�zienten:C [x; y].De�nition 2.1 Sei f = f(x; y) eine Funktion, die auf allen L�osungen von (2.2)konstant ist, d.h. dfdt = @xf dxdt + @yf dydt = 0und somit P@xf +Q@yf = 0 in jedem Punkt (x; y): (2.3)f hei�t dann ein erstes Integral des Systems (2.2). Ist f au�erdem eine ele-mentare Funktion, so hei�t f ein elementares erstes Integral.Unser Ziel ist es, solche elementaren ersten Integrale von Systemen der obigenForm zu �nden. Sehen wir uns nun die Gleichung (2.3) aus der De�nition an.Man kann sie mit dem linearen partiellen Di�erentialoperatorD := P@x +Q@y (2.4)in der Form D(f) = 0 schreiben. Diese Gleichung ist jetzt so zu interpretieren:Wir suchen nach elementaren Funktionen f , die im Kern des Operators D liegen.Umgekehrt gilt: Jede elementare Funktion aus dem Kern von D ist ein elemen-tares erstes Integral des Systems (2.2).Nun sehen wir uns die charakteristische Gleichung von (2.2) an:dxP = dyQ :6



Daraus erh�alt man folgende gew�ohnliche Di�erentialgleichung erster Ordnungdydx = QP :Ein erstes Integral dieser Di�erentialgleichung ist eine Funktion f(x; y), die l�angsaller L�osungskurven (x; y(x)) konstant ist, d.h.dfdx = @f@y dydx + @f@x = 0und demnach @f@y QP + @f@x = 0 in jedem Punkt (x; y):Die gleiche Argumentation wie f�ur das System (2.2) liefert dann, da� sich dieersten Integrale der obigen gew�ohnlichen Di�erentialgleichung im Kern von Dbe�nden und auch in diesem Fall gilt die Umkehrung.Im Fall einer gew�ohnlichen Di�erentialgleichung erster Ordnung stellt ein erstesIntegral eine implizit geschriebene L�osung dar.2.3. AlgorithmusDie hier verwendete Theorie ist in der Arbeit [1] dargestellt, in der ausgehendvon der Existenz eines elementaren ersten Integrals auf die Existenz eines erstenIntegrals von "einfacher Form\ geschlossen wird.In diesem Zusammenhang kann man einen Algorithmus zur Bestimmung vonelementaren ersten Integralen des Systems (2.2) angeben. In den anschlie�endenAbschnitten wird dieser Algorithmus erkl�art. Wir werden dann auch feststellen,da� das Grundproblem nur ein heuristisches Herangehen zul�a�t.Es wurde bereits gezeigt, da� das Problem der Suche nach elementaren L�osungenvon Dw = 0 mit D = P@x +Q@y�aquivalent zu dem Problem ist, elementare erste Integrale von (2.2) zu �nden.Wir werden in unseren Betrachtungen haupts�achlich diesen linearen partiellenDi�erentialoperator D benutzen.Zur Vorbereitung des Algorithmus wird folgendes de�niert.De�nition 2.2 Sei f ein Polynom in x und y. Wir bezeichnen den Grad von fbzgl. x mit degx und analog den Grad bzgl. y mit degy. Ein Ausdruck der Formxiyj; i; j 2 N hei�t ein Monom. Der Totalgrad eines Monoms M ist:tdegM = degxM + degy M:7



Der Totalgrad von f ist dann de�niert durch:tdeg f = maxftdegM jM ist Monom in fg:Sei nun ein N 2 N gegeben, das eine Schranke f�ur den Totalgrad von Polyno-men, aus denen die ersten Integrale konstruiert werden, darstellt. Der Input desAlgorithmus besteht aus dieser nat�urlichen Zahl N und zwei Polynomen P undQ. Der Output ist eine Menge von elementaren ersten Integralen f�ur das System(2.2).1. Schritt Man suche alle Polynome f mit folgenden Eigenschaften:1. f j Df , wobei D = P@x +Q@y2. f ist irreduzibel und3. tdeg f � N .(Wie dies geschieht, wird in einem sp�ateren Abschnitt erl�autert.)Die gefundenen Polynome seien f1; : : : ; fk. Hat man nur Konstanten alsL�osungen erhalten, so gibt es keine nichttrivialen elementaren ersten Inte-grale, die sich aus irreduziblen Polynomen mit den obigen Eigenschaftenkonstruieren lassen.2. Schritt Nun werden die Quotienten Dfi=fi; 1 � i � k berechnet. Danach�uberpr�uft man, ob sie linear unabh�angig �uberZsind. Ist das nicht der Fall,so ist eine Relation kXi=1 niDfifi = 0; (2.5)ni 2 Z, 1 � i � k, wobei nicht alle ni gleich Null sind, erf�ullt. Man ermittledie n1; : : : ; nk. Die Funktion w = kYi=1 fniiist dann eine elementare, sogar eine rationale L�osung von Dw = 0.3. Schritt Sind die Dfi=fi; 1 � i � k linear unabh�angig �uber Z, so verfahren wirwie folgt: Man suche nach ri 2 Q, 1 � i � k, mitkXi=1 riDfifi = �(@xP + @yQ): (2.6)8



Man bilde jetzt S = kQi=1 f rii und bestimme Funktionen w0; : : : ; wm, die alge-braisch �uber C (x; y) sind, und Konstanten c1; : : : ; cm 2 C , so da� gilt:@x(w) = SQ und @y(w) = �SP;wobei w = w0 + mXi=1 ci lnwi:Hat man w0; w1; : : : ; wm; c1; : : : ; cm gefunden, die die obigen Bedingungenerf�ullen, so ist das aus ihnen gebildete w ein elementares erstes Integral von(2.2).Es bleibt nat�urlich noch zu kl�aren, woraus sich die ni; ri und wi ergeben. F�urdie ganzen Zahlen ni und f�ur die rationalen Zahlen ri werden wir das Vorgehenim Anschlu� beschreiben. Wie man w0; w1; : : : ; wm und die Konstanten c1; : : : ; cmbekommt, wird in einem sp�ateren Abschnitt dargestellt.Zur Bestimmung der ni und ri werden nun zun�achst die Ausdr�ucke Dfi=fi; 1 �i � k; und �(@xP + @yQ) berechnet. Dann �uberf�uhrt man die Gleichungen (2.5)bzw. (2.6) in eine ganzrationale Form. Koe�zientenvergleich nach verschiedenenMonomen liefert jeweils ein lineares Gleichungssystem, dessen L�osung die gesuch-ten ni bzw. ri sind.2.4. Di�erentialk�orper und elementare Erweiterun-genDer Zugang zu elementaren ersten Integralen wird imfolgenden durch die Be-trachtung von "Di�erentialk�orpern\ und ihren "Erweiterungen\ erm�oglicht.De�nition 2.3 Ein Di�erentialk�orper F ist ein K�orper K der CharakteristikNull, ausgestattet mit einer Menge � = f@1; : : : ; @kg von Di�erentiationen, dies�amtlich den �ublichen Regeln der Di�erentiation von Summen und Produktengen�ugen, d.h. f�ur alle @i 2 � gilt:(A) @i(f + g) = @i(f) + @i(g) und(B) @i(fg) = @i(f)g + f@i(g) mit f; g 2 K:Besteht � aus nur einer Di�erentiation, so nennt man F einen gew�ohnlichenDi�erentialk�orper. 9



Beispiel: Ist der Grundk�orper K ein K�orper von Funktionen in den Variablen xund y, dann k�onnen die Di�erentiationen die partiellen Ableitungen nach x undy sein.De�nition 2.4 Gegeben sei ein Di�erentialk�orper F = (K;�). Ein c 2 K hei�tKonstante in F, wenn f�ur alle @ 2 � gilt: @c = 0.Die Konstanten eines Di�erentialk�orpers besitzen die folgende Eigenschaft, dieman durch Anwendung der Regeln (A) und (B) leicht nachrechnet.Satz 2.5 Sei F = (K;�) ein Di�erentialk�orper. Die Menge der Konstanten inF bildet einen Di�erentialunterk�orper C(K;�) von F , den Konstantenk�orper.Beispiel: Die Menge der rationalen Funktionen C (x; y) mit den bekannten parti-ellen Ableitungen @x und @y bilden einen Di�erentialk�orper F = (C (x; y); f@x; @yg).Der Konstantenk�orper C(C (x; y); f@x; @yg) ist in diesem Falle nat�urlich C .De�nition 2.6 Sei F ein Di�erentialk�orper. Eine Di�erentialerweiterung Lvon F ist ein Erweiterungsk�orper von F mit Di�erentiationen, die die Di�eren-tiationen von F fortsetzen.Eine einfache elementare Erweiterung eines Di�erentialk�orpers F ist einDi�erentialk�orper F (�), welcher eine Erweiterung von F so ist, da� � eine derfolgenden Bedingungen erf�ullt, wobei 0 eine beliebige Di�erentiation von F dar-stellt.1) � ist algebraisch �uber F .2) Es existiert ein f 2 F , f�ur das gilt: �0 = f 0f . Das Element � hei�t dann einLogarithmus �uber F .3) Es existiert ein f 2 F , f�ur das gilt: �0 = f 0�. Das Element � hei�t dann einExponential �uber F .In den F�allen 2) und 3) hei�t F (�) eine transzendente elementare Erwei-terung von F . Eine endliche Anzahl von einfachen elementaren Erweiterungennennt man eine Elementarerweiterung von F .Bemerkung: Elementare Funktionen im �ublichen Sinn bzw. elementare ersteIntegrale sind jetzt Funktionen, die in Elementarerweiterungen von Di�erenti-alk�orpern liegen.Beispiel: Di�erentialk�orper: F = (Q(x); f@xg)algebraische Erweiterung: F1 = (Q(x;px); f@xg) mit @xpx = 1=(2px)Logarithmus-Erweiterung: F2 = (Q(x; lnx); f@xg) mit @x lnx = 1=x10



Exponential-Erweiterung: F3 = (Q(x; ex); f@xg) mit @xex = exMit den de�nierten algebraischen Begri�en sind wir nun in der Lage, eine Aussage�uber die Existenz eines elementaren ersten Integrals von (2.2) zu tre�en.Satz 2.7 Es bezeichne (K;�) den Di�erentialk�orper (C (x; y); f@x; @yg) und sei(L;�) eine elementare Erweiterung von (K;�), f�ur die gilt: C(K;�) = C(L;�).Sei D der lineare Di�erentialoperator aus (2.4). Das System (2.2) hat ein nicht-triviales elementares erstes Integral genau dann, wenn C(L;�) eine echte Teil-menge von C(L; fDg) ist.Beweis: Sei f =2 C und elementares erstes Integral von (2.2).) @xf 6= 0 oder @yf 6= 0 und Df = P@xf +Q@yf = 0Sei L = K(f). Dann gilt C(L;�) = C(K;�) und f =2 C(L;�), aber f 2C(L; fDg).Daraus folgt C(L;�) � C(L; fDg), weil o�ensichtlich f�ur alle c 2 C(L;�) gilt:c 2 C(L; fDg).Nun sei C(L;�) � C(L; fDg), wobei (L;�) eine elementare Erweiterung von(K;�) ist. Daraus folgt: Es existiert ein f 2 L mit@xf 6= 0 oder @yf 6= 0 und Df = P@xf +Q@yf = 0:Dies ist gerade die De�nition eines nichttrivialen elementaren ersten Integrals desSystems (2.2). 22.5. Grundlagen des AlgorithmusSeien das System (2.2) und der lineare Operator D aus (2.4) gegeben. In diesemAbschnitt stellen wir uns nun die Fragen: Wie gelangt man von der Suche nachelementaren ersten Integralen f�ur das obige System zu dem Problem, irreduziblePolynome f zu �nden, die f j Df erf�ullen? Wie entsteht daraus der angegebeneAlgorithmus?Dazu werden zu Beginn einige Aussagen angegeben, die aus [1] entnommen sindund etwas �uber die Existenz von ersten Integralen einer bestimmten Form aus-sagen. Folgende Bezeichnungen werden beibehalten:K = C (x; y) und � = f@x; @yg:11



Satz 2.8 Sei (L;�) eine elementare Erweiterung des Di�erentialk�orpers (K;�)und seien die zugeh�origen Konstantenk�orper gleich: C(L;�) = C(K;�). Sei Dder Di�erentialoperator aus (2.4) und sei vorausgesetzt, da� C(L;�) eine echteTeilmenge von C(L; fDg) ist. Dann gibt es in L Elemente w0; w1; : : : ; wm, diealgebraisch �uber K sind, und c1; c2; : : : ; cm in C(K;�), so da�Dw0 + mXi=1 ciDwiwi = 0 und@w0 + mXi=1 ci@wiwi 6= 0 f�ur ein @ 2 �:Der Beweis des Satzes ergibt sich aus dem folgenden Lemma, das hier ohne Beweisangegeben wird. Er ist in [1] zu �nden.Lemma 2.9 Seien (K;�), (L;�) und D wie im Satz 2.8. Wir setzen voraus,da� u0; u1; : : : ; um in L und d1; d2; : : : ; dm in C(L;�) existieren, so da�Du0 + mXi=1 diDuiui = 0 und@u0 + mXi=1 di@uiui 6= 0 f�ur ein @ 2 �:Dann gibt es in L Elemente w0; w1; : : : ; wm, die algebraisch �uber K sind, undc1; c2; : : : ; cm 2 C(K;�), so da�Dw0 + mXi=1 ciDwiwi = 0 und@w0 + mXi=1 di@wiwi 6= 0 f�ur ein @ 2 �:Zum Beweis des Satzes: Die Voraussetzungen des Lemmas ergeben sich ausdenen des Satzes wie folgt. Seien (K;�), (L;�) und D wie im Satz gegeben undsei C(L;�) echte Teilmenge von C(L; fDg). Letzteres bedeutet, es existiert einv 2 L mit Dv = 0 und @v 6= 0 f�ur ein @ 2 �. Wir setzen nun u0 = v undd1 = d2 = � � � = dm = 0. Die Voraussetzung des Lemmas ist damit erf�ullt. Ausder Aussage des Lemmas folgt dann die Aussage des Satzes. 2Den Satz 2.8 nutzen wir nun zum Beweis der folgenden Aussagen.12



Satz 2.10 Haben die Gleichungen (2.2) ein elementares erstes Integral, dannexistiert ein �uber K algebraisches Element R 6= 0, so da�DR = �(@xP + @yQ)R: (2.7)Beweis: Anwendung des Satzes 2.8 ergibt: Es existieren w0; : : : ; wm, die al-gebraisch �uber K sind, und c1; : : : ; cm 2 C , so da� Dw0 + mPi=1 ci Dwiwi = 0 und@w0 + mPi=1 di @wiwi 6= 0 f�ur ein @ 2 �. SeiR1 = @xw0 + mXi=1 di @xwiwi ; R2 = @yw0 + mXi=1 di@ywiwi :=) PR1 +QR2 = 0Wir k�onnen o.B.d.A. Q ungleich Null voraussetzen. Sei nun R := R1=Q. Darausfolgen R1 = QR und R2 = �PR. Da @x und @y in jeder algebraischen Erweite-rung von K vertauschbar sind, folgt @y(QR) = @x(�PR). Nach Ausf�uhrung derDi�erentiationen bekommt man die Aussage des Satzes. 2Bemerkung: F�ur die sich anschlie�enden Erl�auterungen wird eigentlich dienegierte Aussage von Satz 2.10 ben�otigt: Existiert kein �uber K algebraisches Ele-ment R 6= 0, das (2.7) erf�ullt, dann besitzt das System (2.2) kein elementareserstes Integral.Eine Art Umkehrung des obigen Satzes ist die folgende Aussage.Satz 2.11 Es existiere ein Element S 6= 0, das algebraisch �uber K ist und (2.7)erf�ullt. Dann gilt eine der beiden Aussagen:(i) Es gibt ein w 2 K, so da� Dw = 0 und @w 6= 0 f�ur ein @ 2 �.(ii) F�ur jedes R 6= 0, das algebraisch �uber K ist und (2.7) erf�ullt, gibt es einc 2 C , so da� R = cS, und ein l 2 Z, so da� Rl 2 K.Gilt (i), dann hat das System (2.2) bereits nach De�nition ein elementares erstesIntegral. Gilt (ii), so hat das System (2.2) ein elementares erstes Integral genaudann, wenn w0; : : : ; wm, die wiederum algebraisch �uber K sind, und c1; : : : ; cm 2C existieren, so da�@xw0 + mXi=1 ci@xwiwi = SQ @yw0 + mXi=1 ci@ywiwi = �SP:13



Zum Beweis des Satzes ben�otigen wir das folgende Lemma.Lemma 2.12 Sei K = C (x; y) und seien R und S zwei �uber K algebraischeElemente ungleich Null. Es gelte: Aus Dw = 0 und w 2 K folgt, da� w eineKonstante ist. Ist dann D(R=S) = 0, so ist R ein konstantes Vielfaches von S.Beweis: Sei T := R=S. Wir nehmen an, da� T algebraisch �uber K ist. Dannexistiert ein eindeutig bestimmtes Minimalpolynom f�ur T , so da�T n + n�1Xi=0 tiT i = 0;mit ti 2 K, i = 0; : : : ; n � 1, erf�ullt ist. Auf diese Gleichung wenden wir denOperator D an. Daraus folgt:nT n�1D(T ) + n�1Xi=1(D(ti)T i + tiiT i�1D(T )) = 0:Da D(T ) = 0 gilt, erh�alt man n�1Xi=0 D(ti)T i = 0:Gilt f�ur ein i > 0 D(ti) 6= 0, so steht diese algebraische Gleichung imWiderspruchzur Eindeutigkeit des Minimalpolynoms. Daraus folgt: T 2 K und damit nachVoraussetzung T 2 C . Also existiert ein c 2 C mit R = cS.Im Fall D(ti) = 0 f�ur alle i, folgt, da� T im algebraischen Abschlu� von C liegt,woraus wieder T 2 C folgt. 2Beweis des Satzes 2.11: Sei R 6= 0 algebraisch �uber K und erf�ulle (2.7).Au�erdem setzen wir voraus, da� (i) nicht gilt, d.h. aus Dw = 0 f�ur w 2 K folgtw 2 C . R=S erf�ulltD(R=S) = D(R)S �RD(S)S2 == �(@xP + @yQ)RS +R(@xP + @yQ)SS2 = 0:Aus dem Lemma 2.12 folgt R = cS f�ur ein c 2 C .Sei nun E eine algebraische Erweiterung von K, die R enth�alt. F�ur jeden K-Automorphismus � von E bekommen wirD(�R)�R = �(@xP + @yQ);14



da die Anwendung von D mit der Anwendung eines Automorphismus vertauschtwerden kann. Summieren wir diese Gleichung �uber alle � aus der Galois-GruppeG von E �uber K, so erhalten wir:D(Norm(R))Norm(R) = �l(@xP + @yQ) f�ur ein l 2Z;dabei ist Norm(z) := Q�2G �(z). Aus D(Rl) = lD(R)Rl�1 folgt:D  Norm(R)Rl ! = 0:Es folgt wieder aus dem Lemma 2.12, da� Rn ein konstantes Vielfaches vonNorm(R) und damit ein Element von K ist.Nun sei vorausgesetzt, da� (2.2) ein elementares erstes Integral hat. Im Beweisdes vorigen Satzes wurde bereits gezeigt: 9 w0; : : : ; wm und R, die algebraisch�uber K sind, und c1; : : : ; cm 2 C , so da�@xw0 + mXi=1 ci@xwiwi = RQ; @yw0 + mXi=1 ci@ywiwi = �RPund DR = �(@xP + @yQ)R. Gilt (i) nun nicht, so haben wir durch (ii): R = cSf�ur ein c 2 C , so da�@xw0c + mXi=1 ci @xwicwi = SQ; @yw0c + mXi=1 ci@ywicwi = �SP:Die andere Richtung beweisen wir wie folgt. Wenn w0; : : : ; wm, die algebraisch�uber K sind, und c1; : : : ; cm 2 C existieren, so da�@xw0 + mXi=1 ci@xwiwi = SQ @yw0 + mXi=1 ci@ywiwi = �SP;dann gilt D(w0) + mXi=1 ciD(wi)wi = P (SQ)�Q(SP ) = 0und, wegen S 6= 0, P oder Q 6= 0,@w0 + mXi=1 ci@wiwi 6= 0 f�ur ein @ 2 �:Wir k�onnen dann eine elementare Erweiterung (L;�) von (K;�) �nden mitC(L;�) = C(K;�), wobei L ein w enth�alt mit Dw = 0 und @w 6= 0 f�ur ein@ 2 �, was bedeutet, da� ein elementares erstes Integral existiert.15



2Bemerkung: Die negierte Aussage von Satz 2.11 wird ebenfalls ben�otigt: Sinddie Punkte (i) und (ii) aus dem Satz nicht erf�ullt, so existiert kein �uber K alge-braisches Element S 6= 0, das der Gleichung 2.7 gen�ugt.Aus dem Satz 2.11 lassen sich jetzt die folgenden Schritte zum Vorgehen bei derSuche nach elementaren ersten Integralen f�ur das System 2.2 ablesen.(A) Man entscheide, ob Dw = 0 nichtkonstante L�osungen in C (x; y) hat. Istdas der Fall, so suche man eine dieser L�osungen. Sie ist ein rationales erstesIntegral von 2.2 und man ist fertig.(B) Wenn Dw = 0 nur konstante L�osungen in C (x; y) hat, dann stelle man fest,ob D(lnS) = �(@xP + @yQ) eine nichtkonstante, �uber C (x; y) algebraischeL�osung S mit Sn 2 C(x; y) f�ur ein n 2 Zhat. Existiert eine solche L�osung,so suche man diese.(C) Falls (B) gilt, frage man nach der Existenz von w0; : : : ; wm, die algebra-isch �uber C (x; y) sind, und nach der Existenz von c1; : : : ; cm 2 C , die dieGleichungen @x(w) = SQ und @y(w) = �SPmit w = w0 + mPi=1 cilnwi erf�ullen. Existieren die w0; : : : ; wm und c1; : : : ; cm,so m�ussen auch diese gefunden werden. Das gerade dargestellte w ist dannein elementares erstes Integral.Bemerkung: Sofern eine der in (B) und (C) auftretenden Existenzentscheidun-gen negativ ausf�allt, gibt es zu 2.2 keine elementaren ersten Integrale. Dies ergibtsich aus den negierten Aussagen der S�atze 2.11 und 2.12.(C) wird nun komplett gel�ost.Sei k der algebraische Abschlu� von C (y) und F = k(x; S). Unter Betrachtungvon F als einen gew�ohnlichen Di�erentialk�orper mit der Ableitung @x haben wirC(F; f@xg) = k.Der erste Schritt zur L�osung von (C) ist zu entscheiden, ob u0; : : : ; un 2 F undc1; : : : ; cn 2 k existieren mit SQ = @xu0 + nPi=1 ci @xuiui . F ist algebraisch �uber k(x)(weil nach (B) S algebraisch ist), also kann hier der sogenannte Risch-Algorithmusangewendet werden.Bemerkung: Der Risch-Algorithmus gestattet, die Integration von elementaren(in diesem Fall algebraischen) Funktionen algorithmisch auszuf�uhren. Insbeson-dere ist es m�oglich, mit ihm zu entscheiden, ob das Integral durch elementare16



Funktionen ausgedr�uckt werden kann. Eine ausf�uhrliche Beschreibung des Algo-rithmus �ndet der Leser in [6].Hat man nun bei der Anwendung des Risch-Algorithmus festgestellt, da� keineui und ci existieren, ist man fertig. Existieren sie, dann kann man voraussetzen,da� die ci linear unabh�angig �uber Q sind und da� gilt: @xui 6= 0; i = 1; : : : ; n.Als n�achstes wird entschieden, ob ci 2 C , d.h. @yci = 0, f�ur alle i erf�ullt ist.Mit Hilfe eines indirekten Beweises kann gezeigt werden: Gilt f�ur ein i ci =2 C ,dann hat das Di�erentialgleichungssystem 2.2 kein elementares erstes Integral,und wir sind fertig. Damit k�onnen wir voraussetzen, da� wir �uber F algebraischeu0; : : : ; un undc1; : : : ; cn 2 C gefunden haben, dieSQ = @xu0 + nXi=1 ci@xuiuierf�ullen.Jetzt betrachten wir den folgenden Ausdruck:I = @yu0 + nXi=1 ci@yuiui + SP:Da @x und @y vertauschbar sind, haben wir@xI = @y(@xu0 + nXi=1 ci@xuiui � SQ) = 0:Dies folgt aus (B), weil DS = �(@xP + @yQ)S die Gleichung @xSP = �@ySQliefert. Somit ist I in k und auch in einer elementaren Erweiterung von C (y).Nun wird wieder der oben genannte Risch-Algorithmus angewendet, um zu ent-scheiden, ob �uber C (y) algebraische Elemente v0; : : : ; vm, und d1; : : : ; dm 2 Cexistieren, so da� I = @yv0 + mXi=1 di@yvivi :Falls ja, haben wir: @xI = @y  @xv0 + mXi=1 di@xvivi !) @xu0 � @xv0 + nXi=1 ci@xuiui � mXi=1 di@xvivi = SQ@yu0 � @yv0 + nXi=1 ci@yuiui � mXi=1 di@yvivi = �SP:17



Somit sind wir fertig. Existieren keine solchen Elemente, dann kann wiederumindirekt gezeigt werden, da� keine w0; : : : ; wk, die algebraisch �uber C (x; y) sind,unde1; : : : ; ek 2 C existieren, so da�@yw0 +X ei@ywiwi = �SP:Falls n�amlich solche Elemente existierten, h�atten wirI = @yu0 + kXi=1 ci @yuiui + @yw0 + nXi=1 ei@ywiwi :Das bedeutet, da� I ein Integral bzgl. @y in einer elementaren Erweiterung vonC (x; y) h�atte. Da I algebraisch �uber C (y) und C (x; y) eine elementare Erweite-rung bzgl. @y von C (y) mit neuen Konstanten ist, liefert das Starke LiouvillescheTheorem (dargestellt in [4]) folgendes: Es existieren v0; : : : ; vm, die algebraisch�uber C (y) sind, undd1; : : : ; dm 2 C , so da� I = @yv0 + mXi=1 di@yvivi :Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung.Damit ist das Problem (C) vollst�andig behandelt worden. Wir haben heraus-bekommen, da� entweder keine elementaren ersten Integrale existieren, oderw = u0 � v0 + nXi=1 ci lnui � mXi=1 di ln viist ein elementares erstes Integral.Bemerkung: Liegt S selbst in C (x; y), dann hat das Problem (C) immer eineL�osung.Mit den Ausf�uhrungen zu (C) wissen wir jetzt, wie im zweiten Teil des 3. Schrit-tes vom Algorithmus vorzugehen ist.Wir behandeln nun Punkt (A).Sei w 2 C (x; y). Wir schreiben w als:w = mYi=1 fniimit fi irreduzibel in C [x; y], ni 2 Z.Da die Gleichung Dw = 0 erf�ullt ist, mu� f�ur alle fi gelten: fi j Dfi, wegen:lnw =Xnilnfi ) D(lnw) = 018



) mXi=1 niDfifi = 0) 0 = n1Df1f1 + hf2 � � � fm mith = n2Df2f3 � � � fm + � � �+ nmf2 � � � fm�1Dfm) �n1Df1(f2 � � � fm) = hf1Es gilt: f1=j (f2 � � � fm);da alle fi paarweise verschieden und irreduzibel sind.) f1 j Df1F�ur die restlichen fi kann die gleiche Rechnung gef�uhrt werden.Wir gehen zur Behandlung von Punkt (B) �uber.Nun sei S ein Element, das algebraisch �uber C (x; y) ist, mit Sn 2 C (x; y), so da�D(lnS) = �(@xP + @yQ):Gleicher Ansatz wie f�ur w liefert: S = mYi=1 f riimit fi irreduzibel in C [x; y], ri 2 Q, i = 1; : : : ;m.Wie bei (A) kann folgende Rechnung durchgef�uhrt werden:D(lnS) = DSS = mXi=1 riDfifi = �(@xP + @yQ)) r1Df1f1 + � � �+ rmDfmfm = h 2 C [x; y]) r1Df1f1 + lf2 � � � fm = h) r1f2 � � � fmDf1 = hf1 � � � fm � lf1) f1 j Df1:Die gleiche Rechnung liefert f�ur alle anderen fi ebenfalls diese Bedingung.Damit sind die Probleme (A) und (B) auf das Problem zur�uckgef�uhrt worden,irreduzible Polynome f zu �nden, f�ur die f j Df gilt. Zwei M�oglichkeiten solchePolynome zu �nden, werden im Abschnitt 2.6 beschrieben.19



2.5.1. Die Resultate von DarbouxFragt man nach irreduziblen Polynomen f , f�ur die f j Df gilt, so kann manvon folgendem ausgehen: Der Totalgrad aller solcher Polynome f�ur einen festenOperator D ist beschr�ankt. Dies besagen Ergebnisse von Darboux, die in [5]dargestellt sind. Allerdings ist noch kein Verfahren zur Berechnung einer e�ekti-ven Schranke bekannt. Darum ist die bisherige Vorgehensweise in diesem Punktheuristisch. Bei der algorithmischen Behandlung der Suche nach elementaren er-sten Integralen von 2.2 bleibt demnach folgendes Problem o�en:Wird ein linearer partieller Di�erentialoperator D wie in 2.4 gegeben, dann be-stimme man einN 2 N, f�ur das gilt: Ist ein f 2 C (x; y) irreduzibel und erf�ullt f j Df , so ist seinTotalgrad nicht gr�o�er als N .Die erw�ahnten Ergebnisse von Darboux beinhalten nun folgendes:Hat man bereits irreduzible Polynome f1; : : : ; fm gefunden, die fi j Dfi, i =1; : : : ;m, erf�ullen, dann gilt eine der beiden nachstehenden Aussagen:(i) m � ((d+ 1)d=2) + 2 mit d = maxftdeg P; tdegQg(ii) 9 n1; : : : ; nm 2 Z, die nicht alle Null sind und die GleichungmXi=1 niDfifi = 0erf�ullen.Der Fall (ii) liefert den 2. Schritt des Algorithmus.Wir gehen nun davon aus, da� wir zu einem gegebenen Operator D ein N mitden obigen Eigenschaften kennen. Jetzt lassen sich alle irreduziblen Polynomef mit f j Df �nden. Ist ihre Anzahl gr�o�er als d(d + 1)=2 + 2, so k�onnen wirein rationales erstes Integral zu 2.2 konstruieren. Ist die Anzahl nicht gr�o�erals d(d + 1)=2 + 2, dann seien f1; : : : ; fm diese Polynome. Wir suchen nun nachrationalen Zahlen r1; : : : ; rm, die die RelationmXi=1 riDfifi = �(@xP + @yQ)erf�ullen. Dies ist Gegenstand im ersten Teil des 3. Schrittes vom Algorithmus.Es hat sich herausgestellt, da� mit Hilfe des Algorithmus aus irreduziblen Poly-nomen f mit f j Df , deren Totalgrade eine gegebene Zahl N nicht �ubersteigen,elementare erste Integrale konstruiert werden k�onnen. Liefert der Algorithmus20



nur Konstanten als Ergebnis, so k�onnen noch nichttriviale elementare erste Inte-grale existieren, die sich aus irreduziblen Polynomen mit der obigen Eigenschaftund mit Totalgraden gr�o�er als N konstruieren lassen. Trotz dieser starken Ein-schr�ankung kann in vielen F�allen mit dem Algorithmus ein nichttriviales elemen-tares erstes Integral gefunden werden.Beispiel 1: Wir wollen noch einmal die R�auber-Beute-Gleichungendxdt = ax� bxy dydt = �cy + dxy a; b; c; d 2 R+betrachten. Der zugeh�orige Di�erentialoperator D hat das Aussehen:D = (ax� bxy)@x + (�cy + dxy)@y:Wir setzen N = 1 und bekommen als Polynome f , die f j Df erf�ullen, x und y.Desweiteren gilt: Dxx = �by + a und Dyy = dx� c:Falls nun b oder d ungleich Null ist, sind die beiden obigen Br�uche linear un-abh�angig �uber Z. Also mu� man die Gleichungr1Dxx + r2Dyy = r1(�by + a) + r2(dx� c) = �a+ by � c+ dxl�osen. Man erh�alt: r1 = r2 = �1.Sei jetzt S = x�1y�1 und wir suchen nach w0; : : : ; wn, die algebraisch �uber C (x; y)sind, und c1; : : : ; cn 2 C , so da�@xw0 + nXi=1 ci@wiwi = SQ = cx + d@yw0 + nXi=1 ci @wiwi = �SP = ay + b:Als L�osung bekommen wir:w0 = dx+ by; w1 = x; w2 = y; c1 = �c; c2 = �a;und damit ist w = dx+ by � c ln x� a ln yein elementares erstes Integral der R�auber-Beute-Gleichungen.Beispiel 2: Nun betrachten wir das Systemdxdt = x dydt = y:21



Der zugeh�orige Di�erentialoperator istD = x@x+ y@y:Wir setzen wieder N = 1 und bekommen als Polynome f mit f j Dff = �x+ �y;wobei � und � beliebige komplexe Zahlen sein k�onnen. Da in diesem Fall wegend = maxftdegP; tdegQg = maxf1; 1g = 1(d + 1)d2 + 2 = 3gilt, nehmen wir uns z.B. die folgenden drei irreduziblen Polynome her:f1 = x; f2 = y; f3 = x� y:Damit bekommt man s1Dxx + s2Dyy + s3D(x� y)x� y = 0:Diese Gleichung wird z.B. durch das Tripel s1 = 1; s2 = 1; s3 = �2 erf�ullt. Dashei�t, w = xy(x� y)�2ist ein rationales erstes Integral.2.6. Das Problem f j DfUm die Erl�auterungen des Algorithmus zu vervollst�andigen, mu� noch das fol-gende Problem gekl�art werden:Man suche zu einem gegebenen linearen partiellen Di�erentialoperatorD = P@x +Q@y mit P;Q 2 C [x; y]alle irreduziblen Polynome f 2 C [x; y], f�ur die f j Df gilt.Da keine Schranke des Totalgrades dieser Polynome bekannt ist, geben wir unseine nat�urliche Zahl N gr�o�er Null vor, so da� wir nun nach irreduziblen Polyno-men f mit der obigen Eigenschaft und mit tdeg f � N suchen. Es werden zweiM�oglichkeiten vorgestellt, das obige Problem zu behandeln. Zu beiden M�oglich-keiten wurden inREDUCE Programme erstellt.1. M�oglichkeit 22



Lemma 2.13 Sei der lineare partielle Di�erentialoperator D = P@x + Q@y mitobigen P und Q gegeben. Erf�ullt ein Polynom f die Bedingung f j Df , so istdies �aquivalent der Aussage: Es existiert ein g 2 C [x; y] mit Df = gf . F�ur denTotalgrad eines solchen Polynoms g gilt dann:tdeg g � maxftdegP; tdegQg � 1:Beweis: Wir betrachten die Totalgrade in der Gleichung P@xf +Q@yf = gf .=) tdeg(P@xf +Q@yf) � maxftdegP + tdeg f � 1; tdegQ+ tdeg f � 1g= maxftdegP; tdegQg+ tdeg f � 1tdeg(gf) = tdeg g + tdeg f � maxftdegP; tdegQg+ tdeg f � 1=) tdeg g � maxftdegP; tdegQg � 1 2Sei M := maxftdegP; tdegQg � 1. Wir setzen jetzt g als Polynom mit demTotalgrad M und f als Polynom mit dem Totalgrad N an. Man kann nun diebeiden Seiten der Gleichung P@xf +Q@yf = gfberechnen und Koe�zientenvergleich nach verschiedenen Monomen durchf�uhren.So entsteht ein algebraisches Gleichungssystem, dessen L�osung Bedingungen f�urdie Koe�zienten aus den Ans�atzen von f und g liefert.Beispiel: D = (ax� bxy)@x+ (�cy + dxy)@yN = 1 : f := �10x+ �01y + �00tdegP = 2; tdegQ = 2) g := �10x+ �01y + �00Df = gf) (ax� bxy)�10 + (cy + dxy)�01 = (�10x+ �01y + �00)(�10x+ �01y + �00)Gleichungssytem: �01d � �10b = �01�10 + �10�010 = �10�100 = alpha01�01aalpha10 = alpha10�00 + alpha00�10�calpha01 = alpha01�00 + alpha00�010 = alpha00�0023



) 1. L�osung: alpha10 = 0; �10 = d; �00 = �c; alpha00 = 0; �01 = 0) f = alpha01y alpha01 beliebig2. L�osung: alpha01 = 0; �01 = �b; �00 = a; alpha00 = 0; �10 = 0) f = alpha10x alpha10 beliebig2. M�oglichkeitBekannt ist: Gilt f j Df , so existiert ein g 2 C [x; y] mit Df = gf . Dies ist�aquivalent zur Aussage: Df liegt in dem von f erzeugten Ideal. Wir setzen f wiein der ersten M�oglichkeit an. Mit diesem Ansatz berechnet man Df . Nun wirddie Gr�obnerbasis des Ideals < f;Df > bzgl. der Variablen x; y sowie der Koef-�zienten aus dem Ansatz von f in dieser Reihenfolge berechnet. Man bekommteine Darstellung der Gr�obnerbasis, in der f und weitere Polynome in x; y und inden Koe�zienten vorkommen. Da f allein die Basis des Ideals bilden soll, erh�altman durch Koe�zientenvergleich wieder Bedingungen f�ur die Koe�zienten. EinBeispiel soll das Vorgehen veranschaulichen.Beispiel: D = y@x + (xy + 9)@yN = 1 : f := u10x+ u01y + u00Gr�obnerbasis: f �u210y � 9u10u01 + u201y2 + u01u00y;u10y + u01xy + 9u01;u10x+ u01y + u00g:Da < f;Df >=< f > gelten soll, m�ussen u00; u01 und u10 so gew�ahlt werden,da� die ersten beiden Ausdr�ucke in der Gr�obnerbasis verschwinden. Es folgt dem-nach:u10 = u01 = 0 und u00 frei w�ahlbar. Das bedeutet, f = const ist das einzigePolynom mit f j Df und tdeg f � 1.Bei der Anwendung der Vorgehensweisen aus den beiden M�oglichkeiten steht manvor folgenden Schwierigkeiten:1. Sind bis zur Schranke N nur konstante L�osungen gefunden worden, hei�tdas nat�urlich nicht, da� keine nichttrivialen L�osungen mehr existieren. Umdoch noch L�osungen zu bekommen,m�u�te manN vergr�o�ern und die Suchevon vorn beginnen.2. Die zu l�osenden Gleichungssysteme k�onnen auch bei kleinen Totalgradenvon P und Q so gro� werden, da� Zeit- und Speicherprobleme auftreten.�Uber die Struktur in der Menge aller irreduziblen Polynome f mit f j Df kannfolgende Aussage getro�en werden. 24



Satz 2.14 Sei ein Di�erentialoperator D = P@x +Q@y, P;Q 2 C [x; y], gegeben.Die Polynome f 2 C [x; y] mit der Eigenschaft f j Df bilden eine freie Halbgruppebez�uglich der Multiplikation. Existiert zu dem System 2.2 kein rationales erstesIntegral, dann ist diese Halbgruppe endlich erzeugt.Beweis: Seien f und g zwei beliebige Polynome, die die Voraussetzungen des Sat-zes erf�ullen. Das hei�t, es existieren zwei weitere Polynome f� und g�, so da� gilt:ff� = Df und gg� = Dg:) D(fg) = D(f)g + fD(g) == ff�g + fgg� == fg(f� + g�)Wir haben zu demPolynom fg das Polynom f�+g� gefunden, wobei fg(f�+g�) =D(fg), d.h. fg j Dfg. Die bereits erl�auterten Resultate von Darboux liefern denBeweis der letzten Aussage. 2Der anschlie�ende Satz stellt einige spezielle Formen des linearen partiellen Dif-ferentialoperators D zusammen, f�ur die Polynome f mit der Eigenschaft f j Dfgefunden wurden.Satz 2.15 Seien �; � komplexe Zahlen, a; b; c 2 C [x; y], und sei D ein gegebenerlinearer partieller Di�erentialoperator der Form D = P@x + Q@y mit P;Q 2C [x; y].(i) Ist eines der beiden Polynome P oder Q gleich Null, so besteht die Mengeder Polynome f mit f j Df aus allen Primfaktoren des nichtverschwinden-den Koe�zientenpolynoms sowie aus allen Polynomen, die nicht von derDi�erentiationsvariablen abh�angen.(ii) P und Q seien von folgender Form: P = ab und Q = ac. a habe die Prim-zerlegung a = nQi=1 ai. Dann gilt f�ur alle ai; 1 � i � n, ai j Dai.(iii) Gilt P = xa(x; y) (b.z.w. Q = yb(x; y)), so erf�ullt f = �x (b.z.w. f = �y)die geforderte Bedingung.(iiii) Gilt P = ya und Q = xa, dann gilt f�ur die Polynome f1 = �(x + y) undf2 = �(x� y) fi j Dfi; i = 1; 2. 25



Beweis: Es werden haupts�achlich nur die Polynome g angegeben, die Df = gferf�ullen.(i) Sei o.B.d.A. Q = 0 und P = nQi=1 pi. Wir betrachten einen festen Primfaktorpj ; j 2 f1; : : : ; ng. =) g = @x(pj)p1 � � � pj�1pj+1 � � � pnSei b ein nichtkonstantes irreduzibles Polynom, das ungleich allen oberenPrimfaktoren ist, von x abh�angt und f�ur das ebenfalls giltP@xb = hb:Da b weder P noch @xb teilt, mu� b also konstant sein, was im Widerspruchzur Voraussetzung steht.(ii) gi = a1 � � � ai�1ai+1 � � � an(b@xai + c@yai)(iii) g = a(iiii) g1 = a und g2 = �a 2Interessiert man sich also f�ur elementare erste Integrale von Systemen der Artdxdt = P dydt = Q;mit P;Q 2 C [x; y], so sucht man zun�achst nach rationalen ersten Integralen unddann nach ersten Integralen der Formw = w0 + nXi=1 ci lnwi;wobei w0; : : : ; wn algebraisch �uber C (x; y) und c1; : : : ; cn komplexe Zahlen sind.In beiden F�allen gelangt man zu der Aufgabe, irreduzible Polynome f 2 C [x; y]�nden zu m�ussen, die die Eigenschaft f j Df , mit D = P@x+Q@y, haben. Dabeibesteht das Problem darin, da� man keine e�ektive Schranke f�ur den Totalgraddieser Polynome berechnen kann. Gibt man sich nun eine solche Schranke vor,dann kann man nach Polynomen mit der obigen Eigenschaft suchen, deren Total-grad diese Schranke nicht �ubersteigt. In dem Fall, da� die gefundenen Polynomelinear abh�angig �uber Zsind, kann man ein rationales erstes Integral konstruie-ren, dessen Totalgrad o�ensichtlich beschr�ankt ist. Dabei ist der Totalgrad einerrationalen Funktion f(x; y) = p(x; y)=q(x; y), p und q teilerfremd, gegeben durch26



maxftdeg p; tdeg qg. Eine andere M�oglichkeit der Suche nach rationalen erstenIntegralen bei gegebener Schranke m f�ur den Totalgrad w�are jetzt, nach erstenIntegralen der Form f1 := mXi=0 riyi bzw. f2 := mXi=0 sixi;ri 2 C (x) und si 2 C (y), zu fragen. Somit k�onnte man diese Teilaufgabe wie folgtformulieren: Man gebe sich eine nat�urliche Zahl m vor und �nde erste Integralemit dem obigen Aussehen. Daraus leiten sich Systeme von linearen partiellenDi�erentialgleichungen in einer gesuchten Funktion f der folgenden Art ab (Inunserem Fall sind L�osungen gesucht, die die Form von f1 haben.):P@xf +Q@yf = 0@mf@ym+1 = 0:Diese Systeme haben einen endlich-dimensionalen L�osungsraum. Im anschlie�en-den Teil der Arbeit wird dargestellt, wie f�ur solche speziellen Systeme von Di�e-rentialgleichungen vollkommen algorithmisch nach rationalen L�osungen gesuchtwird. Dabei verallgemeinern wir die Aufgabenstellung in der Richtung, da� meh-rere gesuchte Funktionen zugelassen sind.
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3. Spezielle L�osungen bei Systemenvon linearen partiellenDi�erentialgleichungen3.1. Motivation und VorbereitungEine Grundaufgabe bei der systematischen Behandlung von Di�erentialgleichun-gen ist die Bestimmung der Symmetrien zu einer vorgegebenen Di�erentialglei-chung. Symmetrien sind Transformationen, die L�osungen einer Di�erentialglei-chung wieder in L�osungen �uberf�uhren. Kennt man also eine spezielle L�osungder Di�erentialgleichung, so k�onnen aus dieser mit Hilfe der Symmetrien weitereL�osungen konstruiert werden. Bei der Berechnung von Symmetrien steht manirgendwann vor dem Problem, ein System linearer partieller Di�erentialgleichun-gen in mehreren Funktionen, die de�nierenden Gleichungen, l�osen zu m�ussen.Ein Weg zur L�osung solcher Systeme besteht darin, geschickt �̀Termordnungen�'zu w�ahlen, um nach Ausf�uhrung des �̀Standardform-Algorithmus�' gew�ohnlicheDi�erentialgleichungen in dem neuen System zu erhalten. Dieses Vorgehen kannbeschleunigt werden, wenn man st�andig die entstehenden �̀kurzen Gleichungen�'auswertet. Kurze Gleichungen bestehen aus linken Seiten, die nur einen Termenthalten, die rechten Seiten sind Null. Diese Gleichungen werden durch Integra-tion gel�ost. Das Ergebnis setzt man dann in die verbleibenden Gleichungen ein.Findet man keine gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen, so w�ahle man eine an-dere Ordnung und beginne wieder von vorn. Dieses Vorgehen l�auft sehr intuitivab. Wir wollen in diesem Kapitel einen vollkommen algorithmischen Zugang zurKonstruktion rationaler L�osungen darstellen. Die rationalen L�osungen w�urden imFall der de�nierenden Gleichungen zu speziellen Symmetrien der Di�erentialglei-chung f�uhren.Eine wesentliche Einschr�ankung dabei ist, da�s wir den L�osungsraum des partiellenDi�erentialgleichungssytems als endlich-dimensional voraussetzen m�ussen. Dastri�t auf die Systeme de�nierender Gleichungen bei der Symmetrieberechnungf�ur gew�ohnliche Di�erentialgleichungen zu. Wie sich die Eigenschaft �̀endlich-dimensionaler L�osungsraum�' imAussehen des Systems widerspiegelt und wie man28



den Fall allgemeiner Koe�zienten bei der Suche nach rationalen L�osungen aufden Fall von polynomialen Koe�zienten reduziert, soll zu Beginn gezeigt werden.3.2. Reduktion der ProblemstellungZun�achst wollen wir die folgenden Bezeichnungen einf�uhren: der Vektor der ge-suchten Funktionen sei u:= (u1; : : : ; un) und die Menge der Variablen x:= (x1; : : : ; xm).Gegeben sei nun ein System S:= (S1; : : : ; Sb) von linearen partiellen Di�erential-gleichungen, wobei jedes Si; 0 � i � b, die GestaltXk;J ckJukJ + c = 0hat. ckJ und c seien die Koe�zienten. Sie k�onnen beliebige Funktionen in x sein.J ist ein Multiindex, der die Ableitungen der Funktionen nach den Variablendarstellt. Die Ableitung unJ hat dann z.B. f�ur J = (j1; : : : ; jm) folgendes Aussehen:unJ = @lun@j1x1@j2x2 � � � @jmxm mit l = mXk=1 jk:Zus�atzlich sei der L�osungsraum von S als endlich-dimensional vorausgesetzt.Wenn wir von einem endlich-dimensionalen L�osungsraum reden, so ist folgendesgemeint:Der Vektorraum der L�osungen des zugeh�origen homogenen Systems bzw.der a�ne Raum der L�osungen des inhomogenen Systems sei endlich-dimensional.Beispiel S= (S1; S2; S3), u= (u1; u2), x= (x1; x2; x3)x1 sin(x3)u1(2;0;3)+ u2(1;1;1) = 0 S1x3x2u1(1;0;3) = 0 S2cos(x1)u2(2;3;0) = 0 S3Der Multiindex J = (0; 0; : : : ; 0) wird �ublicherweise nicht geschrieben, da diedurch ihn dargestellte Ableitung die Funktion selbst ist.Bemerkung: Der Einfachheit halber werden von nun an alle Rechnungen �uberdem Zahlk�orper Q ausgef�uhrt.Die folgende Aussage gibt an, wie sich S reduzieren l�a�st, wenn wir nach rationalenL�osungen fragen.Satz 3.1 Sind f�ur ein System linearer partieller Di�erentialgleichungen S ratio-nale L�osungen gesucht, so l�a�st sich S in ein �aquivalentes lineares System umfor-men, in dem s�amtliche Koe�zientenfunktionen Polynome in den Variablen unddie Koe�zienten innerhalb einer Di�erentialgleichung au�serdem teilerfremd sind.29



Beweis: Wir betrachten den von den Koe�zienten aufgespannten VektorraumV = span(ckJ ; c) �uber dem K�orper K = Q(x1; : : : ; xm). Die Basis von V �uber Ksei d1; : : : ; dt. Daraus folgt, da�s alle ckJ und c die DarstellungenckJ = tXi=1 bikJ di mit bikJ 2 K; 0 � i � t;c = tXi=1 bidi mit bi 2 K; 0 � i � t;zulassen. Wir nutzen diese Darstellungen nun zur Umformung der Gleichungendes Systems und betrachten eine beliebige Di�erentialgleichung aus S. Sie kannfolgenderma�sen geschrieben werden:Xk;J ckJukJ + c =Xk;J  tXi=1 bikJ di!ukJ + tXi=1 bidi = tXi=10@Xk;J bikJ ukJ + bi1A di:Die bikJ und bi sind nach Voraussetzung rationale Funktionen. Auch die ukJ sindrationale Funktionen, da wir nach rationalen L�osungen fragen und beliebige Ab-leitungen von rationalen Funktionen wieder rationale Funktionen ergeben. Dieletzte Gleichung ist genau dann erf�ullt, wenn alle Koe�zienten vor den Basis-funktionen verschwinden. Wir setzen also diese Koe�zienten Null und wiederho-len die Aufspaltung f�ur die restlichen Gleichungen des Systems S. So erhalten wirein �aquivalentes lineares System von Di�erentialgleichungen, das nur noch ratio-nale Koe�zientenfunktionen enth�alt. Wenn wir jetzt jede Di�erentialgleichungmit dem Hauptnenner der Koe�zientenfunktionen multiplizieren, dann habenwir zun�achst polynomiale Koe�zienten. (Im folgenden nennen wir dieses Vorge-hen kurz �̀�Uberf�uhrung in eine ganz-rationale Form�'.) Wir dividieren noch jedeGleichung durch den gr�o�sten gemeinsamen Teiler ihrer Koe�zientenpolynomeund erhalten die letzte Aussage des Satzes. 2Somit haben wir das lineare partielle Di�erentialgleichungssystem S mit beliebi-gen Koe�zientenfunktionen umgewandelt in ein System mit Koe�zientenpoly-nomen, die dazu noch innerhalb einer jeden Gleichung teilerfremd sind. Das hierdargelegte Vorgehen zur Spezialisierung von Systemen linearer Di�erentialglei-chungen bei der Suche nach rationalen L�osungen ist aus [8] entnommen, wo esf�ur den Fall gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen beschrieben wurde.3.3. StandardformenDie Standardform eines linearen partiellen Di�erentialgleichungssystems S ist ein�aquivalentes lineares partielles Di�erentialgleichungssystem, das gewisse Eigen-30



schaften hat, auf die wir noch eingehen werden. Zur �Uberf�uhrung eines solchen Sy-stems in seine Standardform benutzt man den �̀Standardform-Algorithmus�'. DerStandardform-Algorithmus besteht imwesentlichen aus drei Teilen: �̀Termordnungen�',�̀Reduktionen�' und �̀Bildung von S-Gleichungen�'. O.B.d.A. w�ahlen wir die lexiko-graphische Ordnung als Ordnung in den Funktionen und in den Variablen:u1 > u2 > � � � > un und x1 > x2 > � � � > xm: (3.1)Eine Ableitung einer Funktion ui nach den Variablen hei�st Monom. Mit den bei-den Ordnungen aus 3.1 hat man automatisch eine Ordnung in den Monomengegeben, indem man erst die Funktionen und dann die Grade der Ableitungennach den einzelnen Variablen vergleicht.Eine Termordnung ist eine Totalordnung �̀<�' auf der Menge aller Monome, f�urdie gilt:1 < M f�ur alle M und M1 < M2 )MM1 < MM2 f�ur alle M;M1;M2:Da das gr�o�ste Monom einer Di�erentialgleichung und sein Koe�zient eine beson-dere Rolle spielen, de�nieren wir:De�nition 3.2 Das gr�o�ste Monom in einer Di�erentialgleichung hei�stf�uhrendes Monom und wird mit LM bezeichnet. Der Koe�zient vor demf�uhrenden Monom hei�st f�uhrender Koe�zient. Wir bezeichnen ihn mit LC.Das Produkt aus f�uhrendem Monom und f�uhrendem Koe�zienten ist der f�uhren-de Term. Er bekommt die Bezeichnung LT .Mit einer gegebenen Termordnung l�a�st sich dann auch eine Ordnung zwischenden Gleichungen von S einf�uhren, indem zun�achst die f�uhrenden Monome vergli-chen werden. Falls diese gleich sind, vergleicht man die n�achstgr�o�seren u.s.w.Das System S erh�alt durch die Ordnung in seinen Gleichungen eine Blockstruktur.Das hei�st, es teilt sich in n Bl�ocke bzw. Untersysteme. Die f�uhrenden Monomeeines Untersystems sind ausschlie�slich Ableitungen einer gesuchten Funktion ui.Man kann die Bl�ocke nun z.B. so anordnen, da�s der Block mit der gr�o�sten Funk-tion u1 ganz oben und der Block mit der kleinsten Funktion un ganz unten steht.Die Operationen �̀Reduktion�' und �̀Bildung von S-Gleichungen�' k�onnen nun ent-weder blockweise oder im gesamten System z.B. von unten beginnend ausgef�uhrtwerden.Reduktion einer Di�erentialgleichungSi durch eine Di�erentialgleichung Sj bedeu-tet, da�s Sj in geeigneter Weise di�erenziert und mit einem Polynom multipliziertwird. Der neue f�uhrende Term von Sj annuliert bei Bildung der Di�erenz Si�Sjeinen Term aus Si. Wir nennen ein System S linearer partieller Di�erentialglei-chungen reduziert, wenn sich kein Si von S durch ein Sj; i 6= j, von S reduzieren31



l�a�st.F�ur die Gleichungen Si; i = 1; : : : ; b, aus S wollen wir entsprechend dem Glei-chungsindex die f�uhrenden Monome, Koe�zienten und Terme mit LMi, LCi undLTi in dieser Reihenfolge bezeichnen.Die S-Gleichung zu Si und Sj bildet sich folgenderma�sen:S(Si; Sj) := DiSi � LCiLCjDjSj ;wobei Di und Dj die kleinsten Ableitungen sind, die folgende Relation erf�ullen:DiLMi = DjLMj. (Kleinste Ableitung bedeutet minimale Anzahl von Di�eren-tiationen.) Die Bildung von S-Gleichungen kann als Hinzunahme von Gleichun-gen, die sich als Integrabilit�atsbedingungen ergeben, interpretiert werden.De�nition 3.3 Ein System S= (S1; S2; : : : ; Sb) von linearen partiellen Di�eren-tialgleichungen ist ein System in Standardform, wenn jede S-Gleichung S(Si; Sj)durch die Gleichungen von S zu Null reduziert werden kann.Im folgenden gehen wir davon aus, da�s S ein System in Standardform bzgl. lexi-kographischer Ordnung (siehe vorn) ist. Wir schreiben die Gleichungen Si nun soum, da�s auf der linken Seite nur LTi stehen. In der Standardform S nennt man dieMonome, die sich nicht durch Di�erentiationen aus den LMi ergeben, Parame-trische Ableitungen. Um die Dimension des L�osungsraumes festzustellen, z�ahltman nun einfach alle parametrischen Ableitungen. Somit hat S einen endlich-dimensionalen L�osungsraum genau dann, wenn die Anzahl der parametrischenAbleitungen endlich ist. Der n�achste Satz ist ein Kriterium, mit dem man nuranhand der LMi, 1 � i � b, feststellen kann, ob S einen endlich-dimensionalenL�osungsraum hat.Satz 3.4 Sei S ein lineares partielles Di�erentialgleichungssystem in Standard-form bzgl. obiger Ordnung. S hat genau dann einen endlich-dimensionalen L�osungs-raum, wenn gilt:Zu jeder Funktion ui und zu jeder Variablen xj gibt es eine Gleichung in S mitf�uhrendem Monom der Form @kui=@xkj .Wir formulieren noch weitere Eigenschaften einer Standardform, die wir sp�aterbenutzen werden.Satz 3.5 Sei S ein lineares partielles Di�erentialgleichungssystem in Standard-form mit endlich-dimensionalem L�osungsraum und seien die Ordnungen in denVariablen und Funktionen wie in 3.1 gegeben. Dann hat das Untersystem f�ur un32



ebenfalls einen endlich-dimensionalen L�osungsraum. Des weiteren ist die letzteGleichung Sb eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung f�ur un, wobei xm die Di�e-rentiationsvariable ist.Die Beweise der beiden S�atze kann der Leser aus [9] entnehmen.3.4. Algorithmische BehandlungIn diesem Abschnitt gehen wir von einem linearen partiellen Di�erentialglei-chungssystemmit polynomialen Koe�zientenfunktionen und endlich-dimensionalemL�osungsraum aus, welches wir von nun an ein L-System nennen und auch weiter-hin mit S bezeichnen. F�ur solche L-Systeme geben wir jetzt einen Algorithmus an,mit dem sich rationale L�osungen �nden lassen. Der Algorithmus besteht darin,die ersten drei der folgenden Schritte nacheinander f�ur alle Funktionen u1; : : : ; unauszuf�uhren (O.B.d.A. wird es hier f�ur un demonstriert.) und abschlie�send dieErgebnisse im 4. Schritt noch einmal zu verarbeiten.Der Input des Algorithmus setzt sich also aus einem System von linearen par-tiellen Di�erentialgleichungen S, einem Vektor von gesuchten Funktionen u undeinemVariablen-Vektor x zusammen. DerOutput ist ein Vektor, dessen Kompo-nenten rationale Funktionen in x1; : : : ; xm sind, die noch linear von frei w�ahlbarenkonstanten Parametern abh�angen.1. Schritt: Man w�ahle eine Ordnung (Wir nutzen die Ordnung aus 3.1.) inden gesuchten Funktionen so, da�s das gew�ahlte ui (hier un) die kleinsteFunktion ist. Bzgl. der daraus entstehenden Termordnung wird mit S derStandardform-Algorithmus durchgef�uhrt. Man bekommt ein UntersystemSS, in dem nur noch un als gesuchte Funktion auftritt und dessen letzteGleichung eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung bzgl. der kleinsten Varia-blen xm ist.2. Schritt: Wir suchen nach rationalen L�osungen der letzten, gew�ohnlichen Dif-ferentialgleichung. Wie das geschieht, wird noch behandelt. Die gefunde-ne allgemeine rationale L�osung ist linear in frei w�ahlbaren Parametern�0; : : : ; �r�1, die noch von x1; : : : ; xm�1 abh�angen k�onnen. Wir testen nun,ob alle auftretenden Parameterfunktionen konstant sind. Wenn dies der Fallist, sind wir fertig. Sonst gehen wir zum 3. Schritt.3. Schritt: Die L�osung aus dem 2. Schritt setzt man in die restlichen Gleichungenvon SS ein. Die Variable xm wird jetzt im folgenden Sinn zum Aufsplit-ten benutzt: Man �uberf�uhrt die Gleichungen in eine ganzrationale Formund macht dann Koe�zientenvergleich nach den Potenzen von xm. Es ent-steht ein neues L-System (Im Anschlu�s wird gezeigt, da�s wirklich wieder ein33



L-System herauskommt.), in dem jetzt die �0; : : : ; �r�1 die gesuchten Funk-tionen sind. Die Variablen haben sich um das xm vermindert. Die Ordnungin den x1; : : : ; xm�1 bleibt erhalten. Diese Daten bilden einen neuen Input,mit dem man den Algorithmus erneut startet.4. Schritt: Wir bekommen aus den ersten drei Schritten f�ur jedes ui; i = 1; : : : ; n,eine Parameterdarstellung, die ausschlie�slich konstante Parameter enth�alt.Diese Darstellungen setzen wir in eine Standardform von S ein. Die Glei-chungen werden noch einmal in eine ganzrationale Form �uberf�uhrt. Ko-e�zientenvergleich nach verschiedenen Monomen der Variablen liefert einlineares Gleichungssystem in den Parametern, das dann gel�ost wird. Die-ses Gleichungssystem ist im allgemeinen nicht eindeutig l�osbar, d.h. seineL�osung enth�alt noch unabh�angige Parameter, die dann auch als frei w�ahl-bare Parameter in der L�osung (u1; : : : ; un) auftreten.Die Vorgehensweise im 1. Schritt ist mit den Ausf�uhrungen �uber die Standard-formen klar. Zum 2. Schritt werde ich im n�achsten Abschnitt einen Algorithmusangeben, der rationale L�osungen von gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen mitKoe�zienten, die Polynome in mehreren Variablen sind, bestimmt. Die L�osungenenthalten Parameter, die Funktionen in allen Variablen au�ser der Di�erentiati-onsvariablen sind.Entscheidend ist, da�s im 3. Schritt wieder ein L-System entsteht:Lemma 3.6 Gegeben sei ein L-System S und eine Ordnung in den Variablen.Werden dann die ersten drei Schritte des obigen Algorithmus ausgef�uhrt, so istmit den vorherigen Bezeichnungen das sich ergebende Di�erentialgleichungssy-stem f�ur die �0; : : : ; �r�1 wieder ein L-System.Beweis: Der K�urze halber wollen wir die letzte Gleichung von S, also die gew�ohn-liche Di�erentialgleichung, wieder mit Sb bezeichnen. Die L�osung von Sb ausdem 2. Schritt ist linear in den Parameterfunktionen (dies wird im n�achsten Ab-schnitt klar). Diese Linearit�at bleibt nat�urlich auch beim Di�erenzieren und beider �Uberf�uhrung in eine ganzrationale Form erhalten.Das Di�erentialgleichungssystem in den Parameterfunktionen entsteht durch Ko-e�zientenvergleich nach xm im 3. Schritt. Da die Gleichungen bereits eine ganz-rationale Form haben, sind die Koe�zienten Polynome in x1; : : : ; xm�1 und denParametern. Bleibt noch zu zeigen, da�s der L�osungsraum des Di�erentialglei-chungssystem f�ur die Parameterfunktionen endlich-dimensional ist.Wir haben bereits im Satz 3.5 gesehen: Wenn S einen endlich-dimensionalenL�osungsraum besitzt, dann besitzt auch das Untersystem SS f�ur un einen endlich-dimensionalen L�osungsraum, d.h. die Mengefun j un ist L�osung von SSg34



bildet einen endlich-dimensionalen Vektorraum �uber Q . Aus Sb bekommen wirfolgenden Ansatz f�ur un: un = �0'0 + � � �+ �r�1'r�1;wobei die �i 2 Q(x1; : : : ; xm�1); 0 � i � r � 1; und die 'i; 0 � i � r � 1; linearunabh�angig �uber Q(x1; : : : ; xm�1) sind. Das bedeutet, jeder L�osung un von Sb l�a�stsich eineindeutig ein r-Tupel (�0; : : : ; �r�1) zuordnen. Daraus folgt, es existiertein Q-Isomorphismus �, der jeder L�osung von Sb ein r-Tupel von rationalenFunktionen in x1; : : : ; xm�1 zuordnet. Also ist die Mengef(�0; : : : ; �r�1) 2 Q(x1; : : : ; xm�1)r j un = �0'0+� � �+�r�1'r�1 ist L�osung von Sbgein r-dimensionaler Vektorraum �uber Q. In diesem Vektorraum suchen wir nunnach L�osungen f�ur das neue Di�erentialgleichungssystem aus dem 3. Schritt.Da jeder Teilraum eines endlich-dimensionalen Vektorraumes wieder endlich-dimensional ist, sind wir fertig. 2Die Suche nach rationalen L�osungen f�ur ein festes ui wird also im Algorithmusumgewandelt in die Suche nach rationalen L�osungen f�ur ein L-System in meh-reren Funktionen. D.h. die Anzahl der gesuchten Funktionen nimmt zu. Jedochverringert sich die Zahl der unabh�angigen Variablen bei jedem Durchlauf derSchritte 1 und 2 um 1. Die Abbildung 3.1 soll dies veranschaulichen.
Abbildung 3.1.: ParameterbaumDie Hierarchie in den verschiedenen Parameterfunktionen wird durch einen Baumbeschrieben, in dem die �'s mit einem gemeinsamen �̀Vorg�anger�' immer zusam-men in einem L-System auftreten, wobei die Anzahl der Variablen in jeder Stufemindestens um 1 niedriger ist als in der dar�uberliegenden Stufe. Im 2. Schrittdes obigen Algorithmus ist mit dem Test, ob alle Parameter konstant sind, eineAbbruchbedingung gegeben. 35



Satz 3.7 Gegeben sei ein L-System S. Der Algorithmus zum Finden von ratio-nalen L�osungen von S bricht nach endlich vielen Schritten ab.Beweis: Wie wir bereits gezeigt haben, verringert sich bei jedem Durchlauf derersten beiden Schritte die Anzahl der Variablen mindestens um 1. Das hei�st: Esverschwindet wenigstens die kleinste Variable eines Systems bei dem �Ubergangzu einem Teilsystem. Da wir nur endlich viele Variablen, n�amlich m, im Aus-gangsdi�erentialgleichungssystem S voraussetzen, bricht der obige Algorithmusnach endlich vielen Schritten ab. 2In den bisherigen Ausf�uhrungen haben wir gesehen, da�s man bei der algorithmi-schen Suche nach rationalen L�osungen eines L-Systems S neben der Durchf�uhrungvon Umformungen, Vereinfachungen und Koe�zientenvergleichen immer wiedergew�ohnliche Di�erentialgleichungen l�osen mu�s, die in den Koe�zienten Variablenaus S als Parameter enthalten. S�atze �uber Existenz und Eindeutigkeit sagen nunaus, da�s zu einer linearen gew�ohnlichen Di�erentialgleichung entsprechend derOrdnung der Di�erentialgleichung L�osungen existieren. Allerdings ist das nichtgleichbedeutend mit der Existenz von rationalen L�osungen. Man kann lediglichfolgendes feststellen. Falls eine der immer wieder im Algorithmus zu l�osendengew�ohnlichen Di�erentialgleichungen keine rationalen L�osungen besitzt, so be-sitzt auch das gesamte System keine rationalen L�osungen.Andererseits kann der Fall eintreten, da�s man relativ einfach nichtrationale L�osun-gen erh�alt, daf�ur hat man jedoch im allgemeinen keinen Algorithmus.3.5. Algorithmische Berechnung von rationalen L�osun-gen linearer gew�ohnlicher Di�erentialgleichun-gen3.5.1. Problemvorstellung und vorbereitende AussagenDie Di�erentialgleichungen, die hier behandelt werden sollen, haben die Form:pr @r@xrf + pr�1 @r�1@xr�1f + � � �+ p0f + q = 0: (3.2)Es sind also lineare Di�erentialgleichungen bez�uglich der Variablen x und wirsetzen voraus: pi; q 2 Q[x1; : : : ; xm�1; x], i = 0; : : : ; r, d.h. die Koe�zientenfunk-tionen sind Polynome in x1; : : : ; xm�1; x. Man kann auch beliebige Koe�zienten-funktionen voraussetzen, doch da wir uns erneut f�ur rationale L�osungen interes-sieren, gelangt man mit der Vorgehensweise aus den vorbereitenden Bemerkungen36



wieder zu dieser speziellen Form. Gesucht sind L�osungen f 2 Q(x1; : : : ; xm�1; x),also rationale Funktionen �uber dem Koe�zientenk�orper Q. Es existiert bereitsein Algorithmus f�ur den einfachsten Fall, d.h. f�ur lineare gew�ohnliche Di�erenti-algleichungen, in denen die Koe�zienten nicht von Parametern abh�angen. Er istausf�uhrlich in [8] beschrieben.Fragen wir nach rationalen L�osungen von 3.2, so hei�st das, wir suchen ein fder Form f = ZN mit Z;N 2 Q[x1; : : : ; xm�1; x]: (3.3)Da x die einzige Di�erentiationsvariable ist, erweist es sich f�ur die folgendenKonstruktionen als g�unstiger, Z und N als Elemente von Q(x1; : : : ; xm�1)[x] zubetrachten und auch weiterhin in dem K�orper Q(x1; : : : ; xm�1) zu rechnen. Wirk�onnen dabei Z und N als relativ prim zueinander voraussetzen.Der Algorithmus zerf�allt in zwei Hauptteile. Wir werden feststellen, da�s der Nen-ner einer m�oglichen L�osung f nur die Primfaktoren des f�uhrenden Koe�zientenpr enthalten kann. Der erste Teil besteht nun darin, Schranken f�ur die Expo-nenten der irreduziblen Faktoren zu bestimmen. Danach wird unter Benutzungdes bereits bekannten Nenners eine Gradschranke des Z�ahlers f�ur den Grad inx berechnet. Da wir h�au�g den Grad bzgl. x verwenden, sei dieser mit degx be-zeichnet.Wir geben uns nun o.B.d.A. folgende Darstellung der Primzerlegung des pr vor:pr = tYi=1 alii (3.4)und wollen die nachstehende Aussage �uber die Struktur des Nenners N einerm�oglichen L�osung f beweisen.Satz 3.8 Sei f = Z=N , Z;N 2 Q(x1; : : : ; xm�1)[x], eine rationale L�osung derDi�erentialgleichung 3.2 und sei der f�uhrende Koe�zient pr wie in 3.4 faktori-siert. Dann ist jeder Primfaktor des Nenners N von f auch ein Teiler von pr.Vor dem Beweis des Satzes werden wir noch einige hilfreiche Aussagen tre�en. Alserstes ist hier der Satz �uber die eindeutige Entwicklung einer rationalen Funktionin Partialbr�uche zu nennen. Wenden wir diesen Satz auf unseren Fall an, soerhalten wir folgendes: Ist eine Funktion f in der Darstellungf = ZN und N =Yi akii ; Z;N 2 Q(x1; : : : ; xm�1)[x]gegeben, so bekommt man nach Partialbruchzerlegung die Darstellungf = a+Xi;j eijaji mit degx eij < degx ai:37



Nun interessieren wir uns daf�ur, wie sich der Exponent des Nenners eines Parti-albruches nach mehrfachem Ableiten entwickelt.Lemma 3.9 Sei g = abk ein Partialbruch in Q(x1; : : : ; xm�1)[x]. Dann hat g(r) =@rg@xr die Form g(r) = a�bk+r + � � � ;wobei die Punkte andeuten sollen, da�s nur noch Partialbr�uche geringerer Ordnungbzgl. b vorkommen, d.h. a� und b sind teilerfremd und degx a� < degx b.Wir bezeichnen die erste Ableitung nach x von nun an mit 0. Es sei auch dar-auf hingewiesen, da�s f�ur ein irreduzibles Polynom p, das von x abh�angt, gilt: p j=p0.Beweis des Lemmas: Wir f�uhren Induktion �uber den Grad der Ableitungdurch. Wie im Lemma wird mit drei aufeinander folgenden Punkten angedeutet,da�s nur noch Partialbr�uche geringerer Ordnung bzgl. b folgen.Induktionsanfang: g0 = a0bk � akbk�1b0b2k == a0bk � akb0bk+1 = a�bk+1 + � � �Dabei gilt a� � �akb0 modulo b. Da a und b0 teilerfremd zu b sind, ist a� 6= 0.Induktionsbeweis: Wir starten mit der r-ten Ableitung von g und leiten ein wei-teres Mal ab. (g(r))0 = � a�bk+r + � � ��0 == a�0bk+r � a�(k + r)b0bk+r+1 + � � � = a��bk+r+1Man kann leicht �uberpr�ufen, da�s die Terme, die durch die Punkte in der obi-gen Klammer angedeutet sind, nach Ableitung nicht zum Partialbruch h�ochsterOrdnung bzgl. b beitragen k�onnen. Die gleiche Argumentation wie f�ur a� liefert:degx a�� < b und a�� 6= 0. 2Beweis des Satzes 3.8: Wir wollen in der Darstellung f = Z=N f�ur einenPrimfaktor b des Nenners N b j=pr annehmen. Einsetzen der Partialbruchzerle-gung von f in die Di�erentialgleichung liefert dann nach dem Lemma 3.9 einenAusdruck, der den h�ochsten Term bzgl. b (h�ochster Term bzgl. b bedeutet hierund im folgenden Partialbruch h�ochster Ordnung bzgl.b) enth�alt. Er hat die Formpr abk+r :38



Nun zerlegen wir diesen Ausdruck noch einmal in Partialbr�uche und erhalten dieDi�erentialgleichung in der Darstellunga�bk+r + � � � = 0:Der obige Term ist der h�ochste Term bzgl. b in der Di�erentialgleichung und diePunkte stehen f�ur Partialbr�uche geringerer Ordnung bzgl. b. Das bedeutet, da�sder obige h�ochste Term bzgl. b nicht annuliert wird, damit kann die Di�erential-gleichung nicht erf�ullt sein.Wenn b also im Nenner N der L�osung f auftritt, mu�s b auch ein Teiler des f�uhren-den Koe�zienten pr sein. 23.5.2. Der AlgorithmusSei eine Di�erentialgleichung wie in 3.2 gegeben. Wir suchen nach rationalenL�osungen f , die die Form aus 3.3 haben.(N) Bestimmung des NennersWir faktorisieren pr; : : : ; p0; q und pr habe die Primzerlegung aus 3.4. O.B.d.A.wird zuerst der Primfaktor a1 von pr betrachtet. Sei m1 der Exponent, mitdem a1 im Nenner enthalten ist, d.h. seiN = am11 � � �eine Darstellung des Nenners einer m�oglichen rationalen L�osung f . Unterder Annahme, da�s m1 gr�o�ser als Null ist, wird eine Schranke M1 f�ur m1gesucht. Dazu mu�s der kleinste Exponent von a1 in der Di�erentialgleichunggefunden werden, wobei man die Exponenten im Z�ahler positiv und die imNenner negativ z�ahlt.(N1) Wir bestimmen die Vielfachheiten von a1 in den Koe�zienten pr; : : : ; p0und bezeichnen sie mit vr; : : : ; v0. Ber�ucksichtigt werden nur die Koe�zi-enten ungleich Null. Zun�achst berechnet man:min0�k�r(vk � k) = V1:Der kleinste Exponent von a1 in der Di�erentialgleichung ergibt sich dannzuV1 � m1. Die Indizes der Koe�zienten au�ser q, in denen a1 mit diesemExponenten auftritt, werden in der MengeI1 = fk j V1 = vk � kgzusammengefa�st. 39



(N2) Der Exponent von a1 in q sei v. Dann sind zwei F�alle zu unterscheiden:(a) v � V1 �m1 =) m1 � V1 � vIn diesem Fall haben wir eine Schranke M� f�ur m1. Ist die Di�erenzV1 � v echt kleiner als Null bzw. ist q = 0, so setzt man M� := 0,andernfalls gilt M� = V1 � v.(b) v > V1 �m1Eine SchrankeM�� f�urm1 bekommtman hier, indemman alle h�ochstenTerme bzgl. a1 zusammenfa�st, die Summe mu�s Null ergeben,Q(m1) = 0: (3.5)Im Anschlu�s an den Algorithmus werden wir diese Relation genaueruntersuchen. Die Gleichung 3.5 ist eine Polynomgleichung in x1; : : : ; xm�1; x,in der wir nach verschiedenen Monomen der x1; : : : ; xm�1; x sortieren.Die Koe�zienten vor diesen Monomen werden Null gesetzt. Darausergibt sich ein Gleichungssystem, das m1 erf�ullen mu�s. Wir suchen diegr�o�ste ganzzahlige Nullstelle. Ist sie gr�o�ser oder gleich Null, wird siemit M�� bezeichnet, sonst setzt man M�� := 0.Die endg�ultige Schranke M f�ur den Exponenten m1 von a1 ist dannM = maxfM�;M��g:Wir wiederholen die Schritte (N1) und (N2) f�ur die restlichen Primfaktorena2; : : : ; at von pr. Damit haben wir folgenden Nenner N f�ur eine m�oglicheL�osung f der Di�erentialgleichung 3.2 erhalten:N = aM11 aM22 � � � aMtt :(Z) Bestimmung des Z�ahlersMit Hilfe eines Ansatzes wird eine Schranke S f�ur degx Z bestimmt.(Z1) Wir setzen f mit dem nun bekannten Nenner in 3.2 ein und erhalten,nachdem wir die Gleichung in eine ganzrationale Form �uberf�uhrt haben,eine lineare gew�ohnliche Di�erentialgleichung f�ur Z:Cr @r@xrZ + � � �+ C0Z + C = 0: (3.6)(Induktion �uber den Ableitungsgrad liefert, da�s jede beliebige Ableitungvon ZN linear in den Ableitungen von Z ist.) Man macht folgenden Ansatzf�ur Z: Z = �sxs + �s�1xs�1 + � � �+ �1x+ �0mit �i = �i(x1; : : : ; xm�1); 0 � i � s; s beliebig aber fest:40



(Z2) Es ist o�ensichtlich, da�s die k-te Ableitung nach x, 0 � k � r, den x-Grad von Z um k verringert. Seien die x-Grade der Koe�zientenpolynomegegeben durch ls; : : : ; l0. l sei der Grad des Absolutgliedes C0 bzgl. x. Nach-dem wir den obigen Ansatz eingesetzt haben, interessieren wir uns nun f�urden h�ochsten Exponenten von x in 3.6, C0 wird dabei vorerst au�ser Achtgelassen. Dazu vergleichen wir alle Ausdr�ucke der Forms+ li � i; 0 � i � r;wobei nur die li ber�ucksichtigt werden m�ussen, f�ur die der zugeh�orige Ko-e�zient nicht Null ist, d.h. Ci 6= 0. Da s nach Voraussetzung fest ist, mu�sfolgendes berechnet werden:VZ = max0�i�rfli � ig:Der h�ochste Exponent von x in 3.6 ist demzufolge VZ + s. Jetzt sucht mansich aus allen Termen, au�ser dem Absolutglied C0, die heraus, die xVZ+senthalten: IZ = fi j li � i = VZg:Wieder sind zwei F�alle m�oglich:(a) l � VZ + s; =) s � l� VZIn diesem Fall ergibt sich sofort eine Schranke: S� := l�VZ f�ur s, fallsdiese Di�erenz gr�o�ser oder gleich Null und C0 ungleich Null ist. Sonstsetzt man S� := 0.(b) l < VZ + sEine Schranke S�� f�ur s bekommt man in diesem Fall dadurch, da�sman alle Terme, deren Koe�zienten-Indizes in IZ enthalten sind, nachPotenzen von x sortiert und dann die Koe�zienten vor xVZ+s zusam-menfa�st und Null setzt. Wir schreiben diese Gleichung zun�achst alsQ(s) := 0 (3.7)und werden auch im Anschlu�s an den Algorithmus die Schlu�sweise an-geben, wie diese Relation zustande kommt und wie sie exakt aussieht.Man erh�alt aus 3.7 eine polynomiale Gleichung f�ur x1; : : : ; xm�1 undmacht Koe�zientenvergleich. Aus dem gleichen Grund wie in (N2)(b)bekommt man ein Gleichungssystem f�ur s. Von diesem Gleichungssy-stem suchen wir die gr�o�ste ganzzahlige Nullstelle. Ist diese Nullstelleecht kleiner als Null, dann setzen wir S�� := 0, andernfalls bezeichneS�� diese Nullstelle.Die endg�ultige Gradschranke f�ur den Grad des Z�ahlers Z istS = maxfS�; S��g:41



Mit dieser Schranke haben wir nun folgenden Ansatz f�ur Z:Z = �SxS + �S�1xS�1 + � � �+ �1x+ �0mit �i = �i(x1; : : : ; xm�1); 0 � i � S:Dieser Ansatz wird in die Gleichung 3.6 eingesetzt. Koe�zientenvergleichnach verschiedenen Potenzen von x liefert ein System von linearen Glei-chungen in �0; : : : ; �S �uber Q(x1; : : : ; xm�1). Dieses lineare Gleichungssy-stem wird z.B. durch Gau�selimination gel�ost. Als unabh�angige Parameter inder L�osung f bleiben �i0 ; : : : ; �ir�1; i0; : : : ; ir�1 2 f0; : : : ; Sg, die frei w�ahl-bare rationale Funktionen in der L�osung des Gleichungssystem sind. Dierationale L�osung von 3.2 hat demnach folgendes Aussehenf = �SxS + � � �+ �1x+ �0am11 am22 � � � amtt ;wobei �0; : : : ; �S lineare Funktionen in den �i0; : : : ; �ir�1 sind.3.5.3. Rechnungen und Erkl�arungen zum AlgorithmusZuerst wollen wir die Relation 3.5 betrachten. Dazu m�ochte ich ein Lemma zurStruktur der r-ten Ableitung einer rationalen Funktion angeben. Dieses Lemmaist eine Konkretisierung des Lemmas 3.9 und wird auch genauso bewiesen.Gegeben sei eine rationale Funktion f in Partialbruchdarstellungf = abk + � � � ;die Punkte stehen f�ur weitere Partialbr�uche, unter denen bzgl. b nur solche ge-ringerer Ordnung auftreten. Die erste Ableitung sei wieder mit 0 bezeichnet.Lemma 3.10 Unter den obigen Voraussetzungen und mit den festgelegten Be-zeichnungen gilt:Die r-te Ableitung der Funktion f hat die Gestalt:f (r) = (�1)rk � � � (k + r � 1)ab0rbk+r + � � � ;wobei die Punkte f�ur Terme geringerer Ordnung bzgl. b stehen.Im Schritt (N2)(b) werden nun alle in der Menge I1 ausgewiesenen Koe�zientenmit den zugeh�origen Ableitungen zusammengefa�st. Da nach dem kleinsten Ex-ponenten V1 �m1 von a1 gefragt ist, gen�ugt es, die h�ochsten Terme bzgl. a1 ausden Ableitungen der gesuchten Funktion zu ber�ucksichtigen. Daraus folgtXi2I1;i 6=0 (�1)im1 � � � (m1 + i� 1) � @@xa1�ram1+V11 p̂i + " p̂0am1+V11 # = 0:42



Das ^ auf den pi, i 2 IZ bedeutet folgendes: p̂i = pi=(avii ). Der Term mit p0steht in eckigen Klammern, weil er nur dann als Summand auftritt, wenn 0 2 I1.Polynomdivisionen der einzelnen � @@xa1�i p̂i nach a1 liefern nun Restpolynome Ri.Damit erh�alt man die BeziehungQ(m1) = Xi2I1;i 6=0(�1)im1 � � � (m1 + i� 1)Ri + [R0] = 0:Dies ist die Gleichung 3.5. Die linke Seite dieser Gleichung stellt nun den Z�ahlerdes h�ochsten Terms bzgl. a1 in der Di�erentialgleichung dar, d.h. er wird nichtdurch andere Terme aus der Di�erentialgleichung annuliert. Also sortiert mannach Monomen in x und den Parametern x1; : : : ; xm�1 und setzt die Koe�zientenNull.Anhand einer kurzen Rechnung m�ochte ich nun auch zeigen, wie man zur Glei-chung 3.7 gelangt und welche Form sie hat. Gegeben war die Di�erentialgleichungpr @r@xrf + pr�1 @r�1@xr�1f + � � � + p0f + q = 0und bei der Suche nach rationalen L�osungen f haben wir den Nenner N bereitsbestimmt.Wir erhalten bekanntlich eine lineare gew�ohnliche Di�erentialgleichungf�ur Z: Cr @r@xrZ + � � �+ C0Z + C = 0; (3.8)wobei Ci = Ci(pr; : : : ; p0; N); 0 � i � r; C = C(q;N) bekannt sind.Gesucht sind polynomiale L�osungen f�ur Z.=) Z := �sxs + �s�1xs�1 + � � �+ �0Der gr�o�ste x-Exponent ist VZ + s. O�ensichtlich kann nur �sxs zu diesem Expo-nenten beitragen. =) Xi2IZ;i 6=0 s � � � (s� i+ 1)Ĉi + [Ĉ0] = 0Diese Gleichung entspricht der Gleichung 3.7. Hieraus bekommen wir das S��.Das ^ bedeutet wieder folgendes: Ĉi = Ci=(xli). C0 steht in eckigen Klammern,da es nur dann erscheint, wenn 0 2 IZ. Einsetzen in die Di�erentialgleichung 3.8liefert rXi=0Ci(�SS � � � (S � i+ 1)xS�i + � � �) + C = 0Nun wird die Gleichung in eine ganzrationale Form �uberf�uhrt. Koe�zientenver-gleich nach verschiedenen Potenzen von x liefert ein lineares Gleichungssystemf�ur die �i �uber Q(x1; : : : ; xm�1). Die L�osungen sind rationale Funktionen, die inder gesuchten Funktion als frei w�ahlbare Parameter vorkommen.Der Z�ahler Z der L�osung f der urspr�unglichen Di�erentialgleichung ist dannlinear in diesen Parametern. 43



3.5.4. Ein BeispielAn einem linearen partiellen Di�erentialgleichungssystem in zwei gesuchten Funk-tionen wollen wir nun den Algorithmus durchf�uhren. Wir haben damit: u:=(u1; u2). Diese Funktionen m�ogen von zwei Variablen abh�angen, also: x:= (x; y).Nach den vorigen Ausf�uhrungen mu�s unser System S mindestens aus vier Glei-chungen bestehen, damit sein L�osungsraum endlich-dimensional ist. Wir gebenuns nun S vor und werden dann punktweise den Algorithmus abarbeiten. Da dieRechnungen bei voller Ausf�uhrung zu umfangreich werden w�urden, gebe ich f�urmanche Gleichungen nur das Ergebnis an. In dem Beispiel treten nur Ableitungenerster und zweiter Ordnung auf. �Ublicherweise stellt man dann die Ableitungendadurch dar, da�s die Di�erentiationsvariablen als unterer Index geschrieben wer-den.Sei das lineare partielle Di�erentialgleichungssystem S = (S1; S2; S3; S4) gegebendurch:y2(y + 2)(x+ 1)u2y � (x+ 1)2yu2 + x2(y + 1)u1x � x(y + 1)u1 = 0 S1y(y + 2)(x+ 1)u2x + y(y + 2)u2 � x(y + 1)u1x + (y + 1)u1 = 0 S2y(y + 1)u1y + u1 + x(y + 1)u1x = 0 S3(y + 1)u1xx = 0 S4Wir w�ahlen als Ordnung in den Variablen:y > x:Nun zeichnen wir zun�achst u2 als gesuchte Funktion aus.1. Schritt: Die Ordnung in den gesuchten Funktionen ist sofort klar:u1 > u2:Der Standardform-Algorithmus liefert:(1 + y)u1y + u1 = 0�xu1x + u1 = 0y(y + 2)u2y � 2u2 = 0�(x+ 1)u2x � u2 = 0 ) SS2. Schritt: Der zweite Algorithmus wird angewandt, um die letzte Gleichung derStandardform zu l�osen. Wir suchen nach einer L�osung u2 = Z=N .(N) Der einzige Primfaktor des f�uhrenden Koe�zienten ist a = x + 1.Daraus folgt: N = am. 44



(N1) Vielfachheiten: v1 = 1 v0 = 0V = minf1� 1; 0� 0g = 0 und I = f1; 0g(N1) (a) M� := 0, da in unserem Beispiel das Absolutglied Null ist.(b) (�1)maxam (�1) + �1am = 0=) m = 1 und M�� = 1=)M = maxfM�;M��g = 1=) N = a = x+ 1(Z) u2 = Z=(x+ 1)(Z1) Die lineare Di�erentialgleichung f�ur Z hat nun die Gestalt:�(x+ 1)2Zx = 0: (3.9)Ansatz f�ur Z: Z := �sxs + � � �+ �0Die �'s h�angen hier noch von y ab.(Z2) VZ = maxf2 � 1g = 1 und IZ = f1g(a) Da auch in diesem Fall ein Absolutglied nicht vorhanden ist, setztman S� := 0.(b) �(x2 + 2x+ 1)�ssxs�1 + � � � = 0=)��ssxs+1 + � � � = 0=) s = 0 =) S�� = 0=) S = maxfS�; S��g = 0=) Z = �0Einsetzen in 3.9 liefert 0 = 0, also bleibt �0(y) als unabh�angiger Pa-rameter. 45



Die rationale L�osung der gew�ohnlichen Di�erentialgleichung lautet (Wirschreiben f�ur �0 kurz �.): u2 = �x+ 1 :Da das � noch keine Konstante ist, gehen wir zum 3. Schritt.3. Schritt: Das Restsystem von SS besteht nur noch aus einer Gleichung. Indiese setzen wir die L�osung von u2 ein. Wir erhalten die folgende Gleichung:y(y + 2)�y � 2� = 0:Dies ist auch wieder eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung, deshalb kannder erste Schritt �ubersprungen werden, und wir l�osen sofort diese Gleichung.Die L�osung ist: � = �yy + 2 ;dabei ist � eine Konstante. Wir haben demnach f�ur u2 die folgende L�osungerhalten: u2 = �y(y + 2)(x+ 1) :Jetzt �andern wir die Ordnung in den gesuchten Funktionen:u2 > u1:Die ersten 3 Schritte werden noch einmal in Kurzform angegeben. Der ersteSchritt liefert die Standardform:y(y + 2)u2y � 2u2 = 0(x+ 1)u2x + u2 = 0(y + 1)u1y + u1 = 0xu1x � u1 = 0 SS:Im 2. Schritt bekommen wir die L�osung der letzten Gleichungu1 = �(y)x:Einsetzen und Koe�zientenvergleich im 3. Schritt f�uhren zu der Gleichung(1 + y)�y + � = 0:Die L�osung dieser Gleichung ist� = ��y + 1 ;wobei �� nur noch eine Konstante ist. Folgende L�osung haben wir f�ur u1bekommen: u1 = ��xy + 1 :46



4. Schritt: Setzen wir die L�osungen f�ur u1 und u2 in eine der Standardformen ein,so sieht man lediglich, da�s alle Gleichungen erf�ullt sind. Also sind � und ��frei w�ahlbare Parameter in der L�osung von S. Das hei�st, der L�osungsraumist zweidimensional.Diese Aussage bekommt man auch, wenn in einer der Standardformen dieparametrischen Ableitungen gez�ahlt werden.
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A. Vorstellung der ProgrammeErl�auterungenEs sollen nun Anwendung und Funktionsweise der REDUCE-Programme be-schrieben werden. Wozu man die einzelnen Prozeduren in den Programmen be-nutzt und welche Parameter man �ubergeben mu�, ist in den Prozeduren selbsthinter dem Schl�usselwort comment vermerkt.Das Ziel war es, ein Programm zu erstellen, das Polynome f in den Variablen xund y bestimmt, die die Eigenschaft f j Df haben, wobei D der lineare parti-elle Di�erentialoperator D = P@x + Q@y mit P;Q 2 C [x; y] ist. So entstandendie beiden im Abschnitt 2.6 dargestellten M�oglichkeiten. Der ersten M�oglichkeitentspricht das Programm glsystem.red, der zweiten M�oglichkeit das Programmgroebbas.red.Beide Programme lassen eine Betrachtung von mehreren Operatoren zu. Es istdem Nutzer �uberlassen, ob eine Datei eingelesen werden soll oder die Eingabevon der REDUCE-Ober�ache erfolgt. Die Eingabedatei mu� aus zwei Listen be-stehen, die jeweils die Koe�zientenpolynome P bzw. Q enthalten.Im Programm glsystem.red wird die Suche nach den Polynomen f mit der Pro-zedur oper(ma,me) gestartet. ma und me sind untere bzw. obere Schranken f�urden Totalgrad. Das bedeutet, die gesuchten Polynome werden mit einem Total-grad m angesetzt, der ma � m � me erf�ullt. Desweiteren wird f�ur ein Polynom gein Ansatz mit Totalgrad maxftdegP; tdegQg � 1 gemacht. Um solche Ans�atzeaufzustellen, wird die Prozedur compoly genutzt. Die verwendeten Koe�zientensind f�ur f alpha(i,j) und f�ur g beta(i,j). Auf den Ansatz von f wird mit der Pro-zedur opuse der Operator D angewendet. Das Resultat wird mit fg gleichgesetzt.Koe�zientenvergleich liefert ein Gleichungssystem f�ur die alpha(i,j) und beta(i,j).Dieses Gleichungssystem wird mit der Systemprozedur groebner aus dem Paketgroebner [14], [15] in eine Standardform �uberf�uhrt und gel�ost. Die L�osung stelltdann ein System von Bedingungen f�ur die alpha(i,j) und beta(i,j) dar.Die Prozedur test0 entfernt nach jeder abgeschlossenen Suche f�ur einen Grad undeinen Operator die triviale L�osung aus der L�osungsmenge. Die gesamte Suche zu48



einem Operator wird mit der Prozedur poly durchgef�uhrt.Die Ausgabe der Ergebnisse erfolgt im Programm in die Datei ergebnis. Dabeimu� folgendes beachtet werden: M�ochte man zu bereits vorhandenen Ergebnis-sen neue L�osungen hinzuf�ugen, so mu� entweder die Datei ergebnis umbenanntwerden oder man �andert den im Programm angegebenen Namen der Ausgabe-datei. Dieses komplizierte Vorgehen ist notwendig, da man in REDUCE keineErgebnisse an den Inhalt einer Datei anf�ugen, sondern vorhandene Inhalt derAusgabedatei wird �uberschrieben. Soll die Ausgabe auf den Bildschirm erfolgen,so ist in der Prozedur oper vor den Schl�usselworten out und shut das %-Zeichenzu setzen.Die gerade angef�uhrten Erl�auterungen zur Ausgabe sind in gleicher Weise f�ur dieDatei groebbas.red g�ultig.Das Ergebnis ist eine Liste von L�osungen. Die L�osungen sind Listen von Gleichun-gen, die die Bedingungen f�ur die Koe�zienten von f und g darstellen. Ist eineListe leer, so existiert bis zu diesem Totalgrad nur die triviale L�osung f = const.Ist in einer Liste ein Koe�zient nicht enthalten, so ist dieser frei w�ahlbar in derL�osung und kein weiterer Koe�zient h�angt von ihm ab. Ist dagegen ein Koe�zi-ent frei w�ahlbar in der L�osung und ein anderer Koe�zient abh�angig von diesem,so setzt REDUCE die Variable arbcomplex ein.Am Ende der Ergebnisdatei werden die L�osungen zu allen eingegebenen Opera-toren in einer Liste zusammengefa�t. Die Datei ergebnis hat zum Beispiel f�urden Operator D = y@x + x@y das folgende Aussehen:D = (y)*dx + (x)*dyListe der Koeffizienten:{beta(0,0),alpha(0,0),alpha(0,1),alpha(1,0)}linke Seiten: {beta(0,0)*alpha(0,0),beta(0,0)*alpha(0,1) - alpha(1,0),beta(0,0)*alpha(1,0) - alpha(0,1)}Loesung= {{alpha(1,0)=arbcomplex(2),alpha(0,1)=alpha(1,0),alpha(0,0)=0,beta(0,0)=1},{alpha(1,0)=arbcomplex(1),alpha(0,1)= - alpha(1,0),alpha(0,0)=0,beta(0,0)=-1}}Liste aller Loesungen der Operatoren: {{{alpha(1,0)=arbcomplex(2),alpha(0,1)=alpha(1,0),alpha(0,0)=0,beta(0,0)=1},{alpha(1,0)=arbcomplex(1),alpha(0,1)= - alpha(1,0),alpha(0,0)=0,beta(0,0)=-1}}}49



In der Datei groebbas.red sind Prozeduren implementiert, mit denen sich eineGr�obnerbasis des Ideals < f;Df > berechnen l�a�t. Dazu rufe man die Prozeduroper(m) auf, wobei m wieder eine Schranke f�ur den Totalgrad der gesuchtenPolynome f darstellt. Es wird mit der Prozedur compoly ein Ansatz f�ur f vomTotalgrad m gebildet und opuse wendet den Operator D auf diesen Ansatz an.Die Prozedur groepol berechnet nun zu einem Operator D die Gr�obnerbasis desobigen Ideals. Dabei nutzt man wieder die Systemprozedur groebner. Wie auseiner Gr�obnerbasis das Polynom f errechnet wird, welches f j Df erf�ullt, istbereits im Abschnitt 2.6 beschrieben.Die erhaltenen Gr�obnerbasen werden in die Datei groeberg ausgegeben. F�ur denOperator D = x@x + y@y hat die Ausgabedatei folgendes Aussehen:D = (x)*dx + (y)*dyPolynom 1. Grades: f = u(1,0)*x + u(0,1)*y + u(0,0)Df = u(1,0)*x + u(0,1)*yLoesung: {{u(1,0)*x + u(0,1)*y,u(0,0)}}Liste der Loesungen fuer alle Operatoren:{{{u(1,0)*x + u(0,1)*y,u(0,0)}}}F�ur eine Reihe von Beispieloperatoren wurden L�osungen mit den beiden Pro-grammen gefunden. Allerdings reichte h�au�g auch bei kleinen Totalgraden derKoe�zientenpolynome P und Q die Speicherkapazit�at nicht aus bzw. war dieLaufzeit nicht vertretbar. Dies liegt m�oglicherweise daran, da� bei wachsendemTotalgrad des Ansatzes f�ur f "gro�e\ algebraische Gleichungssysteme zu l�osensind, da die Anzahl der Koe�zienten im Ansatz quadratisch mit dem Totalgradw�achst.QuelltexteDatei glsystem.redload_package groebner;operator D ;operator dx ;for all p1 let dx(p1) = df(p1,x) ;operator dy ;for all q1 let dy(q1) = df(q1,y) ;50



procedure compoly2(n,b) ;comment Mit dieser Prozedur wird ein vollstaendiges Polynom in denVariablen x und y mit dem Totalgrad n erzeugt. Der Parameter b stelltdie Bezeichnung fuer die Koeffizienten dar. ;begin scalar f;clear b;operator b;if n=0 then f:=b(0,0);if fixp(n) and (n > 0) thenbeginfor i:=0 : n dofor j:=0 : i do f := f +b(i-j,j)*y**j*x**(i-j) ;end;return f;end ;procedure opin;comment Mit Hilfe von opin wird der Operator D eingelesen. Da D dieForm P*dx+Q*dy haben soll, brauchen nur P und Qeingegeben werden.;beginwrite("Bitte vom Operator D nur P und Q eingeben,da D folgende Gestalt hat:P*dx + Q*dy, wobei P und Q Polynome in x und y sind!");write("P :");P:=xread(t);write("Q :");Q:=xread(t);return P;return Q;end;procedure oplistin(m);comment Es ist mit dieser Prozedur moeglich, mehrereOperatoren einzugeben.;beginpop:={};qop:={};for i:=1 : m dobeginclear P, Q;opin(); 51



pop:=append(pop,{P});qop:=append(qop,{Q});end;write(pop,qop);return pop;return qop;end;procedure oper(ma,me);comment Mit oper kann fuer eine selbst gewaehlte Anzahl vonOperatoren nach Polynomen f gesucht werden, dief | Df erfuellen, wobei D=R*dx+S*dy. Dabei wird dieSuche bei Polynomen mit dem Totalgrad ma begonnen. Gibtes nur triviale Loesungen, so wird der Totalgrad um 1erhoeht. Die Suche endet bei Polynomen mit Totalgrad me.;begin scalar zw1, zw2, zw3, losung;write("Operatoren per Hand eingeben(1) oder Datei einlesen(0)? ");zw3:=xread(t);if zw3=1 thenbeginwrite("Wie viele Operatoren sollen eingelesen werden?");zw1:=xread(t);oplistin(zw1);end else beginin "c:\reduce\meins\eingabe.red";zw1:=length(pop);end;losung:={};out ergebnis;for i:=1 : zw1 dobeginwrite("D = (",part(pop,i),")*dx + (",part(qop,i),")*dy");zw2:=poly(ma,me,part(pop,i),part(qop,i));losung:=append(losung,{zw2});end;write("Liste aller Loesungen der Operatoren: ",losung);shut ergebnis;end;procedure poly(ma, me, R, S) ;comment Mit dieser Prozedur sucht man nach Polynomen f, die52



f | Df erfuellen, wobei D=R*dx+S*dy. Dabei wird dieSuche bei Polynomen mit dem Totalgrad ma begonnen. Gibtes nur triviale Loesungen, so wird der Totalgrad um 1erhoeht. Die Suche endet bei Polynomen mit Totalgrad me.;begin scalar z, zw1, zw2, zw3, zw4, zw5, loesung,zw7, zw8, equations, loes;unknowns:={x,y};zw7:=fulldeg(R,unknowns);zw8:=fulldeg(S,unknowns);if zw7 > zw8then zw3:=fulldeg(R,unknowns)-1else zw3:=fulldeg(S,unknowns)-1;g:=compoly2(zw3,beta);name1:=cof(g,unknowns);z:=ma;while z<me+1 dobeginzw1:=compoly2(z,alpha);zw2:=opuse(zw1,R,S);zw5:=zw1*g-zw2;name2:=cof(zw1,unknowns);zw6:=append(name1,name2);write("Liste der Koeffizienten:",zw6);equations:=cof(zw5,unknowns);write("linke Seiten: ",equations);torder Gradlex ;equations:=groebner(equations) ;loes:=solve(equations,zw6);zw4:=trivial(rest(name2));loes:=test0(loes,zw4);if loes={} then z:=z+1 else z:=me+1;end;write("Loesung= ",loes);return loes;end ;procedure opuse(Pol, P, Q) ;comment Anwendung des Operators D=P*dx+Q*dyauf ein Polynom Pol.;begin scalar zw1, zw2, zw3;zw1:=P*dx(Pol);zw3:=Q*dy(Pol);zw2:=zw1+zw3; 53



return zw2;end;procedure fulldeg(R, variab);comment Es laesst sich mit fulldeg der Totalgrad eines PolynomsR bzgl. der Variablen, die Elemente der Liste variab sind.;begin scalar grad;clear c;operator c;if (length(variab) neq 0) thenfor i:=1 : length(variab) do R:=sub({part(variab,i)=c(i)*c(0)},R);grad:=deg(R,c(0));return grad;end;procedure test0(glliste, search);comment glliste ist eine Liste, deren Elemente Listensind. Es wird getestet, ob jedes Element der Listesearch in den einzelnen Elementen von glliste enthalten ist.Kommen nun alle Elemente von search in einem Element von gllistevor, so wird dieses Element aus glliste entfernt.Es wird die reduzierte Liste zurueckgegeben.;begin scalar zw1, zw2, nliste;zw1:=glliste;if (search neq {}) and (glliste neq {}) thenfor each x in glliste dobeginzw2:=0;nliste:=search;while (zw2 = 0) and (nliste neq {}) doif elem(first(nliste),x) = 0 then zw2:=1else nliste:=rest(nliste);if zw2=0 then zw1:=rest(zw1)else zw1:=append(rest(zw1),{first(zw1)});end;return zw1;end;procedure trivial(neu);comment Diese Prozedur wandelt die Liste neu in eineListe von Gleichungen pliste um, deren linke Seiten dieElemente aus neu und deren rechte Seiten saemtlich Null sind.;54



begin scalar pllist;pllist:={};if length(nliste) neq 0 thenfor i:=1 : length(neu) dopllist:=append(pllist,{part(neu,i) = 0});return pllist;end;procedure elem(y,L);comment Hier wird getestet, ob ein Element in einer Liste enthaltenist. Ist das der Fall, so ist der Rueckgabewert 1, andernfalls 0.;beginif L={} then return 0;if y = first(L) then return 1 else return elem(y,rest(L));end;procedure cof(O,unknowns);comment Mit der Prozedur cof werden die Koeffizienten des Polynoms Obzgl. der Variablen, die Elemente der Liste unknowns sind.;begin scalar z1, z2, name, name1;name:={O};z1:=length(unknowns);for i:=1 : z1 dobeginname1:={};z2:=length(name);for j:=1 : z2 doname1:=append(name1,coeff(part(name,j),part(unknowns,i)));name:={};for j:=1 : length(name1) doif (part(name1,j) neq 0) then name:=append(name,{part(name1,j)});end;return name;end;; end ;Datei groebbas.redload_package groebner; 55



operator D ;operator dx ;for all p1 let dx(p1) = df(p1,x) ;operator dy ;for all q1 let dy(q1) = df(q1,y) ;procedure compoly2(n,b) ;comment Mit dieser Prozedur wird ein vollstaendiges Polynom in denVariablen x und y mit dem Totalgrad n erzeugt. Der Parameter b stelltdie Bezeichnung fuer die Koeffizienten dar. ;begin scalar f;clear b;operator b;if n=0 then f:=b(0,0);if fixp(n) and (n > 0) thenbeginfor i:=0 : n dofor j:=0 : i do f := f +b(i-j,j)*y**j*x**(i-j) ;end;return f;end ;procedure opin;comment Mit Hilfe von opin wird der Operator D eingelesen. Da D dieForm P*dx+Q*dy haben soll, brauchen nur P und Qeingegeben werden.;beginwrite("Bitte vom Operator D nur P und Q eingeben,da D folgende Gestalt hat:P*dx + Q*dy, wobei P und Q Polynome in x und y sind!");write("P :");P:=xread(t);write("Q :");Q:=xread(t);return P;return Q;end;procedure oplistin(m);comment Es ist mit dieser Prozedur moeglich, mehrereOperatoren einzugeben.; 56



beginpop:={};qop:={};for i:=1 : m dobeginclear P, Q;opin();pop:=append(pop,{P});qop:=append(qop,{Q});end;write(pop,qop);return pop;return qop;end;procedure oper(m);comment Mit oper wird fuer eine selbst gewaehlte Anzahl vonOperatoren D die Groebnerbasis des Ideals angegeben, dasvon einem Polynom f und Df erzeugt wird, wobei die OperatorenD noch eingegeben werden muessen. f wird dabei als vollstaendigesPolynom vom Totalgrad m angesetzt. Es besteht auch dieMoeglichkeit, eine Datei einzulesen, in der Listen vonKoeffizienten fuer D enthalten sind.;begin scalar zw1, zw2, zw3, i;write("Operatoren per Hand eingeben(1) oder Datei einlesen(0)? ");zw3:=xread(t);if zw3=1 thenbeginwrite("Wie viele Operatoren sollen eingegeben werden?");zw1:=xread(t);oplistin(zw1);endelse beginin "d:\reduce\meins\eingabe.red";zw1:=length(pop);end;losung:={};out groeberg;for i:=1 : zw1 dobeginwrite("D = (",part(pop,i),")*dx + (",part(qop,i),")*dy");zw2:=groepol(m,part(pop,i),part(qop,i));write("Loesung: ",zw2); 57



losung:=append(losung,{zw2});clear v, w;end;write("Liste der Loesungen fuer alle Operatoren: ");return losung;shut groeberg;end;procedure groepol(m, R, S);comment Mit dieser Prozedur wird die Groebnerbasis des Ideals <f,Df>berechnet. f ist vollstaendiges Polynom vom Grad m und D=R*dx+S*dy.;begin scalar zw1, zw2, zw3, bas, baslist;baslist:={};for i:=1 : m dobeginclear u;operator u;zw3:={};zw1:=compoly2(m,u);write("Polynom ",i,". Grades: f = ",zw1);zw2:=opuse(zw1, R, S);write("Df = ", zw2);zw3:=append({x,y},cof(zw1,{x,y}));torder Gradlex;bas:=groebner({zw1,zw2},zw3);baslist:=append(baslist,{bas});end;return baslist;end;procedure opuse(Pol, P, Q) ;comment Anwendung des Operators D=P*dx+Q*dyauf ein Polynom Pol.;begin scalar zw1, zw2, zw3;zw1:=P*dx(Pol);zw3:=Q*dy(Pol);zw2:=zw1+zw3;return zw2;end;procedure cof(O,unknowns);comment Mit der Prozedur cof werden die Koeffizienten des Polynoms Obzgl. der Variablen, die Elemente der Liste unknowns sind.;58



begin scalar z1, z2, name, name1;name:={O};z1:=length(unknowns);for i:=1 : z1 dobeginname1:={};z2:=length(name);for j:=1 : z2 doname1:=append(name1,coeff(part(name,j),part(unknowns,i)));name:={};for j:=1 : length(name1) doif (part(name1,j) neq 0) then name:=append(name,{part(name1,j)});end;return name;end;; end ;
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