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1. Einleitung

Bei der Behandlung von Differentialgleichungen ist man hdufig nicht in der Lage,
(mit den bekannten Methoden) die gesamte Losungsmenge bzw. eine brauchbare
Darstellung der Losung in geschlossener Form anzugeben. Es erweist sich nun als
sinnvoll, gezielt nach speziellen Lésungen bzw. nach speziellen ersten Integralen®
zu suchen. Mit ,ersten Integralen“ bezeichnet man Funktionen in den Variablen
und Ableitungen, die auf den Lésungen einer Differentialgleichung konstant sind.
Der Vorteil bei diesem Vorgehen liegt darin, dafl man durch die Einschrankung der
Form der gesuchten Funktionen von zusatzlichen Bedingungen ausgehen kann, die
bei der Losung der Differentialgleichung weiterhelfen kénnten. Auflerdem ist es
sehr von Nutzen, wenn das angewandte Verfahren algorithmisch ist. Diese beiden
Aspekte wurden in der vorliegenden Arbeit hauptsachlich beriicksichtigt, wobei
rationale Losungen und elementare erste Integrale im Mittelpunkt stehen.
Betrachtet werden zwei verschiedene Arten von Differentialgleichungssystemen.
Zum einen sind dies Systeme der Form

dz dy

% =P % - Qv
wobei P und @ Polynome in z und y sind. Von M. J. Prelle und M. F. Singer
ist in der Arbeit [1] ein Algorithmus dargestellt, der Ergebnisse von Darboux,
die in [5] aufgefiihrt sind, benutzt und mit dem sich elementare erste Integrale des
obigen Systems finden lassen. Bei der Entwicklung des Algorithmus st68t man auf
das folgende Problem: Man bestimme zu dem Differentialoperator D = P3,+Q03,
alle irreduziblen Polynome f mit der Eigenschaft f | Df. Als Losungsvarianten
dieses Problems werden zwei Moglichkeiten aufgezeigt. Allerdings geht man in
beiden von einer vorgegebenen Schranke fiir den , Totalgrad“ der Polynome f
aus. Zur Berechnung einer solchen Schranke ist bisher kein Verfahren bekannt.
Somit startet man den Algorithmus mit einer heuristischen Vorgabe. Aus den ge-
fundenen Polynomen wird dann zunachst versucht, ein rationales erstes Integral
zu konstruieren. Ist das nicht moglich, so wird ein elementares erstes Integral der
Form w = wp + Y ¢; In w; gebildet, wobei die w; algebraisch iiber C(z,y) und die
¢; komplexe Zahlen sind.
Fiir beide Moglichkeiten zum Finden der irreduziblen Polynome f mit f | Df
sind in REDUCE zwei Programme erstellt worden. Der Quelltext mit einigen



Erlduterungen ist im Anhang aufgefithrt. Aus den Beispielrechnungen mit diesen
Programmen wurde folgendes ersichtlich: Fiir einige spezielle Formen der Ko-
effizientenpolynome P und () wurden bereits bei einer niedrigen vorgegebenen
Schranke irreduzible Polynome mit der obigen Eigenschaft gefunden. Anderer-
seits traten aber auch bei konkreten P und () mit kleinem , Totalgrad“ enorme
Rechenzeiten auf, zudem wurde viel Speicherkapazitdt bendtigt. Moglicherweise
entstehen diese Probleme dadurch, dafl sehr grofie algebraische Gleichungssyste-
me zu l6sen sind.

Als zweite Art von Differentialgleichungssystemen werden lineare partielle Dif-
ferentialgleichungssysteme mit endlich-dimensionalem Loésungsraum betrachtet.
Dabei interessieren wir uns fiir rationale Loésungen. Durch diese starken Ein-
schrankungen wird das Vorgehen in allen Punkten algorithmisch ablaufen. Wich-
tige Hilfsmittel bei dem hier dargestellten Algorithmus sind ,, Termordnungen®,
der ,Standardform-Algorithmus“ [9, 10] sowie die algorithmische Suche von ratio-
nalen Lésungen bei linearen gewohnlichen Differentialgleichungen. Der ,,Standardform-
Algorithmus® tiberfithrt das Ausgangsdifferentialgleichungssystem in ein dquiva-
lentes Differentialgleichungssystem, das bei endlich-dimensionalem Lésungsraum
eine gewohnliche Differentialgleichung enthalt. Fiir die Suche nach rationalen
Losungen bei linearen gewohnlichen Differentialgleichungen existiert bereits ein
Algorithmus, der allerdings den Spezialfall mit parameterfreien Koeffizienten be-
handelt und in [8] dargestellt ist. Wir werden sehen, dafl sich dieser Algorithmus
auf den Fall mit parameterabhangigen Koeffizienten verallgemeinern 1aft.
Wiederholtes Losen gewohnlicher Differentialgleichungen fithrt zu neuen linearen
partiellen Differentialgleichungssystemen, die ebenfalls einen endlich-dimensionalen
Losungsraum besitzen. Der Algorithmus wird rekursiv auf die entstehenden Sy-
steme angewandt, bis die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen nur
noch konstante Parameter enthalten.

Bei der algorithmischen Suche nach elementaren ersten Integralen bzw. nach
rationalen Losungen stellt sich demnach folgendes heraus. Die zunédchst relativ
einfach erscheinenden Systeme im ersten Teil der Arbeit lassen keine vollstandig
algorithmische Bearbeitung zu. Bei den im zweiten Teil im allgemeinen grofleren
und komplizierteren Systemen kann dagegen vollkommen algorithmisch vorgegan-
gen werden. Entscheidend dabei sind die wesentlichen Eigenschaften Linearitét
der Differentialgleichungen und endliche Dimension des Lésungsraumes.

Die in der vorliegenden Arbeit verwendeten algebraischen Verfahren wie Par-
tialbruchzerlegung oder Division mit Rest in mehreren Variablen sind in einer
Reihe von Biichern beschrieben und samtlich konstruktiv.



2. Elementare Erste Integrale -
Algorithmische Betrachtungen

2.1. Problemstellung und einfiihrendes Beispiel

Oft ist es nicht moglich oder nicht effektiv, die Lésung eines Systems von Dif-
ferentialgleichungen explizit mit elementaren Funktionen darzustellen. In vielen
Fallen lohnt es sich, nach elementaren Funktionen zu suchen, die konstant auf
allen Losungen des Systems sind. Solche Funktionen heiflen ,elementare erste In-
tegrale“. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen.

Beispiel: Rauber-Beute-Gleichungen

dz

d
%:am—bmy —y:—cy—l—dmy a,bc,d e Rt (2.1)

dt

Die Lésung der Rauber-Beute-Gleichungen 148t sich nicht explizit in elementaren
Funktionen schreiben. Man kann jedoch zeigen, dafl die Funktion

F(z,y)=dz+by —clnz —alny

konstant auf allen Lésungskurven (z(t),y(¢)) und damit ein erstes Integral von
(2.1) ist. Unter Benutzung von F ist es nun moglich zu beweisen, daf alle Losungs-
kurven im positiven Quadranten (z > 0,y > 0) geschlossen sind, d.h. diese Lésun-
gen sind periodisch.

Das erste Integral F' konnte man allgemeiner in der Form
2
Fz,y) =wo+ > cilnw;
=1

schreiben, wobei wg, w; und w, algebraische (hier rationale) Funktionen in z und
y sind.



Wir wollen in diesem Teil der Arbeit folgendes zeigen: Wenn ein System von
Differentialgleichungen ein elementares erstes Integral hat, dann besitzt es auch
eines von obiger spezieller Form. Darauf aufbauend wird ein Algorithmus angege-
ben, der, ausgehend von einem Verfahren von M. J. Prelle und M. F. Singer,
elementare erste Integrale findet. Ein Nachteil ist, da dieser Algorithmus mit
einer heuristischen Vorgabe arbeitet. Er liefert aber trotzdem in vielen Féllen ein
Ergebnis.

2.2. Umformulierungen der Problemstellung

Es werden Systeme von Differentialgleichungen der Form

dz dy
-~ _p 7 = 2.2
dt dt Q (2:2)
betrachtet. P und @ sind Polynome in z und y mit komplexen Koefhizienten:

Clz, y].

Definition 2.1 Se: f = f(z,y) eine Funktion, die auf allen Losungen von (2.2)
konstant ist, d.h.

df dz dy
%—amfdt—l-ayfdt =0

und somit Po,.f+Q0,f = 0 1injedem Punkt (z,y). (2.3)

f heif§t dann ein erstes Integral des Systems (2.2). Ist f auflerdem eine ele-
mentare Funktion, so heifit f ein elementares erstes Integral.

Unser Ziel ist es, solche elementaren ersten Integrale von Systemen der obigen
Form zu finden. Sehen wir uns nun die Gleichung (2.3) aus der Definition an.
Man kann sie mit dem linearen partiellen Differentialoperator

D := P9, + Q0, (2.4)

in der Form D(f) = 0 schreiben. Diese Gleichung ist jetzt so zu interpretieren:
Wir suchen nach elementaren Funktionen f, die im Kern des Operators D liegen.
Umgekehrt gilt: Jede elementare Funktion aus dem Kern von D ist ein elemen-
tares erstes Integral des Systems (2.2).

Nun sehen wir uns die charakteristische Gleichung von (2.2) an:

dz _ dy
PTQ



Daraus erhélt man folgende gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

dy_ <
dz P
Ein erstes Integral dieser Differentialgleichung ist eine Funktion f(z,y), die langs
aller Losungskurven (z,y(z)) konstant ist, d.h.

af _Ofdy  0f
de  Odydz Oz

und demnach ——= 4+ = =0 in jedem Punkt (z,y).

Die gleiche Argumentation wie fiir das System (2.2) liefert dann, dafl sich die
ersten Integrale der obigen gewohnlichen Differentialgleichung im Kern von D
befinden und auch in diesem Fall gilt die Umkehrung.

Im Fall einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung stellt ein erstes
Integral eine implizit geschriebene Losung dar.

2.3. Algorithmus

Die hier verwendete Theorie ist in der Arbeit [1] dargestellt, in der ausgehend
von der Existenz eines elementaren ersten Integrals auf die Existenz eines ersten
Integrals von ,einfacher Form*“ geschlossen wird.

In diesem Zusammenhang kann man einen Algorithmus zur Bestimmung von
elementaren ersten Integralen des Systems (2.2) angeben. In den anschlieBenden
Abschnitten wird dieser Algorithmus erklart. Wir werden dann auch feststellen,
dafl das Grundproblem nur ein heuristisches Herangehen zulaft.

Es wurde bereits gezeigt, da8 das Problem der Suche nach elementaren Losungen
von

Dw=0 mit D= P, + Q0

dquivalent zu dem Problem ist, elementare erste Integrale von (2.2) zu finden.
Wir werden in unseren Betrachtungen hauptsidchlich diesen linearen partiellen
Differentialoperator D benutzen.

Zur Vorbereitung des Algorithmus wird folgendes definiert.

Definition 2.2 Se: f ein Polynom in z und y. Wir bezeichnen den Grad von f
bzgl. = mit deg, und analog den Grad bzgl. y mit deg,. Ein Ausdruck der Form
z'y?,1,7 € N heifit ein Monom. Der Totalgrad eines Monoms M ist:

tdeg M = deg, M + deg, M.



Der Totalgrad von f ist dann definiert durch:

tdeg f = max{tdeg M | M ist Monom in f}.

Sei nun ein N € N gegeben, das eine Schranke fiir den Totalgrad von Polyno-
men, aus denen die ersten Integrale konstruiert werden, darstellt. Der Input des
Algorithmus besteht aus dieser natiirlichen Zahl N und zwei Polynomen P und
Q. Der Output ist eine Menge von elementaren ersten Integralen fiir das System

(2.2).

1. Schritt Man suche alle Polynome f mit folgenden Eigenschaften:

1. f|Df, wobei D = P0, + Q0,
2. f ist irreduzibel und
3. tdeg f < N.

(Wie dies geschieht, wird in einem spéateren Abschnitt erlautert.)

Die gefundenen Polynome seien fi,..., fx. Hat man nur Konstanten als
Losungen erhalten, so gibt es keine nichttrivialen elementaren ersten Inte-
grale, die sich aus irreduziblen Polynomen mit den obigen Eigenschaften
konstruieren lassen.

2. Schritt Nun werden die Quotienten Df;/f;;1 < ¢ < k berechnet. Danach
tiberpriift man, ob sie linear unabhéngig tiber Z sind. Ist das nicht der Fall,
so ist eine Relation

k
D
> n f =0, (2.5)
=1 fz
n; € Z,1 <1 < k, wobei nicht alle n; gleich Null sind, erfiillt. Man ermittle
die n1,...,ng. Die Funktion

k
w=[]f"
=1

ist dann eine elementare, sogar eine rationale Losung von Dw = 0.

3. Schritt Sind die Df,/f;,1 <1 < k linear unabhéangig iiber Z, so verfahren wir
wie folgt: Man suche nach r, € Q, 1 <1 <k, mit

%ﬁ:4¢P+@@. (2.6)

k
>
=1



k
Man bilde jetzt S = ] f;* und bestimme Funktionen wy, ..., w,, die alge-
=1

braisch iiber C(z,y) sind, und Konstanten cy,...,cn € C, so daB gilt:
Ox(w) = SQ und 0J,(w)=—-SP,

wobel w = wqg+ Zci In w;.
=1
Hat man wq, w1, ..., Wn,C1,-..,Ccn gefunden, die die obigen Bedingungen
erfiillen, so ist das aus ihnen gebildete w ein elementares erstes Integral von

(2.2).

Es bleibt natiirlich noch zu klaren, woraus sich die n;,r; und w,; ergeben. Fiir
die ganzen Zahlen n; und fiir die rationalen Zahlen r; werden wir das Vorgehen
im Anschlufl beschreiben. Wie man wg, wy, . .., w,, und die Konstanten ¢, ..., ¢y
bekommt, wird in einem spéateren Abschnitt dargestellt.

Zur Bestimmung der n; und r; werden nun zunachst die Ausdriicke Df;/f;,1 <
1 <k, und —(0,P + 0,Q) berechnet. Dann tberfithrt man die Gleichungen (2.5)
bzw. (2.6) in eine ganzrationale Form. Koeflizientenvergleich nach verschiedenen
Monomen liefert jeweils ein lineares Gleichungssystem, dessen Losung die gesuch-
ten n,; bzw. r; sind.

2.4. Differentialk6érper und elementare Erweiterun-
gen

Der Zugang zu elementaren ersten Integralen wird imfolgenden durch die Be-
trachtung von , Differentialkérpern® und ihren ,Erweiterungen® erméglicht.

Definition 2.3 FEin Differentialkérper F ist ein Korper K der Charakteristik
Null, ausgestattet mit einer Menge A = {01,...,0r} von Differentiationen, die
samtlich den tblichen Regeln der Differentiation von Summen und Produkten
geniigen, d.h. fir alle 0; € A gilt:

(A) Oi(f +g)=0:(f) +0i(g) und
(B) 3i(fg) = 8i(f)g + foi(g) mit f,g€K.

Besteht A aus nur einer Differentiation, so nennt man F einen gewohnlichen
Differentialkorper.



Beispiel: Ist der Grundkoérper K ein Kérper von Funktionen in den Variablen
und y, dann koénnen die Differentiationen die partiellen Ableitungen nach z und
y sein.

Definition 2.4 Gegeben sei ein Differentialkérper F = (K,A). Ein ¢ € K heifit
Konstante in F, wenn fir alle d € A gilt: dc = 0.

Die Konstanten eines Differentialkérpers besitzen die folgende Eigenschaft, die
man durch Anwendung der Regeln (A) und (B) leicht nachrechnet.

Satz 2.5 Sei F' = (K, A) ein Differentialkérper. Die Menge der Konstanten in
F bildet einen Differentialunterkérper C(K,A) von F, den Konstantenkérper.

Beispiel: Die Menge der rationalen Funktionen C(z,y) mit den bekannten parti-
ellen Ableitungen 0, und 0, bilden einen Differentialkérper F' = (C(z,y), {0, Oy })-
Der Konstantenkérper C(C(z,y), {0x, 0y }) ist in diesem Falle natiirlich C.

Definition 2.6 Se: F' ein Differentialkérper. Eine Differentialerweiterung L
von F' ist ein Frweiterungskorper von F mat Differentiationen, die die Differen-
tiationen von F fortsetzen.

Eine einfache elementare Erweiterung eines Differentialkérpers F ist ein
Differentialkérper F(0), welcher eine Erweiterung von F so ist, daff 0 eine der
folgenden Bedingungen erfillt, wobei ' eine beliebige Differentiation von F dar-
stellt.

1) 0 ist algebraisch ber F.

2) FEs existiert ein f € F, fir das gilt: §' = f7/ Das Element 0 heifit dann ein
Logarithmus tber F.

3) Es existiert ein f € F, fir das gilt: §' = f'0. Das Element 0 heifit dann ein
Exponential wber F.

In den Fdllen 2) und 3) heifit F'(6) eine transzendente elementare Erwei-
terung von F'. Eine endliche Anzahl von einfachen elementaren Erweiterungen
nennt man eine Elementarerweiterung von F.

Bemerkung: Elementare Funktionen im iiblichen Sinn bzw. elementare erste
Integrale sind jetzt Funktionen, die in Elementarerweiterungen von Differenti-
alkorpern liegen.

Beispiel: Differentialkérper: F = (Q(z),{0.})

algebraische Erweiterung: Fy = (Q(z,+/z), {0;}) mit 0,/ = 1/(2/z)
Logarithmus-Erweiterung: F» = (Q(z,lnz),{0,}) mit Oylnz =1/z
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Exponential-Erweiterung: F5 = (Q(z, €*),{0,}) mit 0,e* = €*

Mit den definierten algebraischen Begriffen sind wir nun in der Lage, eine Aussage
iber die Existenz eines elementaren ersten Integrals von (2.2) zu treffen.

Satz 2.7 Es bezeichne (K, A) den Differentialkorper (C(z,y),{0z,0,}) und sei
(L, A) eine elementare Erweiterung von (K, A), fir die gilt: C(K,A) = C(L,A).
Set D der lineare Differentialoperator aus (2.4). Das System (2.2) hat ein nicht-
triviales elementares erstes Integral genau dann, wenn C(L,A) eine echte Teil-

menge von C(L,{D}) tst.

Beweis: Sei f ¢ C und elementares erstes Integral von (2.2).
= 0, f #0oder 0y,f #0und Df = PO, f + Q0,f =0

Sei L = K(f). Dann gilt C(L,A) = C(K,A) und f ¢ C(L,A), aber f €
C(L, (D)),

Daraus folgt C(L,A) C C(L,{D}), weil offensichtlich fiir alle ¢ € C(L, A) gilt:
ce C(L,{D}).

Nun sei C(L,A) C C(L,{D}), wobei (L,A) eine elementare Erweiterung von
(K, A) ist. Daraus folgt: Es existiert ein f € L mit

O.f #0 oder 0y,f #0und Df = PO, f + Q0,f =0.

Dies ist gerade die Definition eines nichttrivialen elementaren ersten Integrals des
Systems (2.2).

2.5. Grundlagen des Algorithmus

Seien das System (2.2) und der lineare Operator D aus (2.4) gegeben. In diesem
Abschnitt stellen wir uns nun die Fragen: Wie gelangt man von der Suche nach
elementaren ersten Integralen fiir das obige System zu dem Problem, irreduzible
Polynome f zu finden, die f | Df erfiillen? Wie entsteht daraus der angegebene
Algorithmus?

Dazu werden zu Beginn einige Aussagen angegeben, die aus [1] entnommen sind
und etwas iiber die Existenz von ersten Integralen einer bestimmten Form aus-
sagen. Folgende Bezeichnungen werden beibehalten:

K =C(z,y) und A ={0,0y}.
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Satz 2.8 Sei (L, A) eine elementare Erweiterung des Differentialkérpers (K, A)
und seien die zugehorigen Konstantenkorper gleich: C(L,A) = C(K,A). Sei D
der Differentialoperator aus (2.4) und sei vorausgesetzt, dafs C(L,A) eine echte
Teilmenge von C(L,{D}) ist. Dann gibt es in L Elemente wg,ws,...,Wn, die
algebraisch uber K sind, und ci,c¢2,...,¢m tn C(K,A), so dafs

m Dwz

Dwqg + Z C; = 0 und
=1 w;
T Ow; .
Owg + Zci # 0 fir esn 0 € A.

=1 ?

Der Beweis des Satzes ergibt sich aus dem folgenden Lemma, das hier ohne Beweis
angegeben wird. Er ist in [1] zu finden.

Lemma 2.9 Seien (K,A), (L,A) und D wie im Satz 2.8. Wir setzen voraus,
daff ug, v, ..., Uy in L und dy,da, ..., dy in C(L,A) existieren, so daf§

DuO—I—Zdi i _ 0 und
=1 Uq
0w L
auo—l—Zdi # 0 fir ein 0 € A.
=1 Uq
Dann g¢ibt es in L Elemente wq, w1, ..., Wy, die algebraisch iber K sind, und

€1,C2y ... cm € C(K,A), so daf

Dwqg + Zcz—w = 0 und
=1 w;
T 0w, .
awo—l—Zdi # 0 fir esn 0 € A.
=1 w;

Zum Beweis des Satzes: Die Voraussetzungen des Lemmas ergeben sich aus
denen des Satzes wie folgt. Seien (K, A), (L, A) und D wie im Satz gegeben und
sei C(L, A) echte Teilmenge von C(L,{D}). Letzteres bedeutet, es existiert ein
v € L mit Dv = 0 und Ov # 0 fir ein d € A. Wir setzen nun ug = v und
dy =dy =--- =d, = 0. Die Voraussetzung des Lemmas ist damit erfiillt. Aus
der Aussage des Lemmas folgt dann die Aussage des Satzes.

Den Satz 2.8 nutzen wir nun zum Beweis der folgenden Aussagen.
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Satz 2.10 Haben die Gleichungen (2.2) ein elementares erstes Integral, dann
existiert ein dber K algebraisches Element R # 0, so dafs

DR = —(8,P + 3,Q)R. (2.7)

Beweis: Anwendung des Satzes 2.8 ergibt: Es existieren wy, ..., w.,, die al-

gebraisch iiber K sind, und ¢1,...,¢, € C, so dal Dwg + i ci%‘,"‘ = 0 und
=1 ’

Owg + in: di% # 0 fiir ein 0 € A. Sei
=1 *

a:r Wy

Ri = 0,wo + Y _d; '

=1 2
— PR; + QRQ =0
Wir kénnen 0.B.d.A. @ ungleich Null voraussetzen. Sei nun R := R;/Q). Daraus
folgen Ry = QR und R, = —PR. Da 0, und 0, in jeder algebraischen Erweite-
rung von K vertauschbar sind, folgt 0,(QR) = 0,(—PR). Nach Ausfithrung der

Differentiationen bekommt man die Aussage des Satzes.

aywi
Wy '

, Ra= aywO‘I’Zdi
=1

a

Bemerkung: Fir die sich anschliefenden Erlauterungen wird eigentlich die
negierte Aussage von Satz 2.10 bendtigt: Existiert kein iber K algebraisches Ele-
ment R # 0, das (2.7) erfiillt, dann besitzt das System (2.2) kein elementares
erstes Integral.

Eine Art Umkehrung des obigen Satzes ist die folgende Aussage.

Satz 2.11 FEs existiere ein Element S # 0, das algebraisch iber K ist und (2.7)
erfillt. Dann gilt eine der beiden Aussagen:

(1) Es gibt ein w € K, so daff Dw =0 und Ow # 0 fir ein 0 € A.

(11) Fir jedes R # 0, das algebraisch iber K ist und (2.7) erfillt, gibt es ein
c€C, sodaf R=1cS, und einl € Z, so dafp R € K.

Gilt (1), dann hat das System (2.2) bereits nach Definition ein elementares erstes
Integral. Gilt (ii), so hat das System (2.2) ein elementares erstes Integral genau
dann, wenn wg, ..., Wy, die wiederum algebraisch iber K sind, und ¢1,...,cpm €
C eastieren, so dafs

m 82 wy m ay wy

am’wo—I-Zci :SQ ay’wo—I-Zci =-SP.

i=1 i i=1 Wi
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Zum Beweis des Satzes benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.12 Set K = C(z,y) und seien R und S zwei dber K algebraische
Elemente ungleich Null. Es gelte: Aus Dw = 0 und w € K folgt, daff w eine
Konstante ist. Ist dann D(R/S) = 0, so ist R ein konstantes Vielfaches von S.

Beweis: Sei T := R/S. Wir nehmen an, dafl T' algebraisch tiber K ist. Dann

existiert ein eindeutig bestimmtes Minimalpolynom fiir 7', so daf3

n—1
T+ tT" =0,
=0
mit ¢, € K, 1 = 0,...,n — 1, erfillt ist. Auf diese Gleichung wenden wir den
Operator D an. Daraus folgt:
n—1
nT™ ' D(T) + > (D(t;)T* + tsT* ' D(T)) = 0.

=1

Da D(T) = 0 gilt, erhalt man

Gilt fiir ein ¢ > 0 D(¢;) # 0, so steht diese algebraische Gleichung im Widerspruch
zur Eindeutigkeit des Minimalpolynoms. Daraus folgt: 7' € K und damit nach
Voraussetzung T € C. Also existiert ein ¢ € C mit R = ¢S.

Im Fall D(t;) = 0 fiir alle ¢, folgt, dal T im algebraischen Abschluf von C liegt,
woraus wieder T € C folgt.

a

Beweis des Satzes 2.11: Sei R # 0 algebraisch iiber K und erfiille (2.7).
Auflerdem setzen wir voraus, dafl (i) nicht gilt, d.h. aus Dw = 0 fiir w € K folgt
w e C. R/S erfiillt
D(R)S — RD(S)
D(R/S) = 2 =
—(0:P 4+ 0,Q)RS + R(0,P + 9,Q)S
S? B

0.

Aus dem Lemma 2.12 folgt R = ¢S fiir ein ¢ € C.
Sei nun E eine algebraische Erweiterung von K, die R enthalt. Fir jeden K-
Automorphismus ¢ von F bekommen wir

D(oR)

O'R = _(amP—I_ayQ)?

14



da die Anwendung von D mit der Anwendung eines Automorphismus vertauscht
werden kann. Summieren wir diese Gleichung iiber alle o aus der Galois-Gruppe
G von E tiber K, so erhalten wir:

D(Norm(R))

Norm(R) = —l(0,P +0,Q) fureinl! € Z,

dabei ist Norm(z) := [] o(z). Aus D(R') = ID(R)R'"? folgt:

el
Norm(R)
p(Nemim)

Es folgt wieder aus dem Lemma 2.12, dal R™ ein konstantes Vielfaches von
Norm(R) und damit ein Element von K ist.

Nun sei vorausgesetzt, dafl (2.2) ein elementares erstes Integral hat. Im Beweis
des vorigen Satzes wurde bereits gezeigt: 3 wo,...,w, und R, die algebraisch

tiber K sind, und cy,..., ¢, € C, so daBl
o~ Oy O~ Oy
O, wo + Z ¢ Wi RQ, Oywo + Z ¢ v _ _Rp

i=1 i i=1 W

und DR = —(0,P + 9,Q)R. Gilt (i) nun nicht, so haben wir durch (ii): R = ¢S
fir ein ¢ € C, so daB

Oywog & Opw; Oywy & Oyw;
z ’ e S y ’ vy _SPp.
c —I_;c cw; @ c —I—Z;c cw;
Die andere Richtung beweisen wir wie folgt. Wenn wy, ..., w,,, die algebraisch
iiber K sind, und ¢y, ..., ¢y € C existieren, so dafl
o~ Opw; o~ Oyw;
dowo + > ¢ Z = 5Q  duwo+ Y X = 5P,

=1 1 =1 w;
dann gilt
=1

1

und, wegen S # 0, P oder @ # 0,

dwg + > i a%

=1 2

#0 firein 0€ A.

Wir kénnen dann eine elementare Erweiterung (L, A) von (K, A) finden mit
C(L,A) = C(K,A), wobei L ein w enthdlt mit Dw = 0 und dw # 0 fir ein

0 € A, was bedeutet, daf} ein elementares erstes Integral existiert.

15



a

Bemerkung: Die negierte Aussage von Satz 2.11 wird ebenfalls benétigt: Sind
die Punkte (i) und (ii) aus dem Satz nicht erfiillt, so existiert kein iiber K alge-

braisches Element S # 0, das der Gleichung 2.7 geniigt.

Aus dem Satz 2.11 lassen sich jetzt die folgenden Schritte zum Vorgehen bei der
Suche nach elementaren ersten Integralen fiir das System 2.2 ablesen.

(A) Man entscheide, ob Dw = 0 nichtkonstante Losungen in C(z,y) hat. Ist
das der Fall, so suche man eine dieser Lésungen. Sie ist ein rationales erstes
Integral von 2.2 und man ist fertig.

(B) Wenn Dw = 0 nur konstante Losungen in C(z,y) hat, dann stelle man fest,
ob D(InS) = —(0,P + 0,Q) eine nichtkonstante, iber C(z,y) algebraische
Losung S mit S™ € C(z,y) fiir ein n € Z hat. Existiert eine solche Lésung,
so suche man diese.

(C) Falls (B) gilt, frage man nach der Existenz von wy,...,wn,, die algebra-
isch iiber C(z,y) sind, und nach der Existenz von ci,...,c, € C, die die
Gleichungen

Opx(w) =5Q und Jy(w)=-SP

m

mit w = wg + Y. ¢;lnw; erfiilllen. Existieren die wy,...,w,, und c1,...,cn,
=1

so miissen auch diese gefunden werden. Das gerade dargestellte w ist dann

ein elementares erstes Integral.

Bemerkung: Sofern eine der in (B) und (C) auftretenden Existenzentscheidun-
gen negativ ausfallt, gibt es zu 2.2 keine elementaren ersten Integrale. Dies ergibt
sich aus den negierten Aussagen der Sétze 2.11 und 2.12.

(C) wird nun komplett gelost.

Sei k der algebraische Abschlufl von C(y) und F' = k(z,S). Unter Betrachtung
von F' als einen gewohnlichen Differentialkérper mit der Ableitung 0, haben wir
C(F,{0:}) = k.

Der erste Schritt zur Lésung von (C) ist zu entscheiden, ob ug,...,u, € F und
c1,...,¢, € k existieren mit SQ = O,ug + > ci%. F ist algebraisch iiber k(z)
s

(weil nach (B) S algebraisch ist), also kann hier der sogenannte Risch-Algorithmus
angewendet werden.

Bemerkung: Der Risch-Algorithmus gestattet, die Integration von elementaren
(in diesem Fall algebraischen) Funktionen algorithmisch auszufithren. Insbeson-
dere ist es moglich, mit thm zu entscheiden, ob das Integral durch elementare
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Funktionen ausgedriickt werden kann. Eine ausfithrliche Beschreibung des Algo-
rithmus findet der Leser in [6].

Hat man nun bei der Anwendung des Risch-Algorithmus festgestellt, da8 keine
u; und ¢; existieren, ist man fertig. Existieren sie, dann kann man voraussetzen,
dafl die ¢; linear unabhéngig tiber Q sind und dafl gilt: O,u; # 0,0 =1,...,n
Als néchstes wird entschieden, ob ¢; € C, d.h. dy¢; = 0, fir alle ¢ erfiillt ist.
Mit Hilfe eines indirekten Beweises kann gezeigt werden: Gilt fiir ein ¢ ¢; ¢ C,
dann hat das Differentialgleichungssystem 2.2 kein elementares erstes Integral,
und wir sind fertig. Damit kénnen wir voraussetzen, dafl wir iber F' algebraische
ug, . - . , U und

1, .-.,¢n € C gefunden haben, die

= a:r 2
SQ = Bpug + Y e
=1 Uq
erfiillen.
Jetzt betrachten wir den folgenden Ausdruck:
n a ;
]z@fuo—l—z:cZ ti + SP.

=1 ?

Da 8, und 9, vertauschbar sind, haben wir

8.1 = 8,(Bpuo + > ci Ocus

=1 ?

—5Q)=0.

Dies folgt aus (B), weil DS = —(0,P + 0,Q)S die Gleichung 0,SP = —0,50
liefert. Somit ist [ in k und auch in einer elementaren Erweiterung von C(y).
Nun wird wieder der oben genannte Risch-Algorithmus angewendet, um zu ent-
scheiden, ob iiber C(y) algebraische Elemente v,..., vy, und di,...,d, € C
existieren, so dafl

I—avo—l—Zdavl

=1 U

Falls ja, haben wir:

8,1 = b, (av0+zda”1)

=1 U

i auz

= Ozuo — Oovo + D ¢
=1

Zda”l = —SP.

n a ;
Byuo — ay’l)o —|— Z C; yu

=1 ?
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Somit sind wir fertig. Existieren keine solchen Elemente, dann kann wiederum
indirekt gezeigt werden, dafl keine wy,...,ws, die algebraisch tiber C(z,y) sind,
und

e, ...,ex € C existieren, so dafl

Oywo + Y €

Falls namlich solche Elemente existierten, hatten wir

aywi B

SP.

1

k
0
I=0u+Y z“

=1

i " Oyw;
: + Bywo + > e——.

=1 w;

Das bedeutet, dafl I ein Integral bzgl. 0, in einer elementaren Erweiterung von
C(z,y) hatte. Da I algebraisch iiber C(y) und C(z,y) eine elementare Erweite-
rung bzgl. 0, von C(y) mit neuen Konstanten ist, liefert das Starke Liouvillesche
Theorem (dargestellt in [4]) folgendes: Es existieren vy,...,vn, die algebraisch
tiber C(y) sind, und

di,...,dn € C, so daB

m ay Y,

I:ayUO—I-Zdi .

=1 U;

Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung.

Damit ist das Problem (C) vollstandig behandelt worden. Wir haben heraus-
bekommen, daf entweder keine elementaren ersten Integrale existieren, oder

n m
w = ug —vo—l—Zcilnui —Zdiln'ui

ist ein elementares erstes Integral.

Bemerkung: Liegt S selbst in C(z,y), dann hat das Problem (C) immer eine
Losung.

Mit den Ausfithrungen zu (C) wissen wir jetzt, wie im zweiten Teil des 3. Schrit-
tes vom Algorithmus vorzugehen ist.

Wir behandeln nun Punkt (A).
Sei w € C(z,y). Wir schreiben w als:

mit f; irreduzibel in Clz,y], n; € Z.
Da die Gleichung Dw = 0 erfiillt ist, muB fiir alle f; gelten: f; | D f;, wegen:

lnw = anlnfz = D(lnw) =0
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= anDfZ =0
=1 f

1

D h
= 0=mn f1+ mit

fi  ferifm
h:n2Df2f3"'fm‘|‘""|’nmf2"'fm—1Dfm

D f(fa ) = b
Es gilt:  fif(f2--+ fm),

da alle f;, paarweise verschieden und irreduzibel sind.

= fi| Dfi

Fir die restlichen f; kann die gleiche Rechnung gefithrt werden.

Wir gehen zur Behandlung von Punkt (B) iiber.
Nun sei S ein Element, das algebraisch iiber C(z,y) ist, mit S™ € C(z,y), so daB

D(InS) = —(8,P + 8,Q).

Gleicher Ansatz wie fir w liefert:

mit f; irreduzibel in Clz,y|, r, € Q, 1 =1,...,m
Wie bei (A) kann folgende Rechnung durchgefiithrt werden:

D(InS) = Z —(0.P + 0,Q)
Dfl -Dfm
" fl fm [m y]
:>T1Df1—|- : =h

ho ferfm
=rife o fmDfi=hfi- fm—1hH
= fi| Dfi.
Die gleiche Rechnung liefert fiir alle anderen f; ebenfalls diese Bedingung.

Damit sind die Probleme (A) und (B) auf das Problem zuriickgefithrt worden,
irreduzible Polynome f zu finden, fiir die f | Df gilt. Zwei Moglichkeiten solche
Polynome zu finden, werden im Abschnitt 2.6 beschrieben.
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2.5.1. Die Resultate von Darboux

Fragt man nach irreduziblen Polynomen f, fir die f | Df gilt, so kann man
von folgendem ausgehen: Der Totalgrad aller solcher Polynome fiir einen festen
Operator D ist beschrankt. Dies besagen Ergebnisse von Darboux, die in [5]
dargestellt sind. Allerdings ist noch kein Verfahren zur Berechnung einer effekti-
ven Schranke bekannt. Darum ist die bisherige Vorgehensweise in diesem Punkt
heuristisch. Bei der algorithmischen Behandlung der Suche nach elementaren er-
sten Integralen von 2.2 bleibt demnach folgendes Problem offen:

Wird ein linearer partieller Differentialoperator D wie in 2.4 gegeben, dann be-
stimme man ein

N € N, fiir das gilt: Ist ein f € C(z,y) irreduzibel und erfillt f | Df, so ist sein
Totalgrad nicht groler als N.

Die erwdhnten Ergebnisse von Darboux beinhalten nun folgendes:
Hat man bereits irreduzible Polynome fi,..., f,n gefunden, die f; | Df;, + =
1,...,m, erfiillen, dann gilt eine der beiden nachstehenden Aussagen:

(i) m < ((d+1)d/2) + 2 mit d = max{tdeg P, tdeg @}
(i) I ni1,...,nm € Z, die nicht alle Null sind und die Gleichung

2y =

=1

erfillen.

Der Fall (ii) liefert den 2. Schritt des Algorithmus.
Wir gehen nun davon aus, da8 wir zu einem gegebenen Operator D ein N mit
den obigen Eigenschaften kennen. Jetzt lassen sich alle irreduziblen Polynome
f mit f | Df finden. Ist ihre Anzahl groBer als d(d + 1)/2 4 2, so kénnen wir
ein rationales erstes Integral zu 2.2 konstruieren. Ist die Anzahl nicht grofler
als d(d 4+ 1)/2 + 2, dann seien fi,..., fin diese Polynome. Wir suchen nun nach
rationalen Zahlen rq,...,r,,, die die Relation

> li(fz = —(0,P + 0,Q)

i=1 i

erfilllen. Dies ist Gegenstand im ersten Teil des 3. Schrittes vom Algorithmus.

Es hat sich herausgestellt, dafl mit Hilfe des Algorithmus aus irreduziblen Poly-
nomen f mit f | Df, deren Totalgrade eine gegebene Zahl N nicht iibersteigen,
elementare erste Integrale konstruiert werden kénnen. Liefert der Algorithmus
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nur Konstanten als Ergebnis, so konnen noch nichttriviale elementare erste Inte-
grale existieren, die sich aus irreduziblen Polynomen mit der obigen Eigenschaft
und mit Totalgraden grofler als N konstruieren lassen. Trotz dieser starken Ein-
schrankung kann in vielen Féllen mit dem Algorithmus ein nichttriviales elemen-
tares erstes Integral gefunden werden.

Beispiel 1: Wir wollen noch einmal die Rauber-Beute-Gleichungen

dz

d
azam—bmy —y:—cy—l—dmy a,bc,d e Rt

dt
betrachten. Der zugehorige Differentialoperator D hat das Aussehen:

D = (az — bzy)0, + (—cy + dzy)0,.

Wir setzen N = 1 und bekommen als Polynome f, die f | Df erfiillen, z und y.
Desweiteren gilt:

D D
—mz—by—l—aund—y:dm—c.
Z )

Falls nun b oder d ungleich Null ist, sind die beiden obigen Briiche linear un-
abhangig tiber Z. Also mufl man die Gleichung

Dz D
rl?—l—m?y =ri(=by+a)+ro(de —c)=—a+by —c+dz

losen. Man erhalt: ry = ro = —1.

Sei jetzt S = 7!y~ und wir suchen nach wy, . . ., w,, die algebraisch iiber C(z,y)

sind, und ¢y,...,¢, € C, so dafl

" Ow; c
O — =5Q =—+d
wo + ; c o Q " +
o+ 2% — _sp— % 1p
w C; = — = — .
v =1 w; Y
Als Lésung bekommen wir:
wg=dx+by, w =z, wy=yY, ¢ =—¢ C=—a,

und damit ist
w=dz+by—clnz—alny

ein elementares erstes Integral der Rduber-Beute-Gleichungen.

Beispiel 2: Nun betrachten wir das System

dz dy
a - a Y
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Der zugehérige Differentialoperator ist
D = z0z + y0y.
Wir setzen wieder N = 1 und bekommen als Polynome f mit f | Df

[ =az+ By,

wobel « und 3 beliebige komplexe Zahlen sein kénnen. Da in diesem Fall wegen

d = max{tdeg P,tdeg @} = max{1,1} =1

(d+1)d

2=3
5 +

gilt, nehmen wir uns z.B. die folgenden drei irreduziblen Polynome her:

f1:$, f2:y7 f3:$_y

Damit bekommt man

Diese Gleichung wird z.B. durch das Tripel s; = 1, s, = 1, s3 = —2 erfiillt. Das
heif}t,

w=zy(z—y)~

ist ein rationales erstes Integral.

2.6. Das Problem f | Df

Um die Erlduterungen des Algorithmus zu vervollstdndigen, mufl noch das fol-
gende Problem gekléart werden:
Man suche zu einem gegebenen linearen partiellen Differentialoperator

D =Po,+Q0, mitPQ € Clz,y]
alle irreduziblen Polynome f € C[z,y], fir die f | Df gilt.

Da keine Schranke des Totalgrades dieser Polynome bekannt ist, geben wir uns
eine natiirliche Zahl N grofler Null vor, so dafl wir nun nach irreduziblen Polyno-
men f mit der obigen Eigenschaft und mit tdeg f < N suchen. Es werden zwei
Moéglichkeiten vorgestellt, das obige Problem zu behandeln. Zu beiden Moglich-
keiten wurden in

REDUCE Programme erstellt.

1. Moglichkeit
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Lemma 2.13 Sei der lineare partielle Differentialoperator D = PJ, + Q0, mit
obigen P und @ gegeben. Erfillt ein Polynom f die Bedingung f | Df, so ist
dies dquivalent der Aussage: Es existiert ein g € Clz,y] mit Df = gf. Fir den
Totalgrad eines solchen Polynoms g g¢ilt dann:

tdeg g < max{tdeg P, tdegQ} — 1.

Beweis: Wir betrachten die Totalgrade in der Gleichung PO, f + Q0,f = ¢gf.

— tdeg(PO,f + Q0,f) < max{tdeg P + tdegf — 1,tdeg@ + tdeg f — 1}
= max{tdeg P,tdegQ} + tdeg f — 1

tdeg(gf) = tdeg g + tdeg f < max{tdeg P,tdeg @} + tdeg f — 1
— tdeg g < max{tdeg P,tdeg @} — 1

a

Sei M := max{tdeg P,tdeg @} — 1. Wir setzen jetzt g als Polynom mit dem
Totalgrad M und f als Polynom mit dem Totalgrad N an. Man kann nun die
beiden Seiten der Gleichung

berechnen und Koefhzientenvergleich nach verschiedenen Monomen durchfithren.
So entsteht ein algebraisches Gleichungssystem, dessen Losung Bedingungen fiir
die Koeffizienten aus den Ansédtzen von f und g liefert.
Beispiel:

D = (az — bzy)0z + (—cy + dzy)dy

N=1 : f:=apz+ any+ ag

tdeg P = 2, tdeg Q) = 2

= g := Bz + Bory + Boo

Df = gf
= (az —bzy)aio + (cy + dzy)apr = (c10z + any + aoo)(Broz + Bory + Boo)
Gleichungssytem:
apid — apb = agifio + 21001
0 = b0
0 = alphanifBo

aalphaio = alphaiofoo + alphagoBio
—calphagr = alphaoBoo + alphagoBor
0 = alphaoofoo
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= 1. Lésung: alphaip =0, B1g = d, Boo = —¢, alphagy =0, Bo1 =0
= f = alphapy alphag; beliebig

2. Loésung: alphaogy =0, Bo1 = —b, Boo = @, alphagy =0, B0 =0
= f = alphajgz alphaig beliebig

2. Moglichkeit

Bekannt ist: Gilt f | Df, so existiert ein g € Clz,y] mit Df = gf. Dies ist
aquivalent zur Aussage: D f liegt in dem von f erzeugten Ideal. Wir setzen f wie
in der ersten Moglichkeit an. Mit diesem Ansatz berechnet man Df. Nun wird
die Grobnerbasis des Ideals < f, Df > bzgl. der Variablen z,y sowie der Koef-

fizienten aus dem Ansatz von f in dieser Reihenfolge berechnet. Man bekommt

eine Darstellung der Grobnerbasis, in der f und weitere Polynome in z,y und in
den Koefhizienten vorkommen. Da f allein die Basis des Ideals bilden soll, erhalt
man durch Koefhzientenvergleich wieder Bedingungen fiir die Koeffizienten. Ein
Beispiel soll das Vorgehen veranschaulichen.

Beispiel: D = y0, + (zy + 9)0,
N =1:f:=wupoz + uory + uoo

Grébnerbasis:  { —ulgy — Yuiouor + uly® + woruooy,
u10Y + vo012y + Yuor,

U10Z + Uo1Y + Ugo }-

Da < f,Df >=< f > gelten soll, miissen wugg, up1 und ujg so gewédhlt werden,
dafBl die ersten beiden Ausdriicke in der Grébnerbasis verschwinden. Es folgt dem-
nach:

u1g = upr = 0 und wugp frei wéhlbar. Das bedeutet, f = const ist das einzige

Polynom mit f | Df und tdeg f < 1.

Bei der Anwendung der Vorgehensweisen aus den beiden Moglichkeiten steht man
vor folgenden Schwierigkeiten:

1. Sind bis zur Schranke N nur konstante Losungen gefunden worden, heifit
das natiirlich nicht, daf keine nichttrivialen Losungen mehr existieren. Um
doch noch Lésungen zu bekommen, miifte man N vergréflern und die Suche
von vorn beginnen.

2. Die zu lésenden Gleichungssysteme kénnen auch bei kleinen Totalgraden
von P und @) so grol werden, daf} Zeit- und Speicherprobleme auftreten.

Uber die Struktur in der Menge aller irreduziblen Polynome f mit f | Df kann
folgende Aussage getroffen werden.
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Satz 2.14 Sei ein Differentialoperator D = PO, + Q0,, P,Q € Clz,y], gegeben.
Die Polynome f € Clz,y] mit der Eigenschaft f | Df bilden eine freie Halbgruppe
beziglich der Multiplikation. Ezistiert zu dem System 2.2 kein rationales erstes
Integral, dann ist diese Halbgruppe endlich erzeugt.

Beweis: Seien f und g zwei beliebige Polynome, die die Voraussetzungen des Sat-
zes erfiillen. Das heif}t, es existieren zwei weitere Polynome f* und g¢*, so daf} gilt:

ff*=Df und gg¢* = Dg.

= D(fg) = D(f)g+fD(g) =
ffrg+fag" =
= f9(f"+97)
Wir haben zu dem Polynom fg das Polynom f*+g* gefunden, wobei fg(f*+g*) =

D(fg), d.h. fg | Dfg. Die bereits erlauterten Resultate von Darboux liefern den
Beweis der letzten Aussage.

a

Der anschlielende Satz stellt einige spezielle Formen des linearen partiellen Dif-
ferentialoperators D zusammen, fiir die Polynome f mit der Eigenschaft f | Df
gefunden wurden.

Satz 2.15 Seien a, 3 kompleze Zahlen, a,b,c € Cz,y|, und set D ein gegebener
linearer partieller Differentialoperator der Form D = PJd, + Q0, mit P,Q €
Cla,y].

(i) Ist eines der beiden Polynome P oder Q) gleich Null, so besteht die Menge
der Polynome f mit f | Df aus allen Primfaktoren des nichtverschwinden-
den Koeffizientenpolynoms sowie aus allen Polynomen, die nicht von der
Differentiationsvariablen abhdngen.

(i) P und Q seien von folgender Form: P = ab und ) = ac. a habe die Prim-
zerlegung a = ﬁ a;. Dann gilt fir alle a;,1 <1 <n, a; | Da;.
=1
(iii) Gilt P = za(z,y) (b.z.w. Q = yb(z,y)), so erfillt f = az (b.z.w. f = ay)
die geforderte Bedingung.

(iili) Gilt P = ya und Q = za, dann gilt fir die Polynome fi = a(z + y) und
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Beweis: Es werden hauptsichlich nur die Polynome g angegeben, die Df = ¢gf
erfiillen.

(i) Seio.B.d.A.Q =0und P = ﬁ p;. Wir betrachten einen festen Primfaktor
=1
p;,7 €{1,...,n}.

— g =0(p;)p1- " Pj—1Pj41" " Pn

Sei b ein nichtkonstantes irreduzibles Polynom, das ungleich allen oberen
Primfaktoren ist, von z abhangt und fiir das ebenfalls gilt

P3J,b = hb.

Da b weder P noch 0,b teilt, muf} b also konstant sein, was im Widerspruch
zur Voraussetzung steht.

(i1) gi = a1+~ @i—1Qi41 - - - an(b0za; + cOya;)
(iii) g=a

(iiii) g1 = a und g2 = —a

Interessiert man sich also fiir elementare erste Integrale von Systemen der Art

dz dy

— =P 5, = Qv

dt dt
mit P, Q € Clz,y], so sucht man zunéchst nach rationalen ersten Integralen und
dann nach ersten Integralen der Form

n
w = wO—I—Zcilnwi,

=1

wobei wo, ..., w, algebraisch iiber C(z,y) und ¢,...,c, komplexe Zahlen sind.
In beiden Fallen gelangt man zu der Aufgabe, irreduzible Polynome f € Clz, y]
finden zu miissen, die die Eigenschaft f | Df, mit D = PJ, + Q0,, haben. Dabei
besteht das Problem darin, dafl man keine effektive Schranke fiir den Totalgrad
dieser Polynome berechnen kann. Gibt man sich nun eine solche Schranke vor,
dann kann man nach Polynomen mit der obigen Eigenschaft suchen, deren Total-
grad diese Schranke nicht tibersteigt. In dem Fall, da8 die gefundenen Polynome
linear abhédngig iiber Z sind, kann man ein rationales erstes Integral konstruie-
ren, dessen Totalgrad offensichtlich beschrankt ist. Dabei ist der Totalgrad einer
rationalen Funktion f(z,y) = p(z,y)/q(z,y), p und g teilerfremd, gegeben durch
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max{tdeg p,tdeg q}. Eine andere Moglichkeit der Suche nach rationalen ersten
Integralen bei gegebener Schranke m fiir den Totalgrad wére jetzt, nach ersten
Integralen der Form

m m
f1:= z:riyz bzw. fy := Zsimz,
=0 i=0

r; € C(z) und s, € C(y), zu fragen. Somit konnte man diese Teilaufgabe wie folgt
formulieren: Man gebe sich eine natiirliche Zahl m vor und finde erste Integrale
mit dem obigen Aussehen. Daraus leiten sich Systeme von linearen partiellen
Differentialgleichungen in einer gesuchten Funktion f der folgenden Art ab (In
unserem Fall sind Lésungen gesucht, die die Form von f; haben.):

PO, f + Qayf =0
omf
aym—l—l

Diese Systeme haben einen endlich-dimensionalen Losungsraum. Im anschlieen-
den Teil der Arbeit wird dargestellt, wie fiir solche speziellen Systeme von Diffe-
rentialgleichungen vollkommen algorithmisch nach rationalen Lésungen gesucht
wird. Dabei verallgemeinern wir die Aufgabenstellung in der Richtung, dafl meh-
rere gesuchte Funktionen zugelassen sind.
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3. Spezielle Losungen bei Systemen
von linearen partiellen
Differentialgleichungen

3.1. Motivation und Vorbereitung

Eine Grundaufgabe bei der systematischen Behandlung von Differentialgleichun-
gen ist die Bestimmung der Symmetrien zu einer vorgegebenen Differentialglei-
chung. Symmetrien sind Transformationen, die Losungen einer Differentialglei-
chung wieder in Losungen {iberfithren. Kennt man also eine spezielle Losung
der Differentialgleichung, so kénnen aus dieser mit Hilfe der Symmetrien weitere
Losungen konstruiert werden. Bei der Berechnung von Symmetrien steht man
irgendwann vor dem Problem, ein System linearer partieller Differentialgleichun-
gen in mehreren Funktionen, die definierenden Gleichungen, 16sen zu miissen.
Ein Weg zur Losung solcher Systeme besteht darin, geschickt Termordnungen
zu wahlen, um nach Ausfithrung des Standardform Algorithmus’ gewdhnliche
leferentlalglelchungen in dem neuen System zu erhalten. Dieses Vorgehen kann
beschleunigt werden, wenn man stdndig die entstehenden ‘kurzen Glelchungen
auswertet. Kurze Glezchungen bestehen aus linken Seiten, die nur einen Term
enthalten, die rechten Seiten sind Null. Diese Gleichungen werden durch Integra-
tion gelost. Das Ergebnis setzt man dann in die verbleibenden Gleichungen ein.
Findet man keine gewohnlichen Differentialgleichungen, so wahle man eine an-
dere Ordnung und beginne wieder von vorn. Dieses Vorgehen lduft sehr intuitiv
ab. Wir wollen in diesem Kapitel einen vollkommen algorithmischen Zugang zur
Konstruktion rationaler Losungen darstellen. Die rationalen Losungen wiirden im
Fall der definierenden Gleichungen zu speziellen Symmetrien der Differentialglei-
chung fithren.

Eine wesentliche Einschrankung dabei ist, das wir den Lésungsraum des partiellen
Differentialgleichungssytems als endlich-dimensional voraussetzen miissen. Das
trifft auf die Systeme definierender Gleichungen bei der Symmetrieberechnung
fiir gewohnliche Differentialgleichungen zu. Wie sich die Eigenschaft ‘endlich-
dimensionaler Lésungsraum". im Aussehen des Systems widerspiegelt und wie man
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den Fall allgemeiner Koeffizienten bei der Suche nach rationalen Losungen auf
den Fall von polynomialen Koefhizienten reduziert, soll zu Beginn gezeigt werden.

3.2. Reduktion der Problemstellung

Zunéachst wollen wir die folgenden Bezeichnungen einfithren: der Vektor der ge-
suchten Funktionen sei u:= (u!,... u™) und die Menge der Variablen x:= (z1,...,Zm).
Gegeben sei nun ein System S:= (51,...,5) von linearen partiellen Differential-

gleichungen, wobei jedes 5;,0 <1 < b, die Gestalt

E_k
chuj—l—c:()
kJ

hat. & und c seien die Koeffizienten. Sie kénnen beliebige Funktionen in x sein.
J ist ein Multiindex, der die Ableitungen der Funktionen nach den Variablen
darstellt. Die Ableitung v hat dann z.B. fiir J = (J1,. .., jm) folgendes Aussehen:

o , .
iz Onny. . Oimg,. T l:kz_:ljk'

n o __
Uy =

Zusétzlich sei der Losungsraum von S als endlich-dimensional vorausgesetzt.
Wenn wir von einem endlich-dimensionalen Lésungsraum reden, so ist folgendes
gemeint: Der Vektorraum der Losungen des zugehorigen homogenen Systems bzw.
der affine Raum der Lésungen des inhomogenen Systems sei endlich-dimensional.

Beispiel S= (Slv 527 53)7 u= (ul,u2), X= ($17$27$3)

z1 sin($3)u%2’0’3) + u%l,l,l) =0 S1
3:3:c2u%1’0’3) = 0 S
cos(:cl)ué,&o) =0 Ss

Der Multiindex J = (0,0,...,0) wird tblicherweise nicht geschrieben, da die
durch ihn dargestellte Ableitung die Funktion selbst ist.

Bemerkung: Der Einfachheit halber werden von nun an alle Rechnungen iiber
dem Zahlkorper QQ ausgefiihrt.

Die folgende Aussage gibt an, wie sich S reduzieren l&st, wenn wir nach rationalen
Losungen fragen.

Satz 3.1 Sind fir ein System linearer partieller Differentialgleichungen S ratio-
nale Losungen gesucht, so ldst sich S in ein dquivalentes lineares System umfor-
men, in dem sdmtliche Koeffizientenfunktionen Polynome in den Variablen und
die Koeffizienten innerhalb einer Differentialgleichung auserdem teilerfremd sind.
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Beweis: Wir betrachten den von den Koeflizienten aufgespannten Vektorraum
V = span(c, c) iiber dem Kérper K = Q(z1,...,Z,). Die Basis von V iiber K
sei di, ..., d;. Daraus folgt, das alle ¢% und ¢ die Darstellungen

t
o= Y brd, mit b € K,0<1i<¢,
=1

¢
c = szdz mit b; € K,ng’gt,
=1
zulassen. Wir nutzen diese Darstellungen nun zur Umformung der Gleichungen
des Systems und betrachten eine beliebige Differentialgleichung aus S. Sie kann
folgendermasen geschrieben werden:

¢ ¢ ¢

Sk e (Z bf,’“di) E4S hd =S (Z bk 4 bi) "

k,J k,J \i=1 i=1 i=1 \ k,J
Die b und b; sind nach Voraussetzung rationale Funktionen. Auch die u% sind
rationale Funktionen, da wir nach rationalen Losungen fragen und beliebige Ab-
leitungen von rationalen Funktionen wieder rationale Funktionen ergeben. Die
letzte Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn alle Koefhzienten vor den Basis-
funktionen verschwinden. Wir setzen also diese Koeflizienten Null und wiederho-
len die Aufspaltung fiir die restlichen Gleichungen des Systems S. So erhalten wir
ein dquivalentes lineares System von Differentialgleichungen, das nur noch ratio-
nale Koefhizientenfunktionen enthalt. Wenn wir jetzt jede Differentialgleichung
mit dem Hauptnenner der Koeffizientenfunktionen multiplizieren, dann haben
wir zunéchst polynomiale Koeflizienten. (Im folgenden nennen wir dieses Vorge-
hen kurz ".Uberfiihrung in eine ganz-rationale Form"..) Wir dividieren noch jede
Gleichung durch den grosten gemeinsamen Teiler ihrer Koefhizientenpolynome
und erhalten die letzte Aussage des Satzes.

a

Somit haben wir das lineare partielle Differentialgleichungssystem S mit beliebi-
gen Koefhizientenfunktionen umgewandelt in ein System mit Koeffizientenpoly-
nomen, die dazu noch innerhalb einer jeden Gleichung teilerfremd sind. Das hier
dargelegte Vorgehen zur Spezialisierung von Systemen linearer Differentialglei-
chungen bei der Suche nach rationalen Lésungen ist aus [8] entnommen, wo es
fir den Fall gewohnlicher Differentialgleichungen beschrieben wurde.

3.3. Standardformen

Die Standardform eines linearen partiellen Differentialgleichungssystems S ist ein
aquivalentes lineares partielles Differentialgleichungssystem, das gewisse Eigen-
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schaften hat, auf die wir noch eingehen werden. Zur Uberfithrung eines solchen Sy-
stems in seine Standardform benutzt man den ‘Standardform- Algorlthmus Der
Standardform-Algorithmus besteht im wesentlichen aus drei Teilen: ‘Termordnungen
‘Reduktionen’ und ‘Bildung von S- Glelchungen O.B.d.A. wahlen wir die lexiko-

graphische Ordnung als Ordnung in den Funktionen und in den Variablen:

n

wr>ul>o>u" ound @ > 2> > T (3.1)
Eine Ableitung einer Funktion u* nach den Variablen heist Monom. Mit den bei-
den Ordnungen aus 3.1 hat man automatisch eine Ordnung in den Monomen
gegeben, indem man erst die Funktionen und dann die Grade der Ableitungen
nach den einzelnen Variablen vergleicht.

Eine Termordnung ist eine Totalordnung ‘<7 auf der Menge aller Monome, fiir
die gilt:

1< M firalle M und M; < M, = MM, < MM, firalle M,M;, M.

Da das groste Monom einer Differentialgleichung und sein Koefhizient eine beson-
dere Rolle spielen, definieren wir:

Definition 3.2 Das gréste Monom in einer Differentialgleichung heist
fiihrendes Monom und wird mit LM bezeichnet. Der Koeffizient vor dem
fihrenden Monom heist fiihrender Koeffizient. Wir bezeichnen thn mit LC'.
Das Produkt aus fithrendem Monom und fihrendem Koeffizienten ist der fiihren-
de Term. Er bekommt die Bezeichnung LT .

Mit einer gegebenen Termordnung last sich dann auch eine Ordnung zwischen
den Gleichungen von S einfithren, indem zunéchst die fithrenden Monome vergli-
chen werden. Falls diese gleich sind, vergleicht man die nachstgroseren u.s.w.
Das System S erhalt durch die Ordnung in seinen Gleichungen eine Blockstruktur.
Das heist, es teilt sich in n Blocke bzw. Untersysteme. Die fithrenden Monome
eines Untersystems sind ausschlieslich Ableitungen einer gesuchten Funktion w’.
Man kann die Blocke nun z.B. so anordnen, das der Block mit der grosten Funk-
tion u! ganz oben und der Block mit der klelnsten Funktion u™ ganz unten steht.
Die Operationen ‘Reduktion’ und ‘Blldung von S- Glelchungen kénnen nun ent-
weder blockweise oder im gesamten System z.B. von unten beginnend ausgefiihrt
werden.

Reduktion einer Differentialgleichung S; durch eine Differentialgleichung S; bedeu-
tet, das S; in geeigneter Weise differenziert und mit einem Polynom multipliziert
wird. Der neue fithrende Term von S; annuliert bei Bildung der Differenz S, — 5;
einen Term aus S5;. Wir nennen ein System S linearer partieller Differentialglei-
chungen reduziert, wenn sich kein S; von S durch ein 5,7 # j, von S reduzieren
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last.

Fir die Gleichungen S;,¢ = 1,...,b, aus S wollen wir entsprechend dem Glei-
chungsindex die fithrenden Monome, Koefhizienten und Terme mit LM;, LC; und
LT; in dieser Reihenfolge bezeichnen.

Die S-Gleichung zu S; und S; bildet sich folgendermasen:

LC;
S(Sz, SJ) = l)zS'z — L—OijSj,
wobel D; und D; die kleinsten Ableitungen sind, die folgende Relation erfiillen:
D;,LM; = D;LM;. (Kleinste Ableitung bedeutet minimale Anzahl von Differen-
tiationen.) Die Bildung von S-Gleichungen kann als Hinzunahme von Gleichun-
gen, die sich als Integrabilitdtsbedingungen ergeben, interpretiert werden.

Definition 3.3 FEin System S= (51, S2,...,5s) von linearen partiellen Differen-
tialgleichungen ist ein System in Standardform, wenn jede S-Gleichung S(S;, S;)
durch die Gleichungen von S zu Null reduziert werden kann.

Im folgenden gehen wir davon aus, das S ein System in Standardform bzgl. lexi-
kographischer Ordnung (siehe vorn) ist. Wir schreiben die Gleichungen S; nun so
um, das auf der linken Seite nur LT; stehen. In der Standardform S nennt man die
Monome, die sich nicht durch Differentiationen aus den LM, ergeben, Parame-
trische Ableitungen. Um die Dimension des Lésungsraumes festzustellen, zahlt
man nun einfach alle parametrischen Ableitungen. Somit hat S einen endlich-
dimensionalen Loésungsraum genau dann, wenn die Anzahl der parametrischen
Ableitungen endlich ist. Der néchste Satz ist ein Kriterium, mit dem man nur
anhand der LM;, 1 < ¢ < b, feststellen kann, ob S einen endlich-dimensionalen

Losungsraum hat.

Satz 3.4 Set S ein lineares partielles Differentialgleichungssystem in Standard-
form bzgl. obiger Ordnung. S hat genau dann einen endlich-dimensionalen Losungs-
raum, wenn gilt:

Zu jeder Funktion u' und zu jeder Variablen x; gibt es eine Gleichung in S mit
fiihrendem Monom der Form 9*u*/dz".

Wir formulieren noch weitere Eigenschaften einer Standardform, die wir spéter
benutzen werden.

Satz 3.5 Set S ein lineares partielles Differentialgleichungssystem in Standard-

form mat endlich-dimensionalem Lésungsraum und seten die Ordnungen in den
Variablen und Funktionen wie tn 3.1 gegeben. Dann hat das Untersystem fir u™
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ebenfalls einen endlich-dimensionalen Lésungsraum. Des weiteren ist die letzte
Gleichung Sy eine gewdhnliche Differentialgleichung fir u™, wober z,, die Diffe-
rentiationsvariable ust.

Die Beweise der beiden Satze kann der Leser aus [9] entnehmen.

3.4. Algorithmische Behandlung

In diesem Abschnitt gehen wir von einem linearen partiellen Differentialglei-
chungssystem mit polynomialen Koefhzientenfunktionen und endlich-dimensionalem
Losungsraum aus, welches wir von nun an ein L-System nennen und auch weiter-
hin mit S bezeichnen. Fiir solche L-Systeme geben wir jetzt einen Algorithmus an,
mit dem sich rationale Losungen finden lassen. Der Algorithmus besteht darin,
die ersten drei der folgenden Schritte nacheinander fiir alle Funktionen !, ..., u™
auszufithren (O.B.d.A. wird es hier fiir " demonstriert.) und abschliesend die
Ergebnisse im 4. Schritt noch einmal zu verarbeiten.

Der Input des Algorithmus setzt sich also aus einem System von linearen par-
tiellen Differentialgleichungen S, einem Vektor von gesuchten Funktionen u und
einem Variablen-Vektor x zusammen. Der Output ist ein Vektor, dessen Kompo-
nenten rationale Funktionen in z1, ..., z,, sind, die noch linear von frei wahlbaren
konstanten Parametern abhéngen.

1. Schritt: Man wahle eine Ordnung (Wir nutzen die Ordnung aus 3.1.) in
den gesuchten Funktionen so, das das gewihlte u' (hier u") die kleinste
Funktion ist. Bzgl. der daraus entstehenden Termordnung wird mit S der
Standardform-Algorithmus durchgefiihrt. Man bekommt ein Untersystem
5SS, in dem nur noch u™ als gesuchte Funktion auftritt und dessen letzte
Gleichung eine gewdhnliche Differentialgleichung bzgl. der kleinsten Varia-
blen z,, ist.

2. Schritt: Wir suchen nach rationalen Losungen der letzten, gewohnlichen Dif-
ferentialgleichung. Wie das geschieht, wird noch behandelt. Die gefunde-
ne allgemeine rationale Losung ist linear in frei wéhlbaren Parametern
g, - -.,0_1, die noch von z1,...,z,,_1 abhdngen kénnen. Wir testen nun,
ob alle auftretenden Parameterfunktionen konstant sind. Wenn dies der Fall
ist, sind wir fertig. Sonst gehen wir zum 3. Schritt.

3. Schritt: Die Losung aus dem 2. Schritt setzt man in die restlichen Gleichungen
von SS ein. Die Variable z,, wird jetzt im folgenden Sinn zum Aufsplit-
ten benutzt: Man tberfithrt die Gleichungen in eine ganzrationale Form
und macht dann Koefhzientenvergleich nach den Potenzen von z,,. Es ent-
steht ein neues L-System (Im Anschlus wird gezeigt, das wirklich wieder ein
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L-System herauskommt.), in dem jetzt die o, . .., o—1 die gesuchten Funk-
tionen sind. Die Variablen haben sich um das z,, vermindert. Die Ordnung
in den z1,...,Z,,_1 bleibt erhalten. Diese Daten bilden einen neuen Input,
mit dem man den Algorithmus erneut startet.

4. Schritt: Wir bekommen aus den ersten drei Schritten fiir jedes u*,1 = 1,...,n,
eine Parameterdarstellung, die ausschlieslich konstante Parameter enthalt.
Diese Darstellungen setzen wir in eine Standardform von S ein. Die Glei-
chungen werden noch einmal in eine ganzrationale Form tberfithrt. Ko-
effizientenvergleich nach verschiedenen Monomen der Variablen liefert ein
lineares Gleichungssystem in den Parametern, das dann gelost wird. Die-
ses Gleichungssystem ist im allgemeinen nicht eindeutig l6sbar, d.h. seine
Losung enthélt noch unabhangige Parameter, die dann auch als frei wéahl-
bare Parameter in der Losung (u',...,u") auftreten.

Die Vorgehensweise im 1. Schritt ist mit den Ausfithrungen iiber die Standard-
formen klar. Zum 2. Schritt werde ich im néchsten Abschnitt einen Algorithmus
angeben, der rationale Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen mit
Koefhzienten, die Polynome in mehreren Variablen sind, bestimmt. Die Lésungen
enthalten Parameter, die Funktionen in allen Variablen auser der Differentiati-
onsvariablen sind.

Entscheidend ist, das im 3. Schritt wieder ein L-System entsteht:

Lemma 3.6 Gegeben set ein L-System S und eine Ordnung in den Variablen.
Werden dann die ersten dreiv Schritte des obigen Algorithmus ausgefihrt, so ist
mit den vorherigen Bezeichnungen das sich ergebende Differentialgleichungssy-
stem fir die o, ..., a,_1 wieder ein L-System.

Beweis: Der Kiirze halber wollen wir die letzte Gleichung von S, also die gewdhn-
liche Differentialgleichung, wieder mit S, bezeichnen. Die Lésung von S, aus
dem 2. Schritt ist linear in den Parameterfunktionen (dies wird im néchsten Ab-
schnitt klar). Diese Linearitat bleibt natiirlich auch beim Differenzieren und bei
der Uberfithrung in eine ganzrationale Form erhalten.

Das Differentialgleichungssystem in den Parameterfunktionen entsteht durch Ko-
effizientenvergleich nach z,, im 3. Schritt. Da die Gleichungen bereits eine ganz-
rationale Form haben, sind die Koefhizienten Polynome in z1,...,z,,_1 und den
Parametern. Bleibt noch zu zeigen, das der Losungsraum des Differentialglei-
chungssystem fiir die Parameterfunktionen endlich-dimensional ist.

Wir haben bereits im Satz 3.5 gesehen: Wenn S einen endlich-dimensionalen
Losungsraum besitzt, dann besitzt auch das Untersystem S5 fiir u™ einen endlich-
dimensionalen Lésungsraum, d.h. die Menge

{u™ | v ist Losung von SS}
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bildet einen endlich-dimensionalen Vektorraum tiber Q . Aus S, bekommen wir
folgenden Ansatz fiir u™:

u" = Qoo + -+ Qpr_1Pr—1,

wobei die o; € Q(z1,...,2Zm-1),0 <1 <7 —1, und die ¢;,0 <7 < r — 1, linear
unabhangig tiber Q(z1,...,Zm_1) sind. Das bedeutet, jeder Losung v” von S, 185t
sich eineindeutig ein r-Tupel (ao, ..., a,—1) zuordnen. Daraus folgt, es existiert
ein Q-Isomorphismus @, der jeder Loésung von S ein r-Tupel von rationalen
Funktionen in z1,...,z,,_1 zuordnet. Also ist die Menge

{(agy--yar_1) € Q(z1,. .., Zm-1)" | u™ = agpo+- - +a,_1p,_1 ist Losung von Sy}

ein r-dimensionaler Vektorraum iiber Q. In diesem Vektorraum suchen wir nun
nach Losungen flir das neue Differentialgleichungssystem aus dem 3. Schritt.
Da jeder Teilraum eines endlich-dimensionalen Vektorraumes wieder endlich-
dimensional ist, sind wir fertig.

a

Die Suche nach rationalen Losungen fiir ein festes u® wird also im Algorithmus
umgewandelt in die Suche nach rationalen Losungen fiir ein L-System in meh-
reren Funktionen. D.h. die Anzahl der gesuchten Funktionen nimmt zu. Jedoch
verringert sich die Zahl der unabhédngigen Variablen bei jedem Durchlauf der
Schritte 1 und 2 um 1. Die Abbildung 3.1 soll dies veranschaulichen.

i

U

VANWANAN

D1 Oppey Q11 Q1 Q21 O34y Qo 1O£r e

Abbildung 3.1.: Parameterbaum

Die Hierarchie in den verschiedenen Parameterfunktionen wird durch einen Baum
beschrieben, in dem die &’s mit einem gemeinsamen ".Vorgéinger". immer zusam-
men in einem L-System auftreten, wobei die Anzahl der Variablen in jeder Stufe
mindestens um 1 niedriger ist als in der dariiberliegenden Stufe. Im 2. Schritt
des obigen Algorithmus ist mit dem Test, ob alle Parameter konstant sind, eine

Abbruchbedingung gegeben.
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Satz 3.7 Gegeben sei ein L-System S. Der Algorithmus zum Finden von ratio-
nalen Lésungen von S bricht nach endlich vielen Schritten ab.

Beweis: Wie wir bereits gezeigt haben, verringert sich bei jedem Durchlauf der
ersten beiden Schritte die Anzahl der Variablen mindestens um 1. Das heist: Es
verschwindet wenigstens die kleinste Variable eines Systems bei dem Ubergang
zu einem Teilsystem. Da wir nur endlich viele Variablen, ndmlich m, im Aus-
gangsdifferentialgleichungssystem S voraussetzen, bricht der obige Algorithmus
nach endlich vielen Schritten ab.

a

In den bisherigen Ausfithrungen haben wir gesehen, das man bei der algorithmi-
schen Suche nach rationalen Losungen eines L-Systems S neben der Durchfithrung
von Umformungen, Vereinfachungen und Koeffizientenvergleichen immer wieder
gewohnliche Differentialgleichungen l6sen mus, die in den Koeffizienten Variablen
aus S als Parameter enthalten. Sétze tiber Existenz und Eindeutigkeit sagen nun
aus, das zu einer linearen gewohnlichen Differentialgleichung entsprechend der
Ordnung der Differentialgleichung Losungen existieren. Allerdings ist das nicht
gleichbedeutend mit der Existenz von rationalen Lésungen. Man kann lediglich
folgendes feststellen. Falls eine der immer wieder im Algorithmus zu lésenden
gewohnlichen Differentialgleichungen keine rationalen Losungen besitzt, so be-
sitzt auch das gesamte System keine rationalen Losungen.

Andererseits kann der Fall eintreten, das man relativ einfach nichtrationale Losun-
gen erhalt, dafiir hat man jedoch im allgemeinen keinen Algorithmus.

3.5. Algorithmische Berechnung von rationalen Lésun-
gen linearer gewohnlicher Differentialgleichun-
gen

3.5.1. Problemvorstellung und vorbereitende Aussagen

Die Differentialgleichungen, die hier behandelt werden sollen, haben die Form:

r r—1
pr%ﬂpr_l%ﬂ---wofﬂ:& (3.2)
Es sind also lineare Differentialgleichungen beziiglich der Variablen z und wir
setzen voraus: p;,q € Qz1,...,Zm-1,2],2=0,...,7, d.h. die Koeffizientenfunk-
tionen sind Polynome in z1,...,2m_1, 2. Man kann auch beliebige Koefhizienten-
funktionen voraussetzen, doch da wir uns erneut fiir rationale Losungen interes-

sieren, gelangt man mit der Vorgehensweise aus den vorbereitenden Bemerkungen
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wieder zu dieser speziellen Form. Gesucht sind Losungen f € Q(z1,...,2m-1,2),
also rationale Funktionen iiber dem Koefhizientenkérper Q. Es existiert bereits
ein Algorithmus fiir den einfachsten Fall, d.h. fiir lineare gewohnliche Differenti-
algleichungen, in denen die Koefhizienten nicht von Parametern abhédngen. Er ist
ausfithrlich in [8] beschrieben.

Fragen wir nach rationalen Lésungen von 3.2, so heist das, wir suchen ein f
der Form

A
f= N mit Z,N € Qz1,...,Tm-1,7]. (3.3)

Da z die einzige Differentiationsvariable ist, erweist es sich fiir die folgenden
Konstruktionen als giinstiger, Z und N als Elemente von Q(z1,...,Zm-1)[z] 2u
betrachten und auch weiterhin in dem Kérper Q(z1,...,2m-1) zu rechnen. Wir
kénnen dabei Z und N als relativ prim zueinander voraussetzen.

Der Algorithmus zerféallt in zwei Hauptteile. Wir werden feststellen, das der Nen-
ner einer moglichen Lésung f nur die Primfaktoren des fithrenden Koefhizienten
p, enthalten kann. Der erste Teil besteht nun darin, Schranken fiir die Expo-
nenten der irreduziblen Faktoren zu bestimmen. Danach wird unter Benutzung
des bereits bekannten Nenners eine Gradschranke des Zahlers fiir den Grad in
z berechnet. Da wir hdufig den Grad bzgl. z verwenden, sei dieser mit deg, be-
zeichnet.

Wir geben uns nun 0.B.d.A. folgende Darstellung der Primzerlegung des p, vor:

pr=[las (3.4)

und wollen die nachstehende Aussage tiber die Struktur des Nenners N einer
moglichen Losung f beweisen.

Satz 3.8 Sei f = Z/N, Z,N € Q(z1,...,2m_1)[z], eine rationale Losung der
Differentialglerchung 3.2 und sev der fihrende Koeffizient p, wie in 3.4 faktori-
siert. Dann ist jeder Primfaktor des Nenners N von f auch ein Teiler von p,.

Vor dem Beweis des Satzes werden wir noch einige hilfreiche Aussagen treffen. Als
erstes ist hier der Satz iiber die eindeutige Entwicklung einer rationalen Funktion
in Partialbriiche zu nennen. Wenden wir diesen Satz auf unseren Fall an, so
erhalten wir folgendes: Ist eine Funktion f in der Darstellung

f:% und N = Hafi, Z,N € Q(z1,...,3m-1)[z]

gegeben, so bekommt man nach Partialbruchzerlegung die Darstellung

€ij .
f=a+>] —JJ mit deg, e;; < deg, a;.
T

37



Nun interessieren wir uns dafiir, wie sich der Exponent des Nenners eines Parti-
albruches nach mehrfachem Ableiten entwickelt.

Lemma 3.9 Sei g = 5 ein Partialbruch in Q(z1,...,2m-1)[z]. Dann hat g =
d9"g
Oz

die Form
*

g =2 4.
bk—l—r ?
wobet die Punkte andeuten sollen, das nur noch Partialbriche geringerer Ordnung

bzgl. b vorkommen, d.h. a* und b sind teilerfremd und deg, a* < deg, b.

Wir bezeichnen die erste Ableitung nach z von nun an mit ’. Es sei auch dar-
auf hingewiesen, das fiir ein irreduzibles Polynom p, das von z abhangt, gilt: p [p'.

Beweis des Lemmas: Wir fithren Induktion iiber den Grad der Ableitung
durch. Wie im Lemma wird mit drei aufeinander folgenden Punkten angedeutet,
das nur noch Partialbriiche geringerer Ordnung bzgl. b folgen.
Induktionsanfang:
a'b® — akbF1Y
g = b2k -

a  akb a*

bk Bkl T pktl

Dabei gilt a* = —akb’ modulo b. Da a und b’ teilerfremd zu b sind, ist a* # 0.
Induktionsbeweis: Wir starten mit der r-ten Ableitung von ¢ und leiten ein wei-
teres Mal ab.

* I
., a
(g( ))/ — <bk-|—r + .. > —
B a* a*(k +r)b’ _a™

pk+r  pktr+l T pktrtl

Man kann leicht iiberpriifen, das die Terme, die durch die Punkte in der obi-
gen Klammer angedeutet sind, nach Ableitung nicht zum Partialbruch hochster
Ordnung bzgl. b beitragen kénnen. Die gleiche Argumentation wie fiir a* liefert:

deg, a** < b und a** # 0.

a

Beweis des Satzes 3.8: Wir wollen in der Darstellung f = Z/N fiir einen
Primfaktor b des Nenners N b [p, annehmen. Einsetzen der Partialbruchzerle-
gung von f in die Differentialgleichung liefert dann nach dem Lemma 3.9 einen
Ausdruck, der den hochsten Term bzgl. b (hochster Term bzgl. b bedeutet hier
und im folgenden Partialbruch héchster Ordnung bzgl.b) enthalt. Er hat die Form

a
p’”bW‘
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Nun zerlegen wir diesen Ausdruck noch einmal in Partialbriiche und erhalten die
Differentialgleichung in der Darstellung

a*

Der obige Term ist der hochste Term bzgl. b in der Differentialgleichung und die
Punkte stehen fiir Partialbriiche geringerer Ordnung bzgl. b. Das bedeutet, das
der obige hochste Term bzgl. b nicht annuliert wird, damit kann die Differential-
gleichung nicht erfiillt sein.

Wenn b also im Nenner N der Lésung f auftritt, mus b auch ein Teiler des fithren-
den Koeffizienten p, sein.

3.5.2. Der Algorithmus

Sei eine Differentialgleichung wie in 3.2 gegeben. Wir suchen nach rationalen
Losungen f, die die Form aus 3.3 haben.

(N) Bestimmung des Nenners
Wir faktorisieren p,, ..., pg, ¢ und p, habe die Primzerlegung aus 3.4. 0.B.d.A.
wird zuerst der Primfaktor a; von p, betrachtet. Sei m; der Exponent, mit
dem a; im Nenner enthalten ist, d.h. sei

N=aM-..

eine Darstellung des Nenners einer moglichen rationalen Losung f. Unter
der Annahme, das m; groser als Null ist, wird eine Schranke M; fir m,
gesucht. Dazu mus der kleinste Exponent von a; in der Differentialgleichung
gefunden werden, wobei man die Exponenten im Zahler positiv und die im
Nenner negativ zahlt.

(N1) Wir bestimmen die Vielfachheiten von a; in den Koeffizienten p,, ..., po
und bezeichnen sie mit v,,...,vg. Beriicksichtigt werden nur die Koethzi-
enten ungleich Null. Zunéchst berechnet man:

min (v, — k) = V1.

0<k<r

Der kleinste Exponent von a; in der Differentialgleichung ergibt sich dann
A

Vi — my. Die Indizes der Koeflizienten auser ¢, in denen a; mit diesem
Exponenten auftritt, werden in der Menge

L=1{k|Vi = o — k}

zusammengefast.
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(N2) Der Exponent von a; in ¢ sei v. Dann sind zwei Falle zu unterscheiden:

() v< Vi —my = m <Vi—v
In diesem Fall haben wir eine Schranke M* fir m;. Ist die Differenz
Vi — v echt kleiner als Null bzw. ist ¢ = 0, so setzt man M* := 0,
andernfalls gilt M* =V}, — v.

(b) v>Vi—my
Eine Schranke M** fiir m; bekommt man hier, indem man alle héchsten
Terme bzgl. a; zusammenfast, die Summe mus Null ergeben,

Q(m1) = 0. (3.5)

Im Anschlus an den Algorithmus werden wir diese Relation genauer
untersuchen. Die Gleichung 3.5 ist eine Polynomgleichungin 21, ..., zm_1, z,
in der wir nach verschiedenen Monomen der zi,...,z,,_1,x sortieren.

Die Koefhizienten vor diesen Monomen werden Null gesetzt. Daraus
ergibt sich ein Gleichungssystem, das m; erfiillen mus. Wir suchen die
groste ganzzahlige Nullstelle. Ist sie groser oder gleich Null, wird sie

mit M** bezeichnet, sonst setzt man M** := 0.

Die endgiiltige Schranke M fiir den Exponenten m; von a; ist dann
M = max{M* M**}.

Wir wiederholen die Schritte (N1) und (N2) fiir die restlichen Primfaktoren
dg,...,a; von p,. Damit haben wir folgenden Nenner N fiir eine méogliche
Losung f der Differentialgleichung 3.2 erhalten:

— My M M,
N =a"ay? --a;".

(Z) Bestimmung des Zahlers
Mit Hilfe eines Ansatzes wird eine Schranke S fiir deg, Z bestimmt.

(Z1) Wir setzen f mit dem nun bekannten Nenner in 3.2 ein und erhalten,
nachdem wir die Gleichung in eine ganzrationale Form iiberfithrt haben,
eine lineare gewohnliche Differentialgleichung fiir Z:

o

ox"

(Induktion {iber den Ableitungsgrad liefert, das jede beliebige Ableitung

von % linear in den Ableitungen von Z ist.) Man macht folgenden Ansatz

fir Z:

Cog—Z+ -+ CoZ+C =0, (3.6)

7 = oz’ +a, gz bz ag

mit o = a(®1,...,2m-1), 0<1<s, s beliebig aber fest.
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(Z2) Es ist offensichtlich, das die k-te Ableitung nach z, 0 < k < r, den z-
Grad von Z um k verringert. Seien die z-Grade der Koeflizientenpolynome
gegeben durch [y, ..., ly. [ sel der Grad des Absolutgliedes Cj bzgl. z. Nach-
dem wir den obigen Ansatz eingesetzt haben, interessieren wir uns nun fir
den hochsten Exponenten von z in 3.6, Cy wird dabei vorerst auser Acht
gelassen. Dazu vergleichen wir alle Ausdriicke der Form

s+li—1, 0<1<r,

wobei nur die [; beriicksichtigt werden miissen, fiir die der zugehédrige Ko-
effizient nicht Null ist, d.h. C; # 0. Da s nach Voraussetzung fest ist, mus
folgendes berechnet werden:

Vz = 52?5}5{& — 1}
Der hochste Exponent von z in 3.6 ist demzufolge V7 + s. Jetzt sucht man

sich aus allen Termen, auser dem Absolutglied Cj, die heraus, die 2"zt
enthalten:

Iz ={i|li—i=Vz}

Wieder sind zwei Falle moglich:

(@) 1 >Vz+s, — s<I1-Vy
In diesem Fall ergibt sich sofort eine Schranke: $* := [ — Vj fiir s, falls
diese Differenz groser oder gleich Null und Cy ungleich Null ist. Sonst
setzt man S* :=0.

(b) I<Vz+s
Eine Schranke S5** fiir s bekommt man in diesem Fall dadurch, das
man alle Terme, deren Koeffizienten-Indizes in Iz enthalten sind, nach

Vz-l—s

Potenzen von z sortiert und dann die Koeflizienten vor = zZusam-

menfast und Null setzt. Wir schreiben diese Gleichung zunéachst als
Q(s):=0 (3.7)

und werden auch im Anschlus an den Algorithmus die Schlusweise an-
geben, wie diese Relation zustande kommt und wie sie exakt aussieht.
Man erhélt aus 3.7 eine polynomiale Gleichung fir z4,...,z,_1 und
macht Koeffizientenvergleich. Aus dem gleichen Grund wie in (N2)(b)
bekommt man ein Gleichungssystem fiir s. Von diesem Gleichungssy-
stem suchen wir die groste ganzzahlige Nullstelle. Ist diese Nullstelle
echt kleiner als Null, dann setzen wir S** := 0, andernfalls bezeichne
S** diese Nullstelle.

Die endgiiltige Gradschranke fiir den Grad des Zahlers Z ist

S = max{S*, S**}.
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Mit dieser Schranke haben wir nun folgenden Ansatz fiir Z:

S S—1
Z =agz” +ag_1z” 4+ F oz +

mit o = e(z1,.. ., Zmo1), 0<2<S.

Dieser Ansatz wird in die Gleichung 3.6 eingesetzt. Koeffizientenvergleich
nach verschiedenen Potenzen von z liefert ein System von linearen Glei-
chungen in ag,...,as iber Q(z1,...,Zm_1). Dieses lineare Gleichungssy-
stem wird z.B. durch Gauselimination gelost. Als unabhéngige Parameter in
der Losung f bleiben oy, ..., _,,%0,.-.,2,—1 € {0,..., 5}, die frei wahl-
bare rationale Funktionen in der Losung des Gleichungssystem sind. Die
rationale Lésung von 3.2 hat demnach folgendes Aussehen

po Pse® ot fre fio

my
al a2 ...at

Y

wobei by, ..., 0s lineare Funktionen in den «;,...,a; _, sind.

3.5.3. Rechnungen und Erklarungen zum Algorithmus

Zuerst wollen wir die Relation 3.5 betrachten. Dazu mochte ich ein Lemma zur
Struktur der r-ten Ableitung einer rationalen Funktion angeben. Dieses Lemma
ist eine Konkretisierung des Lemmas 3.9 und wird auch genauso bewiesen.
Gegeben sei eine rationale Funktion f in Partialbruchdarstellung

a
f = b_k + -,
die Punkte stehen fiir weitere Partialbriiche, unter denen bzgl. b nur solche ge-

ringerer Ordnung auftreten. Die erste Ableitung sei wieder mit ' bezeichnet.

Lemma 3.10 Unter den obigen Voraussetzungen und mit den festgelegten Be-
zetchnungen gilt:
Die r-te Ablettung der Funktion f hat die Gestalt:

» (=1)k---(k4+7r—1)ad"
f( ) — = e

wober die Punkte fir Terme geringerer Ordnung bzgl. b stehen.

Im Schritt (N2)(b) werden nun alle in der Menge I; ausgewiesenen Koeflizienten
mit den zugehorigen Ableitungen zusammengefast. Da nach dem kleinsten Ex-
ponenten V) — m; von a; gefragt ist, gentigt es, die hochsten Terme bzgl. a; aus
den Ableitungen der gesuchten Funktion zu berticksichtigen. Daraus folgt

g Cmetmtio D) (fa) Fl o

m1+V1 m1+WV1
i€y i#0 ay a1
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Das " auf den p;, ¢+ € Iz bedeutet folgendes: p;, = p;/(a;*). Der Term mit pg
steht in eckigen Klammern, weil er nur dann als Summand auftritt, wenn 0 € I;.
Polynomdivisionen der einzelnen (a‘a—mal)z p; nach a; liefern nun Restpolynome R,.
Damit erhédlt man die Beziehung

1€l; i#£0
Dies ist die Gleichung 3.5. Die linke Seite dieser Gleichung stellt nun den Zahler
des hochsten Terms bzgl. a; in der Differentialgleichung dar, d.h. er wird nicht

durch andere Terme aus der Differentialgleichung annuliert. Also sortiert man
nach Monomen in z und den Parametern 1, ..., z,,_1 und setzt die Koeffizienten

Null.

Anhand einer kurzen Rechnung méchte ich nun auch zeigen, wie man zur Glei-
chung 3.7 gelangt und welche Form sie hat. Gegeben war die Differentialgleichung
O et tg=0
Pr 9" Pr—1 Sz 1 Po q=
und bei der Suche nach rationalen Losungen f haben wir den Nenner N bereits

bestimmt. Wir erhalten bekanntlich eine lineare gewohnliche Differentialgleichung

fir Z:

T

Craa—Z+"'+COZ‘|'C = 0, (3.8)
m'l‘

wobei  C; = Cy(pry...,p0,N),0<:<r,C = C(g,N) bekannt sind.
Gesucht sind polynomiale Lésungen fiir Z.
— 7 :=ax’ ta, 1z -+ Qg

Der groste z-Exponent ist Vz + s. Offensichtlich kann nur a,z°® zu diesem Expo-
nenten beitragen.
= > s (s—i+1)Ci+[Col =0
i€1z,i#0

Diese Gleichung entspricht der Gleichung 3.7. Hieraus bekommen wir das 5**.
Das " bedeutet wieder folgendes: C; = C;/(z%). Cy steht in eckigen Klammern,
da es nur dann erscheint, wenn 0 € ;. Einsetzen in die Differentialgleichung 3.8
liefert

S CilasS - (S—i+ 1)z )+ C =0

=0
Nun wird die Gleichung in eine ganzrationale Form iiberfithrt. Koefhizientenver-
gleich nach verschiedenen Potenzen von z liefert ein lineares Gleichungssystem
fiur die «; iiber Q(z1,...,Zm-1). Die Losungen sind rationale Funktionen, die in
der gesuchten Funktion als frei wéhlbare Parameter vorkommen.
Der Zahler Z der Losung f der urspriinglichen Differentialgleichung ist dann
linear in diesen Parametern.
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3.5.4. Ein Beispiel

An einem linearen partiellen Differentialgleichungssystem in zwei gesuchten Funk-
tionen wollen wir nun den Algorithmus durchfithren. Wir haben damit: u:=
(ul,u?). Diese Funktionen mégen von zwei Variablen abhéngen, also: x:= (z,y).
Nach den vorigen Ausfilhrungen mus unser System S mindestens aus vier Glei-
chungen bestehen, damit sein Lésungsraum endlich-dimensional ist. Wir geben
uns nun S vor und werden dann punktweise den Algorithmus abarbeiten. Da die
Rechnungen bei voller Ausfithrung zu umfangreich werden wiirden, gebe ich fiir
manche Gleichungen nur das Ergebnis an. In dem Beispiel treten nur Ableitungen
erster und zweiter Ordnung auf. Ublicherweise stellt man dann die Ableitungen
dadurch dar, das die Differentiationsvariablen als unterer Index geschrieben wer-
den.

Sei das lineare partielle Differentialgleichungssystem S = (.51, Sa, S3, S4) gegeben
durch:

¥ (y +2)(z + 1)u3 —(z+ 12y + 2y 4+ Dul —z(y+ Dt = 0 S
y(y+2)(z+ Dl +yly+2)u® —z(y+ Dul+ (y+ 1t = 0 S
y(y+ Dup +ul +z(y+u) = 0 S

(y+1ut, = 0 S

Wir wéhlen als Ordnung in den Variablen:
Yy >
Nun zeichnen wir zunachst u? als gesuchte Funktion aus.
1. Schritt: Die Ordnung in den gesuchten Funktionen ist sofort klar:
ul > u?.

Der Standardform-Algorithmus liefert:

(1—|—y)uzlj—|—u1 =0

—:cui + ul =

yly+2)u; —2u*> = 0
—(:c—l—l)ui—u2 =0 55

2. Schritt: Der zweite Algorithmus wird angewandt, um die letzte Gleichung der
Standardform zu lésen. Wir suchen nach einer Lésung u? = Z/N.

(N) Der einzige Primfaktor des fithrenden Koeffizienten ist a = z + 1.
Daraus folgt: N = a™.
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(N1) Vielfachheiten: v; =1 v =0
V=mmn{l-—1,0—-0}=0 und I[={1,0}
(N1) (a) M*:=0, da in unserem Beispiel das Absolutglied Null ist.
(b)

S

— m=1 und M*™ =1

=0

am

— M = maz{M*, M**} =1
—= N=a=2z+1
(2) v*=2Z/(z+1)
(Z1) Die lineare Differentialgleichung fiir Z hat nun die Gestalt:
—(z+1)*Z, = 0. (3.9)

Ansatz fur Z:
Z=az’+ -+ ag
Die o’s hdngen hier noch von y ab.
(22)
Vz=max{2 -1} =1 und Iz={1}

(a) Da auch in diesem Fall ein Absolutglied nicht vorhanden ist, setzt
man S* := 0.

(b)

—(3:2—|—2:c—|—1)a533:s_1—|—---:0
— —a,sz* T 4. =0
—s=0 = 5" =0

— § = max{S*, 5"} =0

:>Z:Oé0

Einsetzen in 3.9 liefert 0 = 0, also bleibt ag(y) als unabhéangiger Pa-
rameter.
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Die rationale Loésung der gewohnlichen Differentialgleichung lautet (Wir

schreiben fiir o kurz a.):
@
2

_:B—I—l'

Da das o noch keine Konstante ist, gehen wir zum 3. Schritt.

3. Schritt: Das Restsystem von SS besteht nur noch aus einer Gleichung. In

diese setzen wir die Losung von u® ein. Wir erhalten die folgende Gleichung:

y(y + 2)ay — 200 = 0.

Dies ist auch wieder eine gewdhnliche Differentialgleichung, deshalb kann
der erste Schritt tibersprungen werden, und wir l6sen sofort diese Gleichung.

_ By
o= —7,
y+2
dabei ist 8 eine Konstante. Wir haben demnach fiir u? die folgende Losung

u? = By
(y+2)(z+1)

Jetzt andern wir die Ordnung in den gesuchten Funktionen:

Die Loésung ist:
erhalten:

u2 > ul.

Die ersten 3 Schritte werden noch einmal in Kurzform angegeben. Der erste
Schritt liefert die Standardform:

yly + 2)u2 —? =
(z + 1)ui T =
(y + 1)u11/ + ul

1 1 _
TUu, —u =

0
0
0
0 SS.

Im 2. Schritt bekommen wir die Lésung der letzten Gleichung

u' = a(y)z.

Einsetzen und Koeflizientenvergleich im 3. Schritt fithren zu der Gleichung
(1+y)oy +a=0.
Die Lésung dieser Gleichung ist
__F
a = )
y+1

wobei 3* nur noch eine Konstante ist. Folgende Lésung haben wir fiir u!

bekommen:
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4. Schritt: Setzen wir die Losungen fiir u! und u? in eine der Standardformen ein,
so sieht man lediglich, das alle Gleichungen erfiillt sind. Also sind § und g*
frei wahlbare Parameter in der Losung von S. Das heist, der Lésungsraum
ist zweidimensional.

Diese Aussage bekommt man auch, wenn in einer der Standardformen die
parametrischen Ableitungen gezahlt werden.
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A. Vorstellung der Programme

Erlauterungen

Es sollen nun Anwendung und Funktionsweise der REDUCE-Programme be-
schrieben werden. Wozu man die einzelnen Prozeduren in den Programmen be-
nutzt und welche Parameter man tibergeben muf, ist in den Prozeduren selbst
hinter dem Schliisselwort comment vermerkt.

Das Ziel war es, ein Programm zu erstellen, das Polynome f in den Variablen z
und y bestimmt, die die Eigenschaft f | Df haben, wobei D der lineare parti-
elle Differentialoperator D = Pd, + Q0, mit P,Q € Clz,y] ist. So entstanden
die beiden im Abschnitt 2.6 dargestellten Moglichkeiten. Der ersten Méglichkeit
entspricht das Programm glsystem.red, der zweiten Moglichkeit das Programm
groebbas.red.

Beide Programme lassen eine Betrachtung von mehreren Operatoren zu. Es ist
dem Nutzer iiberlassen, ob eine Datei eingelesen werden soll oder die Eingabe
von der REDUCE-Oberflache erfolgt. Die Eingabedatel mufl aus zwei Listen be-

stehen, die jeweils die Koeffizientenpolynome P bzw. () enthalten.

Im Programm glsystem.red wird die Suche nach den Polynomen f mit der Pro-
zedur oper(ma,me) gestartet. ma und me sind untere bzw. obere Schranken fiir
den Totalgrad. Das bedeutet, die gesuchten Polynome werden mit einem Total-
grad m angesetzt, der ma < m < me erfiilllt. Desweiteren wird fiir ein Polynom ¢
ein Ansatz mit Totalgrad max{tdeg P,tdeg @} — 1 gemacht. Um solche Ansétze
aufzustellen, wird die Prozedur compoly genutzt. Die verwendeten Koeflizienten
sind fiir f alpha(%,j) und fiir g beta(?,j). Auf den Ansatz von f wird mit der Pro-
zedur opuse der Operator D angewendet. Das Resultat wird mit fg gleichgesetzt.
Koeflizientenvergleich liefert ein Gleichungssystem fiir die alpha(3,5) und beta(3,5).
Dieses Gleichungssystem wird mit der Systemprozedur groebner aus dem Paket
groebner [14], [15] in eine Standardform iiberfithrt und gelést. Die Losung stellt
dann ein System von Bedingungen fiir die alpha(%,j) und beta(t,j) dar.

Die Prozedur test0 entfernt nach jeder abgeschlossenen Suche fiir einen Grad und
einen Operator die triviale Losung aus der Losungsmenge. Die gesamte Suche zu
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einem Operator wird mit der Prozedur poly durchgefiihrt.

Die Ausgabe der Ergebnisse erfolgt im Programm in die Datei ergebnis. Dabei
muf folgendes beachtet werden: Méchte man zu bereits vorhandenen Ergebnis-
sen neue Losungen hinzufiigen, so muf} entweder die Datei ergebnis umbenannt
werden oder man dndert den im Programm angegebenen Namen der Ausgabe-
datei. Dieses komplizierte Vorgehen ist notwendig, da man in REDUCE keine
Ergebnisse an den Inhalt einer Datei anfiigen, sondern vorhandene Inhalt der
Ausgabedatei wird iiberschrieben. Soll die Ausgabe auf den Bildschirm erfolgen,
so ist in der Prozedur oper vor den Schliisselworten out und shut das %-Zeichen
zu setzen.

Die gerade angefithrten Erlauterungen zur Ausgabe sind in gleicher Weise fiir die
Datei groebbas.red giiltig.

Das Ergebnis ist eine Liste von Lésungen. Die Lésungen sind Listen von Gleichun-
gen, die die Bedingungen fiir die Koefhizienten von f und g darstellen. Ist eine
Liste leer, so existiert bis zu diesem Totalgrad nur die triviale Lésung f = const.
Ist in einer Liste ein Koefhizient nicht enthalten, so ist dieser frei wéhlbar in der
Losung und kein weiterer Koeffizient hangt von ihm ab. Ist dagegen ein Koeffizi-
ent frei wahlbar in der Losung und ein anderer Koefhizient abhédngig von diesem,
so setzt REDUCE die Variable arbcomplez ein.

Am Ende der Ergebnisdatei werden die Losungen zu allen eingegebenen Opera-
toren in einer Liste zusammengefafit. Die Datei ergebnis hat zum Beispiel fiir
den Operator D = y0, + 20, das folgende Aussehen:

D = (y)*dx + (x)*dy

Liste der Koeffizienten:{beta(0,0),
alpha(0,0),
alpha(0,1),
alpha(1,0)}

linke Seiten: {beta(0,0)*alpha(0,0),

beta(0,0)*alpha(0,1) - alpha(1,0),
beta(0,0)*alpha(1,0) - alpha(0,1)}

Loesung= {{alpha(1l,0)=arbcomplex(2),alpha(0,1)=alpha(1,0),

alpha(0,0)=0,beta(0,0)=1},
{alpha(l,0)=arbcomplex(1l),alpha(0,1)= - alpha(1,0),
alpha(0,0)=0,beta(0,0)=-1}}

Liste aller Loesungen der Operatoren: {{{alpha(1,0)
=arbcomplex(2),alpha(0,1)=alpha(1,0),alpha(0,0)=0,
beta(0,0)=1},

{alpha(l,0)=arbcomplex(1) ,alpha(0,1)= - alpha(1,0),
alpha(0,0)=0,beta(0,0)=-1}}}
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In der Datei groebbas.red sind Prozeduren implementiert, mit denen sich eine
Grobnerbasis des Ideals < f, Df > berechnen 1at. Dazu rufe man die Prozedur
oper(m) auf, wobei m wieder eine Schranke fiir den Totalgrad der gesuchten
Polynome f darstellt. Es wird mit der Prozedur compoly ein Ansatz fiir f vom
Totalgrad m gebildet und opuse wendet den Operator D auf diesen Ansatz an.
Die Prozedur groepol berechnet nun zu einem Operator D die Grébnerbasis des
obigen Ideals. Dabei nutzt man wieder die Systemprozedur groebner. Wie aus
einer Grobnerbasis das Polynom f errechnet wird, welches f | Df erfiillt, ist
bereits im Abschnitt 2.6 beschrieben.

Die erhaltenen Grobnerbasen werden in die Dateil groeberg ausgegeben. Fiir den
Operator D = 20, + y0, hat die Ausgabedatei folgendes Aussehen:

D = (x)*dx + (y)*dy

Polynom 1. Grades: f = u(1,0)*x + u(0,1)*y + u(0,0)
Df = u(1,0)*x + u(0,1)*y

Loesung: {{u(1,0)*x + u(0,1)*y,u(0,0)}}

Liste der Loesungen fuer alle Operatoren:
{{{u(1,0)*x + u(0,1)*y,u(0,0)}}}

Fiir eine Reihe von Beispieloperatoren wurden Lésungen mit den beiden Pro-
grammen gefunden. Allerdings reichte haufig auch bei kleinen Totalgraden der
Koefhzientenpolynome P und () die Speicherkapazitdt nicht aus bzw. war die
Laufzeit nicht vertretbar. Dies liegt moglicherweise daran, dafl bei wachsendem
Totalgrad des Ansatzes fiir f ,grofle“ algebraische Gleichungssysteme zu lésen
sind, da die Anzahl der Koeffizienten im Ansatz quadratisch mit dem Totalgrad
wachst.

Quelltexte
Datei glsystem.red
load_package groebner;

operator D ;

operator dx ;

for all pl let dx(pl) = df(pl,x) ;
operator dy ;
for all ql let dy(ql) = df(ql,y) ;
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procedure compoly2(n,b) ;
comment Mit dieser Prozedur wird ein vollstaendiges Polynom in den
Variablen x und y mit dem Totalgrad n erzeugt. Der Parameter b stellt
die Bezeichnung fuer die Koeffizienten dar. ;
begin scalar f;
clear b;
operator b;
if n=0 then f:=b(0,0);
if fixp(n) and (n > 0) then

begin
for i:=0 : n do
for j:=0 : i do f := £ +b(i-j,j)*y**j*x*x*x(i-j) ;
end;
return f;

end ;

procedure opin;
comment Mit Hilfe von opin wird der Operator D eingelesen. Da D die
Form P*dx+Q*dy haben soll, brauchen nur P und Q
eingegeben werden.;
begin
write("Bitte vom Operator D nur P und Q eingeben,
da D folgende Gestalt hat:
Pxdx + Q*dy, wobei P und Q Polynome in x und y sind!");
write("P :");
P:=xread(t);
write("Q :");
Q:=xread(t);
return P;
return Q;
end;

procedure oplistin(m);
comment Es ist mit dieser Prozedur moeglich, mehrere
Operatoren einzugeben. ;

begin
pop:={};
qop:={};
for i:=1 : m do
begin
clear P, Q;
opin();
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pop:=append(pop,{P});
qop:=append(qop,{Q});
end;
write(pop,qop);
return pop;
return qop;
end;

procedure oper(ma,me);
comment Mit oper kann fuer eine selbst gewaehlte Anzahl von
Operatoren nach Polynomen f gesucht werden, die
f | Df erfuellen, wobei D=R#dx+S*dy. Dabei wird die
Suche bei Polynomen mit dem Totalgrad ma begonnen. Gibt
es nur triviale Loesungen, so wird der Totalgrad um 1
erhoeht. Die Suche endet bei Polynomen mit Totalgrad me.;
begin scalar zwl, zw2, zw3, losung;
write("Operatoren per Hand eingeben(l) oder Datei einlesen(0)? ");
zw3:=xread(t);
if zw3=1 then
begin
write("Wie viele Operatoren sollen eingelesen werden?") ;
zwl:=xread(t);
oplistin(zwl);
end
else begin
in "c:\reduce\meins\eingabe.red";
zwl:=length(pop);
end;
losung:={};
out ergebnis;
for i:=1 : zwl do
begin
write("D = (",part(pop,i),")*dx + (",part(qop,i),")*dy");
zw2:=poly(ma,me,part(pop,i),part(qop,i));
losung:=append(losung,{zw2});
end;
write('"Liste aller Loesungen der Operatoren: ”,losung);
shut ergebnis;
end;

procedure poly(ma, me, R, S) ;
comment Mit dieser Prozedur sucht man nach Polynomen f, die
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f | Df erfuellen, wobei D=R#dx+S*dy. Dabei wird die
Suche bei Polynomen mit dem Totalgrad ma begonnen. Gibt
es nur triviale Loesungen, so wird der Totalgrad um 1
erhoeht. Die Suche endet bei Polynomen mit Totalgrad me.;
begin scalar z, zwl, zw2, zw3, zw4, zwb, loesung,
zwl, zw8, equations, loes;
unknowns:={x,y};
zw7 :=fulldeg(R,unknowns) ;
zw8:=fulldeg(S,unknowns) ;
if zw7 > zw8
then zw3:=fulldeg(R,unknowns)-1
else zw3:=fulldeg(S,unknowns)-1;
g:=compoly2(zw3,beta);
namel:=cof (g,unknowns) ;
Z:=ma;
while z<me+1 do
begin
zwl:=compoly2(z,alpha);
zw2:=opuse(zwl,R,S);
zwb:=zZwl*g-zZw2;
name?2:=cof (zwl,unknowns) ;
zw6 :=append (namel,name?2) ;
write('"Liste der Koeffizienten:'",zw6);
equations:=cof (zw5,unknowns) ;
write("linke Seiten: '",equations);
torder Gradlex ;
equations:=groebner(equations) ;
loes:=solve(equations,zw6);
zwd:=trivial(rest(name2));
loes:=test0(loes,zw4d);
if loes={} then z:=z+1 else z:=me+1;
end;
write("Loesung= '",loes);
return loes;
end ;

procedure opuse(Pol, P, Q) ;
comment Anwendung des Operators D=P*xdx+(Q*dy
auf ein Polynom Pol.;
begin scalar zwl, zw2, zw3;
zwl:=P*dx(Pol);
zw3:=Q*dy (Pol);
zZw2:=zwl+zwu3;
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return zw2;
end;

procedure fulldeg(R, variab);
comment Es laesst sich mit fulldeg der Totalgrad eines Polynoms
R bzgl. der Variablen, die Elemente der Liste variab sind.;

begin scalar grad;
clear c;
operator c;
if (length(variab) neq 0) then

for i:=1 : length(variab) do R:=sub({part(variab,i)=c(i)*c(0)},R);
grad:=deg(R,c(0));
return grad;
end;

procedure test0(glliste, search);
comment glliste ist eine Liste, deren Elemente Listen
sind. Es wird getestet, ob jedes Element der Liste
search in den einzelnen Elementen von glliste enthalten ist.
Kommen nun alle Elemente von search in einem Element von glliste
vor, so wird dieses Element aus glliste entfernt.
Es wird die reduzierte Liste zurueckgegeben.;
begin scalar zwl, zw2, nliste;
zwl:=glliste;
if (search neq {}) and (glliste neq {}) then
for each x in glliste do
begin
zw2:=0;
nliste:=search;
while (zw2 = 0) and (nliste neq {}) do
if elem(first(nliste),x) = 0 then zw2:=1
else nliste:=rest(nliste);
if zw2=0 then zwl:=rest(zwl)
else zwl:=append(rest(zwl) ,{first(zwl)});
end;
return zwl;
end;

procedure trivial(neu);

comment Diese Prozedur wandelt die Liste neu in eine
Liste von Gleichungen pliste um, deren linke Seiten die
Elemente aus neu und deren rechte Seiten saemtlich Null sind.;
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begin scalar pllist;
pllist:={};
if length(nliste) neq O then
for i:=1 : length(neu) do
pllist:=append(pllist,{part(neu,i) = 0});
return pllist;
end;

procedure elem(y,L);
comment Hier wird getestet, ob ein Element in einer Liste enthalten
ist. Ist das der Fall, so ist der Rueckgabewert 1, andernfalls 0.;
begin
if L={} then return 0;
if y = first(L) then return 1 else return elem(y,rest(L));
end;

procedure cof (0,unknowns) ;
comment Mit der Prozedur cof werden die Koeffizienten des Polynoms O
bzgl. der Variablen, die Elemente der Liste unknowns sind.;
begin scalar zl, z2, name, namel;
name:={07};
z1:=length(unknowns) ;
for i:=1 : z1 do
begin
namel:={};
z2:=length(name) ;
for j:=1 : 22 do
namel:=append(namel,coeff (part(name,j) ,part (unknowns,i)));
name:={};
for j:=1 : length(namel) do
if (part(namel,j) neq 0) then name:=append(name,{part(namel,j)});
end;
return name;
end;

; end ;

Datei groebbas.red

load_package groebner;
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operator D ;

operator dx ;

for all pl let dx(pl) = df(pl,x) ;
operator dy ;
for all ql let dy(ql) = df(ql,y) ;

procedure compoly2(n,b) ;
comment Mit dieser Prozedur wird ein vollstaendiges Polynom in den
Variablen x und y mit dem Totalgrad n erzeugt. Der Parameter b stellt
die Bezeichnung fuer die Koeffizienten dar. ;
begin scalar f;
clear b;
operator b;
if n=0 then f:=b(0,0);
if fixp(n) and (n > 0) then

begin
for i:=0 : n do
for j:=0 : i do f := £ +b(i-j,j)*y**j*x*x*x(i-j) ;
end;
return f;

end ;

procedure opin;
comment Mit Hilfe von opin wird der Operator D eingelesen. Da D die
Form P*dx+Q*dy haben soll, brauchen nur P und Q
eingegeben werden.;
begin
write("Bitte vom Operator D nur P und Q eingeben,
da D folgende Gestalt hat:
Pxdx + Q*dy, wobei P und Q Polynome in x und y sind!");
write("P :");
P:=xread(t);
write("Q :");
Q:=xread(t);
return P;
return Q;
end;

procedure oplistin(m);

comment Es ist mit dieser Prozedur moeglich, mehrere
Operatoren einzugeben. ;
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begin

pop:={3};
qop:={};
for i:=1 : m do
begin
clear P, Q;
opin();

pop :=append (pop,{P});
qop:=append(qop,{Q});
end;
write(pop,qop);
return pop;
return qop;
end;

procedure oper(m);
comment Mit oper wird fuer eine selbst gewaehlte Anzahl von
Operatoren D die Groebnerbasis des Ideals angegeben, das
von einem Polynom f und Df erzeugt wird, wobel die Operatoren
D noch eingegeben werden muessen. f wird dabeil als vollstaendiges
Polynom vom Totalgrad m angesetzt. Es besteht auch die
Moeglichkeit, eine Datei einzulesen, in der Listen von
Koeffizienten fuer D enthalten sind.;
begin scalar zwl, zw2, zw3, 1;
write("Operatoren per Hand eingeben(l) oder Datei einlesen(0)? ");
zw3:=xread(t);
if zw3=1 then
begin
write("Wie viele Operatoren sollen eingegeben werden?") ;
zwl:=xread(t);
oplistin(zwl);
end
else begin
in "d:\reduce\meins\eingabe.red";
zwl:=length(pop);
end;
losung:={};
out groeberg;
for i:=1 : zwl do
begin
write("D = (",part(pop,i),")*dx + (",part(qop,i),")*dy");
zw2:=groepol (m,part (pop,i),part(qop,i));
write("Loesung: ",zw2);
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losung:=append(losung,{zw2});
clear v, w;
end;
write('"Liste der Loesungen fuer alle Operatoren: ")
return losung;
shut groeberg;
end;

procedure groepol(m, R, S);
comment Mit dieser Prozedur wird die Groebnerbasis des Ideals <f,Df>
berechnet. f ist vollstaendiges Polynom vom Grad m und D=R*dx+S*dy.;
begin scalar zwl, zw2, zw3, bas, baslist;
baslist:={};
for i:=1 : m do
begin
clear u;
operator u;
zw3:={};
zwl:=compoly2(m,u);
write("Polynom ",i,". Grades: f = ",zwl);
zw2:=opuse(zwl, R, S);
write("Df = ", zw2);
zw3:=append ({x,y},cof (zwl,{x,y}));
torder Gradlex;
bas:=groebner ({zwl,zw2},zw3);
baslist:=append(baslist,{bas});
end;
return baslist;
end;

procedure opuse(Pol, P, Q) ;
comment Anwendung des Operators D=P*xdx+(Q*dy
auf ein Polynom Pol.;
begin scalar zwl, zw2, zw3;
zwl:=P*dx(Pol);
zw3:=Q*dy (Pol);
zZw2:=zwl+zwu3;
return zw2;
end;

procedure cof (0,unknowns) ;

comment Mit der Prozedur cof werden die Koeffizienten des Polynoms O
bzgl. der Variablen, die Elemente der Liste unknowns sind.;

58



begin scalar zl, z2, name, namel;
name:={07};
z1:=length(unknowns) ;
for i:=1 : z1 do
begin
namel:={};
z2:=length(name) ;
for j:=1 : 22 do
namel:=append(namel,coeff (part(name,j) ,part (unknowns,i)));
name:={};
for j:=1 : length(namel) do
if (part(namel,j) neq 0) then name:=append(name,{part(namel,j)});
end;
return name;
end;

; end ;
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