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1. (4 Punkte)
Für eine Menge Ω 6= ∅ definieren wir auf der Potenzmenge P(Ω) eine “Ad-
dition” durch

A+B := A4B(= (A \B) ∪ (B \ A))

und eine “Multiplikation” durch

A ·B := A ∩B,

A,B ⊂ Ω.
(a) Zeigen Sie das (P(Ω),+, ·) ein kommutativer Ring im Sinne der Algebra
ist.
(b) Zeigen Sie, dass für R ⊂ P(Ω) die folgenden Aussagen äquivalent sind:
(i) R ist ein Ring über Ω im Sinne der Maßtheorie.
(ii) (R,+, ·) ist ein Unterring von (P(Ω),+, ·) im Sinne der Algebra.
(iii) ∅ ∈ R und für alle A,B ∈ R gilt A+B ∈ R, A ∪B ∈ R.

2. (4 Punkte)
(a) Wie kann man für eine Menge Ω 6= ∅ und M ⊂ P(Ω) den von M
erzeugten Ring über Ω definieren?
(b) Setze für M(Ω) (n ∈ N0)

M0 :=M∪ {∅}
Mn := {A \B,A ∪B | A,B ∈Mn−1}.

Zeigen Sie, dass
⋃∞

n=0Mn gleich dem von M erzeugten Ring ist.

3. (4 Punkte)
(a) Seien E ,F ⊂ P(Ω), Ω 6= ∅ eine Menge. Es gelte F ⊂ E . Außerdem sei
jedes Element von E abzählbare Vereinigung von Mengen aus F .
Zeigen Sie, dass dann σΩ(E) = σΩ(F) sein muss.



(b) Gegeben seien eine Menge Ω 6= ∅ und eine Folge A1, A2, . . . von Teilmen-
gen von Ω mit

k, l ∈ N, k 6= l =⇒ Ak ∩ Al = ∅
∞⋃
n=1

An = Ω.

Beschreiben Sie die σ-Algebra

σΩ

(
{A1, A2, . . .}

)
.

4. (4 Punkte)
Sei F eine σ-Algebra über der Menge Ω 6= ∅ und sei M eine Teilmenge von
Ω.
Zeigen Sie:

σΩ

(
F ∪ {M}

)
= {(A ∩M) ∪ (B ∩M c) | A,B ∈ F}.
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