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1. (4 Punkte)
Für einen Maßraum (Ω,F , µ), einen messbaren Raum (E, E) und eine messba-
re Abbildung f : Ω→ E, definieren wir das Bildmaß

f(µ) : E → R+

(von µ unter f) durch

f(µ)(A) = µ(f ∈ A), A ∈ E .

(a) Zeigen Sie, dass
(
E, E , f(µ)

)
ein Maßraum ist.

(b) Sei (D,D) ein weiterer messbarer Raum und g : E → D eine messbare
Abbildung: Zeigen Sie, dass

(g ◦ f)(µ) = g
(
f(µ)

)
gilt.

2. (4 Punkte)
Zeigen Sie: Zu jeder linearen Abbildung T : Rd → Rd gibt es eine reelle Zahl
∆(T ) mit

λd
(
T (B)

)
= ∆(T )λd(B) ∀B ∈ B(Rd).

(Dabei bezeichnet λd das Lebesgue-Borelsche Maß auf
(
Rd,B(Rd)

)
.)

3. (4 Punkte)
Sei (fn)n∈N eine Folge messbarer numerischer Funktionen auf dem Maßraum
(Ω,F , µ) mit fn ≥ 0 ∀n ∈ N.
Zeigen Sie, dass

∑∞
n=1 fn eine messbare numerische Funktion auf (Ω,F , µ)

ist und dass gilt: ∫ ( ∞∑
n=1

fn
)
dµ =

∞∑
n=1

∫
fndµ.

4. (4 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe des Resultats aus Aufgabe 3:
Für eine Doppelfolge (an,m)n,m∈N in R+ gilt:

∞∑
n=1

∞∑
m=1

an,m =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

an,m


