
Übungen Wahrscheinlichkeitstheorie
Blatt 9

WS 2017/2018
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1. Sei X0, X1, . . . eine Folge integrierbarer Zufallsvariablen. Setze Sn =
∑n

l=0Xk und
betrachte die Filtration Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn).
(a) Es gelte

E(X0) = 0; E(Xn+1 |X0, X1, . . . , Xn) = 0 f.s.

Zeigen Sie, dass (Sn)n∈N0
ein Martingal bzgl. Fn ist.

(b) Nun gelte

E(X0) ≥ 0; E(Xn+1 |X0, X1, . . . , Xn) ≥ 0 f.s.

Zeigen Sie, dass (Sn)n∈N0
bzgl. Fn ein Submartingal ist.

2. Gegeben sei ein Martingal (Xn)n∈N0
bzgl. einer Filtration (Fn)n∈N0

. Außerdem sei eine
an die Filtration Fn adaptierte Folge Y1, Y2, . . . von beschränkten Zufallsvariablen gegeben
(d.h. Yn ist Fn-messbar).
Zeigen Sie, dass durch

Z0 : = X0

Z1 : = X1

Zn+1 : = Zn + Yn(Xn+1 −Xn)

ein Martingal bzgl. Fn definiert wird.

3. Sei X1, X2, . . . eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit X1 ∼
N(0, 1). Wir setzen

Sn = X1 + . . .+Xn; S0 = 0

und
Yn = exp(Sn −

n

2
)

Zeigen Sie, dass (Yn)n∈N0
bzgl. der Filtration

Fn = σ(X1, . . . Xn); F0 = {∅,Ω}

ein Martingal ist.

4. Sei X1, X2, . . . eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit X1 ∼
N(0, 4).
Gesucht sind Konstanten cn ∈ R, so dass

Y0 = 1

Yn = eX1+...+Xn−cn , n ∈ N

ein Martingal ist bzgl. der Filtration σ(X1, . . . , Xn).


