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Kurzdarstellung

Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind von groflem Interesse fiir die theoretische Physik,
wie etwa in der Allgemeinen Relativitatstheorie oder der Quantenfeldtheorie auf einer
gekrimmten Raumzeit. In dieser Arbeit soll das Verhalten von Differentialformen
auf Mannigfaltigkeiten untersucht werden. Dariiber hinaus wird die Integrations-
theorie von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten vorgestellt. Die Darstellung
dieser Sachverhalte findet ihre Anwendung in einer koordinatenfreien Formulierung
der Maxwell-Gleichungen.
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Einleitung

Die Postulierung der Maxwell-Gleichungen stellt die Grundannahme zur Beschrei-
bung von Phanomenen innerhalb der Elektrodynamik dar. Die klassische Formulierung
der Maxwell-Gesetze nimmt dabei Bezug auf die Koordinaten des jeweiligen Iner-
tialsystems, in dem diese gelten sollen. Ist man darum bestrebt, eine koordinaten-
freie Formulierung der Maxwell-Gleichung anzugeben, so bedient man sich dabei
der Theorie von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten. Manche Observablen der
Elektrodynamik sind durch Integration gewisser Grundgréfien definiert. Daher ist die
Etablierung einer Integrationstheorie fiir Differentialformen unerlasslich, um einen
koordinatenfreien Formalismus der Elektrodynamik zu erhalten. Die Integrationsthe-
orie von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten mit Rand findet ihr wichtigstes
Resultat in dem Integralsatz von Stokes.

In dieser Arbeit wird vorausgesetzt, dass eine gewisse Grundvertrautheit mit gén-
gigen Konzepten der Differentialgeometrie besteht, wie sie etwa in Einfithrungsvor-
lesungen zu diesem Themengebiet gelehrt werden. In den ersten drei Kapiteln dieser
Arbeit werden die Grundlagen zum Verstandnis von Differentialformen auf Mannig-
faltigkeiten gelegt. Darauf aufbauend wird die Integrationstheorie auf orientierten,
kompakten Mannigfaltigkeiten mit Rand entwickelt. Dazu muss erklért werden, wie
es moglich ist, einen Orientierungsbegriff auf einer Mannigfaltigkeit einzufiihren. Dies
soll im vierten Kapitel geschehen. Darauf folgt eine Diskussion von Mannigfaltigkeiten
mit Rand. Die Darstellung fiihrt im sechsten Kapitel auf den Integralsatz von Stokes.
Im siebten Kapitel der Arbeit werden die Grundziige Riemannscher und pseudo-
Riemannscher Mannigfaltigkeiten vorgestellt. Im Speziellen wird hier der Hodge-*-
Operator und die Koableitung eingefiihrt.

Die Auswahl der vorgestellten Themen ist so gestaltet, dass es moglich ist, aus
der allgemeinen Theorie heraus, die Maxwell-Gleichungen in ihrer klassischen For-
mulierungen als einen Spezialfall zu verstehen. Dies soll im achten Kapitel vollzogen
werden und dariiber hinaus wird die Lorentz-Invarianz der Maxwell-Gleichungen
gezeigt. Hat man die klassischen Maxwell-Gleichungen als einen Spezialfall verstanden,
so ist man im Stande eine sofortige Verallgemeinerung anzugeben. Der mogliche
Gewinn konnte darin bestehen, eine , geometrisierte Fassung der Elektrodynamik
vorliegen zu haben. Ist demnach der Schritt hin zu Methoden der Differentialgeomtrie
vollzogen, so gelingt es, die Maxwell-Gleichungen und damit die Elektrodynamik in
bestehende Theorien der modernen Physik ,einzubetten®. Dies bezieht sich etwa auf
einen einheitlichen, zugrunde liegenden differentialgeometrischen Formalismus, wie er
etwa in der Allgemeinen Relativitdtstheorie oder in Eichtheorien der Teilchenphysik
verwendet wird.

Auch wenn die Arbeit im Titel einen Hinweis auf Anwendung in der Physik tragt, so
dient dies lediglich zur Motivation, allgemeingiiltige, differentialgeometrische Method-
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en vorzustellen. Die differentialgeometrische Formulierung der Maxwell-Gleichungen
ist daher hochstens als Richtungsweisung zu verstehen, denn der Integralsatz von
Stokes ist von ganz eigener, wichtiger Bedeutung fiir die Differentialgeometrie. In-
sofern ist die vorliegende Arbeit um eine gewisse Allgemeingiiltigkeit in ihren Aus-
sagen bemiiht und die Maxwell-Gleichungen sollen tatséchlich nur als ein mathema-
tischer Spezialfall verstanden werden.

Ist man ausschliefllich an einer differentialgeometrischen Fassung der Maxwell-
Gleichungen interessiert, dann reicht es aus, sich ein gewisses Grundwissen {iber
Differentialformen aus den ersten drei Kapiteln der Arbeit anzueignen und Teile des
vierten Kapitels zu verstehen, damit die Einfithrung der Riemannschen Volumen-
form im siebten Kapitel sinnvoll ist. Die wichtigsten Resultate, zum Verstédndnis der
koordinatenfreien Formulierung der Maxwell-Gleichungen, liegen im siebten Kapitel
begriindet. Damit dringt man ganz ohne den Integralsatz von Stokes zu diesem
Ergebnis vor. Der Integralsatz von Stokes wird erst fiir die klassischen Integralsatze
wichtig.



1 Tensoren auf Vektorraumen

Ein wesentliches Merkmal der Theorie glatter Mannigfaltigkeiten besteht darin, Kon-
zepte der linearen Algebra lokal einzubetten. Damit soll gemeint sein, dass fiir Man-
nigfaltigkeiten der zugehorige Tangentialraum stets ein Vektorraum ist. Hat man
also den Tensorbegriff auf einem Vektorraum V etablieren konnen, so kann der
Tangentialraum die Rolle von V' annehmen. Unter Verwendung der Eigenschaften
eines Vektorbtindels ist damit die Moglichkeit geschaffen, Tensorfelder oder spezieller
Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit zu erkldren, was in Abschnitt 7.1 und
Kapitel 2 ndher untersucht wird.

Im Folgenden soll naher auf den Begriff multilinearer Funktionen und deren Eigen-
schaften eingegangen werden. Die Darstellung des Sachverhaltes folgt in etwa [AMRO1,
Kapitel 6] und [Tul0, Kapitel 3]. Die mitunter sehr technisch anmutenden Beweise
sollen auf ein Minimum reduziert sein und es wird an den entsprechenden Stellen auf
die jeweilige Fachliteratur verwiesen.

1.1 Kovektoren

Seien V und W Vektorrdume tiber R und L(V; W) bezeichne den Vektorraum aller
linearen Abbildungen f: V — W. Der Vektorraum aller reellwertigen, linearen Ab-
bildungen auf V' wird der duale Raum von V genannt und mit V* bezeichnet:

V= L(V;R). (1.1)

Man bezeichnet die Elemente von V* auch als Kovektoren von V.

Im weiteren Verlauf des Kapitels wird V' als endlich dimensionaler Vektorraum
Element v aus V eindeutig als eine Linearkombination v = 37, v’e; darstellen, wobei
vt € R. Mit ¢': V — R soll die i-te Koordinatenfunktion bezeichnet werden, definiert
durch

g'(v) =o' (1.2)
fir i € {1,...,n}. Mit dieser Funktionsvorschrift wird fir i,5 € {1,...,n} & charak-
terisiert durch

; ; 1 firi=y
g'e;) = 5]' = . . (1.3)
0 fird#j.

.....

eine Basis fir V*. Daher gilt dim V* = dim V.
Beweis. [Tul0, Proposition 3.1] O
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.....

Arbeit sollen Basiskovektoren stets mit oberen Indizes belegt werden und Komponen-
ten eines Kovektors beziiglich einer Basis mit unteren Indizes. Entsprechendes soll fiir
Vektoren vereinbart werden; Komponenten eines Vektors beziiglich einer Basis tragen
den Index oben und Basisvektoren den Index unten. Dies hat ihren Ursprung in der
Einsteinschen Summenkonvention, die in dieser Arbeit jedoch nicht verwendet wird.
Summen iiber den jeweiligen Index werden stets kenntlich gemacht.

Ein wichtiges Hilfsmittel in der Charakterisierung von Tensoren ist der zweite duale
Raum V** = (V*)*. Jeder Vektorraum kann auf natiirliche Weise mit seinem zweiten
Dual identifiziert werden; fiir jeden Vektor v € V' definiere man ein lineares Funktional
£(v): V* — R durch

E)(w) =wv) firweV". (1.4)
Es ist offensichtlich, dass {(v) € V** und dass die Abbildung £: V' — V** linear ist.

Damit kann man nun folgendes Resultat beweisen:

Satz 1.1.2. Fiir jeden endlich dimensionalen Vektorraum V ist die Abbildung &: 'V —
V** ein Isomorphismus.

Beweis. Da dim V' = dim V** muss lediglich gezeigt werden, dass £ injektiv ist. Da
¢ eine lineare Abbildung ist, ist sie durch Wirkung auf die Basiselemente aus der

.....

-----

§w)(e) =¢'(v) =¢'(er) = 1. (1.5)

Entsprechendes gilt fiir die anderen Basiselemente. ]

1.2 Multilineare Algebra

Entgegen dem Zugang beschrieben in [Leel2, Kapitel 12] soll auf die algebraische
Konstruktion des Tensorproduktes von Vektorrdumen hier verzichtet werden und es
wird stattdessen ein eher pragmatischer Zugang gewahlt, wie er etwa in [AMRO1,
Kapitel 6] beschrieben wird.

Fur k& € N bezeichne V] x - - - x V}, das k-fache kartesische Produkt fiir Vektorraume
V; iber R. Eine Abbildung

FiVix--xVi >R (1.6)

wird k-multilinear genannt, sofern sie linear in jedem ihrer & Argumente ist. Der
Vektorraum all jener Funktionen soll durch L*(V4, ..., Vi; R) gekennzeichnet werden.
Wie immer sei V;, als endlich dimensionaler Vektorraum iiber R vorausgesetzt. Fiir
die folgende Definition sei daran erinnert, dass aus den Bemerkungen in [AMRO1,
Proposition 2.2.9] leicht einzusehender Isomorphismus hervorgeht

LFVa, . Vi R) 2 LF (Vo ..o Vo R) (1.7)



1.2 Multilineare Algebra

fir jede Permutation o von {1,...,k}.

Definition 1.2.1 . Fur einen Vektorraum V setze man

S

Tr(V) = L™(V*, ..., V*,V,...,V:R). (1.8)
—— e N——

r-fach s-fach

Elemente des Raumes T7 (V') werden Tensoren auf V', kontravariant von Ordnung r
und kovariant von Ordnung s oder kurz vom Typ (r, s) bezeichnet.

Sei t; € T;1(V) und t, € T;2(V), dann ist das Tensorprodukt von t; mit t;
folgendermafien als Tensor t; ® to € To72 (V) erklért

S1+82
(L @t)(Vh, . v wh W v, U, W -, W)
=tV U g (W W W, ws,). (1.9)

Aus der Multilinearitat von ¢; und ¢, ist ersichtlich, dass t; ® t5 selbst wieder linear
von jedem Argument v*,w’ € V* und v, w; € V abhingt und somit tatsichlich ein
Element von T;572(V) darstellt.

Satz 1.2.2 (Basis fiir Tensoren). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Falls
{eiticq,..ny CV eine Basis fir V ist und {e'}ieq1,. .0y € V* die duale Basis fir V*,
dann ist

{en@0e e @k

il,...,ir,jl,...,jse{1,...,n}} (1.10)
eine Basis fir TT (V) und somit ist dim T7 (V') = n"**.
Beweis. [AMRO1, Proposition 6.1.2] O

Damit kann also jeder Tensor ¢t € T (V') geschrieben werden als

t= > tE™, T ey e e @R, R @ ® e (1.11)
Jedeelh

mit den Koeflizienten

firir (et e e e, (1.12)

J1---Js

Unter Verwendung der Tatsache, dass V** mit V' identifiziert werden kann und der
Aussage aus [AMRO1, Proposition 2.2.9], bestimmt man folgende Spezialfille

Ly(V)=V, (V)
ny)=v:, T(V)

L(V; V™), (1.13)
L(V;V). (1.14)

Um spéter den Hodge-*-Operator einfiihren zu kénnen, wird noch der Begriff des
assoziierten Tensors. benotigt.

Angenommen V sei ein n-dimensionaler Vektorraum, ausgestattet mit einem in-
neren Produkt (,) = ¢g: V' x V — R und {e;}icq1,..ny C V sei eine Basis fiir V, mit
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zugehoriger dualer Basis {Si}ie{l,...,n}- Dann kann mit Hilfe des inneren Produkts g
fiir beliebiges v € V' folgender Isomorphismus §: V — V* etabliert werden

J(v)(w) =g(v,w) firwelV. (1.15)
Man stellt fest, dass § tatséchlich injektiv ist, denn §(v) = 0 fir v € V' impliziert
0=g(v)(v) = (v,0), (1.16)

woraus wiederum v = 0 folgt. Aus Dimensionsgriinden ist § daher bijektiv. Fiir
g € T9(V) kann man schreiben g = 3, ; gi;6' ® €7, wobei g;; = g(e;, €;). Somit gilt
g(v)(w) = Z > gigv'n, (1.17)
woraus folgt, dass der Kovektor §(v) die Darstellung
g0) =" > gyv'e (1.18)
i=1j=1
besitzt. Fir gewohnlich schreibt man fiir die Komponenten des Kovektors §(v)

g(v) => v;e!,  wobei v; = g, (1.19)
=1 i=1

Daher sagt man auch, dass man §(v) aus v erhilt, indem man den Index erniedrigt.
Gelegentlich wird auch die Notation v” fiir §(v) verwendet.

Es soll nun die inverse Abbildung §~': V* — V betrachtet werden. Falls [g;;] die
Matrix fiir g beztiglich der Basis {ei}ie{17,,,7n} darstellt!, dann wird die hierzu inverse
Matrix durch [¢¥] notiert. Da g ein Isomorphismus ist, existiert [¢”/] und [¢¥] ist
somit die Matrixdarstellung von §~!. Man erhélt also

29795 = 2_ 959" = 0. (1.20)
j=1 3=1
Wie oben stellt man fest, dass fir w € V*, der Vektor §~'(w) die Darstellung besitzt

g (w) =Y we;, wobeiw =Y g w;. (1.21)
i=1

J=1

A

G (w) wird meistens auch durch w* notiert. Damit kann man nun, wie in der theo-
retischen Physik tiblich, Indizes heben und senken. Sei zum Beispiel ¢ € T3 (V), dann

'Es soll die Notation verwendet werden, dass [A;;] fiir die Matrix steht, deren (i, j)-ter Eintrag
gleich A;; ist, also [Ay;] = (Aij)ic(1,... .k} je{1,....0}



1.3 Symmetrische und alternierende Tensoren

definiert man den assoziierten Tensor ¢’ € T} (V') durch
t'(e,a) =tle,a?) fireeV,aecV* (1.22)
Die Komponenten sind dann gegeben durch
(¢ =t(eie’) = (ez,< 7))
T

k=11=1

=Y g"t(es, er) = Z K ige. (1.23)
k=1

3

Man beachte die Indexstellung in (#);/ im Gegensatz zu ('), was aus t'(a,e) =
t(a¥ e) hervorgeht. Im Allgemeinen muss nicht t(e,af) = t(af e) gelten, was im
néchsten Abschnitt ndher beleuchtet wird. Um ein tiefer gehendes Verstédndnis der
Thematik, wie dem Heben und Senken von Indizes unter Beachtung der jeweiligen
Indexposition, sei auf die reichhaltige Darstellung dieses Sachverhaltes in [Lee09,
Abschnitt 7.1] und [Lee09, Abschnitt 7.6] verwiesen.

Gelegentlich wird im Folgenden einfach nur von , Tensoren“ gesprochen und man
meint eigentlich damit kovariante Tensoren, um sie willkiirlich gegentiiber den kon-
travarianten auszuzeichnen. Kontravariante Tensoren spielen erst wieder bei der Be-
handlung von Riemannschen Mannigfaltigkeiten eine Rolle.

1.3 Symmetrische und alternierende Tensoren

Fir k € N sei Sy die Gruppe aller Permuationen der Menge {1,...,k}. Eine Per-
mutation der Menge A := {1,...,k} ist eine Bijektion 0: A — A. Es sei daran
erinnert, dass jede Permuation als eine Komposition von Transpositionen geschrieben
werden kann. Die Transposition, welche ¢ und j miteinander vertauscht, wird als
(i, 7) notiert. Dartiber hinaus gilt sogar, dass jede Permutation als Komposition von
Transpositionen des Types (i,7 + 1) geschrieben werden kann. Die Transposition
(i,1+2) lasst sich etwa zerlegen in (i,i4+2) = (i,i+1)o(i+1,i4+2)o (i, +1). Somit
kann das Signum sgn(o) einer Permuation o € Sy, festgelegt werden:

sgn: S, — {£1}, (1.24)

ist ein Homomorphismus, also sgn(oo7) = sgn(o) osgn(7), welche jede Transposition
auf —1 abbildet. Ist demnach das Signum einer Permuation negativ, dann zerfallt die
Permuation in eine ungerade Anzahl von Transpositionen.

Definition 1.3.1. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum. Ein kovarianter k-
Tensor f auf V heiBlt symmetrisch, falls fiir jede endliche Familie {v;}icq1,.6p €V
gilt

(O-f)<vl7 R 7Uk) = f(UU(1)7 R JUO'(k')) = f(vla R 7Uk) (125)
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fiir alle Permutationen o € Sy,. f € TY(V) heiBt alternierend, falls fiir jede endliche
Familie {v;}icq1,. 5y €V gilt

.....

f(UO'(l)7 s 7vo(k)) = (Sgn U>f<vla R 7Uk) (126)
fur alle o € S.

Der Vektorraum aller alternierenden (bzw. symmetrischen), k-multilinearen Ab-
bildungen wird durch Ax(V) (bzw. X% (V') symbolisiert. Die Elemente des Raumes
Ak (V') werden ausgezeichnet und nennt diese k-Kovektoren oder auch Multikovektoren
vom Grad k.

Der Raum TQ(V) zerféllt also in zwei disjunkte Riume, bestehend aus symm-
metrischen und aus alternierenden k-Tensoren. Es besteht die Moglichkeit mit Hilfe
von Abbildungen einen k-Tensor auf den jeweiligen Raum zu projizieren. Das heift,
man definiert einen Symmetrisierungsoperator S: Tp (V) — X (V) fir f € TX(V)

1
Sf=— of. (1.27)

7
k! €Sk

Der Alternierungsoperator A: TR(V) — Ag(V) ist fiir f € T2(V) definiert durch

Af= ]il > (sgno)af. (1.28)

*o€Sk

Bei der Definition des jeweiligen Projektionsoperators ist Vorsicht geboten. Es herr-
schen unterschiedliche Konventionen vor, die sich spéater auf die Definition des Keil-
produktes auswirken. Wir folgen hier der Konvention von [Leel2] entgegen der von
[Tul0], welche den Vorteil hat, dass Af = f genau dann, wenn f € Ag(V) und
entsprechendes fiir den Symmetrisierungsoperator S. Letztlich folgen jedoch beide
Werke der sogenannten Determinantenkonvention (siehe hierzu (1.39) und die Erk-
ldrung hierfiir auf [Leel2, Seite 358]).
Die Abbildungen A und S erfiillen unter anderem folgende Eigenschaft:

Satz 1.3.2. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum V und f € TP(V), dann
qgilt

(1) Die k-multilineare Funktion Sf ist symmetrisch.
(2) Die k-multilineare Funktion A f ist alternierend.

Beweis. [Tul0, Proposition 3.12] O

Bevor nun ndher auf die Konstruktion der aufleren Algebra eingegangen werden
soll, sei noch das symmetrische Produkt erwahnt; seien f € Xy (V) und f € X (V),
dann ist das symmetrische Produkt der (k 4 [)-Tensor fg, gegeben durch

fg=5(f®yg). (1.29)



1.4 Algebra der alternierenden Tensoren

Als Spezialfall, falls f und g Kovektoren sind, gilt

fog=3f®g+g®/f). (1.30)

1.4 Algebra der alternierenden Tensoren
Es soll nun das Keilprodukt

definiert werden. Wenn etwa k = [ = 1, dann ist (fAg)(v,v") = f(v)g(v') —g(v) f(V').
Das Keilprodukt soll so beschaffen sein, dass es nicht aus dem Vektorraum der
alternierenden Tensoren herausfithren soll.

Definition 1.4.1. Sei f € Ax(V) und g € A;(V), dann ist deren Keilprodukt f A g
als der (k + )-Kovektor definiert zu

(k+1)!
!

Lemma 1.4.2. Wenn f € Ap(V) und g € Ai(V'), dann ist f N g € Api (V).

fAg= A(f®@g) (1.32)

Beweis. [Tul0, Proposition 3.12] O

Die auftretenden Faktoren in (1.32) sind sehr unhandlich. Man erkennt jedoch,
dass man Redundanzen in der Definition des Keilproduktes vermeiden kann. Dazu
sei das Keilprodukt noch einmal explizit ausgeschrieben

1
(fAg)(v1,. .. 0psy) = T Z (sgn o) f(Vo(1), - - s Vo)) I (Va(kt1)s - - > Volkti))-

C0ESK4

(1.33)
Dabei féllt auf, dass jede Indexwahl z.B. in f(vs), ..., Vsk)) durch Vertauschung
in eine streng wachsende Anordnung der Indizes gebracht werden kann. Da es k!
Vertauschungen sind, die sich einzig auf die Argumente von f auswirken und die
Argumente von ¢ unbertihrt lassen, sind es stets k! Indexauswahlen, die stets durch
Vertauschung zu einer strikt wachsenden Indexanordnung umgeformt werden kénnen.
Mit der folgenden Definition wird sich die Berechnung des Keilproduktes vereinfachen.

Definition 1.4.3 . Eine (k,1)- Verschiebung o € Sk, ist eine Permuation von
{1,...,k 41} mit der Eigenschaft

ol)<---<o(k) und o(k+1)<---<o(k+1). (1.34)

Die Menge aller (k,l)-Verschiebungen wird mit S(k, 1) bezeichnet. Es ist klar, dass
eine (k,[)-Verschiebung eindeutig festgelegt ist durch die Angabe der Menge
{o(1),...,0(k)} und somit ist die Kardinalitat von S(k,!1) gleich n!/k!(n — k)!.



1 Tensoren auf Vektorraumen

Folgerung 1.4.4. Fir f € Ap(V) und g € A(V') gilt

(f N g)(vl, ... 7Uk+l) = Z (sgn U)f(vg(l), - ,Ug(k))g(vg(kJrl), - ,’Ug(kJrl)). (135)
oeS(k,l)

Mit dieser Folgerung ist ersichtlich, dass f A g nun nur noch eine Summe von (k;l)
Termen ist, statt (k + [)!-Termen.

Satz 1.4.5 (Eigenschaften des Keilproduktes). Seien f, f',g,¢4' und h Multi-
kovektoren eines endlichdimensionalen Vektorraums V.

(1) BILINEARITAT: Fir a,a’ € R gilt

(af +d' fYNg=a(f Ng)+d(f Ng), (1.36a)
fA(ag+dyg)=alfNg)+d(fNg) (1.36b)

(2) ANTIKOMMUTATIVITAT: Fir f € Ag(V) und g € A(V), gilt
frg=(=D"gAf. (1.37)
(3) ASSOZIATIVITAT: Fir f € Ap(V), g € Al(V) und h € A, (V), gilt

fA(GAR)=(fNg)Nh. (1.38)

.....

.....

(' Ao AERY vy, . o) = det]ef(vy)]. (1.39)

Beweis. Die Bilinearitdt des Keilproduktes ergibt sich sofort aus der Definition 1.4.1.
Die restlichen Aussagen sind mit einem eher technischen Aufwand verbunden, daher
der Verweis [TulO, Proposition 3.12] fiir (2), [TulO, Proposition 3.25] fiir (3) und
[Tul0, Proposition 3.27] fur (4). O

Man beachte, dass die Assoziativitdt des Keilproduktes es gestattet, statt (f A
g) N\ h einfach f A g A h zu schreiben. Diese Aussage lasst sich auf beliebig viele
Faktoren verallgemeinern und somit ist die Teilaussage (4) des Satzes 1.4.5 auch
tatsachlich wohldefiniert. Des Weiteren gestattet diese Teilaussage, folgendes Lemma
zu formulieren.
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torraum V. Dann sind dquivalent:

(a) (e'A---AEF)#£0

-----



1.4 Algebra der alternierenden Tensoren

Beweis. Die Richtung (a) = (b) wird indirekt gezeigt. Das heifit angenommen die

~~~~~

bination der anderen. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit, darf man annehmen,
dass

k-1
eh =3 el (1.40)
i=1

In dem Keilprodukt ' A- - -Ae*"IA(ZE ! ¢;e?) treten in jedem Term sich wiederholende
Indizes auf. Aus der Eigenschaft alternierend zu sein, ist daher

(e'An---nEM) =0. (1.41)

einer Basis ¢!, ..., ¢&"

Basis, dann gilt nach Teilaussage (4) des Satzes 1.4.5

-----

(' A NERY vy, ) = detlef(v))] = det[cs;] = 1. (1.42)

Damit ist (e A --- Ae¥) # 0, da (¢! A -+ A eF) als k-multilineare Funktion durch
Wirkung auf die Basis eindeutig festgelegt ist. Damit folgt (a) aus (b). ]

Eine Algebra A iiber einem Koérper K mit der Multiplikation py: A x A — A
wird als graduiert bezeichnet, sofern sie als eine direkte Summe A = @), Ar von
Vektorrdumen Ay, iiber K geschrieben werden kann und fiir die Multiplikation p gilt
w(Ag, A;) € Agyy. Die Schreibweise A = @52, Ax = Pren Ax bedeutet, dass

@ A = {{@k}keN € H Ap

keN keN

ar = 0 fiir alle bis auf endlich viele &k } (1.43)

und
H A = { {ak}keN ‘ ap € A } (144)
keN
Damit kann also jedes von Null verschiedene Element a aus A eindeutig als ein
endliches Tupel geschrieben werden

a=(ai,...,a,,), wobeia; #0¢&A,;. (1.45)

Meistens wird a € A nicht als endliches Tupel (a;,, ..., a;,,) geschrieben, sondern als
eine endliche Summe a;, + - - - 4+ a;,,. Die Vektorraumstruktur auf A wird dann kom-
ponentenweise erklart und das Produkt g ist distributiv beziiglich dieser Addition.
Eine graduierte Algebra A = @7, Ay ist antikommutativ, falls fiir alle a € Aj, und
be A gilt

pla,b) = (1) (b, ). (1.46)
Elementen des Vektorraums A, wird der Grad k zugesprochen. Ein Homomorphismus
von graduierten Algebren ist damit ein Algebrahomomorphismus, der den Grad erhélt.



1 Tensoren auf Vektorraumen

Fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V' gilt, dass Ax(V) =0 falls £ > dim V. In

)))))

Multilinearitat erkennt man

flor,...,0p) = f (Zn:(vl)iei, ce zn:(vk)iei> = %:vjf(ejl, € )s (1.47)

i=1 i=1
wobei v/ = (vy)7* - - (v)’*. Nach Voraussetzung gilt k£ > n und somit existiert fiir
jeden Summanden mindestens eine Wiederholung unter den Elementen e;, ..., ¢e;

und nach Definition 1.3.1 ist f(e;,,...,e;,) = 0 fir jede Indexwahl J.
Im folgenden Sinne kann

A(V) = @Am - ;éAm (1.48)

als graduierte Algebra aufgefasst werden. Es ist klar, dass Ax(V') einen Vektorraum
tiber R bildet. Das kann man z.B. mit dem Alternierungsoperator A : TP(V) — A (V)
einsehen. Das Keilprodukt aus Definition 1.4.1 besitzt die Eigenschaft eine Abbildung
von Ag(V) x A(V) nach Ay (V) darzustellen. Dabei soll vereinbart werden, dass
Ap(V) = R gesetzt wird und mittels der Vektorraumstruktur auf A;(V') kann das
Keilprodukt fiir Ag(V) x A)(V) erweitert werden. Mit dem Keilprodukt der Multi-
kovektoren als Produkt und den Teilaussagen (1), (2) und (3) des Satzes 1.5.2 hat
man fast alles in der Hand, um A, (V') als eine antikommutative, graduierte Algebra
zu identifizieren. Das Keilprodukt auf A.(V) x A.(V) — A.(V) wird nun so erklért,
dass es bilinear ist und damit dem Distributivitatsgesetz gentigt. Das heifit also fiir
fy9 € Au(V) mit

f=h+ -+l ficA(V)udg=gi+---+g, g¢cA,V) (1.49)
setzt man (siehe hierzu [Boo86, Folgerung 6.7])
ko
fAg=Y > fing: (1.50)
i=1j=1

Mit dieser Festlegung kann man nun schlussendlich erkennen:

Folgerung 1.4.7. Der Vektorraum A.(V) = @}_, Ax(V) bildet mit dem Keilpro-
dukt eine antikommutative, graduierte Algebra tiber R, die auch als die alternierende
Algebra beziiglich V' bezeichnet wird.

1.5 Eine Basis fir k-Kovektoren

,,,,,

{e'}ieq1,...ny die hierzu duale Basis in V*. Es wurde bereits herausgestellt, dass

77777

@iy Ax(V) eine ganz spezielle Algebrastruktur tragt. Es wire nun wiinschenswert

Sei {ei}ie{l ny eine Basis fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V' iiber R und
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1.5 FEine Basis fiir k-Kovektoren

zudem eine Basis fiir Ax(V') angeben zu kénnen. Aus Lemma 1.4.6 gehen mogliche
Kandidaten hierfiir hervor.
Es soll folgende Schreibweise verwendet werden. Es bezeichne fiir k,n € N mit

k<n

Ie D ={{i,...,i} |Vie{l,....k}:i;€{1,...,n} } (1.51)
einen Multiindex der Linge k und zusétzlich fir einen streng wachsend angeordneten
Multiindex der Ldinge k

[€ oni={{ir,... ik} € Iyn |in < -+ <i }. (1.52)

Mit dieser Notation steht e; abkiirzend fiir {e;, }i;cr, wobei I € Ijp. el steht stell-
vertretend fiir € A -+ A e’ wobei I = {iy,... i} € Ijn.

----------

bezeichne die hierzu duale Basis fiir den Dualraum V*. Dann gilt fir alle I,Je fkn

1 falls T =J,
_ L Jalls T=, (1.53)
0 falls I #J.

I, _
gep=29

Sy~

Beweis. Fir I = J € I, folgt die Aussage aus (1.39), wonach [¢?(e;)] die Einheits-
matrix darstellt, deren Determinante gleich 1 ist.
Im Fall I # J € I, existiert ein iy, so dass

1=J1, 41 =Ji—1, W F Jis - - - (1.54)

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann nun angenommen werden, dass i < j;.
Aufgrund der streng wachsenden Anordnung der Indizes ist iy # j; fiir alle | €
{1,...,k} und nach (1.39) ist die I-te Zeile der Matrix [¢'(e;)] ausschlieBlich durch
Nullen besetzt. Somit folgt det[e(e;)] = 0. O

Es soll folgende modifizierte Summe eingefiihrt werden, um eine kompakte Notation

zu gewahrleisten .
Z,C]EI => cyel. (1.55)
1

I€l,

Satz 1.5.2 (Basis fiir k-Kovektoren). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Die

hierzu duale Basis. Danngilt fir k <n, dass die Familie
¢ .= {El}féfk,n ={e" A A Eik}{il (1.56)
eine Basis fir den Vektorraum Ay(V') bildet.

Beweis. Es soll zunéchst die lineare Unabhéngigkeit gezeigt werden. Angenommen
es gilt Y7 ¢z’ = 0 fiir ¢; € R. Wendet man beide Seiten der Gleichungen auf e 7 an

11



1 Tensoren auf Vektorraumen

und nutzt die Aussage des Lemmas 1.5.1, so erhilt man

0= Z/cjsl(ej) = Z/C]5§: Cj. (1.57)

1 1

Dies beweist die lineare Unabhangigkeit der el. Es soll gezeigt werden, dass die f
den Raum Ay (V) erzeugen. Dazu sei f € A,(V). Die Behauptung ist, dass

F=3"fler)e. (1.58)

Sei des Weiteren g = > f(e;)e’. Es gilt nun fiir alle J € I, dass
/ /
gley) = . flene'(es) = > fler)d) = fley). (1.59)
1 I
Daraus folgt f = g = 37 f(er)e!, da f und g als k-multilineare Funktionen eindeutig

durch die Wirkung auf alle k-Tupel e festgelegt sind. ]

Folgerung 1.5.3. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum und dimV = n,
dann gilt

n n!
dim Ax(V) = = 1.60
m A4,(V) (k) Kl(n— &) (1.60)
Beweis. Ein streng wachsender Multiindex I = {i1,... ik} € I_;;n wird festgelegt, in-
dem man eine Teilmenge von k Zahlen aus 1, ..., n auswéhlt. Dies kann auf (n!/k!(n—
k)!)-Wegen vollzogen werden. O

12



2 Differentielle 1-Formen

In diesem Kapitel wird sich in der Notation und Inhalt an [Tul0, Kapitel 17] orientiert.
Grundlegende Definitionen und Resultate im Hinblick auf Mannigfaltigkeiten und
Vektorfeldern sind etwa [TulO] zu entnehmen und werden an dieser Stelle vorausge-
setzt. Es soll betont werden, dass in dieser Arbeit mit einer Mannigfaltigkeit stets
eine glatte oder auch C°°-Mannigfaltigkeit gemeint ist.

2.1 Differential einer Funktion

Es soll auf eine zwar triviale, aber d&uflerst wichtige Tatsache hingewiesen werden, die
immer dann von Bedeutung ist, wenn lokal auf einer Karte einer Mannigfaltigkeit
eine Figenschaft etabliert soll, die aber eine Mannigfaltigkeit voraussetzt.

Satz 2.1.1. Jede offene Teilmenge und damit auch jede Koordinatenumgebung auf
einer Mannigfaltigkeit M ist selbst auch wieder eine Mannigfaltigkeit.

Beweis. [Tul0, Beispiel 5.12] O

Definition 2.1.2. Seien M, N zwei Mannigfaltigkeiten und F': N — M eine C'*°-
Abbildung. Fir jeden Punkt p € N wird entsprechend [TulO, Abschnitt 8.1] die
Abbildung F.: T,N — Tpy) M als das Differential der Abbildung F im Punkt p
definiert durch

(FUX,) f=Xp(foF)eR fir f € C,(M). (2.1)

Es soll betont werden, dass F, eine Abbildungsvorschrift fir jeden Punkt p € N
darstellt und gelegentlich diese Abhéngigkeit durch F), . hervorgehoben wird.

Man spricht von der linearen Abbildung w,: T, M — R als 1-Form im Punktp € M
der Mannigfaltigkeit M, also falls w, € (T,M)*. Eine 1-Form auf M ist eine Abbildung
w auf M, die jedem p € M einen Kovektor w, € (T,,M)* zuordnet. Dieser Begriff wird
in Abschnitt 2.3 noch besser formalisiert.

Definition 2.1.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit und die Abbildung f: M — R eine
C*°-Funktion, dann wird deren Differential d f als die 1-Form auf M fiir alle p € M
und alle X, € T, M erklart durch

(df)p (Xp) = pr- (2-2)

In der Definition 2.1.2 wurde ebenfalls das Differential einer Funktion eingefiihrt.
Es soll nun gezeigt werden, dass die beiden Definitionen 2.1.2 und 2.1.3 in einem
gewissen Sinne zueinander dquivalent sind.

13



2 Differentielle 1-Formen

Satz 2.1.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit und f: M — R eine C'*°-Abbildung, dann
gilt fir alle p € M und alle X, € T,M

£.(X,) = (df),(x,) 2

H,_/ %/_/ dt p)

ETf( )R eR N /
€TipR

(2.3)

Beweis. Aus der Definition von f, folgt, dass ein a € R existiert, mit der Eigenschaft

d
dt

fo(Xp) = (2.4)

Aufgabe ist es nun dieses a zu berechnen. Dies erhélt man, indem man beide Seiten
aus 2.4 auf die identische Abbildung id: R — R anwendet. Damit gilt

a= fu(Xp)(t) = Xp(tof)=Xpf = (df)p(Xp). (2.5)
Damit ist die Aussage gezeigt. ]

Mit der Aussage des Satzes 2.1.4 kann f, und df in folgendem Sinne miteinander

identifiziert werden:
T,M
y (df)P
71
R

Tf (10)R

(2.6)

Hierbei lasst sich mittels der Bijektion Z: Ty,R — R,

) =a (2.7)
f(p)

der Tangentialraum TR mit R identifizieren. In Gestalt dieser Umstande ist es
daher gerechtfertigt, belde Abbildungen f, und df als das Differential von f zu
bezeichnen.

2.2 Lokale Darstellung einer 1-Form

Es sei (U, ¢) = (U, z!, ..., 2") eine Karte auf einer Mannigfaltigkeit M der Dimension
n. Fir jedes i € {1,...,n} wird 2°: M — R mit 2° = v’ o ¢ als die i-te Koordinaten-
funktion bezeichnet, wobei u! die Projektion auf den i-ten kanonischen Einheitsvektor
darstellt. Die i-te Koordinatenfunktion ist Element der Menge C*°(M,R), da u’ €
C>®(R™,R) und ¢ € C*°(M,R™) und die Verkm'ipfung von C°° Abbildungen Wieder

~~~~~

Familie von 1-Formen auf U.
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2.3 Kotangentialbiindel

Satz 2.2.1. Es sei (U, ¢) = (U,z',...,z") eine Karte auf einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M. Fir jeden Punkt p € U ist die Familie der Kovektoren

-----
77777

Beweis. Mit der Aussage [Tul0, Proposition 6.22] folgt die Dualitétseigenschaft

L (al) o
W”p(aﬂp)—aﬂ

Mit der Linearitét von (d f),, ergibt sich fir X, = Y7 (X,2') 5%

=2lan(z)

(2

a' =0l (2.8)

p

e T,M
» P

(da')p(X,)  (2.9)

(@) = S5 (@) (o

i=1

und da X, € T,M beliebig ist

(@ =3[ (5

n
=1

)} (dz"),, (2.10)

an, so erhalt man

n

0=> ¢d;=c; firalleje{l,...,n}. (2.11)
i=1
Damit ist also die Familie {(d2"),}ieq1,..n) linear unabhéngig. O
Folgerung 2.2.2. Sei f € C*°(M,R). Dann kann nach Satz 2.2.1 die 1-Form d f
auf einer Karte (U, x',... x™) lokal dargestellt werden mit
F=3 g (2.12)

2.3 Kotangentialbiindel

Fiir eine Mannigfaltigkeit M nennt man die disjunkte Vereinigung

T°M = | | (T,M)" = |J ({p} x (,M)*) (2.13)

pEM pEM
das Kotangentialbiindel der Mannigfaltigkeit M. Das iibliche Vorgehen besteht nun
darin T*M als C*°-Mannigfaltigkeit zu identifizieren, welche mit einer kanonischen

Topologie ausgestattet ist. Dies soll im Folgenden kurz angedeutet werden und es soll
sich in der Darstellung der Thematik an [TulO, Abschnitt 17.3] orientiert werden.

15



2 Differentielle 1-Formen

2.3.1 Topologie des Kotangentialbiindels

Der erste Schritt besteht darin, eine natirliche Topologie auf T*M zu konstruieren.
Sei dazu M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und (U, ¢) = (U,z',... 2") eine
Koordinatenumgebung auf M. Des Weiteren sei

U= || (@U)y 2 | (@M), (2.14)

peU pelU
wobei die Umformung (%) aus [Tul0, Remark 8.3] folgt. Laut der Aussage des
Satzes 2.2.1 kann jedes a € (T,M)* eindeutig als Linearkombination

n

a=>Y cla)(dz"), (2.15)

i=1

geschrieben werden kann. Es existiert eine natiirliche Abbildung n: T"M — M,
gegeben durch 7(a)) = p, falls @ € T*M. Dies gibt nun Anlass folgende Abbildung zu
definieren

¢: T*U — ¢(U) x R, (2.16a)
a— (o(p),ci(a),....cp(@)) = (pom, ..., cn)(). (2.16b)

Die Inverse von ¢ kann explizit angegeben werden

o7l p(U) x R* — T*U, (2.17a)
(p(p), c1(), ..., cn(@)) — Zi: ci(a)(dz"), (2.17b)

und é ist somit eine Bijektion. Damit kann eine Topologie auf T*U erklért werden:
eine Menge A ist genau dann offen in T*U, falls ¢(A) offen in ¢(U) x R” ist, wobei
d(U) x R™ als offene Teilmenge des R?" die Teilraumtopologie besitzt.!

Das heifit also, falls B, die Topologie auf der Teilmenge ¢(U, ) x R" bezeichne, wobei
U, jeweils eine Karte aus dem maximalen Atlas {(Uy, ¢a)}aca von M darstellt, dann
ist B, := (5_1([;’&) eine Topologie fiir T*U,, da das Urbild einer Topologie wieder
eine Topologie ist. Per Definition ist T*U,, mit der von gz~5 induzierten Topologie,
homéomorph zu ¢(U,) x R™. Falls V offen und V' C U, dann ist ¢(V) x R™ offen und
d(V) xR™ C ¢(U) x R™. Damit gilt fir die Teilraumtopologie auf T*V', aufgefasst als
Teilmenge von T*U, dass diese Topologie gleich ist zur derjenigen, induziert durch
die Bijektion ¢|pwy: T*V — ¢(V) x R™.

Es bezeichne B die Vereinigung aller offenen Teilmengen aus T*U, fiir den maxi-
malen Atlas {(Uy, ¢a) }aeca von M:

B:= | B. (2.18)

aed

Der R?" besitzt die Standardtopologie und fiir eine Teilmenge S C R?" bezeichnet man U C S
als offen in S, falls eine offene Menge V' C R?" existiert mit U = V' N S.
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2.3 Kotangentialbiindel

Lemma 2.3.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann gilt
(1) T*M = UqeaB,

(2) Seien U, und Ugs offene Koordinatenumgebungen von M. Falls A € B, und B €
Bgs, dann ist AN B € B, wobei U, = U, N Up.

Beweis. Zu (1): Sei {(Uy, ¢a) }aea der maximale Atlas von M, dann gilt

M=) TU. C |JACTM, (2.19)
ac AeB

und damit gilt in jeder Umformung die Gleichheit.

Zu (2): Aus der Definition von T*U, folgt, dass T*U, eine Teilmenge von T*U,, ist.
Sei A € B,, dann ist nach Definition der Teilraumtopologie A N T*U,, offen in T*U,
bzw. ANT*U, € B,. Gleichermafen gilt fiir B € Bg, dass BNT*U, offen in T*U, ist
bzw. BNT*U, € B,. Es gilt, dass

ANBCTU,NT"Ug =T"U,. (2.20)

Somit erhélt man
ANB=ANBNT"U,= (ANT*U,) N (BNT"U,), (2.21)
was bedeutet, dass AN B offen in T*U,, ist, also AN B € B,. ]

Nach [Tul0, Proposition A.8] folgt aus der Aussage des Lemmas 2.3.1, dass B die
Bedingungen dafiir erfiillt, eine Basis fiir eine Topologie auf T*M darzustellen. Die
Topologie auf T* M soll so gewahlt sein, dass diese von der Basis B aus (2.18) erzeugt
wird.

Lemma 2.3.2. Eine Mannigfaltigkeit M besitzt eine abzdhlbare Basis, bestehend aus
offenen Koordinatenumgebungen.

Beweis. [Tul0, Lemma 12.2] O

Satz 2.3.3. Das Kotangentialbiindel T* M einer Mannigfaltigkeit M als topologischer
Raum, besitzt eine abzdihlbare Basis.

Beweis. Nach Lemma 2.3.2 existiert eine abzahlbare Basis {U; };en € M fiir den topo-
logischen Raum M, wobei jedes U; eine offene Koordinatenumgebung ist. Sei ¢; die zu
U; zugehorige Koordinatenabbildung. Wie bereits erkannt, ist 7*U; homéomorph zu
zu der offenen Teilmenge ¢(U;) X R* des Raums R?*" und man kann zeigen, dass jede
Teilmenge eines Euklidischen Raumes ein topologischer Raum mit abzahlbarer Basis
ist (siche hierzu [TulO, Proposition A.14]). Damit ist auch 7*U; ein topologischer
Raum mit abzahlbarer Basis. Somit kann fiir jeden Index ¢ € N eine abzéhlbare Basis
{Bi;}jen C T*U; des topologischen Raumes T*U; ausgewéhlt werden. Insgesamt
stellt dann die Familie von Mengen {B; ;}; jen C T*M eine abzéhlbare Basis fiir das
Kotangentialbiindel T*M dar. O
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2 Differentielle 1-Formen

Satz 2.3.4. Das Kotangentialbiindel T* M einer Mannigfaltigkeit M erfillt die
Hausdorff-Figenschaft.

Beweis. Seien (p,c) # (¢, d) unterschiedliche Punkte aus 7" M.

1. Fall: p # q. M als eine Mannigfaltigkeit tragt per Voraussetzung die Hausdorft-
Eigenschaft und die Punkte p und ¢ koénnen somit durch disjunkte Umgebungen
U C M und V C M getrennt werden. Dann gilt aber auch T7*U N T*V = () und
(p,c) € T*U und (q,d) € T*V, was die Hausdorff-Eigenschaft in diesem Fall beweist.

2. Fall: p = q Sei (U, ¢) eine Koordinatenumgebung fiir p € M. (p,¢) und (p, d)
sind unterschiedliche Punkte aus 7*U. Da T*U homéomorph zu der offenen Teilmenge
H(U) x R™ des Raums R?*" ist und jede Teilmenge eines Hausdorff-Raumes wieder die
Hausdorff-Eigenschaft trégt (siehe hierzu [TulO, Proposition A.19]), ist somit auch
T*U ein Hausdorffi-Raum. (p,c¢) und (p,d) konnen also durch zwei disjunkte offenen
Mengen aus T*U getrennt werden. ]

2.3.2 Mannigfaltigkeitsstruktur des Kotangentialbiindels

In der Definition einer C'*°-Mannigfaltigkeit wird sich auf [Tul0, Definition 5.9] berufen.
Mit den bisherigen Feststellungen ist es nun moglich folgenden Satz zu beweisen.

Satz 2.3.5. Flir jede n-dimensionale C'*-Mannigfaltigkeit M ist das Kotangential-
biindel T*M eine 2n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit.

Beweis. In Satz 2.3.3 wurde bewiesen, dass die Topologie des Kotangentialbtindels
eine abzihlbare Basis besitzt. Die Behauptung ist nun, falls (Uy, ¢4 )aca €in C*°-Atlas
fur M ist, dann ist (T*U,, q@a)aeg‘ ein C*°-Atlas fur T*M.

Es gilt, dass T*M = Uqeq 77U, und somit besitzt jeder Punkt (p,c¢) € T*M
eine Umgebung 7*U, und einen Homoomorphismus ¢ von T*U, auf eine offene
Menge ¢(U) x R™ des R?*. Es verbleibt nun lediglich zu zeigen, dass ¢, und ¢g
C*°-kompatibel auf T*U, N T*Ug sind.

Man betrachtet hierzu zwei Karten (U, z',...,2") und (V,y!,...,y"), womit fiir
jeden Punkt p € U NV die Mengen {(dz7),};en und {(dy’), }iey Basen des Raumes
(T,M)* darstellen. Damit kann jede 1-Form a € (7,M)* durch Linearkombination
beziiglich der beiden Basen dargestellt werden:

a= iaj(dxj)p = ibi(dyj)p. (2.22)

=1

Durch Anwenden der beiden Seiten auf 9/9z"|, und Nutzen der Dualitétseigenschaft

(2.8) erhélt man
) = <§":1 bz’(dyi>p> (E?i"f

" . 0
ap = (]z:l aj(dxj)p) (W
Es muss nachgewiesen werden, dass die Kartenwechsel innerhalb von (7T*U,, an)aem
die C*>*-Eigenschaft besitzen. Falls ¢, = (z',...,2") und ¢g = (y*,...,y"), dann ist

(2.23)

>—§bzaxk

p
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2.3 Kotangentialbiindel

die Abbildung
$a 05" (Ua NUs) X R" = ¢6(Uy N Us) x R (2.24)
gegeben durch

(090 b) 25 (3010 ) 25 (G0 050000 a1, (229

wobei nach (2.23) gilt

(2.26)

Do (p)

Die Umformung () gilt nach [Tul0, Beispiel 6.24] mit r* als die Projektion auf den k-
ten kanonischen Einheitsvektor des R". Per Definition ist ¢5 o ¢! eine C°°-Funktion
und somit ist insgesamt auch ¢, o qﬁgl eine C*°-Funktion. Damit ist gezeigt, dass

T*M eine C*°-Mannigfaltigkeit ist, mit (7*U,, gz;a)aegl als C'°-Atlas. n

2.3.3 Vektorbiindel

In der bisherigen Konstruktion des Kotangentialbiindels T*M war auffillig, dass
unter Beriicksichtigung der natiirlichen Koordinaten 7*M als eine Mannigfaltigkeit
aufgefasst werden konnte, die sich lokal wie ein kartesisches Produkt aus der Man-
nigfaltigkeit M und dem R" verhélt. Solche Strukturen treten héufiger auf—eine
Familie von Vektorrdaumen, wobei jedes Familienmitglied mit einem Punkt auf der
Mannigfaltigkeit assoziiert ist und sich die Mitglieder der Familie ,,zusammengesetzt®,
wie das kartesische Produkt aus M und R" verhalten, aber global eher ,verdreht®
erscheinen. Im {iblichen Sprachgebrauch heiflen Strukturen mit dieser Eigenschaft
Vektorbiindel und Gegenstand der Untersuchung in diesem Abschnitt sein.

Die entwickelten Ideen zu diesem Abschnitt beziehen sich auf [Tul0, Abschnitt 12.3]
und [Leel2, Kapitel 10].

Definition 2.3.6 . Sei M ein topologischer Raum. Ein (reelles) Vektorbindel diber
M vom Rang k ist ein topologischer Raum F und eine surjektive, stetige Abbildung
m: E— M, die folgenden Eigenschaften gentigt

(i) Fur jedesp € M tragt die Faser E, := 7 '(p) die Struktur eines k-dimensionalen
Vektorraumes.

(ii) Fur jedes p € M existiert eine Umgebung U von p in M und ein Homéomorphis-
mus ®: 7~ H(U) — U x R* (die lokale Trivialisierung von E iiber U genannt),
die folgenden Eigenschaften gentigt:

o Ty o® =1 (wobei my: U x RE — U die Projektion darstellt)

o fiir jedes ¢ € U ist die Einschrankung von ¢ auf £, ein Vektorraumiso-
morphismus von E, nach {q} x RF =~ RF
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2 Differentielle 1-Formen

Fiir das Vektorbiindel iiber M vom Rang k hat man folgende graphische Visual-
isierung als kommutatives Diagramm:

E D Y (U) U x Rk (2.27)

U
™

UCM

Fiir gewohnlich bezeichnet man E' als den Totalraum des Biindels, M man als dessen
Basis und 7 als dessen Projektion.

Falls M und FE jeweils C'"*°-Mannigfaltigkeiten sind, 7w eine C*°-Abbildung und die
lokalen Trivialisierungen zudem Diffeomorphismen, dann bezeichnet man E als ein
C>-Vektorbiindel. In diesem Fall wird jede lokale Trivialisierung, die einen Diffeo-
morphismus auf ihr Bild darstellt, auch lokale C'*°-Trivialisierung genannt.

Es herrschen einige iibliche abkiirzende Sprechweisen fiir ein Vektorbiindel vor

und so spricht man meistens von dem Tripel (E, M, x) bzw. m: E — M als dem
,Vektorbtindel E iiber M*.

Satz 2.3.7. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, T*M das zugehérige Kotan
gentialbiindel. Mit der natirlichen Projektionsabbildung, der natirlichen Vektorraum-
struktur auf jeder Faser, der induzierten Topologie auf T*M und der C*-Struktur,
wie sie in Satz 2.5.5 konstruiert wurde, kann T*M als ein C*°-Vektorbiindel tiber M
vom Rang n aufgefasst werden.

Beweis. Sei eine beliebige offene Koordinatenumgebung (U, ¢) = (U, !, ..., 2") auf
M gegeben, dann definiert man eine Abbildung ®: 7= (U) — U x R" durch

n

@(Z ci(dxi)p) =(p,c1y.. ., Cn). (2.28)

i=1

Diese Abbildung ist offensichtlich linear auf jeder Faser und erfiillt 7y o ® = 7. Man
stellt fest, dass die komposite Abbildung

(]5 X ian

I (U) 2 U x R* —— ¢(U) x R* (2.29)

gerade die Koordinatenabbildung ¢ aus (2.16) darstellt. Nach [Tul0, Proposition 6.10]
sind Koordinatenabbildungen Diffeomorphismen und da die Abbildung ¢ x Idgn
ebenfalls ein Diffeomorphismus ist, muss auch ® ein Diffeomorphismus sein. Somit
sind alle Bedingungen aus der Definition 2.3.6 erfiillt, damit ® eine lokale C°°-
Trivialisierung ist. O

Korrekterweise ist mit den neuen Begriffen das Kotangentialbiindel einer Mannig-

faltigkeit M eigentlich das Tripel (T*M, M, ) gemeint, doch dies wird meist einfach
zu T* M abgekiirzt.
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2.4 Figenschaften fiir glatte 1-Formen

Definition 2.3.8. Sei m: F — M ein Vektorblindel. Ein Schnitt in E ist eine
Abbildung s: M — E, so dass gilt mos — id,,. Falls M eine C'*°-Mannigfaltigkeit ist
und £ ein C*°-Vektorbiindel, dann bezeichnet man einen Schnitt als C'*°, falls dieser
eine C*°-Abbildung von seinem Definitionsbereich nach E darstellt.

Es wurden damit die notwendigen Voraussetzungen getroffen, um eine 1-Form auf
einer Mannigfaltigkeit M formal zu charakterisieren.

Definition 2.3.9. Eine 1-Form auf der Mannigfaltigkeit M ist ein Schnitt w in das
Kotangentialbtindel T*M, also eine Abbildung w: M — T*M mit der Eigenschaft
mow = Idy;. Eine 1-Form w nennt man C'*°, falls diese C'*° ist als Abbildung von M
nach T*M mit (T*M, M, ) als C*°-Vektorbiindel.

Es soll noch ein verallgemeinerter Basisbegriff fiir ein Vektorbtindel eingefiihrt
werden;

Definition 2.3.10. Fur ein Vektorbindel 7w: £ — M ist der Rahmen dber einer

-----
.....
.....

.....

Fir das Objekt des stetigen bzw. glatten Rahmens, gilt folgende édquivalente Charak-
terisierung, die sich bei der Einfiihrung des Begriffs der Orientierung einer Mannig-
faltigkeit von grofler Bedeutung erweisen wird.

Satz 2.3.11. Sei (E, M, ) ein C*-Vektorbindel ist und U C M eine offene Teil-

-----

Rahmen fir E dber U, dann ist ein Schnitt s = 377, dsj: U — E in E genau dann
O, wenn alle Koeffizienten ¢¢ C*°-Funktionen auf U sind.

Beweis. [Tul0, Proposition 12.12] O

2.4 Eigenschaften fiir glatte 1-Formen

Ausgehend von der Definition 2.3.9 sollen nun ,handlichere“ Charakterisierungen
einer 1-Form w: M — T*M C* zu sein, ausgearbeitet werden. Die Menge aller
C> 1-Formen auf einer Mannigfaltigkeit M bildet einen Vektorraum, welcher durch
das Symbol Q'(M) belegt werden soll. In einer Koordinatenumgebung (U, ¢) =
(U, z',...,2") auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M kann nach Satz 2.2.1
der Wert einer 1-Form w in einem Punkt p € U folgendermaflen dargestellt werden

Wy = éai(p)(dxi)p. (2.30)

Wenn p in der Umgebung U variiert, erkennt man in dieser Darstellung, dass die
Koeffizienten a; dann zu Funktionen auf U werden. Man kann nun Bedingungen an
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2 Differentielle 1-Formen

die Koeffizienten a; stellen, damit eine 1-Form C*° ist. Dem Abschnitt 2.3.1 entnimmt
man, dass die Karte (U, ¢) auf M eine Karte

(T*U, ) = (T*U, (:7;1, L E e, cn)) (2.31)

auf T*M induziert, wobei # = 2% o m und die Koeffizienten ¢; definiert sind durch

a= f:ci(a)(dxi)p, a e (T,M)". (2.32)

i=1
(2.30) und (2.32) geben nun Anlass w, in zwei Wegen aufzufassen

n

o= S alp) (A = 3 i) (0 (2.33)

=1

womit man a; = ¢;ow erhélt als Funktion auf U erhélt. Damit kann folgendes Lemma
formuliert werden.

Lemma 2.4.1. Sei (U,¢) = (U,z',...,2") eine Karte auf einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M. Eine 1-Form w = Y1, a;dz® auf U ist genau dann C*>, wenn
alle Koeffizientenfunktionen a; C*° sind.

Beweis. Wie bereits erwahnt sind nach nach [Tul0, Proposition 6.10] Koordinaten-
abbildungen Diffeomorphismen und somit insbesondere C'*°. w: U — T*U ist also
genau dann C*°, falls pow: U — U x R™ C™ ist, wobei ¢: T*U — U x R™ als Karte
nach [Tul0, Proposition 6.10] C* ist. Fiir p € U gilt nach (2.33)

(Gow)(p) = dlwy) = (z'®),....2" (D), c1(wy), - .-, en(wy))
= (6(p), a1 (p), - an(p))
Nach [Tul0, Proposition 6.13] ist die Koordinatenfunktionen z’ eine C'°°-Funktion

auf U und somit folgt mit [TulO, Proposition 6.13], dass ¢ o w genau dann C™ ist,
falls alle a; C'°°-Funktionen auf U sind. H

(2.34)

Satz 2.4.2 (C*°-Charakterisierung einer 1-Form). Sei w eine 1-Form auf einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Dann sind dquivalent:

(a) Die 1-Form w: M — T*M ist C* auf M.

(b) Die Mannigfaltigkeit M besitzt einen Atlas, so dass auf jeder Karte (U, )

-----

S a;dxt glatt sind.

(c) Auf jeder beliebigen Karte (U, ¢) der Mannigfaltigkeit M, sind die Koeffizienten

.....

Beweis. [Tul0, Proposition 17.6] bzw. [Tul0, Proposition 14.2] O
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2.4 Figenschaften fiir glatte 1-Formen

Folgerung 2.4.3. Fulls f: M — R eine C*-Funktion ist, dann ist dessen Differen-
tial df € QY(M), also eine C*°-Abbildunyg.

Beweis. Nach Folgerung 2.2.2 ist bekannt, dass df auf der Karte (U, ¢) lokal geschrieben
werden kann als

df = ——dz’. 2.
f=2 g (2:35)
Die Aussage folgt nun aus (c) des Satzes 2.4.2. 0

Falls w: M — T*M eine 1-Form auf M ist und X: M — TM ein Vektorfeld auf
M ist, dann soll die Funktion w(X): M — R auf M punktweise erklart werden:

w(X)p = wp(Xp). (2.36)

Satz 2.4.4. Seiw: M — T*M eine 1-Form auf einer Mannigfaltigkeit M. Ist
fiM—Rund X: M — TM ein Vektorfeld auf M, dann gilt w(fX)) = fw(X).

Beweis. Fir jeden Punkt p € M gilt mit der Linearitit von w,

(@ (FX)), = w, (f(P)X,) = F(P)wp(X,) = (fw(X)) . (2.37)

p

Dies zeigt die Aussage. O

Satz 2.4.5. Sei w: M — T*M eine 1-Form auf einer n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit M. Dann sind dquivalent:

(a) we QY M)

(b) Fiir jedes C*°-Vektorfeld X: M — TM ist die Funktion w(X): M — R eine
C*>°-Funktion.

Beweis. Es moge (a) gelten. Sei dazu X ein C*-Vektorfeld X: M — TM und
(U, ¢) = (U,z,...,2") eine Karte auf M. Auf der Umgebung U gilt dann lokal

w=> a;d’ undXzE:bji (2.38)
=1

i=1 O’

Nach Satz 2.4.2 sind die Funktionen a;: M — R glatt und nach [TulO, Proposi-
tion 14.2] sind die Funktionen &: M — R glatt. Mit Hilfe der Linearititseigenschaft
aus dem Satz 2.4.4 und der Dualitat aus Satz 2.2.1 gilt folgende Rechnung

i=1j=1

)= (Sonar) (£ ) - S S aws - Tar. @

Somit ist also w(X) eine glatte Funktion auf U. Da U beliebig gewéhlt war, ist
w(X): M — R eine C*°-Funktion. Damit folgt (b) aus (a).

Es soll nun (b) gelten. Sei p € M und (U,¢) = (U,z',...,2") eine Koordi-
natenumgebung um p, dann gilt lokal w = Y1, a; dz* fiir Funktionen a;: M — R.
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2 Differentielle 1-Formen

Fixiert man ein j € {1,...,n}, dann kann man Hilfe von [Tul0, Proposition 14.4] das
C>=-Vektorfeld X = 0/0z7: U — TU zu einem C®-Vektorfeld X M — TM auf ganz
M fortgesetzt werden, fiir welches gilt X, = X, fiir alle ¢ € VJ mit VJ ist Umgebung
von p und V) C U. Auf der Umgebung V) gilt

wX = (z:; aidwi> <aaxa'> = a;. (2.40)

Da (b) gilt, ist also a; glatt auf der Umgebung V;)j. Auf der Menge V), := Nje1..n V7
sind alle a; glatt. Nach Lemma 2.4.1 folgt, dass w auf V, glatt ist. Damit kann fiir
jedes p € M eine Umgebung V, angegeben werden auf der w glatt ist. (a) folgt dann
aus (b) mit Hilfe von Satz 2.4.2. O

2.5 Pullback einer 1-Form

Fir eine C*°-Abbildung F': N — M zwischen zwei Mannigfaltigkeiten N und M
wurde fir jeden Punkt p € N in der Definition 2.1.2 das Differential F, ,: T,N —
Tpp)yM erklért. Dies stellt eine lineare Abbildung dar, welche Tangentialvektoren aus
T,M nach ,vorn schickt“ (engl. push forward). Es soll der Pullback definiert werden.

Definition 2.5.1. Sei F': N — M eine C*°-Abbildung zwischen zwei Mannigfaltig-
keiten N und M und w: M — T*M eine 1-Form auf M. Dann ist der Pullback von
w unter F, als die Abbildung F*w: N — T*N fiir alle p € N und fiir alle v € T,N
erklart durch

(F'w), () = wrgy (Fov). (2.41)

Mit den folgenden beiden Séatzen kann die Frage beantwortet werden, ob der
Pullback einer glatten 1-Form unter einer glatten Abbildung wieder glatt ist.

Satz 2.5.2 (Pullback kommutiert mit d). Sei F': N — M eine glatte Abbil-
dung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten N und M. Dann gilt fir jede Funktion h €
C>®(M,R), dass

F*(dh) = d(F*h), (2.42)

wobei F*h :=ho F € C*(N,R).
Beweis. Fir jeden Punkt p € N und jeden Tangentialvektor X, € T, N muss gezeigt

werden

(F7(dh)), (Xp) = (dF"h), (X}) (2.43)
Fiir die linke Seite ergibt sich

(£7(dh)), (Xp) = (dh)p, (F (Xp)) (Definition 2.5.1 des Pullbacks)

= (F. (X)) h (Definition 2.1.3 von dh)
= X,(hoF) (Definition 2.1.2 von F}) (2.44)
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2.5 Pullback einer 1-Form

und fir die rechte Seite

(dF*h), (X,) = Xp(F*h)  (Definition von d nach 2.1.3)
= X,(ho F) (Definition von F™* fiir eine Funktion). (2.45)

Damit ist die Aussage bewiesen. O

Satz 2.5.3. Sei F': N — M eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten
N und M. Falls w,7 € QY(M) und g € C*°(M,R) dann gilt

(1) F*(w+7) = F*w+ F*r
(2) F*(gw) = (F*g)(F"w).

Beweis. Zu (1): Sei p € N und X, € T,N, dann gilt fiir die linke Seite mit Hilfe der
Definition 2.5.1 des Pullbacks und Q'(M) als Vektorraum

(F"(w + 7)), (Xp) = (W +T)r@) (Fu(Xp))

= wr@) (F(Xp) + Tr) (F. (X))

= (Frw)p(Xp) + (F77)p(X5). (2.46)
u (2): Sei p € N und X, € T,N, dann gelten folgende Umformungen

(F*(gw)), = <gw>F<p>< (X >>
F(p)) [wre) (Fx (X,))]
<goF><p>[< ><Xp>]
= (F*g), [(F'w), (X,)] O

Satz 2.5.4 (Pullback einer C'* 1-Form). Seien N und M jeweils n- und m-
dimensionale Mannigfaltigkeiten. Wenn w: M — T*M glatt und die Abbildung
F: N — M glatt ist, dann ist auch F*w: N — T*N glatt.

Beweis. Sei p € N und (V,v) = (V,y', ..., y™) eine beliebige Karte auf M um F(p).
Nach [Leel2, Proposition 2.4] ist jede C*°-Abbildung auch stetig und somit existiert
fir F' eine Karte (U, ¢) = (U,z',...,z™) auf N um p, so dass F(U) C V. Lokal gilt
auf der Umgebung V, dass w = Y1, a;dy’, wobei a; € C*°(V,R). Auf der Umgebung
U gilt lokal

Frow => (F*a;)F*(dy") (Satz 2.5.3)
=1
= (F*a;)dF*y’ (Satz 2.5.2)
=1
= (a;o F)d(y' o F) (Definition 2.1.2 von F,)

s
I
_
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n

i oF" .

=Y > (a;0 F)——da’
=1 i=1 O’

J ——

=:Ci,j

(Definition 2.1.3 von d und F(U) C V)  (2.47)

Da die Koeffizienten C; ; alle C*° sind, ist nach Lemma 2.4.1 F*w glatt auf U und
somit auch im Punkt p. Da p € N beliebig gewahlt war, ist F*w in jedem Punkt auf

N glatt und damit ist der Pullback F*w glatt auf N.

]



3 Differentielle k-Formen

In Kapitel 2 wurde der Dualraum (7,M)* einer Mannigfaltigkeit M fiir p € M
untersucht. Dabei spielte das Differential df einer C'°°-Funktion f: M — R eine
besonders wichtige Rolle, denn damit konnte auf jeder Karte U von M eine Basis fiir
den Dualraum (7,M)* angegeben werden und erméglichte eine lokale Darstellung fiir
Elemente aus (7,M)*. Mit dieser lokalen Darstellung lief§ sich das Kotangentialbiindel
T*M selbst als eine Mannigfaltigkeit auffassen. Hatte man diesen Schritt vollzogen,
wurden 1-Formen als Schnitte in das Kotangentialbiindel 7% M definiert. Besonderes
Augenmerk wurde dabei auf glatte 1-Formen gelegt.

In diesem Kapitel soll die in Kapitel 2 entwickelte Prozedur auf den Vektorraum
A(T,M) tbertragen werden. [Tul0, Kapitel 18] gilt als Leitfaden fiir die hier en-
twickelte Darstellung des Sachverhaltes.

3.1 Lokale Darstellung einer k-Form

Sei (U,¢) = (U,x!,...,2") Karte einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Fiir

77777

kommen nun die in Kapitel 1 ausgearbeiteten Aussagen zum Tragen. Wendet man
die Aussage des Satzes 1.5.2 auf die vorliegende Situation an, so erkennt man, dass
die Familie aller

(dx™)y A+ A(da™),, mit 1 <iy <---<ip<n (3.1)

eine Basis fiir den Raum A, (7,U) bildet. Ist also w, € Ax(T,U), dann gilt

wp= 3 iy () (A2, A - A (da),, (3.2)
I

wobei die Schreibweise aus (1.55) verwendet wurde und I = {iy,... i} € Ij, ein
Multiindex der Lange k ist. Eine differentielle k-Form ist nun eine Abbildung w die
jedem Punkt p € M einen k-Kovektor w, € Ay(T,M) zuordnet und somit kann w
lokal auf der Umgebung U geschrieben werden als

W= Z/a“ ,,,,, i dz A Ada't = Z iy, TN Ada™ (3.3)
T i <<
oder noch kompakter
!/
w= Y arda’, (3.4)
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3 Differentielle k-Formen

wobei die Koeffizienten a;, . ;, dann Funktionen auf U darstellen.

.....

Falls w eine k-Form auf einer Mannigfaltigkeit M ist und {Xi}ie{l ..... x} eine endliche
Familie von Vektorfeldern, dann ist w (X7, ..., Xj) als Funktion auf M fir jedesp € M
definiert durch

(X5 X)) (p) = wp(Xa)ps - (Xi)p)- (3.5)

—

Das Resultat aus Lemma 1.5.1 fiir streng wachsend angeordnete Multiindizes f, J €
I, iibersetzt sich nun in der vorliegenden Situation lokal auf der Karte (U, xh . a)
zu

dxf(a/(?xj) =dz" A--- ANdz™ (8/6xj1, . ,6/6xj’“>

_ 5l 1 falls T = J, (3.6)
0 falls T .

Vielfach wird spéater auch die Aussage des folgenden Satzes seine Anwendung
finden.

Satz 3.1.1. Sei (U,¢) = (U,x',...,2") eine Koordinatenumgebung einer n-dimensio-

,,,,,

auf U. Dann gilt

dff neondffF =Y (det[afib dz™ A A da' (3.7)

~ oxti
IEIkyn

Beweis. Auf U gilt mit den Funktionen cy und dem streng wachsenden Multiindex
Je .f;;n der Lénge k

df' A ndff =S e dat A A dat, (3.8)
J

Wendet man nun beide Seiten dieser Gleichung auf das Vektorfeld (9/9z™, ..., 0/dz™)
mit [ := {iy,..., ik} € I),, an, dann erhédlt man fir die linke Seite mittels (1.39)

(df* A---NdfF)(0/0x™,...,0/02™) = det [8;’] (3.9)
und fiir die rechte Seite mittels der Dualitétseigenschaft aus (3.6)
Z/cjdx‘]((‘?/ax“,...,8/8%“) = Z/CJ(S}l:Cf‘ (3.10)

J J

Also ist insgesamt ¢; die Determinante der Jacobi-Matrix (9f*/0x") O

ie{l,....k},i;€l”
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3.2 Betrachtungen mittels des Vektorbiindels

3.2 Betrachtungen mittels des Vektorbiindels

Ganz analog zu dem Abschnitt 2.3 kann die Menge

AN(T*M) = | | A(T,M) (3.11)

peEM

aller k-Kovektoren im Punkt p der Mannigfaltigkeit M selbst als eine Mannigfaltigkeit
beschrieben werden. Es soll hier nur grob der Zugang erklért werden, da die notwendi-
gen Schritte ganz analog zu Abschnitt 2.3 verstanden werden konnen, lediglich die
Notation muss angepasst werden;

Es existiert wieder eine natiirliche Projektionsabbildung 7: A¥(T*M) — M gegeben
durch 7(a) = p fir a € Ag(T,M). Sei nun (U, ¢) = (U, 2, ..., 2") eine Karte auf M
und p € U, dann kann nach (3.2) jedes w, € Ax(1,M) eindeutig geschrieben werden
als

wp = 3 iy, (p) (da)y A - A (da™),,. (3.12)

Damit liegt nun wieder die Idee fiir eine Bijektion ¢ vor

é: AM(T*U) — ¢(U) x R(E) (3.13)
o€ ANTU) = (6(0), {er(@)} ez ) (3.14)
wobei a = Y ;"¢r(a)(dz’), und sich die Dimension n!/k!(n — k)! aus der Fol-

gerung 1.5.3 ergibt. In diesem Sinne kann auf A*(T*M) eine natiirliche Topologie
konstruiert und zudem eine differenzierbare Struktur gewonnen werden.

Resultat dieser Uberlegungen ist, dass : A*(T*M) — M ein C*-Vektorbiindel vom
Rang n!/k!(n — k)! ist und eine differentielle k-Form w: M — A¥(T*M) auf M ein
Schnitt in dieses Biindel darstellt. Man spricht von einer glatten k-Form w: M —
AF(T*M) auf M, falls w als Schnitt glatt ist. Die Menge aller glatten Schnitte in das
C>-Vektorbiindel (A*(T*M), M, ) wird durch das Symbol Q*(M) belegt.

3.3 Eigenschaften fiir glatte k-Formen

Auch in diesem Abschnitt konnen ganz analoge Charakterisierungen fiir eine k-Form,
wie in Abschnitt 2.4 angegeben werden. Die Sétze sollen deshalb hier nur lediglich
aufgefithrt werden, da die Beweise analog gefithrt werden. Der einzige Unterschied
besteht in der Notation; tauchen in Abschnitt 2.4 lediglich einfache Indizes i €
{1,...,n} auf, so hat man es jetzt mit streng wachsenden Multiindizes I € I,
der Lange k zu tun.

Satz 3.3.1. Sei (U,¢) = (U,z',...,z") eine Karte auf einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M. Eine k-Form w = Y, arda! auf U ist genau dann glatt, wenn alle
Koeffizientenfunktionen ay glatt sind, wobei I € Iy, ,,.

Satz 3.3.2 (C*°-Charakterisierung von k-Formen). Seiw eine k-Form auf einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Dann sind dquivalent:
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3 Differentielle k-Formen

(a) Die k-Form w: M — A*(T*M) ist C* auf M.

(b) Die Mannigfaltigkeit M besitzt einen Atlas, so dass auf jeder Karte (U, )
des Atlas’ die Koeffizienten aj beziglich des Rahmens {d:cl}fefkn mit w =
> ardx! glatt sind.

(c) Auf jeder beliebigen Karte (U, ¢) der Mannigfaltigkeit M, sind die Koeffizienten
ay beziglich des Rahmens {d:v[}fefkn mit w = ;" ardx! glatte Funktionen.

w(Xy,. .., Xg) € C°(M,R").

Es soll noch kurz kurz auf einen Zusammenhang von Objekten aufmerksam gemacht
werden. In Kapitel 1 wurden 0-Kovektoren als Konstanten definiert, das heif3t, es
wurde Ag(V') = R gesetzt. Mit dieser Vereinbarung ist das Biindel A°(T*M) = M xR
und eine O-Form auf M ist dann einfach eine Funktion auf M. Und damit gilt, in der
hier verwendeten Notation Q°(M) = C°°(M,R).

Eine sehr wichtige Technik zur glatten Fortsetzung von Differentialformen auf
Mannigfaltigkeiten stellt der nachste Satz bereit, dessen Beweis die Existenz einer
glatten Sprungfunktion nutzt.

Satz 3.3.3. Sei7: U — T*U eine glatte k-Form auf einer Umgebung U vonp € M,
mit M als n-dimensionale Mannigfaltigkeit und V. C U eine abgeschlossene Teil-
menge, die ganz in U enthalten ist. Dann existiert eine glatte k-Form 7: M —

AR(T*M) mit der Eigenschaft 7, = 7, fiir alle g € V.

Beweis. Es mogen die Voraussetzungen aus dem Satz gelten. Nach der Aussage in
[Leel2, Proposition 2.25] existiert eine sogenannte C'*°-Sprungfunktion p: M — R
mit den Eigenschaften, dass

supp(p) = {q € M: p(q) #0} CU (3.15)

und p(q) = 1 fiir alle ¢ € V. Man setzt

(3.16)

Tq =

. Jplgr, fallsqeU,
0 falls ¢ # U.

Damit gilt, 7|,y = 7. Die Behauptung ist nun, dass 7 € QF(M).

Sei dazu ¢ € U, dann ist 7, als Produkt mit der C°°-Funktion p und der k-Form 7
wieder C°°. Das sieht man etwa so, indem man auf der Karte (U, ¢) = (U, 2", ..., z")
die k-Form 7 lokal ausdriickt und die Vektorraumstruktur von Ay (7,U) nutzt, also
erhédlt man mit den C*°-Funktionen a;: U — R und I € I} n

7, = sz p(p)ar(p) (dz'),. (3.17)

Da das Produkt der Funktionen p(p)a;(p) wieder C* ist, ist nach Satz 3.3.1 auch 7
wieder C'*™° auf U und somit auch in g.
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Sei nun g # U, dann ist g # supp(p) und da supp(p) eine abgeschlossene Menge
ist, existiert eine offene Menge, die ¢ enthilt, auf welcher 7 = 0. Damit ist gezeigt,
dass die k-Form 7 in jedem Punkt ¢ € M eine Element von QF(M) ist. O

Satz 3.3.3 wird immer dann von groflem Nutzen sein, wenn eine lokale Rechnung
auf einer Karte ausgefithrt wird, gewisse Operationen jedoch einen Definitionsbereich
auf der ganzen Mannigfaltigkeit M bendétigen. In solchen Situation ist dann eine
glatte Fortsetzung mit gewissen Eigenschaften auf ganz M garantiert.

3.4 Pullback von k-Formen

Definition 3.4.1. Sei F': N — M eine C*°-Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeit-
en N und M und w: M — T*M eine k-Form auf M. Dann ist der Pullback von
w unter F, als die Abbildung F*w: N — T*N fir alle p € N und jede Familie
{viticqr,..;y € TN erklart durch

(Frw), (v1, ..., 0) = wrg) (B, ..o Flog) (3.18)

Satz 3.4.2. Seien N und M Mannigfaltigkeiten und F': N — M eine C*°-Abbildung.
Falls w, T jeweils k-Formen auf M sind und g € C*(M,R), dann gilt

(1) F*(w+ 1) = F*w + F*r
(2) F*(gw) = (Fg)(F"w)
Beweis. Zu (1): Sei p € N und v; € T,N, dann gilt mit der Vektorraumstrukturen in
A(Tr) M)
Fr w4+ T)p(vy,...,05) = F* ((w + T)F(p)) (U1, ..., 08)
= (w + T)F(p) (val, Ce ,F*7p’l)k)

= wrp) (Fipvi, -« Fapvr) + Tre) (Fapvn, - -, Fipor)
= (F"w)p(v1, ..., v) + (F*7)p(v1, . .., ) (3.19)

Zu (2): Mit den selben Voraussetzungen wie in (1) und Nutzen der Vektorraumstruk-
tur in Ag(TppM):

F*(g)y(vn- - 0x) = F* ((9w)rn) (vn, - o)

= (F"g)(F*w)y(v1, ..., k) (3.20)

[]

Und ganz ahnlich zu Kapitel 2 stellt sich auch hier wieder die Frage, ob der Pullback
unter einer glatten Funktion wieder glatt ist. Um diese Frage zu beantworten, wird
zunéchst ein Zusammenhang zwischen dem Keilprodukt und dem Pullback bendétigt.
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3 Differentielle k-Formen

3.5 Keilprodukt

In der Definition 1.4.1 wurde das Keilprodukt erklart. Es ist vollkommen klar, dass
dieses sich punktweise auch fiir Differentialformen w: M — A*(T*M) und 7: M —
AYT*M) auf einer Mannigfaltigkeit M definieren lisst:

WAT: M — AT M) (3.21a)
(WAT)y=wp ATy (3.21Db)
Satz 3.5.1. Fualls w und 7 jeweils glatte Differentialformen auf einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M sind, dann ist auch w A 7 glatt auf M.
Beweis. Sei (U, ¢) = (U, z',...,2") eine Karte auf M. Lokal gilt auf U

w= Z,a[ de', 7= Z/bJ dz”, (3.22)
T J

wobei ar, by € C°(U,R). Mit Hilfe der Bilinearitiat des Keilproduktes aus (1.36a) gilt
auf U

WAT = (Z’a,dxf) A (ijlbjd:c">

I

= ZI Z/ale dz! A dz?
T
“ ( Z +azb )daj (3.23)

—

K

~

1E‘1

mf_z(B

~

In (%) sind die Kellprodukte dal A da’ gerade dann 0, falls die streng wachsenden
Multiindizes I J 1rgendelnen Index gemeinsam haben. Daher tragen nur solche Mul-
tiindizes K = I U J bei mit I N J = 0. Jeder Multiindex K kann streng wachsend
angeordnet werden, was das Vorzeichen dx! A dz’ = £dx® erklirt. Letztlich liest
man in (3.23) ab, dass alle Koeffizienten von w A 7 glatt auf U sind. Damit ist nach
Satz 3.3.2 w A 7 auch glatt auf M. ]

Satz 3.5.2 (Pullback eines Keilproduktes). Seien w: M — A*(T*M) und
7: M — AY{T*M) Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit M und F: N — M
eine glatte Abbildung zwischen den Mannigfaltigkeiten N und M, dann gilt

Fr(wAT)=F'wAF'T (3.24)
Beweis. Sei p € N und v; € T,,N, dann gilt:

(F*(wAT))p(v1, ey Vky ooy Upy) = FF ((w A T)F(p)) (V1 ey Uky ey Vket)
= (WA T)pe) (Fipvr, s FopUi, .o, Fy pUgq)

(1.35)
= {(Sgn 0)wrp) (FiepVo()s - - - s FipUo(r))
ceS (k)
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3.5 Keilprodukt

X TF(p) (F*vpva(k’-l-l)? e >F*,pvg(k+l))
= Z [(sgn U)(F*w)p(va(l), c. 7”0(1@))
oeS(k,l)
X (F*T)p(Vo(kt1)s - - Vo (k1))

= (F"w)py A (FT)p(v1, -, Uky ooy Uprr) (3.25)
Damit ist die Aussage bewiesen. O

Satz 3.5.3. Seien N und M jeweils n- und m-dimensionale Mannigfaltigkeiten.
Wenn w: M — AF(T*M) glatt und die Abbildung F: N — M glatt ist, dann ist
auch F*w: N — A¥(T*N) glatt.

Beweis. Sei p € N und (V,v) = (V,y',...,y™) eine beliebige Karte auf M um F(p).
Nach [Leel2, Proposition 2.4] ist jede C*°-Abbildung auch stetig und somit existiert
fir F eine Karte (U, ¢) = (U,z',...,z™) auf N um p, so dass F(U) C V. Lokal gilt
auf der Umgebung V', dass

w="ardy" A--- ndy', (3.26)
I

wobei a; € C°(V,R). Auf der Umgebung U gilt lokal

Frw=Y"(Fa) F* (dy" A+~ Ndy*)  (Satz 3.4.2)
1

= Z/ (F*ap) F*dy™ A --- A F*dy'™ (Satz 3.5.2)

I
= Z’ (Frar) dF*y" A--- AdF*y*  (Satz 2.5.2)
_ Z dF™ A - A dFi (F*y' =y o F = F')

= Z Z/ (ajo F) (det [%Z;]) dr’ (Satz 3.1.1 und F(U) C V) (3.27)
T

Insgesamt sind die Funktionen (a; o F') und die Jacobi-Matrix [0F /dz7t] alle C*°
auf U und somit ist nach 3.3.1 F*w auf ganz M ebenfalls C°. [

Ganz im Sinne von Folgerung 1.4.7 kann nun mit dem Keilprodukt aus (3.21)
=P r(M) (3.28)
k=0

als eine antikommutative, graduierte Algebra iiber C*°(M,R) verstanden werden.
Elementen des Vektorraums QF(M) wird der Grad k zugesprochen.

Ist zudem F: N — M eine C'*°-Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten N und
M, dann bildet der Pullback F*: Q*(M) — Q*(N) k-Formen auf k-Formen ab
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3 Differentielle k-Formen

(Erhaltung des Grades) und ist dariiber hinaus nach Satz 3.5.2 ein Homomorphismus
von Algebren.

3.6 AuBere Ableitung

In diesem Abschnitt soll ein Ableitungsoperator fiir glatte Differentialformen definiert
werden, der in gewisser Weise eine Verallgemeinerung des Differentials einer Funktion
aus Definition 2.1.3 in sich btirgt. Dabei soll der Weg skizziert werden, wie man es
schafft, solch einen Ableitungsoperator fiir glatte Differentialformen auf einer Man-
nigfaltigkeit zu definieren.

Definition 3.6.1. Sei A = @72, A* eine graduierte Algebra iiber einem Kérper K
mit dem Produkt pu: A x A — A. Eine Antiderivation einer graduierten Algebra A
ist eine K-lineare Abbildung D: A — A, so dass fiir jedes w € AX und 7 € A! gilt

D(u(w, 7)) = p(Dw,7) + (—1)*u(w, D). (3.29)

Falls D(A*) C A¥™ gspricht man von einer Antiderivation vom Grad m.

3.6.1 AuBlere Ableitung auf dem R”

Nach [Tul0, Beispiel 5.11] kann der Euklidische Raum R” selbst als Mannigfaltigkeit
aufgefasst werden, der durch eine einzige Karte (R™ r! ... r™) beschrieben wird.
Hierbei ist, wie iiblich, r* der i-te kanonische Koordinatenvektor des R"™. Der Notation
wegen wird fiir 7* auch z* geschrieben.

Definition 3.6.2. Sei U C R" offen, k € Ny und w = ¥,  a;da! € QF(U), dann ist

d: QFU) — Q) (3.30a)
dw = Z,daf A dx? (3.30b)
I

die duflere Ableitung einer glatten k-Form auf der offenen Teilmenge U des R™.

Es soll betont werden, dass diese Definition fiir & = 0 ganz im FEinklang zu
Definition 2.1.3 steht. Denn glatte 0-Formen sind nichts anderes als glatte, reellwertige
Funktionen und (3.30b) reduziert sich in diesem Fall zu

df = zn: ga{idxi (3.31)

i=1

Fir die so definierte duflere Ableitung auf dem R™ gelten nun folgende Eigen-
schaften:

Satz 3.6.3. Sei U C R" offen, k € Ny und w € Q¥U), 7 € QYU), dann gilt fir
d: (U) — Q*(U)
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3.6 AufBlere Ableitung

(1) d ist eine Antiderivation vom Grad 1:

dwAT) = (dw) AT+ (—=1)*w A dr. (3.32)

(2) dod =0
(3) Falls f € C*(U,R) und X € X(U), dann gilt (df)(X)=Xf
Beweis. Striktes Ausrechnen, nachzuschlagen in [Tul0, Proposition 4.7] O

Die Eigenschaft (3) aus diesem Satz mutet kiinstlich an, ist das doch gerade die
Definition 2.1.3 eines Differentials einer glatten Funktion resultierend in einer 1-Form.
Aber man kann zeigen, dass die drei Eigenschaften aus Satz 3.6.3 die d&uflere Ableitung
d eindeutig charakterisieren. Das heifit jede andere duflere Ableitung D: Q*(U) —
Q*(U), die ebenfalls diese Eigenschaft erfiillt muss d = D gewéhrleisten. (Beweis
dieser Aussage [Tul0, Proposition 4.8])

3.6.2 AuBere Ableitung auf einer Koordinatenumgebung

Definition 3.6.4. Sei (U,¢) = (U,z',...,2") Karte einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M, k € Ny und w € QF(M). Auf U gilt lokal w = ¥, a;dx! fiir
a; € C*(U,R). Die Abbildung

dy: QF(U) — QFH(U) (3.33a)
dyw = ZI da; A dx’ (3.33b)
1

nennt man die duflere Ableitung einer glatten k-Form auf der offenen Teilmenge U
der Mannigfaltigkeit M.

Man kann zeigen, dass dy: QF(U) — QM 1(U) die gleichen Eigenschaften wie in
Satz 3.6.3 besitzt und dadurch eindeutig festgelegt ist.

3.6.3 AuBlere Ableitung auf einer Mannigfaltigkeit

Definition 3.6.5. Sei (U,¢) = (U,z',...,2") Karte einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M, k € Ny und w € QF(M). Auf U gilt lokal w = ¥, a;dx! fiir
a; € C*°(U,R). Die Abbildung

d: Q (M) — Q*(M) (3.34a)
(dw), = (dyw), (3.34Db)

nennt man die duflere Ableitung einer glatten k-Form auf der Mannigfaltigkeit M.

Die Definition fiir d bezieht sich explizit auf eine Koordinatenumgebung, in der
der Punkt p € M liegt. Deswegen muss die Definition fiir d auf Wohldefiniertheit hin
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iiberpriift werden, das heifit es muss gezeigt werden, dass d unabhéngig ist von der
Wahl der Koordinatenumgebung, die den Punkt p € M enthalt.

Sei dazu (V,¢) = (V,9',...,y") eine weitere Karte die den Punkt p € M enthilt
und damit w = ;" bydy”’ fiir by € C°(V,R). Auf UNV gilt dann

Z/afdxl = Z/bjdy‘] (3.35)
i J

Nach den bisherigen Ausfithrungen ist klar, dass auf U NV eine eindeutige duflere
Ableitung
duny: QUNV)—=QUNV) (3.36)

existiert. Mit der Definition von dyny gilt auf U NV wegen (3.35)

duny (Z’mﬂ) = dyny <Z/bjdy‘]> (3.37)
J

1

und somit

S dar ndat =S dby Ady’ (3.38)
1 J
Und damit auch insbesondere im Punkt pe UNV C M

(;/dal/\dmj) = (ij/de/\dyJ> , (3.39)

p

was die Wohldefiniertheit von (dw), = (dyw), beweist. Die Abbildung d: Q*(M) —
Q* (M) erfillt ebenfalls wieder punktweise auf der Mannigfaltigkeit M die drei Eigen-
schaften aus Satz 3.6.3.

Es gilt folgende, tiefliegende Eigenschaft:

Satz 3.6.6 . Auf jeder beliebigen Mannigfaltigkeit M ezistiert eine duflere Ableitung
d: Q*(M) — Q(M), die durch die Eigenschaften aus Satz 3.6.3 eindeutig festgelegt
15t.

Beweis. Die Existenz wurde bereits mit Definition 3.6.5 erklart, es verbleibt lediglich
die Eindeutigkeit zu zeigen. Dies nutzt massiv das Resultat aus Satz 3.3.3, wie
eine Differentialform glatt auf der ganzen Mannigfaltigkeit fortgesetzt werden kann.
Des Weiteren werden Aussagen iiber d als lokalen Operator benotigt, die hier nicht
zur Verfiigung gestellt werden konnen und deswegen sei an dieser Stelle auf [Tul0,
Abschnitt 19.2 und 19.4] verwiesen, um den Beweis der Eindeutigkeit durchfithren zu
konnen. [

Satz 3.6.7 (Pullback kommutiert mit d). Sei F': N — M eine C* Abbildung
zwischen Mannigfaltigkeiten N und M. Falls w € QF(M), dann gilt

dF'w = Frdw. (3.40)
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Beweis. Geht man zu der Darstellung von w auf einer Karte in M tber, folgt die
Aussage mittels striktem Ausrechnen unter Verwendung der Aussagen aus Satz 3.5.2
und dem Spezialfall in Satz 2.5.2. Auf die rechentechnischen Details sei darum auf

Tul0, Proposition 19.5| verwiesen. O
[Tul0, Prop
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4 Orientierung einer
Mannigfaltigkeit

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass ein endlich dimensionaler Vektorraum V
genau 2 Orientierungen besitzt. Man spricht dabei von einer Aquivalenzklasse von
geordneten Basen als eine Orientierung von V. Zwei geordnete Basen w,v von V
werden als dquivalent angesehen, falls deren Ubergangsmatrix A eine positive Matrix
besitzt, das heift fiir u = Av gilt

u~v: <= detA>0. (4.1)

Falls p eine (positive) Orientierung fiir V' ist, dann soll die entgegengesetzte Orien-
tierung durch —pu symbolisiert werden.

Damit liegt eine erste Idee vor, wie man eine Mannigfaltigkeit M orientieren konnte;
Man betrachtet in jedem Punkt p € M den Tangentialraum 7, M und spricht diesem
eine Orientierung im Sinne eines endlichen dimensionalen Vektorraums zu. Es ware
wiinschenswert, wenn dies in einem ,stetigen Sinne“ gelingen wiirde und sich die
Orientierung nicht sprunghaft andert.

Auf diesen einleitenden Worten aufbauend wird es nun Ziel dieses Kapitels sein, aus-
gehend von dem Tangentialraum, einen Orientierungsbegriff fiir eine Mannigfaltigkeit
festzulegen. Aus dieser ersten Definition heraus werden zwei dquivalente Betrach-
tungsweisen entwickelt; einerseits kann eine Charakterisierung der Orientierung einer
Mannigfaltigkeit mit Hilfe von Differentialformen gelingen und andererseits mit Hilfe
eines orientierten Atlas’.

In den folgenden Betrachtungen soll der Fall einer 0-dimensionalen Mannigfaltigkeit
stets ausgeschlossen werden, da dieser eine gesonderten Betrachtung bedarf, die hier
nicht von Interesse ist. Es wird daher angenommen, dass die zugrunde liegende
Mannigfaltigkeit stets von Dimension n € N ist.

Vorlage fir die Aussagen dieses Kapitels war [Tul0, Kapitel 21].

NOTATION: Eine Orientierung fiir einen n-dimensionalen Vektorraum ist eine Aquiv-

alenzklasse von geordneten Basen {vi}ie{17,,,7n} C V. Die Aquivalenzklasse einer Ori-
entierung wird durch [{v; }icq1,.. 03] notiert.

4.1 Orientierung mittels Tangentialraume

Fir die folgenden Betrachtungen wird sich folgendes Lemma als tiberaus wichtig
erweisen, dessen Beweis eher technisch erscheint.

39



4 Orientierung einer Mannigfaltigkeit

Lemma 4.1.1. Seien {u;}icq1,..n}, {Viticq,..ny endliche Familien von Vektoren aus
einem Vektorraum V. Es moge gelten, dass

u; =S ai; firalle j€{1,...,n}, (4.2)

i=1
wobei A = [a’;] eine Matriz von reellen Zahlen ist. Falls § € A,(V'), dann gilt
ﬁ(ula"'aun) = (detA)ﬂ(Ulw"avn)' (43)

Beweis. [Tul0, Lemma 21.1] O

In der Definition 2.3.10 wurde festgelegt, dass die endliche Familie {X;}icq1,..n}
von Schnitten, definiert auf einer offenen Teilmenge U C M einer Mannigfaltigkeit
M, genau dann einen Rahmen fir M tiber U darstellt, wenn fiir alle p € U gilt, dass
die Familie {X;,}icq1,..n) eine Basis fir den Tangentialraum 7,M ist. Ein globaler
Rahmen ist ein Rahmen, der auf der ganzen Mannigfaltigkeit M definiert ist und ein
lokaler Rahmen um p € M ist ein Rahmen, der auf einer Umgebung von p definiert
ist. Fiir Rahmen auf U, kann eine Aquivalenzrelation erklirt werden:

.....

wobei () in (4.1) definiert wurde. (4.4) besagt also, falls Y; = Y7, a}X;, dann ist

{Xiticqr,..ny ~ {Yitieq,.ny genau dann, wenn die Transformationsmatrix [a
jedem Punkt auf U eine positive Determinante besitzt.

i in

Definition 4.1.2. Eine punktweise Orientierung auf einer n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit M ordnet jedem Punkt p € M eine Orientierung p, des Tangentialraums
T,M zu, das heiBt eine Aquivalenzklasse von moglicherweise nicht-stetigen Rahmen
auf M.

Falls {X;}icq1,...ny ein lokaler Rahmen fiir M iiber U ist, dann sagt man {X;}icq1,.. )
ist (positiv) orientiert, falls fiir jeden Punkt p € U {Xp}icq1,.. .0} eine positiv orien-
tierte Basis fiir T,M ist. Ein negativ orientierter Rahmen ist analog definiert.

Man nennt eine punktweise Orientierung p auf M stetig im Punkt p € M, falls p
eine Umgebung U besitzt, in der p durch einen stetigen Rahmen repréasentiert wird.
Dies bedeutet, es existiert eine Familie von Vektorfeldern {Y,-}ie{lwn}, die stetig sind
auf U und pq = [{Yiglicq,..ny] fiir alle ¢ € U. Eine punktweise Orientierung p ist
stetig auf M, falls sie in jedem Punkt p € M stetig ist.

Eine stetige, punktweise Orientierung auf M, heifit eine Orientierung auf M und
M ist orientierbar, falls M eine Orientierung besitzt. Eine Mannigfaltigkeit, auf der
eine Orientierung definiert ist, bezeichnet man als orientiert.

Satz 4.1.3. Eine zusammenhdngende, orientierbare Mannigfaltigkeit M besitzt genau
zwet Orientierungen.
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4.2 Orientierung mittels Differentialformen

Beweis. Der vollstandige Beweis macht einerseits Gebrauch von der Charakterisierung
stetiger Rahmen und andererseits von topologischen Eigenschaften eines zusammen-
hiangenden Raumes, die hier nicht bewiesen werden konnen. Die grobe Beweisidee
ware, dass man von zwei Orientierungen p und v auf M ausgeht. Da T,M gerade ein
endlich dimensionaler Vektorraum ist, muss in jedem Punkt p € M dann gelten, dass
entweder p, = v, oder p, = —v,. Diese Aussage wiirde man nun gern zunachst auf
eine Umgebung U C M von p ausdehnen wollen und letztlich auf ganz M, was Ge-
brauch von Eigenschaften eines zusammenhéangenden Raums macht. Der vollstandige
Beweis ist [Tul0, Proposition 21.3] zu entnehmen. O

4.2 Orientierung mittels Differentialformen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sich die Stetigkeitsbedingung einer punk-
tweisen Orientierung in geeigneter Weise in eine C'*°-Bedingung an eine Differential-
form hochsten Grades tibersetzen lasst.

Lemma 4.2.1. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:
(a) Die punktweise Orientierung [{X;}icq1,..ny) auf M ist stetig.

(b) Fir jeden Punkt p € M ezistiert eine Koordinatenumgebung
(U, ¢) = (U,z,...,2"), auf der die Funktion

(de' A---Ndz")(Xy,...,X,): U —=R (4.5)
strikt positiv ist.

Beweis. Angenommen g = [{X;}icq1,..n}] sei eine stetige, punktweise Orientierung
auf M. Aus der Definition 4.1.2 folgt, dass um p € M eine Umgebung W existiert,
auf der p durch einen stetigen Rahmen {Y;};c1,. n) reprisentiert wird. Wahlt man
eine zusammenhéingende Koordinatenumgebung (U, ¢) = (U,z',...,2") von p mit
U € W und vereinbart man 9; = 9/0z", dann gilt Y; = 37, b%0;, wobei die Matrix
[0%] invertierbar ist, da sie einen Basiswechsel vermittelt. Da jede C*°-Abbildung
auch stetig ist, gilt nach Satz 2.3.11, dass [b}]: U — GL(n,R) eine stetige Matrix-
Funktionen auf U sein muss. Nach Lemma 4.1.1 gilt

(dz' A~ ANda™) (Y1, Y,) = (det[bi])(da! A Adx™)(Dy, ..., 0n)
= (det[b]) # 0. (4.6)

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass (dz!t A --- A da™)(Y1,...,Y,) als stetige, nir-
gends verschwindende, reellwertige Funktion, entweder positiv oder negativ auf einer
zusammenhangenden Menge U ist. Falls sie negativ ist, kann erreicht werden, dass
durch Setzen von 7' = —z!, folgendes auf der Karte (U, ¢) = (U, &',...,z") gilt

(dF* A+ Ada™)(Ya,...,Y,) > 0. (4.7)
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4 Orientierung einer Mannigfaltigkeit

Man ist geneigt, ' wieder zu ' umzubenennen. Auf der Umgebung U gilt, dass

..........

ma 4.1.1 folgt, dass auf U gilt
(de* A--Ada™)(Xy, ..., X,) =det Odz' A--- Ada™)(Y,...,Y,) > 0. (4.8)

Damit folgt (b) aus (a).
Angenommen es gilt nun (b), dann ist X; = 37, a%0; auf der Karte (U,¢) =
(U,z',...,2") um p € M und somit wieder

0<(dz'A---Ada")(Xy,..., X,) = (detla’])(dz! A -+ Ada™)(0y, ..., 0n)
= det[a’]. (4.9)

.....

dass det[aé] > 0, also ist die punktweise Orientierung u, stetig um den Punkt p. Da
p beliebig gewahlt war, ist p tiberall stetig. Damit folgt (a) aus (b). O

In dem Beweis des folgenden, sehr wichtigen Satzes, wird zum ersten Mal die
Technik der Zerlegung der Eins herangezogen.

Satz 4.2.2. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:
(a) Die Mannigfaltigkeit M ist orientierbar.

(b) FEs existiert eine C* differentielle n-Form w: M — A"(T*M), so dass fir alle
p e M gilt
wy # 0, (4.10)

.....

Lemma 4.2.1 existiert fiir jeden Punkt o € M eine Umgebung
(Uyp, b)) = (Uy, L, ... 27), auf der gilt

(dzl A~ Ada) (X, ..., X,) > 0. (4.11)

Sei {(Uw, ba)}aerr = {(Ua,zl, ..., 27) aerr die Familie all jener Karten, mit der
Eigenschaft (4.11). Diese Familie iiberdeckt M ganz und sei weiter {p,}acy eine
C>=-Zerlegung der Eins beziiglich der offenen Uberdeckung {U,}acrs. Aufgrund der
Eigenschaft der Zerlegung der Eins ist die n-Form

w= Y paldzl A Ndzl) (4.12)
aeM

lokal endlich und damit wohldefiniert und zudem nach Satz 3.3.2 sogar C*> auf M.
Man fixiere ein beliebiges p € M, dann ist p,(p) > 0 fir alle « € M und fiir
mindestens ein o € M muss nach (4.12) p,(p) > 0. Dies bedeutet aber, dass w eine
glatte, nirgends verschwindende n-Form auf M ist. Damit folgt (b) aus (a).
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4.2 Orientierung mittels Differentialformen

.....

fir T,M so ausgewéhlt werden, dass insbesondere nach Voraussetzung gilt
Wp(Xipy -y Xnyp) > 0. (4.13)

Sei p € M beliebig aber fest und (U, ¢) = (U,z,...,z") eine zusammenhéngende
Koordinatenumgebung fiir p. Auf U besitzt die n-Form w die Darstellung

w=fdz"'A---Ndz" (4.14)

mit einer glatten und nirgends verschwindenden Funktion f auf U. Man argumentiert
wie im Beweis von Lemma 4.2.1 (a) = (b), dass f entweder positiv oder negativ auf
U ist. Falls f > 0, dann gilt auf U

(dz* A---Ndz™)(Xy,...,X,) > 0. (4.15)

Falls f < 0 wird wieder wie im Beweis von Lemma 4.2.1 (a) = (b) 2! durch —z!

,,,,,

nach Lemma 4.2.1 eine stetige, punktweise Orientierung auf M ist. m

Seien w,w’ € Q"(M) auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, das heifit
Formen héchstens Grades, dann muss gelten w = fw' fir f € C*°(M,R). Lokal,
auf einer Karte (U, ¢) = (U, z',...,x"), lasst sich schreiben w = hdx! A ---dx™ und
W' = gdzt A ---dz" fir hyg € C®(U,R) und f,g # 0. Daher gilt mit f = h/g,
dass auch f # 0 auf U. Da U beliebig ist, muss f # 0 auf ganz M gelten. Falls M
zusammenhangend ist, kann wieder der Zwischenwertsatz herangezogen werden, um
zu argumentieren, dass entweder f > 0 und f < 0 auf M ist. In diesem Sinne lasst
sich die Menge der nirgends verschwindenden n-Formen auf einer zusammenhéangen-
den Mannigfaltigkeit M in genau zwei Aquivalenzklassen partitionieren, wobei die
Aquivalenzrelation gegeben ist durch

/

wr~w': = w= fuw mit f>0. (4.16)

Die Reflexivitét ergibt sich daraus, dass 1 > 0 auf M. Falls f > 0, dann auch 1/f > 0,
was die Symmetrie erklirt und falls f, g > 0, dann auch fg > 0, was die Transitivitét
beweist.

Satz 4.2.3. Sei M eine n-dimensionale, orientierbare, zusammenhdngende Man-
jeder Umgebung U C M durch einen stetigen, positiv orientierten, lokalen Rahmen
reprasentiert wird. Sei w € Q"(M) so definiert, dass

w(Xy, ..., X,) >0. (4.17)

Dann existiert eine 1-zu-1 Korrespondenz zwischen der Menge der Orientierungen auf
M und der Menge der Aquivalenzklassen nirgends verschwindender n-Formen auf M,
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4 Orientierung einer Mannigfaltigkeit

also
{1, —1} == {[w], [}, (4.18)
wobei gilt
s w, —p S (=], (4.19a)
W] 5 1, [—w] ¥ —p. (4.19b)

Beweis. Man muss zeigen, dass, falls die Abbildungen k und [ existieren, diese auch
wohldefiniert sind, also nicht vom jeweiligen Repriasentanten abhidngen. Es mogen die
Bezeichnungen aus der Voraussetzung des Satzes gelten.

Fiir eine zusammenhangende Mannigfaltigkeit M kann jeder Orientierung p =
werden, fir die gilt w(Xy,...,X,) > 0. Solch ein w muss nach Beweis von Satz 4.2.2
(a) = (b) existieren. Es ist zu zeigen, dass diese Zuordnung wohldefiniert ist, also
unabhingig vom Reprasentanten.

M jeweils eine n-Form w und ' zugeordnet, mit der Eigenschaft w(Xy,...,X,) >0
und «'(Y7,...,Y,) > 0. Nach (4.4) gilt fir Y; = 37, /X, dass det A > 0 und damit
nach Lemma 4.1.1:

0<w'(Yy,...,Y,) = (det A)w' (X, ..., X,), (4.20)

also insbesondere w'( X7, ..., X,) > 0. Somit gilt beziiglich des Rahmens { X }icq1,.. n},
dass w'(Xy,...,X,) = fw(Xy,...,X,) fur ein f > 0 auf M. Dadurch sind die
Differentialformen w und w’ jedoch eindeutig festgelegt und es gilt insgesamt w’' = fw

fir f > 0, also W' ~ w.

.....

w' wird ein Rahmen {Y;}icq1,.ny auf M so zugeordnet, dass w'(Y3,...,Y,) > 0
und entsprechendes fiir w, also w(X,...,X,) > 0. Aufgrund der Eigenschaft eines
Rahmens auf M, muss gelten Y; = > | a* X;. Wieder kann Lemma 4.1.1 angewendet

j
werden und man erhélt:

0<w'(Yy,...,Y,) = (det A)w(Xy,..., Xy,), (4.21)

~~~~~~~~~~

]

schwindende n-Form w auf M mit w(X;, ..., X,) > 0, die Orientierung [{X;}icq1,... ]
festlegt und man solch ein w eine Orientierungsform nennt.

Beispiel 4.2.4 (Orientierung fiir R™). Die Orientierung des Vektorraums R™ ist
eindeutig durch die nirgends verschwindende n-Form dx! A --- A dz™ festgelegt. Man
nennt sie auch die Standardorientierung des R™.
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4.3 Orientierung mittels Atlanten

Jeder topologische Raum wird durch seine Zusammenhangskomponenten partition-
iert (siehe etwas [Tul0, Korollar A.46]). Man kann einsehen, dass die Bijektion aus
Satz 4.2.3 auch fiir nicht-zusammenhéngende, orientierbare Mannigfaltigkeiten gilt,
indem jede Zusammenhangskomponente einzeln betrachtet wird.

Eine orientierte Mannigfaltigkeit kann als ein Paar (M, [w]) aufgefasst werden.
Damit lasst sich folgende Definition formulieren:

Definition 4.2.5 . Ein Diffeomorphismus F': (N, [wy]) — (M, [wys]) zwischen orien-
tierten Mannigfaltigkeiten wird als orientierungserhaltend bezeichnet, falls

[F*CUM] = [WN] (422&)
und als orientierungsumkehrend, falls

Satz 4.2.6. Seien U,V C R", jeweils mit der Standardorientierung ausgestattet,
vererbt durch den R™ und F: U — V ein Diffeomorphismus. Dann sind dquivalent:

(a) F ist orientierungserhaltend.
(b) Die Jacobi-Determinante det|0F/027] ist strikt positiv auf U.

Beweis. Seien z', ..., 2™ und y!,...,y" die Standardkoordinaten auf U C R" und
V' C R™. Dann gilt

F*(dy' A--- Ady™) = d(F*y') A~ Ad(F*y™) (Satz 3.5.2 und Satz 2.5.2)

=d(y'oF)A---Ad(y"oF) (Pullback einer Funktion)
=d(F')A--- ANd(F")

OF" L .
= det e (dx* A--- ANdx") (Satz 3.1.1). (4.23)

Somit ist F' orientierungserhaltend genau dann, wenn det[0F?/0x7] > 0 auf U. [

4.3 Orientierung mittels Atlanten

Der Satz 4.2.6 gibt einen ersten Hinweis, wie man eine Orientierung auf einer Man-
nigfaltigkeit mit Hilfe von Atlanten beschreiben kann.

Definition 4.3.1. Ein Atlas auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M heift
orientiert, falls fir alle Karten des Atlas’ (U,¢) = (U,z',...,2") und (V,¢) =
(V,y', ... y™), mit UNV # 0, die Jacobi-Determinante des Kartenwechsels 1 o
ot p(UNV) — (UNV) strikt positiv auf U ist, das heift, falls det[dy’/dz?] > 0
auf UNV.

Satz 4.3.2. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:
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4 Orientierung einer Mannigfaltigkeit

(a) Die Mannigfaltigkeit M st orientierbar.

(b) Es existiert ein orientierter Atlas auf M.

.....

Mannigfaltigkeit M. Nach dem Lemma 4.2.1 existiert fir jeden Punkt o € M eine
Koordinatenumgebung (U, ) = (Ua, x), ..., 2") existiert, auf welcher gilt

(dr: A~ Ada?)(Xy,..., X,) > 0. (4.24)

Die Behauptung ist nun, dass die Familie 4l := {(Us, ¢a) }acn einen orientierten Atlas
ergibt.

Seien dazu (Uy,, ¢o) € Y und (Us, ¢g) € U zwei miteinander tiberlappende Karten
aus dem Atlas 4, dann gilt auf U, N Up

(daxy A ANdal) (X, ..., X)) >0 und  (dagA---Adaf)(Xy,..., X,) > 0. (4.25)
Nach Satz 3.1.1 gilt

dag A -~ Ndaly = (det[0af/0xl])dxl A -+ A da: (4.26)
und setzt man (4.26) in (4.25) ein, dann folgt det[0z}/0z]] > 0 auf U, N Ug. Damit
folgt (b) aus (a).

Es mége (b) gelten. Dazu sei {(U, ¢)} = {(U,z",...,2™)} ein orientierter Atlas. Fiir
Raums T, M definiert werden. Die so getroffene Zuordnungsvorschrift fiir ,u;,.’héingt
von der Wahl der jeweiligen Karte um p ab. p, muss daher auf Wohldefiniertheit hin
iiberpriift werden.

Falls zwei Karten {(U, z',...,2™)} und {(V,%',...,y")} aus dem orientierten Atlas
beide den Punkt p beinhalten, dann gilt nach Annahme, dass det[dy’/dz7] > 0. Dies
nach [Tul0, Proposition 8.11] die Matrix [0y’/0z’] den Basiswechsel zwischen diesen
Basen vermittelt. Damit ist die Abbildung p auch wirklich wohldefiniert auf M und
hangt nicht von der Wahl der Umgebung im Punkt p ab.

Die so gefundene punktweise Orientierung p auf M ist zudem stetig, da sie in jeder
reprasentiert wird, was einen stetigen Rahmen auf U darstellt. Damit folgt (a)w:;ms
(b). O

Definition 4.3.3 . Zwei orientierte Atlanten {(U,, ¢o)} und {(Vs, 1)} einer Man-
nigfaltigkeit M sind dquivalent, falls die Vereinigung der beiden Atlanten einen ori-
entierten Atlas auf M darstellt.

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Die Reflexivitiat und Symmetrie ergeben sich direkt
aus der Definition 4.3.1. Lediglich die Transitivitat ist etwas technisch aufwendiger;
Seien {(Uq, ¢a)}, {(Vs,%5)} und {(R,, A\,)} drei Atlanten auf M, wobei gelten soll

{(Uas @a)} ~ {(Vs, )} und {(Vi, ¥5)} ~ {(Ry, M)} (4.27)
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Zu zeigen ist, dass die Jacobi-Matrix J der Ubergangsfunktion
A oot do (R, NU,) = A(R,NUL) (4.28)

eine positive Determinante fiir alle v, a besitzt. Dazu wahlt man einen Punkt p €
R, N U,. p besitzt eine Umgebung V3, so dass S := R, NUgNU, # 0. Auf S gilt
jedoch

Aoy =(yedpl)o(dsod,). (4.29)
Die Jacobi-Matrix J geniigt der Kettenregel, also erhélt man auf S
TNy 0¢5") = J(\ 005 ") (Vs 0 0, ") (4.30)
und damit nach (4.27)
det J(Ay 0 ¢ ") = (det J(A, 015" (det J (5 0 6,1)) > 0. (4.31)

Da p € R, NU, beliebig gewdhlt, ist det J(\, o ;') > 0 auf R, NU,. Analoges zeigt
man fir ¢, o A" und damit ist die Transitivitét gezeigt.

Wie in Abschnitt 4.2 argumentiert man, dass die Aquivalenzrelation aus Defi-
nition die Menge aller orientierten Atlanten auf einer zusammenhédngenden Man-
nigfaltigkeit M in genau zwei Aquivalenzklassen partitioniert. Dies kann mit den
folgenden beiden Lemmata eingesehen werden.

Lemma 4.3.4. Seien i := {(Uy, ¢o)} und B = {(V3,1p)} 2wei orientierte Atlanten
einer zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit M. Falls ein Punkt p € U, N'Vg C M
mit det J(¢g o q§;1)|p > 0 existiert, dann sind beide Atlanten zueinander dquivalent.

Beweis. Man definiere zunéchst die beiden Mengen

Uon¢a) Gﬂ/\ El(v,&wﬁ) em:
Sl.—{peM‘U NV # O Adet J(Ygo a1)|p>0} (4.32)
und
(Us, $a) € UAI(V5,005) € V-
Sy {peM'U NVs # O Adet (g0 ;1)|p<0} (4.33)

Fiir den Fall, dass det J(¢50 ¢, )|, = 0 ist, existiert kein p € M, da 15 0 ¢, auf dem
Schnitt U, N V3 ein Diffeomorphismus ist.

Die Behauptung ist nun, dass S;NS, = (). Angenommen es existiert ein p € S;M.Ss,
das heifit einerseits p € U,, N V3, und andererseits p € U,, N V3,, so dass det J(1)g, o
da)]p > 0und det J(1g,00,) )|, < 0. Nach Voraussetzung ist also det J (g, 09, !)|, >
0, es gilt jedoch auch

det J (1, © 67, )|p = (det J(4s, 093, ) |p)(det T (s, © 67, ) (det T (Paz © 63 )]n)
<0. (4.34)
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4 Orientierung einer Mannigfaltigkeit

Dies stellt einen Widerspruch dar. Also ist S; NSy = 0.

Andererseits ist S; U Sy = M. Offensichtlich gilt S; U Sy € M und falls p € M,
dann existieren U, € 4 und Vg € Y, so dass p € U, N Vs und dann ist entweder
det J(¢5 o ¢ 1)], > 0 oder det J(¢g 0 ¢51)], < 0, also M C S; U S,. Man fixiere
jeweils @ und $3. Da (—o0,0) und (0, +00) offene Mengen in R sind, sind die Urbilder
der stetigen Funktionen det und J(¢5 o ¢.'), ebenfalls wieder offen in U, NV und
damit in M, da U, und V3 offen in M sind. S; und S lassen sich als Vereinigung
solcher Urbilder schreiben und damit sind S; und S5 offen in M.

Nach Annahme existiert jedoch ein Punkt p € M, indem beide Atlanten iiberein-
stimmen, also S; # (). Da M aber zusammenhéngend sein soll, muss Sy = . ]

Lemma 4.3.5. Seien i := {(Uy, ¢o)} und B = {(Vs, )} zwei orientierte Atlanten
einer zusammenhangenden Mannigfaltigkeit M. Falls ein Punkt p € U, NVz C M
mit det J(g o ¢ )| < 0 ewistiert, dann ist

U, ba) € YA I(Vs,105) € B
M = M 4.35
{pe ’Uﬂvﬁ%wdeuwﬁ 5:)ly < 0 e
Beweis. Der Beweis kann analog zu Lemma 4.3.4 gefithrt werden. [

Fiir eine orientierte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit M, wird die gleiche Mannig-
faltigkeit mit entgegengesetzter Orientierung durch —M gekennzeichnet. —M geht
aus M folgendermaﬁen hervor; Sei {(Ua, @a) }aca = {(Ua,xa, e a)}aeA ein Atlas

.....

ist. Dann wird durch {(Ua,qba}aeA = {(U SxM) aea = =4 gerade die

Orientierung von —M spezifiziert.

,_ ar

Satz 4.3.6 . Sei M eme orientierbare zusammenhc’mgende Mannigfaltigk:eit Sei =

durch etnen stetigen, positiv omentzerten lokalen Rahmen reprdsentiert wird. Sei iJ. =
{(Uas Pa) }aca = {(Ua,xa, ce a)}aeA ein Atlas fur M so dass fur jedes U aus $
Korrespondenz zwischen der Menge der Orientierungen auf M und der Menge der
Aquivalenzklassen orientierter Atlanten fiir M, also

=y 2 {180, [ (4.36)

wobei gilt
R T L T (4.37a)
T R ] (4.37h)

Beweis. Man muss zeigen, dass falls die Abbildungen k£ und [ existieren, diese auch
wohldefiniert sind, also nicht vom jeweiligen Repréasentanten abhéngen. Es mogen die
Bezeichnungen aus der Voraussetzung des Satzes gelten.
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4.3 Orientierung mittels Atlanten

Nach dem Beweis des Satzes 4.3.2 (a) = (b) wird der Orientierung p ein ori-
entierter Atlas {(Uy, ®a)}acrm zugeordnet, fiir welchen auf einer Karte (U,, ¢o) =
(Ugy 2k, ... 2") gilt

g}

(dxt A~ Ada?) (X, ..., X,) > 0. (4.38)
Des Weiteren gilt auch
0 0
DA NN, — 0 4.39

..........

..........

gen auf M. Der Orientierung {X;}ieq1,.. 3 wird der orientierte Atlas {(U, z!, ..., z")},
mit
(dx' A---ANda™)(Xy,...,X,) > 0auf U, (4.40)

zugeordnet und der Orientierung {Y;}icq1,..n der orientierte Atlas {(V, vty
mit
(dy* A---Ndy™)(Y,...,Y,) >0 auf V. (4.41)

Es gilt mit der Rahmeneigenschaft Y; = >7" aéXi und nach Voraussetzung det [a§~] >
0. Daraus folgt unter Heranziehung des Satzes 3.1.1, dass folgende Aussagen auf
UNV # () gelten

0< (dy' A---Ndy™)(Y1,...,Y,) = {det[aé] X (Lemma 4.1.1)
(dy' A=~ Ady™) (X1, .., X))
i dy'
(da' Ao Ada™) (X, Xo) | (4.42)
>0

Also ist det[0y’/dz7] > 0 auf U NV und somit{(U,z',....2")} ~ {(V,y',...,y")}.
Damit ist die Abbildung k wohldefiniert.
Dem Beweis von Satz 4.3.2 entnimmt man, dass einem Atlas {(U,z!,... ")} €

.....

Zuordnung ist wohldefiniert, hangt also nicht von der jeweiligen Karte um p ab. Sei

{(U?xl>"'7xn)}N{(Vaylw'-ayn)} (4.43)

und V 3 p = [{9/0y'|, Vieqr,..myl- Auf U NV gilt 0/027 = 331, (9y*/027)0/dy" und

,,,,,

(£0/02] Yietr.t) ~ {O/0Y'| Vit (4.44)

Damit ist [ wohldefiniert. O
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4 Orientierung einer Mannigfaltigkeit

Lemma 4.3.7. Sei M eine n-dimensionale, orientierte Mannigfaltigkeit mit ori-
entiertem Atlas 8 = {(Uy, da)taca = {(Ua,xk, ... 2%) b aea, welcher die stetige,
entierungsform, so dass w(Xy,... ,Xn) > 0. Dann gilt fiir jede lokale Darstellung von
w auf einer Karte U, aus 8, mit w = fo dzl A--- ANda" |, dass fo > 0 auf U,.

Beweis. Mit den Voraussetzungen aus der Aussage, muss gezeigt werden, dass f,(p) >
0 fiir jeden Punkt p € U,. Sei p € U, beliebig, dann existiert nach Lemma 4.2.1 eine
eine Koordinatenumgebung (V,¢) = (V,y',... y") € U, so dass

(dy' A--- ANdy™)(Xq,...,X,) > 0auf V. (4.45)

Auf U, NV gilt nach Satz 3.1.1
1 n O, 1 n
de, N---Ndxl, = |det | =—| |dy A---Ady (4.46)
oy
und fiir die Determinante gilt, det[dz?,/0y’] > 0, da il ein orientierter Atlas ist und
damit die Jacobi-Determinante der Kartenwechsel strikt positiv ist. Damit gilt fiir
qel,NV:

(dy* A Ady")( Xy, .., Xn)g  (4.47)

oz,
0 < W(Xh s ;Xn)q = fa(Q) det [ay]]
~—_———— >0

>0

also ist insbesondere f,(q) > 0. Da p € U, beliebig gewahlt war, folgt die Aussage. [

Zusammenfassend kann man konstatieren, dass ein orientierter Atlas {(Uy, ¢u) }aca
= {(Uq, 2., ..., 2L)}aca die Orientierung einer Mannigfaltigkeit (M, [o]) festlegt, falls
fir jedes a € A ein f, € C*(U,,R) existiert mit f, > 0 auf U,, so dass gilt

o= fodz A Ndal. (4.48)
Fiir spéatere Zwecke wird noch folgendes Lemma benotigt.

Lemma 4.3.8. Sei F': (N, [wn]) = (M, [wn]) ein orientierungserhaltender Diffeo-
morphismus zwischen zwei n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten N und M. Wenn
U= {(Vo, %) taca = {(Va, vk, ... ub) Yaca ein orientierter Atlas fiir M ist, welcher
die Orientierung fiir M festlegt, dann ist F*0 := {(F~Y(V,), F*1a) }aca
={(FY(V,),FL,..., E)}aca ein orientierter Atlas, welcher die Orientierung fiir N
spezifiziert, wobei F' =y’ o F.

Beweis. Da F ein Diffeomorphismus ist, stellt F*U einen Atlas auf N dar. Seien
(F~Y(V,), F*1,) und (F~(V3), F*15) zwei Karten aus F*0, dann gilt fiir die Jacobi-
Determinante der Ubergangsabbildung, dass

det J(F*z/;a o (F*wg)_l) = det J(l/)a o Fo(igo F)_l))
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4.3 Orientierung mittels Atlanten

= det J (v 0 F o F~' o y!) = det J (¢ 0 15 ")
- (4.49)

Also ist F*Q ein orientierter Atlas.

Die Behauptung ist, dass der Atlas {(F~1(V,),Fl, ..., F})}aeca die Orientierung
F*wyr auf N festlegt, falls wy, eine Orientierungsform auf M ist. Dazu sei lokal auf
Vo, w = fadyl A -+ Ady? und somit ist auf F~*(V,)

F*w = (F*fy) (dEXA - NAFD) (4.50)

Man muss zeigen, dass (F*f,)(¢) > 0 fir jeden Punkt ¢ € F~'(V,). Dazu sei

77777

wn(Xi,...,X,) > 0auf N. Nach Annahme ist [F*wy/] = [wy] und damit folgt
(F'w) (X1,...,X,) >0 auf N. (4.51)

GeméiB dem Lemma 4.3.7 ist damit (F*f,) > 0 auf F~*(V,). O
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5 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Ist man daran interessiert die Integrationstheorie auf Mannigfaltigkeiten umso reich-
haltiger erscheinen zu lassen, so ist es von Noten, den Begriff einer Mannigfaltigkeit
zu erweitern. Dies wird insbesondere den Rand einer Mannigfaltigkeit betreffen.
Prototyp einer Mannigfaltigkeit mit Rand ist der abgeschlossene obere Halbraum

H" = {(z',...,2") €R" | 2" >0}, (5.1)

welcher die Teilraumtopologie T(H") tragt, vererbt durch die Standardtopologie T(R™)
des R™.! Fiir die Menge aller inneren Punkte und die Menge aller Randpunkte sollen
folgende Symbole verwendet werden

(H")° ={(z',...,2") €R" | 2" >0}
O™ ={(z',...,2") €eR" | 2" =0}.

Dieses Kapitel ist [Tul0, Kapitel 22] entlehnt.

5.1 Vorbetrachtungen

Zunéchst miissen einige Hiirden genommen werden, was die Definition von (C*°-
Funktionen auf Mannigfaltigkeiten mit Rand anbelangt. Dazu muss der Differen-
zierbarkeitsbegriff auf beliebige Mengen ausgedehnt werden.

Definition 5.1.1. Sei S C R” eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f: S — R”
ist glatt in einem Punkt p € 9, falls eine Umgebung U C R"™ von p existiert und eine
glatte Funktion f: U — R”, so dass f = f auf U N S gilt. Die Funktion f ist glatt
auf 9, falls sie in jedem Punkt von S glatt ist.

Der néchste Satz wird als Hilfsmittel dienen, um zu erkennen, dass innere und
aufere Punkte des H" invariant unter Diffeomorphismen sind.

Satz 5.1.2. Sei U € T(R"), S C R" eine beliebige Teilmenge und f: U — S ein
Diffeomorphismus. Dann ist S € T(R™).

Beweis. Der Beweis ist im Rahmen dieser Arbeit einigermaflen aufwendig und ist
stattdessen vollstédndig [Tul0, Theorem 22.3] zu entnehmen. O

1Z(Q) bezeichne eine Topologie auf einer Menge €.
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5 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Es soll die Aussage des Satzes 5.1.2 explizit hervorgehoben werden; Der Diffeomor-
phismus f vermittelt lediglich zwischen offenen Mengen der Teilraumtopologie, also
zwischen

U' € T(U):={DeU|D=ANU fir eine Menge A € T(R")}  (5.4)

und V' € (V). Das bemerkenswerte des Satzes ist nun aber, dass man schlussfolgern
kann, dass S sogar Element von T(R") ist.
Fiir eine Menge U C H", bezeichne U° := (H")°NU und oU := 9(H") N U.

Satz 5.1.3. Seien U,V € T(H") und f: U — V ein Diffeomorphismus. Dann gilt
fFU%) = f(V°) und f(OU) = f(OV). (5.5)

Beweis. Sei p € (H")° N U, dann existiert ein B € T(H"), so dass p € B. Es gilt
sogar, dass B € T(R"), da p innerer Punkt von H" ist. Nach Aussage des Satzes 5.1.2
ist f(B) € T(R™) und nicht nur f(B) € T(H"). Damit ist aber gezeigt, dass f(B) C
(H")°. Da f(p) € f(B) gilt, ist f(p) ein innerer Punkt des oberen Halbraumes H".
Sei p € I(H")NU, dann ist f~(f(p)) ein Randpunkt. f~*: V' — U ist jedoch nach
Voraussetzung ein Diffeomorphismus und angenommen f(p) wére ein innerer Punkt,
dann miisste nach dem eben Bewiesenen, auch p ein innerer Punkt sein, was jedoch
einen Widerspruch darstellt. Also muss f(p) ein Randpunkt von H" sein. O

5.2 Mannigfaltigkeiten mit Rand

In dem oberen Halbraum H" treten genau zwei Typen von offenen Mengen B, B’ €
T(H") auf. Entweder B € T(H") impliziert B € T(R™) oder aus B’ € T(H") folgt
nicht B’ € T(R"). Karten einer Mannigfaltigkeit sind lediglich homéomorph zu den
Mengen des Typs B € T(R"). Fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand reicht dies nicht aus.
Es wird daher gesetzt, einen topologischen Raum M lokal H" zu nennen, falls jeder
Punkt p € M eine Umgebung U besitzt, die homdomorph ist zu einer offenen Menge
aus T(H").

Definition 5.2.1. Eine topologische n-Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein topologis-
cher Raum mit abzahlbarer Basis, der zudem die Hausdorff-Eigenschaft erfiillt und
lokal H™ ist.

Man hélt zunéchst fest, dass eine Mannigfaltigkeit mit Rand mindestens die Dimen-
sion 1 besitzt (siche dazu [Tul0, Beispiel 5.13]). Fiir den Fall n = 1 muss jedoch eine
leichte Modifizierung vorgenommen werden. Hier diirfen zwei lokale Modelle erlaubt
sein, einerseits die rechte Halblinie H' und die linke Halblinie

L''={reR|x<0}. (5.6)

In der Dimension 1 besteht eine Karte (U, ¢) aus einer offenen Menge U € (M)
und einem Homdomorphismus ¢: U — B, wobei entweder B € T(H') oder B € T(LL!)

54



5.3 Rand einer Mannigfaltigkeit mit Rand

ist. Damit konnte nun erreicht werden, dass, falls (U, z',...,z") eine Karte einer n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit mit Rand ist, dann ist auch (U, —x',... 2") eine
Karte, da die Multiplikation mit einer konstanten Funktion eine stetige Abbildung
ist.

Eine Familie {(U, ¢)}) von Karten stellt einen C'*-Atlas dar, falls fiir zwei beliebige
Karten (U, ¢) und (V, %), die Ubergangsabbildung

Yo pUNV) = P(UNV) C H (5.7)

einen Diffeomorphismus ist. Man bedenke, dass diese Sprechweise im Sinne der Def-
inition 5.1.1 wohldefiniert ist. Somit ist eine C'*°-Mannigfaltigkeit mit Rand eine
topologische Mannigfaltigkeit mit Rand, ausgestattet mit einem maximalen C*-
Atlas.

Ein Punkt p € M heifit innerer Punkt, falls in einer Karte (U, ¢) der Punkt ¢(p) €
(H™)°, also ein innerer Punkt von H" ist. Gleichermafien nennt man einen Punkt
p € M einen dufleren Punkt, falls ¢(p) € O(H"), also ein &uBlerer Punkt von H" ist.
Dieser Sprachgebrauch ist wohldefiniert, hdangt also nicht von der Wahl der Karte ab,
denn falls (V,4) eine weitere Karte ist, dann bildet der Diffeomorphismus 1) o ¢!
den Punkt ¢(p) auf ¢ (p) ab und nach Satz 5.1.3 ist ¢(p) entweder innerer oder
auBerer Punkt. Die Menge aller aufleren Punkte bzw. der Randpunkte wird mit OM
bezeichnet und die der inneren mit M°.

Letztlich soll noch darauf hingewiesen werden, dass die meisten fiir Mannigfaltigkeit-
en eingefithrten Konzepte, auch weiterhin fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand Bestand
haben. So arbeitet etwa das Lehrbuch [Leel2] konsistent von Beginn an mit dem
Begriff der Mannigfaltigkeit mit Rand. Der einzige wirklich wesentliche Unterschied
besteht darin, dass stets ein verdnderter Differenzierbarkeitsbegriff im Sinne von
Definition 5.1.1 herangezogen werden muss.

Im Beweis von Lemma 4.2.1 war es notwendig, dass man die Karte (U, z', ... z")
durch die Karte (U, —z!, ..., 2") ersetzen konnte, dies wire fiir den Fall n = 1 nicht
moglich gewesen, wiirde man den IL! nicht als lokales Modell fiir eine 1-dimensionale
Mannigfaltigkeit mir Rand zulassen.

5.3 Rand einer Mannigfaltigkeit mit Rand

Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension n mit dem Rand OM. Ist (U, ¢) eine Karte
auf M, dann soll ¢’ := ¢4, die Einschrankung der Koordinatenabbildung ¢ auf
den Rand bezeichnen. Es ist klar, dass Randpunkte bzw. duflere Punkte unter der
Abbildung ¢ auf Randpunkte abgebildet werden. Demnach ist

¢ UNOM — ¢(U)NO(H") C R*! (5.8)

insbesondere ein Homéomorphismus. Denn nach [Tul0, Folgerung A.27] ist auch jede
eingeschrinkte stetige Funktion auf eine beliebige Teilmenge ihres Definitionsbere-
iches stetig beziiglich der jeweiligen Teilraumtopologie. Es vererben sich die Eigen-
schaften von einer abzéhlbaren Basis in M (siehe [Tul0, Proposition A.14]) und die
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5 Mannigfaltigkeiten mit Rand

des Hausdorff-Raumes (siehe [Tul0, Proposition A.19]) auf M, als Teilraum von M.
Betrachtet man des Weiteren auf M die durch M induzierte Teilraumtopologie, so
kann OM als eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1 ohne Rand ver-
standen werden. Denn Karte fiir den R™~! ist insbesondere die identische Abbildung
id: R"! — R"! und somit ist OR"' = () bzw. 9(OH") = ). Daraus ergibt sich
d(0M) = 0.

Dariiber hinaus ist fiir zwei beliebige Karten (U, ¢) und (V1) die Abbildung

Y o(d) g (UNVNOM) = (UNVNOM) (5.9)

sogar C'*°.

Somit ist Folgendes ersichtlich; Ein Atlas {(U,, ¢o)} fur M induziert einen Atlas
{(UaNOM, ¢alyy. nons)} fir OM und OM kann als eine Mannigfaltigkeit der Dimension
n — 1 ohne Rand verstanden werden.

5.4 Nach auflen zeigende Vektorfelder

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, dann ist OM eine (n — 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit. Damit gibt es also fiir p € OM Tangentialvektoren
X, fur die gilt X, € T,M und X, ¢ T,(0M). Damit ist folgende Definition sinnvoll.

Definition 5.4.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand und p € M. Ein Tan-
gentialvektor X, € T,M heifit nach innen zeigend, falls X, ¢ T,(0M) und ein
e € R mit ¢ > 0 existiert, so dass eine Kurve ¢: (0,6) — M existiert mit ¢(0) = p,
c((0,¢)) € M° und (0) = X,. Ein Tangentialvektor X, € T, M wird als nach auflen
zeigend bezeichnet, falls — X, nach innen zeigend ist.

Ein Vektorfeld entlang OM ist eine Abbildung X, so dass OM > p — X, € T,M.
Auf einer Karte (U, ¢) = (U,z',...,2") um p € M, kann solch ein Vektorfeld X lokal
geschrieben werden als

X, =) dl(q) | firqge oM NU. (5.10)
q

Das Vektorfeld X entlang OM ist glatt im Punkt p € OM, wenn eine Koordi-
natenumgebung von p existiert, deren Funktionen a’ glatt sind auf M. Man nennt es
glatt, falls es in jedem Punkt p € OM glatt ist. Man kann zeigen, dass ein Vektorfeld
genau dann nach auflen zeigend ist, wenn beziiglich, beliebigen lokalen Koordinaten
a"(p) < 0 (siehe [Tul0, Losung 22.3]).

Satz 5.4.2. Auf einer Mannigfaltigkeit M mit Rand OM existiert stets ein glattes,
nach auflen zeigendes Vektorfeld entlang OM .

Beweis. Es soll eine Uberdeckung von dM durch offene Koordinatenumgebungen
(U, zk, ... 2") auf M zur Argumentation herangezogen werden. Auf jedem U, ist das
Vektorfeld X, = —0/0x" entlang U, NOM glatt und nach auBen zeigend. Man wéhle
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5.5 Orientierung des Randes

eine Zerlegung der Eins {p, }aea auf M beziiglich der offenen Uberdeckung {U, N
OM }per- Man kann zeigen, dass X = 3 cq paXao die erforderlichen Eigenschaften
besitzt (siche [Tul0, Losung 22.4]). O

5.5 Orientierung des Randes

Definition 5.5.1. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und § € Ai(V). Fiir
jedes v € V und k > 2 kann eine lineare Abbildung i,: Ax(V) — Ag_1(V') definiert
werden, die auch innere Multiplikation oder Kontraktion mit v genannt wird,

(18) (w1, ...y wg—1) = BV, w1, ..., W—1). (5.11)

Man definiert i, = f(v) fir § € Ay (V) und i, = 0, falls € Ag(V) bzw. = const.
Falls X € X(M) und w € Q%(M), dann ist die (k — 1)-Form iyw punktweise erklirt,
also (ixw), = ix,w, fir p € M.

Lemma 5.5.2. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Fiir jede beliebige Fam-

(BB) (@t A= nak) = 3o(=1) ol (v) at A A Al A AP, (5.12)

wobei das Zirkumflexr — dafiir steht, dass o im Keilprodukt ausgelassen wird.
Beweis. [Tul0, Proposition 20.7] O

Satz 5.5.3. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension n mit Rand.
Wenn w eine Orientierungsform auf M ist und X ein glattes, nach auflen zeigendes
Vektorfeld auf OM, dann ist ixw eine glatte, nirgends verschwindende (n — 1)-Form
auf OM . Also ist OM orientierbar.

Beweis. Da w und X beide jeweils glatt auf OM sind, ist auch die Kontraktion i,w
glatt. Dies folgt mit Satz 3.3.2 (d). Durch einen Widerspruchsbeweis soll nun bewiesen
werden, dass i xw nirgends auf M verschwindet. Angenommen (ixw),(vi, ..., Vn-1) =

----------

fur T,(0M). Dann ist {X,,e1,...,e,—1} eine Basis fir T,M, da X, nach auen
zeigend ist, also lokal einen von Null verschiedene Komponente beziiglich 0/0x"
besitzt. Damit gilt w,(X,, e1,...,en—1) = (ixw)y(er,...,e,—1) = 0. Als Multilineare
Abbildung ist die n-Form w, jedoch eindeutig dadurch festgelegt, wie sie auf die
jeweiligen Basisvektoren wirkt und damit folgt w, = 0. Dies stellt einen Widerspruch
zur Voraussetzung dar. Somit kann 7xw nur nirgends verschwindend auf M sein.
Also ist OM nach Satz 4.2.2 orientierbar. ]

Satz 5.5.4. Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, p €
OM und X, € T,M nach auffen zeigender Tangentialvektor. Dann sind dquivalent:

,,,,,

tierung des Randes OM im Punkt p.
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5 Mannigfaltigkeiten mit Rand

(b) Die geordnete Basis {X,,v1,...,0p-1} des Raums T,M reprisentiert die Ori-
entierung fir M im Punkt p.

Beweis. Mit den Voraussetzungen aus dem Satz gilt folgende Kette von dquivalenten
Umformungen:

= (zxpwp)(vl, ceyUpe1) > 0 <= wy(X,, 01,00, 05-1) >0
<= {X,,v1,...,0,_1} repréasentiert die Orientierung auf M im Punkt p (5.13)

Damit ist die Aussage bewiesen. ]

Im Sinne des Satzes 5.5.3, wurde die Orientierung des Randes OM durch die
Orientierungsform i yw festgelegt. Damit diese Festlegung wohldefiniert ist, muss man
zeigen, dass die Orientierungsform ixw unabhéngig ist vom gewéhlten Repréisentan-
ten der jeweiligen Aquivalenzklasse von w einerseits und darf andererseits nicht von
dem jeweiligen nach auflen zeigenden Vektorfeld X abhéngen.

Sei also 7 ~ w eine weitere Orientierungsform auf M d.h. es existiert ein f €

.....

(@M) und X € X(M):

(Xp fw) ) V1, Upo1) = (fw)p(Xp, v1, .., V1)

F®) (wp(Xp 01, vnc1)) = F0) (ix,wp(v1, - vn1))
F) ((ixw)p(vr, .., vac))

= (fixw)p(vi, ..., n-1). (5.14)

(iXT)p(Ula <oy Up— 1

Damit ist gezeigt, dass ix7 ~ ixw.

Sei nun Y ebenfalls ein glattes, nach aufien zeigendes Vektorfeld auf 0M und w eine
Orientierungsform auf M. Man wéihlt eine Karte (U, ¢) = (U, z',...,2") um p € M,
so dass lokal fiir g € U N OM gilt

1=1 q

=1 q

fir a',b° € C*((U N OM),R) mit a” < 0 und b" < 0 auf U N IM. Man stellt
fest, dass {X,, 0/0x'|,,...,0/0x"|,} und {Y,, 0/0x'|,,..., 0/0x"| } jeweils Basen
fiir den Tangentialraum 7, M sind. Die Determinante der Ubergangsmatrix zwischen
diesen Basen ist gegeben durch a™/b™ > 0. Somit bestimmen also die Basen die gleiche
Orientierung fir 7,,M und nach Aussage des Satzes 5.5.4 impliziert dies, dass X und
Y auch wirklich die gleiche Orientierung auf 7,,(0M) festlegen.

Beispiel 5.5.5 (Orientierung fiir O0H"). Die Standardorientierung des oberen Hal-
braumes H" ist als Orientierungsform durch die nirgends verschwindende n-Form
w=dx'' A--- Ada™ auf H" gegeben. Wie bereits oben diskutiert ist ein Vektorfeld
genau dann nach auflen zeigend ist, wenn beziiglich beliebigen lokalen Koordinaten
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5.5 Orientierung des Randes

die n-te Komponente nicht-positiv ist. Das heifit also, dass —0/0z" ein glattes, nach
auBen zeigendes Vektorfeld auf OH™ ist. Nach Satz 5.5.3 ist eine Orientierung des
Randes durch die Kontraktion gegeben. Mittels Lemma 5.5.2 erhalt man

i_a/azn (w) = _(_1)n—1 d(lfl VANEIERIVAN dl‘n_l
= (=D)"da' A Adaz" (5.16)
Somit ist OH" gleich zu der Standardorientierung auf R*~! falls, n gerade und entge-

gengesetzt zu der Standardorientierung, wenn n ungerade ist. Symbolisch kann man

das also so ausdriicken
(—=1)"R" = oH". (5.17)
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6 Integration auf
Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel soll eine Integrationstheorie fiir Differentialformen auf orientierten
Mannigfaltigkeiten dargelegt werden. Dabei sollen zunéchst Differentialformen auf
einem FEuklidischen Raum betrachtet werden und mittels einer Diffeomorphismusin-
varianz und der Technik Zerlegung der Eins, kann diese Begrifflichkeit auf n-Formen,
mit kompakten Trager auf einer orientierten Mannigfaltigkeit, ausgedehnt werden.
Spéter ist man im Stande eines der herausragenden Resultate der Differentialgeomtrie
zu beweisen: den Integralsatz von Stokes.

Die Ausarbeitungen in diesem Kapitel orientieren sich an [Tul0, Kapitel 23] und
[Leel2, Kapitel 16].

6.1 Vorbetrachtungen

Um die Integrationstheorie auf orientierten Mannigfaltigkeiten konsequent einzubet-
ten, soll kurz an einige Begrifflichkeiten des Riemann-Integrals im R"™ angekniipft
werden, wie man sie auch in [Tul0, Abschnitt 23.1] finden kann.

Ein abgeschlossener Quader @@ im R™ ist das kartesische Produkt @ = [a',b'] x

- x [a"™,b"] von abgeschlossenen Intervallen in R, mit a’,b* € R. Fiir beschrinkte
Funktion f: ) — R kann eine Integrationstheorie entwickelt werden. Dies geschieht
folgendermaflen;

Das Volumen eines Quaders Q ist definiert als vol(Q) := [[",(b' — a*). Eine

-----

eine Partition fiir [a’, b] ist, das heit P; := {po, ..., pm}, wobei p; € R und
a=py<p <-<pm=>b. (6.1)

Eine Partition P unterteilt einen Quader () in geschlossene Teilquader, bezeichnet
durch ;. Beziiglich einer vorliegenden Partition P von ) kann die Untersumme und
Obersumme von f bestimmt werden:

U(.P)i= Soligt f)vol(@,), O(f.P) = Y(sup ) vol(@). (62

J J J

Das Unterintegral von f iber Q) ist

/Qf :=sup{ U(f, P) | P ist Partition fiir Q) } (6.3)
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6 Integration auf Mannigfaltigkeiten

und das Unterintegral von f iber Q) ist
/f::mﬂoguﬂ|PmtﬂmmmnmrQ} (6.4)
Q

Definition 6.1.1. Sei @) ein abgeschlossener Quader aus dem R”. Eine beschrankte
Funktion f: Q — R heiit Riemann-integrierbar, falls [, f = fQ f. In diesem Fall
heifit die reelle Zahl fodx1 ceda = o f = fo das Riemann-Integral von f,
wobei !, ..., 2" Standardkoordinaten des R" sind.

Wie [Leel2; Abschnitt C, S.651] zu entnehmen ist, so hat die Symbolreihenfolge
dz! - - - dx™ selbst keine eigene Bedeutung. Man konnte sie auch ganz weglassen, nutzt
sie aber stattdessen als eine Art schlieende Klammer des Integralzeichens.

Ein wichtiges Resultat fiir die weiteren Ausfithrungen wird sein;

Satz 6.1.2. Wenn auf einer offenen Teilmenge U des R™ eine stetige Funktion
f: U — R definiert ist und die Menge supp(f) kompakt ist, dann ist f Riemann-
integrierbar auf U.

Beweis. [Tul0, Proposition 23.4] O

6.2 Integral einer n-Form auf dem R”

Seien z',..., 2" die Standardkoordinaten des R™, dann kann im Sinne von (3.3)
jede n-Form w auf dem R” geschrieben werden als w = fda' A --- A d2", mit
einer eindeutigen Funktion fR™ — R. Daher lasst sich jede Funktion f auf dem R”
eindeutig mit einer n-Form auf dem R"™ identifizieren. Somit kniipft die Integration
von n-Formen auf dem R™ an die Riemann-Integration von Funktionen auf dem R”
an.

Definition 6.2.1. Sei w = fdz! A --- A da" eine O n-Form auf einer offenen

Teilmenge U C R"™ mit den Standardkoordinaten z?, ..., 2" Das Integral von w 1iber
A C U, ist definiert als das Riemann-Integral der C*°-Funktion f: U — R:

/w:/fdxl/\---/\dx”::/fda:l---dx”, (6.5)
A A A
falls das Riemann-Integral auf der rechten Seite existiert.

Satz 6.2.2. Seien U,V C R" offene, zusammenhdngende Teilmengen und T:V —
U ein Diffeomorphismus. Wenn w eine glatte n-Form auf U ist, dann gilt

/w falls T orientierungserhaltend,
U

/V Thw = (6.6)

—/ w  falls T orientierungsumkehrend.
U
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Beweis. Seien x!,... 2" die Standardkoordinaten auf U und y!,...,y" auf V. Mit
T':=x'oT = T*(x") soll die i-te Komponente von T bezeichnet werden. Die Jacobi-
Matrix [0T"/0y’] soll durch J(T') abgekiirzt werden. Nach Satz 3.1.1 gilt

dT' A - ANdT™ = (det J(T))dy* A -+ A dy™. (6.7)
Damit gelten folgende dquivalente Umformungen:
/VT*w = /V(T*f) ((T*dml) JARERWN (T*dw")) (Satz 3.4.2 und Satz 3.5.2)
- /V(f oT)dT* A -+ AdT" (Satz 2.5.2)
_ /V(foT)(det J(T))dy' A--- Ady" (nach (6.7))
— /V(f o T)(det J(T)) dy' - - - dy". (6.8)

Andererseits ist aus der Analysis bekannt, wie sich das Integral unter einer Koordi-
natentransformation transformiert, also

/WZ/ fdxl---d:n”:/(foT)|detJ(T)|dy1---dy” (6.9)
U U 1%

Nach Satz 4.2.6 ist T: R® D V — U C R” nur dann orientierungserhaltend, wenn
det J(T') > 0 auf V, also folgt damit [, T*w = [, w. Entsprechendes gilt fir orien-
tierungsumkehrendes 7', nur mit einem negativen Vorzeichen. O

Dieser Satz zeigt, dass das Integral einer Differentialform nicht unter allen Dif-
feomorphismen invariant ist, sondern nur unter solchen, die orientierungserhaltend
sind.

6.3 Integral einer Differentialform auf einer
Mannigfaltigkeit

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Es bezeichne fiir eine Differentialform w € QF(M) die
Menge S(w) durch
Sw):=={peM|w,#0}, (6.10)

dann ist

supp(w) := S(w). (6.11)
Durch QF(M) sei die Menge aller C* k-Formen, so dass supp(w) C M, symbolisiert.
Lemma 6.3.1. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, ¢p: U — R™ ein Dif-
feomorphismus und w € Q(U) eine n-Form mit kompakten Triger supp(w) C U.

Dann hat die n-Form (¢~)*w einen kompakten Triger in der offenen Teilmenge

#(U) C R™.

63



6 Integration auf Mannigfaltigkeiten

.....

Pullback folgendermaflen erklart:

(((b’l)*w)q (V1,5 Un) = We-1(q) ((¢’1)*7qv1, ce (¢’1)*7qvn) fir alle g € ¢(U).
(6.12)
Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, gilt fiir p € M, mit ¢(p) = ¢, dass ¢~'(¢) = p. Also
hat man fiir p € M
((¢_1)*w>¢(p) 40 <= w, £0. (6.13)

Damit ist klar, dass gilt
{aeo)| ((67)w) #0}C dlsupp(w)) (6.14)

Nach [Tul0, Proposition A.34] ist das stetige Bild einer kompakten Menge wieder
kompakt und da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist ¢(supp(w)) kompakt und als Teil-
menge des R™ insbesondere abgeschlossen. Der Abschluss einer Menge A, ist die
kleinste Menge, die A enthélt und zudem abgeschlossen ist. Daher gilt

supp ((¢071)"w)) = {q € 6(U) | ((¢71)w), # 0} € d(supp(w)) (6.15)

Nach [Tul0, Proposition A.30] ist jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge selbst wieder kompakt, also ist supp ((¢!)*w)) kompakt. ]

Definition 6.3.2. Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension n und
= {(Uq, ¢o)} ein orientierter Atlas, der nach Satz 4.3.6 die Orientierung der Man-
nigfaltigkeit M festlegt. Sei (U, ¢) € U und w € QF(U) eine n-Form mit kompakten
Tréger supp(w) C U. Man definiert das Integral von w tiber U als

/Uw - /¢(U)(¢—1)*w. (6.16)

Es sei darauf hingewiesen, dass mittels des Lemmas 6.3.1 die rechte Seite des
Integrals in (6.16) nach Satz 6.1.2 auch tatséchlich existiert.

Lemma 6.3.3. Sei M,U,V n-dimensionale Mannigfaltigkeiten und w € QF(M).
Seien des Weiteren ¢: M — U und v: M — V Diffeomorphismen. Dann gilt fir
jeden Punkt g € V

((@ov ™) (o7 w) = () wy (6.17)

Beweis. Man hat folgende Situation vorliegen:

-1
VIZJ

M
“"’N F
U

(6.18)

64



6.3 Integral einer Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit

@y = ((¢7")w) . (6.19)

Somit gelten folgende Umformungen, unter Verwendung der Kettenregel fiir den
Push-Forward

(@0 v ™)@))g(v1, -, vk) = Pyt (Ge 0 7 01, b 0 U7 )
= Wo1(p(p-1 (@) (Px © Bx 0 V1, B 0 Pu 0 )
= wy-1(g) (W on, 9 o)
= ((1/)_1)*(*))(](@17 Cey Uk) (6.20)

Da {vi}icqu,..ny € T,V beliebig gewdhlt war, ist die Aussage gezeigt. O

-----

Satz 6.3.4. FEs mogen die Voraussetzungen aus Definition 6.3.2 gelten, dann hdngt
Jy w nicht von der jeweiligen Koordinatenumgebung ab, die supp(w) enthdlt.

Beweis. Angenommen (U, ¢) und (V, 1) seien zwei Koordinatenumgebungen, mit der
Eigenschaft supp(w) C UNV und U, V' € $L. Dann ist Yo¢t: ¢(UNV) — (UNV) ein

orientierungserhaltender Diffeomorphismus und damit gelten folgende Umformungen

w= - cUNv
/w(v) (W) /w(Umv)w J'w (supp(w) & )
= (W) 'w  (Satz 6.2.2
¢(UmV)<wo o)) (Satz )
= (9w (Lemma 6.3.3) (6.21)
o(V)
Damit ist die Aussage bewiesen. O

Lemma 6.3.5. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und w,7 € Q¥(U) n-
Formen mit kompakten Trdager auf U und a € R. Dann gilt:

(1) /L]w%—T:/Uw—l—/UT
(2) /an:a/Uw

Beweis. Zu (1): Sei (U, ¢) eine Karte auf M, mit der Eigenschaft supp(w), supp(7) C
U, dann folgt mit der Linearitit des Riemann-Integrals

/Uw—l—T:/U(qb_l)*(w—i-T) :/U(gb_l)*w—i-(gb_l)*T:/Uw—i-/UT. (6.22)

Der Beweis von (2) nutzt ebenfalls die Linearitdt des Riemann-Integrals. O

Lemma 6.3.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit und w, € Q¥(M). Dann gilt:

(1) supp(w + 7) C supp(w) U supp(7)
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6 Integration auf Mannigfaltigkeiten

(2) supp(w A7) € supp(w) Nsupp(r)
Beweis. Zu (1): Falls (w + 7), # 0, dann ist w, # 0 oder 7, # 0. Daraus folgt, dass
S(w+7) CS(w)US(r). (6.23)
Nach Lemma A.2.3 erhilt man bei Ubergang zum Abschluss der Mengen
supp(w + 7) € S(w) U S(7) = supp(w) U supp(7). (6.24)

Damit ist die Aussage bewiesen.
Zu (2): Falls (w A7), # 0, dann muss auch w, # 0 und 7, # 0. Daraus folgt, dass

S(wAT)CS(w)NS(T). (6.25)

Nach Lemma A.2.4 erhilt man bei Ubergang zum Abschluss der Mengen
supp(w A7) C S(w) N S(7) C supp(w) Nsupp(r). (6.26)
Damit ist die Aussage bewiesen. ]

Lemma 6.3.7. Sei {supp(pa)}aca eine Familie von Funktionen auf einer Mannig-
faltigkeit M und w € Q¥(M). Falls die Familie {supp(pa)}aca lokal endlich ist, so
gilt pow = 0 fiir alle bis auf endlich viele o.

Beweis. Seip € supp(w). Da die Familie {supp(pa) }aca lokal endlich ist, existiert eine
Umgebung W, von p € M, fiir die gilt W,Nsupp(pa) # O fir hochstens endlich viele a.
Man betrachte die Familie {W),} pesupp(w), Welche supp(w) itberdeckt. Da supp(w) nach
Fir jede Menge W, gilt W, N supp(p,) # O nur fiir hochstens endlich viele a. Also
folgt aus der endlichen Teiliiberdeckung, dass supp(w) Nsupp(pa) # O fiir hochstens
endlich viele a. Nach Lemma 6.3.6 gilt jedoch fiir jedes a € A

supp(pa A w) = supp(paw) C supp(pa) N supp(w). (6.27)

Also ist supp(paw) # 0 fir hochstens endlich viele . Daraus folgt p,w = 0 fiir alle
bis auf endlich viele a. ]

Definition 6.3.8. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, w € QF(M) eine
n-Form mit kompaktem Trager auf M und U := {(U,, pa)}aca ein orientierter
Atlas auf M. Man betrachte eine Zerlegung der Eins {p, }aca beztiglich der offenen
Uberdeckung {Uqa}aca von M. Dann definiert man das Integral von w tiber M zu

o>

a€A

/Ua Pal. (6.28)

Die Definition von [,; w bedarf einiger Erlauterungen; Da die Zerlegung der Eins
{pa}taca lokal endlich ist, folgt gemafl Lemma 6.3.7, dass p,w = 0 fiir alle bis auf
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6.3 Integral einer Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit

endlich viele a. Das bedeutet insbesondere, dass

W= paw (6.29)

a€cA

eigentlich eine endliche Summe ist. Des Weiteren gilt geméaf Lemma 6.3.6, dass

supp(paw) C supp(pa) N supp(w) C supp(w). (6.30)

Per Definition ist supp(paw) eine abgeschlossene Menge. Entsprechend [Tul0, Propo-
sition A.30] ist supp(paw) als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge supp(w)
wieder kompakt. Da p,w eine n-Form mit kompakten Trager in der Karte U, ist,
ist das Integral [; pow zundchst nach Definition 6.3.2 sinnvoll definiert und mit-
tels der Additivitétsaussage aus Lemma 6.3.5 ist es daher naheliegend fiir [, w die
Definition 6.3.8 zu wéhlen. Es fehlen lediglich noch zwei Eigenschaften zur Wohldefi-
niertheit:

Satz 6.3.9. Die Definition 6.5.8 fir [y, w hingt nicht von der Wahl des orientierten
Atlas’ oder der Wahl der Zerlequng der Eins ab.

Beweis. Sei {(Vs,13)}sep ein weiterer orientierter Atlas, der die Orientierung fiir M
festlegt und {xs}sep sei die Zerlegung der Eins beziiglich der offenen Uberdeckung
{Vs}ses von M. Man betrachte nun folgende dquivalente Umformungen:

Z/U&paw=Z/UapaZXﬁw (s gilt Y xp=1)

acA acA BeB BeB
=Y Z/ PaX W (Lemma 6.3.7 und Lemma 6.3.5)
acA peB ' Ua
=SS [ pexsw (supp(paxs) € Ua NU) (6.31)
acA pep ' UaNUs

Analog schlussfolgert man fiir 3 g5 fVB Xpw und erhélt

) /Vﬁ Xpw =D D / PaXpw (6.32)

BeB acA e’ UaNUs

Nach [Tul0, Beispiel 5.12] ist {(Ua N V3, daly,qv,) }ameaxns wieder ein Atlas, der
zudem die Orientierung von M festlegt und daher ist fir jede Indexwahl (a, 8) €
A x B die rechte Seite in (6.31) und (6.32) im Sinne der Definition 6.3.2 wohldefiniert.
Letztlich erhalt man also

> /[Ja Paw = Y /V,; XpW, (6.33)

a€cA BeB

womit die Aussage bewiesen ist. O

Lemma 6.3.10. Sei {py}aca eine C®-Zerlegung der Eins beziiglich {Uy}aca C 2
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6 Integration auf Mannigfaltigkeiten

auf einer Mannigfaltigkeit M, F: N — M eine C*°-Abbildung zwischen den Mannig-
faltigkeiten N und M und h € C*°(M,R). Dann gilt:

(1) supp(F*h) € F~'(supp(h))
(2) Die Familie {supp(F™*pa)}aca ist lokal endlich.

(3) Die Familie { F*po}aca ist eine Zerlequng der Eins beziglich der offenen Uberdeck-
ung {F~Y(Uy)}aca von N.

Beweis. Zu (1): Es wird zunichst gezeigt, dass gilt!

(F*h)"'(R*) = {q € N | (F*h)(q) e R* }
C {qe N | F(q) €supp(h) } = F'(supp(h)). (6.34)

Sei ¢ € (F*h)"'(R*), dann ist (h o F)(q) # 0 und damit F(q) € supp(h). Damit ist
(6.34) gezeigt. Nach Definition ist supp(h) eine abgeschlossene Menge in M. Da F
stetig ist, ist auch F'~1(supp(h) abgeschlossen in N und somit gilt bei Ubergang zum
Abschluss

supp((F*h)™") = (F*h)~1(R*) € F~' (supp(h)). (6.35)

Damit ist (1) gezeigt.

Zu (2): Da die Familie {supp(pa)}taca lokal endlich ist, existiert fiir jeden Punkt
Punkt p € F(N) eine Umgebung U, so dass U N supp(p,) # 0 fiir hochstens endlich
viele a. Sei also ¢ € N und U eine Umgebung fir F(p) € M mit der genannten
Eigenschaft. Dann ist das Urbild F~1(U) eine Umgebung fiir ¢, fir die gilt :

FHU) N supp(F*pa) € F~H(U) N F~'(supp(pa))
C F~Y(U Nsupp(pa))- (6.36)

Da F~1(0) = (0 ist F~Y(U) Nsupp(F*p,) # O fir héchstens endlich viele v. Damit ist
(2) gezeigt.

Zu (3): Da F: N — M stetig ist, ist es offensichtlich, dass {F ™' (U,)}aca eine
offene Uberdeckung von N darstellt. Es ist klar, dass 0 < F*p,(q) < 1 fiir alle
a € A und alle ¢ € N. AuBerdem gilt supp(F*p,) € F~!((supp(p.))) € F~1(U,)
und des Weiteren Y- ,cx F*pa(q) = Xaca pa(F(q)) = 1 fir alle ¢ € M. Damit ist (3)
gezeigt. O

Satz 6.3.11. Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und w, T €
QF(M) n-Formen mit kompakten Triger auf M.

(1) ADDITIVITAT: Es gilt w+ 1 € QI (M) und

/Mcu—i—T:/Mw—I—/MT. (6.37)

IRX ;=R\ {0}
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6.3 Integral einer Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit

(2) HOMOGENITAT: Fira € R ist aw € QF (M) und

/M aw = a/Mw. (6.38)

(3) ORIENTIERUNGSUMKEHRUNG: Fualls —M die gleiche Mannigfaltigkeit M mit
entgegengesetzter Orientierung bezeichne, dann gilt

/_MW . /Mw. (6.39)

77777

auf M festzulegen, also insbesondere gelten mag w(Xy, ..., X,) >0, dann folgt

/Mw > 0. (6.40)

(5) DIFFEOMORPHISMUSINVARIANZ: Seien N, M zusammenhdngende, orientierte n-

dimensionale Mannigfaltigkeiten und F: N — M ein Diffeomorphismus. Dann
gilt: F*w € QI(N) und

/ w falls F' orientierungserhaltend,

/ Fro=1{ "M (6.41)
N — / w falls F' orientierungsumkehrend.
M

Beweis. Zu (1): Aus Lemma 6.3.6 ist bekannt, dass gilt
supp(w + 7) C supp(w) U supp(7) (6.42)

Da supp(w) und supp(7) nach Voraussetzung jeweils kompakte Mengen sind, sieht
man leicht ein, dass auch deren Vereinigung eine kompakte Menge darstellt. Der
Trager supp(w+7) ist per Definition abgeschlossen und nach [Tul0, Proposition A.30]
ist jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge selbst wieder kompakt.
Also ist w+7 € QF (M) und [,; w + 7 ist damit wohldefiniert.

Sei {(Uas @a) taca ein orientierter Atlas, der die Orientierung fir M festlegt. Man
wihle wieder eine Zerlegung der Eins {p, }aea beziiglich der offenen Uberdeckung
{Us}aca von M. Dann gelten folgende Umformungen

for-3

a€A

= Z/ WPx —|—/ Tpo (Lemma 6.3.7 und Lemma 6.3.5)
Ua Ua

a€cA

- /Mw + /Mr (6.43)

Damit ist die Aussage bewiesen.

|, @+
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6 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Zu (2): Fir a = 0 ist die Aussage trivial. Fir a # 0 ist aw # 0 <= w # 0,
also supp(aw) = supp(w) und damit hat aw kompakten Tréger auf M. Der Rest geht
analog wie in (1) und nutzt wieder Lemma 6.3.7 und Lemma 6.3.5.

Zu (3): Wie im Beweis von (1) sieht man anhand der Argumentation in (6.43),
dass es geniigt die Aussage auf einer beliebigen Karte von M nachzuweisen. Sei daher
(U, ¢) = (U,z", ... 2" eine Karte auf M, 7 € Q*(U) und (U, ¢) = (U, —z', 22, ... a")
sei die mit der entgegengesetzten Orientierung assoziierte Karte. Die Behauptung ist,
dass dann gilt

L@ == [ 7 (6.44)

e(U #(U)
In der Tat; seien {m}ie{l ..... ny € R die Standardkoordinaten des R”, dann gilt
2 =r'o ¢ und damit ' = 2° 0 ¢! fiir alle i € {1,...,n}. Des Weiteren ist fiir i = 1
—z'=7r'o¢ unddamit r'=—z'op L. (6.45)

Fir alle i = {2,...,n} gilt 2/ = r* 0 ¢ und damit r* = 27 0 ¢'. Auf U lasst sich 7
darstellen durch 7 = fda' A---Adz", fir f € C(U,R). Mit (6.45) folgt mittels den
iiblichen Rechenregeln fiir den Pullback

(@) T=(fod )d(@ od ) Ad(@® 0 ¢ ) A--- Ad(z" 07"
= —(fod Hdr* Adr* A--- Adr. (6.46)

Und analog schlussfolgert man
(p 7= (foo Hdr* Adr* A--- Adr". (6.47)

Falls (a',a?,...,a") € ¢(U), ist die Abbildung des Kartenwechsels ¢ o ¢p~1: ¢(U) —
»(U) gegeben durch

poolal,a® ... a") = (—a',a% ... a") (6.48)
und damit ist die Determinante der Jacobi-Matrix
|det J(¢po @) =|—1]=1. (6.49)
Damit gelten folgende aquivalente Umformungen

[ @yr==[ (fodhyartar. ar (nach (6.46))
o(U) #(U)

=— | ((foo™o(pod™)
o)
x | det J(¢ o @) dridr?. .. dr") (nach (6.49))

= — ( )(f o Ndridr? ... dr" (Transformationssatz)
S(U

N (6.50)

o(U)
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6.3 Integral einer Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit

Damit ist die Aussage bewiesen.
Zu (4): Angenommen es gilt w(Xl, ..., Xp) >0, das heifit w ist Orientierungsform

.....

= {( U, Pa)} = {(Ua,xa, o,z } auf M fest. Sei ( a,¢a) (Ugy k.o 2") € s
Nach Lemma 4.3.7 kann w lokal auf U, geschrieben werden zu w = f,dzl A--- A

dx?, wobei fa > 0 auf U,. Damit gelten folgende Umformungen auf der Umgebung

(a2

-----

(631w = ((63)"F) (61)" (dxb A--- A da)
= (foda)d(zhod ) A Ad(alo ')

= (foo ) (drt A--- Adr?) (6.51)

Die Funktion (fog¢_') ist strikt positiv auf ¢ (U, ). Damit ist nach Definition 6.3.8 die
Summe, welche [, w definiert, nicht-negativ, mit mindestens einem strikt positiven
Summanden. Damit ist die Aussage (4) bewiesen.

u (5): Sei {(Ua, @)} ein orientierter Atlas fir M, der die Orientierung auf M
festlegt und {pa}aca eine Zerlegung der Eins beziiglich der offenen Uberdeckung von
{Ua}aeA-

Angenommen F': N — M sei orientierungserhaltend. Gemafi Lemma 4.3.8 ist
{(F~Y(U,), F*¢4)} ein orientierter Atlas, der die Orientierung fiir N festlegt. Nach
Lemma 6.3.10 ist { F*ps }aca eine Zerlegung der Eins beziiglich der offenen Uberdeck-
ung durch {F~1(U,)}aca von N.

Ganz analog wie in Lemma 6.3.10 zeigt man, dass gilt

supp(F*w) C F~*(supp(w)). (6.52)

Da F' nach Voraussetzung ein Diffeomorphismus ist und supp(w) kompakt, ist
F~!(supp(w)) selbst auch wieder kompakt. Die Menge supp(F*w) ist eine abgeschlos-
sene Menge und somit ist supp(F*w) kompakt, das heifit F*w € QI (N).

Fir das Integral von F*w gelten folgende Umformungen:

/ Frw = Z/ Frw) (Lemma 6.3.10)

acA

= Z/ *(paw) (Satz 3.4.2)

acA

-y / ((ba 0 F) ™) F*(paw) (Lemma 4.3.8)

acA (¢aoF)(F

— Ffl —1 *F* N
;\/ oF)(F-1(U, ° Pa ) F" (pa)

= Z/ (¢;1)*(paw) (Lemma 6.3.3)

_ P = /Mcu (6.53)
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Falls F: N — M orientierungsumkehrend ist, dann ist {(F~'(U,), F*¢,)} ein
orientierter Atlas, der die entgegengesetzte Orientierung fiir N festlegt. Mit diesem
Atlas konnen die analogen Rechnungen wie in (6.53) durchgefiihrt werden. Die Men-
gen F~1(U,) tragen dann die entgegengesetzte Orientierung und man nutzt an dieser
Stelle die Aussage (3). Insgesamt erhélt man damit — [y F*w = [, w. O

Alle Aussagen in diesem Abschnitt gelten auch fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand.
Die Beweise laufen wortwortlich gleich, nur muss an den entsprechenden Stellen R
durch H" ersetzt werden.

6.4 Integralsatz von Stokes

Fir die Ausfithrungen in diesem Abschnitt sei daran erinnert, dass, wenn M eine
orientierte Mannigfaltigkeit ist, dann besitzt deren Rand M eine nach Satz 5.5.3
induzierte Orientierung. Mit ¢: OM < M sei die Inklusionsabbildung bezeichnet.
Fir gewohnlich schreibt man fiir eine (n — 1)-Form w auf M statt dem Integral
Jops fw einfach [y, w.

Satz 6.4.1 (Stokes). Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und

w € QP Y(M). Dann gilt
/ dw :/ w. (6.54)
M oM

Beweis. Die Aussage soll zunédchst fir den Fall M = H" bewiesen werden. Da nach
Annahme w € QP71 (H"), existiert ein a € R, so dass supp(w) C R := [—a,a] X -+ X
[—a,a] x [0,a]. Es ist bekannt, dass w als (n — 1)-Form auf H" notiert werden kann
zu .
w:Zwidxl/\---/\cja?i/\-~-/\dx”, (6.55)
i=1
wobei das Zirkumflex ~ dafiir steht, dass dz* im Keilprodukt ausgelassen ist. Damit
gelten folgende Umformungen:

dw =Y "dw; A dz* A--- ANdxi A--- A da” (Definition 3.6.2)

i=1
LR Gwl - n o

=Y Z d:vj Adx' A ANdTi A Ado (Definition 2.1.3)
=1 j=1
L awz a7 n . .

2225 da:']/\da: Ao AdaP Ao ANdz™  (nur £ 0, falls ¢ = j)
i=1j5=1

= i( 1)t O drt A~ Adz" (6.56)
; ox? '

Mit der Linearitat des Integrals erhalt man

n - ow;
dw = —12—1/—?d1A---/\d”
/]HI“ “ ;( ) ROz ‘
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S [ [ g e e

Da der Integrand in (6.57) insbesondere stetig ist und der Integrationsbereich kom-
pakt ist, kann nach dem Satz von Fubini die Integrationsreihenfolge immer so ver-
tauscht werden, dass zuerst die Integration beziiglich 2 ausgefithrt wird. Mit Hilfe
des Hauptsatzes der Integralrechnung rechnet man fiir die Terme mit ¢ # n Folgendes

aus
”Zl 1// /&vz R
i—1 —a —a 83:"
n 1
- Z 1/ / / awz Zdﬂjldl“daj”
1:1 —a —a
n—1 —
= Z ) 1/ / / [w;(z x_a , da'dz' - dat- - da”
i=1 —a —a
=0, (6.58)
da a so grof gewihlt war, dass w = 0 fiir 2 = Za. Der einzig mogliche von

Null verschiedene Beitrag stammt aus der Indexwahl ¢+ = n. Denn fiir diesen Term
schlussfolgert man

dw = ) 1/ / / &un dw”dx codg™ !
H™ —a —a Jo

Z_ —
_ nl/ [ (2)]51=2 da? - - da™ !
—a —a

1”/ / wo(zh, ... 2"t 0)dat - - - da™ (6.59)

da w, = 0, falls 2" = a ist.
Nun soll die rechte Seite in (6.54) berechnet werden:

-1 1 ST
= v,z 0)de N ANdat N - AN da” 6.60
Joe = Z/W 7, 0)dz g o (660)

Auf dem Rand 0H" gilt 2" = 0 und somit (*dz" = d (2" o ¢) = 0. Somit ist der einzig
mogliche Beitrag fiir die Indexwahl ¢ = n zu verzeichnen und deswegen

/ w= W, 2" 0)dat A Ada™ (6.61)
OHn RNOH"

Nach Beispiel 5.5.5 gilt (—1)"R"~! = JH". Falls n gerade ist, folgt aus (6.58) und
(6.61)

dw:/ wn(zt, . . 2" 0)dat - - da™ !
Hn RMARn—1

= wo(zt, . 2"t 0)dat - - da™ !
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= . 6.62
¥ (6.62)

Falls n ungerade ist, folgt aus (6.58) und (6.61) mittels Satz 6.3.11
dw:—/ wo(zt, . . 2"t 0)dat - - da™ !
H RAR"~1
:/ wo(zt,. . 2" 0)dat - - da™ !
—(RNR™1)
= wo(xt, . . 2" 0)dat - da™ !

RNOH"™

- _ 6.63
o (6.63)

In beiden Féllen héilt man fest, dass fiur M = H" gilt

/M dw = /aMw. (6.64)

Als néchstes wird der Fall M = R" betrachtet. Hier gilt, dass supp(w) C A :=
[—a,a]™ In diesem Fall kann die Rechnung ganz analog durchgefithrt werden, nur
dass in (6.58) nun auch der Term i = n wegféllt, ganz analog zu den anderen. Da
OM =10, ist [y, w = [yw = 0. Insgesamt kann man fir diesen Fall festhalten

/M dw =0 = /aMw. (6.65)

Jetzt sei M eine beliebige, orientierte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit U mit Rand,
die durch eine einzige Karte ¢: U — ¢(U) C H" iiberdeckt wird. Die Standardko-
ordinaten in H" seien durch (r!,...,7") symbolisiert und es bezeichne z’ := 7% o ¢.

.....

festgelegt, dann ist wy := da! A --- A da™ eine Orientierungsform auf U, denn

0 0
— ey tU. .
wy (8x1’ ’81“) >0 auf U (6.66)
Auf U sei eine (n — 1)-Form w definiert ist, deren kompakter Tréger in U enthalten
ist. Nach Definition 6.3.8 des Integrals gilt zunachst

/U dw = /¢ )@V = /qb RGeR (6.67)

da d und (¢~1)* nach Satz 3.6.7 miteinander vertauschen. Aus dem Analogon von
Lemma 6.3.1 fiir eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist ersichtlich, dass supp((¢~!)*w) C
#(U) und dass supp((¢~—')*w) kompakt ist. Daher kann man nach Satz 3.3.3 (¢ )*w
glatt durch Null auf ganz H" fortsetzen, das heifit

(6.68)

1) ((e7)dw), falls g € ¢(U),
o falls ¢ # ¢(U).
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6.4 Integralsatz von Stokes

Die so definierte Fortsetzung, erméglicht in (6.67) den Integrationsbereich zu ver-

groffern
Loy ™= [ a(ye) = [ (o)) (6.69)
Nach (6.64) gilt

Lod(@yw) = [ (o) = [ (07)e)

- /(9 PN Canit (6.70)

Die Behauptung ist nun, dass ¢|5}: (¢(U)) — OU ein orientierungserhaltender
Diffeomorphismus ist. Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Die Diffeomorphieeigen-
schaft fiir ¢, folgt aus der Karteneigenschaft fiir ¢ und nach Satz 5.1.3 werden Rand-
auf Randpunkte abgebildet. Daher verbleibt zu zeigen, dass fiir die Orientierung [way]
auf oU gilt

[(0la) wau] = [worswy). (6.71)

falls [wasy)] eine Orientierung auf 9(¢(U)) ist. Die Orientierung |[way] auf OU ist
gegeben durch

Wy = i,a/aﬁan. (672)
Es ist bekannt, dass OH" die Orientierung (—1)"R™! trigt. Falls n gerade ist, ist

-----

durch {—0/0r',0/0r% ... ,0/0r"'}.

Sei nun n gerade, dann ist wypwy) = dr' A--- Adr™! eine Orientierungsform auf

d(¢(U)), denn
0 0
Wo(e(U)) (arp EEE! 37“”1> > 0. (6.73)

Es muss gezeigt werden, dass (¢|53)" (war)(9/0rt,...,0/0r" 1) > 0 auf 9(o(U)),
denn dann ist (¢™)*(warr) ~ wa(sw))- Es soll zunéchst ein fundamentaler Zusammen-
hang festgehalten werden, der sich durch striktes Ausrechnen in p € 9U ergibt (siche
etwa [Tul0, Proposition 8.8])

0

- Ozt

q
0

((@lo)" (war), (a )
0

= ((d)\é&)*(i—a/axnw))q (arl

0

wobei ¢ := ¢|goy(p). Damit gilt nun

: (6.74)

p

0

e et
q

0

ey 787’”_1
q

)
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0

" Oxt
P

= (wU)p (— ain
0

= (1" (@), (a

_0
Ve P
p
0

,...7%
p

)

) > 0. (6.75)

p

Den Fall, wenn n ungerade ist, zeigt man mit der gleichen Rechnung. Letztlich ist
damit der Beweis erbracht, dass ¢|;/: d(¢(U)) — OU ein orientierungserhaltender
Diffeomorphismus ist.

Damit kann nun in (6.70) der Satz 6.3.11 (5) angewendet werden und man erhalt

_ —1\x* _ —1\x* _
] dw= /(W))w Jw = /M(U”(a)\al]) w=[ w (6.76)

Falls U mit der entgegengesetzten Orientierung [—wy| versehen ist, gelten die gleichen
Rechnungen, nur dass dann nach Satz 6.3.11 (3) ein zusétzliches Minuszeichen auf
beiden Seiten in (6.76) erscheint. Falls U keinen Rand besitzt, dann wird H” in den
obigen Rechnungen durch R” ersetzt und man erhélt auch in diesem Fall das Resultat
aus (6.76).

Sei p eine Orientierung der Mannigfaltigkeit M. Nach dem Satz 4.3.6 kann die
Orientierung p durch einen orientierten Atlas $ := {(U,, ¢a) taen beschrieben wer-
den, so dass p auf jeder Koordinatenumgebung (U, ¢o) = (Uy, zl, ..., 2") € U lokal

-----

Die Orientierung fiir —M wird dann lokal durch den negativ orientierten, stetigen
Rahmen {—0/0z),0/0x2,...,0/02"} auf (U,, —z.,22,...,2") € —4l reprisentiert.

o) o)

Nun sei w eine beliebige (n — 1)-Form mit kompakten Trager auf einer orientierten,
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Sei M entweder orientiert durch p oder durch
—ut, so wihlt man eine Zerlegung der Eins {p,} beziiglich der offenen Uberdeckung
{Uy} fiir M. Wie aus (6.30) hervorgeht, folgt supp(paw) C U, mit supp(paw) ist
kompakt. Damit gilt nun folgende Kette dquivalenter Umformungen mit oU, = U, N
oM

= o o — 1
o= fy S (Se=1)
— Z / Do (Z paw ist endliche Summe nach Lemma 6.3.7)

=S [ e (supplpa) S U)

= Z/ d(paw) (Satz von Stokes fir U,,)
=3 [ ) (upp(d(pes)) € V)

= / d (Z w) (Z paw ist endliche Summe nach Lemma 6.3.7 )
M (03 o
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6.4 Integralsatz von Stokes

_ /M dw (za: Do = 1>_ (6.77)

Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen. O]

7
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7 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Die koordinatenfreie Formulierung der Maxwellschen Grundgesetze der Elektrody-
namik benotigt die Einfithrung des Hodge-*-Operators. Dessen Einfiihrung setzt
die Existenz eines inneren Produktes voraus. Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind
Mannigfaltigkeiten mit der Wahl eines inneren Produktes fiir jeden Tangentialraum,
so dass diese Zuordnung C* in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit ist. Damit wird
es dann moglich sein, den Hodge-+-Operator auf k-Formen einer Mannigfaltigkeit zu
definieren.

Dieses Kapitel nimmt Anleihen aus [Leel2, Kapitel 13],[Lee12, Kapitel 15|, [AMRO1,
Abschnitt 7.2] und [AMRO1, Abschnitt 7.5].

7.1 Tensoren und Tensorfelder auf einer
Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt sollen die Uberlegungen aus Abschnitt 3.2 nun schlussendlich
verallgemeinert werden.

In Abschnitt 2.3.3 ist es gelungen das Kotangentialbiindel T*M selbst als eine
Mannigfaltigkeit mit differenzierbarer Struktur zu identifizieren. Nach Satz 2.3.7 kon-
nte man das Kotangentialbiindel 7*M als ein C"*°-Vektorbiindel tiiber einer Mannig-
faltigkeit M von Rang n auffassen. Ein C'°°-Vektorbiindel ist jedoch grob gesprochen
nichts anderes als eine Mannigfaltigkeit, bei der an jedem Punkt ein Vektorraum
angeheftet ist. Hat man also Tensoren auf einem Vektorraum konstruiert, so steht
dem nichts mehr im Wege, Tensorfelder auf einer Mannigfaltigkeit zu erkléren.

In Kapitel 1 wurden Tensoren auf einem Vektorraum V untersucht und dabei
wurde der Vektorraum 77 (V') eingefithrt. Der Vektorraum 77 (V') war die Menge aller
Tensoren vom Typ (7, s). Wendet man diese Konstruktionen auf den Tangentialraum
T,M einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M an, so ist man im Stande folgendes
Biindel von Tensoren des Typs (r,s) zu definieren

TH(TM) = | | T/(T,M). (7.1)

Die Aufgabe bestiinde nun darin 77 (M) als C*-Vektorbiindel iber M von Rang
n" % zu identifizieren. Dies kann an dieser Stelle wieder nur skizziert werden und
verweisen darauf, dass die Schritte analog zu denen in Abschnitt 2.3 zu verstehen
sind oder man konsultiert an dieser Stelle [Leel2, Lemma 10.6]. Liegt eine Basis
flir einen Vektorraum V fest, dann ist nach Satz 1.2.2 automatisch eine Basis fiir
den Raum T7(V) gegeben. Beginnt man mit den Untersuchungen auf einer Karte
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7 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

(U,¢) = (U,z',...,2"), dann ist {9/02°| }icq1,.ny eines Basis des Raumes T,M
fiir jeden Punkt p € U. Folgt man der Konstruktion des Kotangentialbiindels, dann
induziert die Karte (U, ¢) eine Koordinatenabbildung ¢: T7(TU) — ¢(U) x R* ",
In diesem Sinne ,entlarvt® sich die disjunkte Vereinigung von Vektorrdumen als eine
Mannigfaltigkeit. Damit ist man prinzipiell im Stande 77 (7'M ) als C*°-Vektorbiindel
iitber M zu verstehen. Schnitte in dieses Tensorbiindel nennt man Tensorfelder vom
Typ (r,s) auf M. Ein C*°-Tensorfeld ist ein C*°-Schnitt im eigentlichen Sinn der
Definition 2.3.8. Die Menge aller glatten Tensorfelder vom Typ (r,s) auf M soll
durch 77 (M) gekennzeichnet werden. Nach Satz 2.3.11 ist auch klar, wie glatte
Tensorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M beziiglich einer Koordinatenumgebung zu
charakterisieren sind.

-----

man die Funktion
twh,.. ., w" X1,...,X,): M — R durch p tp(wzl,, v wy Xip e Xep),  (7.2)

fir jedes p € M. Geht man zu einer lokalen Darstellung in einer Karte iiber, so ist
evident, dass t(w',..., X,) € C°(M,R) und ft € C*(M,R) fir f € C°(M,R).

Auch die bisherigen Uberlegungen betten sich genau in diesen Kontext ein. Differen-
tielle 1-Formen auf einer Mannigfaltigkeit M sind etwa Elemente des Raums 7°(M)
und Vektorfelder konnen mit Elementen des Raums 7, (M) = X(M) identifiziert
werden. Deswegen schreibt man fiir 7,°(M) auch manchmal X*(M).

7.2 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Das wichtigste Beispiel eines symmetrischen Tensors auf einem Vektorraum, ist dies
des inneren Produktes. Jedes innere Produkt ermoglicht es, Langen von Vektoren
und Winkel zwischen ihnen zu erklaren. Damit ist fiir die theoretische Physik die
Existenz eines inneres Produkt in jedem Tangentialraum 7, M einer Mannigfaltigkeit
M fir p € M unerlasslich, um zu gewahrleisten, dass man im Stande ist, Euklidische
Geometrie durchfithren zu kénnen. Schwacht man die Forderung nach der Positivitéit
ein wenig ab, jedoch mit gewissen Konsequenzen verbunden, so gelangt man zu
folgender Definition.

Definition 7.2.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Metrik auf M ist ein kovari-
antes Tensorfeld g € T (M), so dass fiir jedes p € M die Bilinearform

gp: T,M x T,M — R (7.3)

symmetrisch und nicht-degeneriert! ist. Falls zudem g, positiv definit fiir alle p € M
ist, so nennt man g eine Riemannsche Metrik und das Paar (M, g) eine Riemannsche

'Ein symmetrischer Tensor g € T5 (V) auf einem Vektorraum V heifit nicht-degeneriert, falls die
lineare Abbildung §: V' — V*, definiert durch §(v)(w) = g(v,w) fir v,w € V ein Isomorphismus
ist bzw. dquivalent dazu, falls fiir jedes von Null verschiedene v € V ein w € V existiert, so dass

g(v,w) # 0.
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7.2 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeit. Ansonsten heiit g pseudo-Riemannsche Metrik und das Paar (M, g)
eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Der grofite Unterschied zwischen Riemannschen und pseudo-Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten besteht darin, dass nach [Leel2, Proposition 13.3] auf jeder C*°-Mannig-
faltigkeit eine Riemannsche Metrik existiert, dies fiir pseudo-Riemannsche Metriken
jedoch nicht der Fall sein muss (siehe [Leel2, Seite 344]). Es wird daher im weiteren
Verlauf des Textes die Existenz einer pseudo-Riemannschen Metrik stets angenom-
men.

Wie am Ende des Abschnitts 1.2 kénnen pseudo-Riemannsche Metriken herange-

zogen werden, um assoziierte Tensoren bzw. Tensorfelder zu definieren. Man kann
zeigen, dass §g: T'"M — T*M, definiert durch

G(v)(w) = gp(v,w) fir v,w € T,M und p € M, (7.4)

die Eigenschaften eines C*°-Biindelhomomorphismus besitzt (siehe [Leel2, Seite 341]).
¢ induziert einen Isomorphismus zwischen den Schnitten §: X(M) — X*(M), der
durch das gleiche Symbol belegt wird. Dies kann auch durch die musikalischen Iso-
morphismen ausgedriickt werden; *: X(M) — X*(M) und dessen Inverse *: X*(M) —
X(M). In dem hier diskutierten Fall sind Mannigfaltigkeiten endlich-dimensional und
dies entspricht der Operation des Senkens und Hebens von Indizes.

Satz 7.2.2. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und g eine symmetrische, nicht-

.....

.....

oo , 41, 0
g= Zgije ® e, wobei [gi;] = [g(Ei, Ej)] = < 0 —1 ) ) (7.5)

=1

Es gilt, dass v + s = n. Aquivalent dazu lisst sich fiir g schreiben

g=> ¢ @&, wobeic; = £1. (7.6)
i=1
Beweis. Gram-Schmidt-Argument siche [AMRO1, Proposition 7.2.9]. O

77777

Differenz r — s heiit Signatur von g und s =: Ind(g) der Index von g.

Es soll an den Begriff eines Rahmens iiber einer offenen Menge U C M einer
Mannigfaltigkeit M (siehe Definition 2.3.10) angekniipft werden. Solch ein Rahmen
itber U wird auch lokaler Rahmen diber U genannt. Es gilt folgender Satz:

Satz 7.2.3. Sei (M, g) eine n-dimensionale, (pseudo-)Riemannsche Mannigfaltigkeit

-----

offenen Teilmenge U C M. Dann existiert ein glatter, g-orthonormaler Rahmen
{Eiticq,..ny fiir M diber U, so dass span(Eil,,..., Eil,) = span(Xi[,,..., Xi|))

fiir jedes i € {1,...,n} und p € U.
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7 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Beweis. Anwenden des Gram-Schmidt-Algorithmus’ zeigt die gewiinschte Aussage,
siehe hierzu auch [Leel2, Lemma 8.13]. Man muss lediglich die Definition des Gram-
Schmidt-Algorithmus ein wenig anpassen, da g die Positivitat zum Erfiillen eines
inneren Produktes fehlt. Das n-Tupel (E4,...,E,) ist demnach induktiv gegeben
durch ,
XY elX, E)E;
T -2 edX;, B)E:

Wobei man folgende Bezeichnungen festlegt

()= gly () und - [X] =/ [(X, XD, (7.8)

fir beliebiges X € X(U). O

Folgerung 7.2.4 (Existenz lokaler g-orthonormaler Rahmen). Sei (M, g) eine
(pseudo- ) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit oder ohne Rand. Fir jeden Punktp € M
existiert auf einer Umgebung von p ein glatter, g-orthonormaler Rahmen.

Sei (M, g) eine n-dimensionale, (pseudo-)Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Orien-

.....
.....

-----

Tangentialraum 7},M ist und damit auch die Orientierung p, in T, M fiir jedes p € U
festlegt. Durch Austauschen von E; durch —FE; kann erreicht werden, dass T, M fir
jedes p € U (positiv) orientiert ist. Man spricht dann von einem orientierten, lokalen

.....

wohlformuliert.

Satz 7.2.5 (Riemannsche (pseudo-)Volumenform). Sei (M, g) eine (pseudo-)Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit, der Dimension n, mit oder ohne Rand, n > 1 und
orientiert durch eine Orientierungsform w. Dann existiert eine eindeutige Orien-
tierungsform w, € (w] C Q*(M), welche folgender Gleichung gendigt

wy(Ey, ... E,) =1 (7.9)

.....

,,,,,

iiber U, genannt dualer Korahmen, mit der Eigenschaft
8i]p(Ej]p) =0} fiir jedes p € U. (7.10)

(Beweis dieser Aussage nachzuschlagen in [Leel2, Lemma 11.14].) Mit Hilfe des dualen
Korahmens lasst sich w, schreiben zu

wy=fe' Ao A fir f e C°(M,R). (7.11)
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7.2 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Die Bedingung (7.9) reduziert sich damit auf die Forderung f = 1 und somit
wy=c' A Ae™ (7.12)

Dies beweist die Eindeutigkeit.

Zur Eindeutigkeit: w, soll durch (7.12) in der Umgebung U C M eines jedes
Punktes p € M definiert werden. Damit diese Definition wohlformuliert ist, muss die
Unabhéangigkeit des jeweiligen orientierten, g-orthonormalen Rahmens nachgewiesen

.....

.....

Wy =& N NE (7.13)

Fiir eine Matrix [a]

/] mit C*°-Eintrdgen auf U C M kann man schreiben

E; =Y dlE;. (7.14)

Da beide Rahmen {Ez’}ie{l ,,,,, ny und {Ej}icq,..ny g-orthonormal sind, muss [a{ (p)]
eine orthogonale Matrix fiir jedes p € M sein, also det[a]] = &1. Die beiden lokalen

Rahmen sind auch gleich orientiert, daher muss det[a]] = 1. Man berechnet nun
wy(Er, ..., Ey) = det[e?(E;)] = det[a]] = 1 = &,(E, . .., E,). (7.15)

Damit also wy, = w, und man ist in der Lage eine globale n-Form wj, in jeder Umgebung
eines Punktes p durch (7.12) beziiglich eines beliebigen glatten, g-orthonormalen
Rahmens zu definieren. Nach Teilaussage (c¢) des Satzes 3.3.2 ist w, zudem glatt.
Der Beweis der Eindeutigkeit zeigt auflerdem, dass diese n-Form auf iiberlappenden
Umgebungen, mit jeweiligen Rahmen, gleich ist. Die so definierte n-Form w, erfiillt
damit (7.9). O

Satz 7.2.6 (Lokale Darstellung der (pseudo-)Riemannschen Volumenform).
Sei (M, g) eine orientierte, n-dimensionale, (pseudo-)Riemannsche Mannigfaltigkeit,
mit oder ohne Rand, n > 1. Sei U C M eine Umgebung eines Punktes p € M.

,,,,,
77777

----------

)Riemannsche Volumenform auf U folgende lokale Darstellung
wy = /|det[g(es, ;)] Ao AEm. (7.16)

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem Satz gilt, dass w, auf U die Orientierung
fir alle T,M fir p € U festlegt, d.h.

wy(er, ... e,) >0auf U. (7.17)
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Nach Voraussetzung kann w, auf U lokal ausgedriickt werden als
wy=fe' A--- A", mit f e C®U,R). (7.18)

Mittels (7.17) sieht man ein, dass f > 0 auf U sein muss. Es muss f bestimmt

)))))

-----

Auf dem jeweiligen Definitionsbereich gilt nun

e; = alE (7.19)
j=1

mit einer n x n-Matrix [a!]. Es gelten folgende Rechenschritte

f:wg(eh-..,en)2(51/\---/\5”)(61,...,en)
= det [é‘j(ei)] = det[a]]. (7.20)

Andererseits berechnet man, mit geeigneter Einschrankung von g auf den Definitions-
bereich der e;

glei,e;) =g (Z a¥ By, Zaé-El> = Z Zafaé 9(Ey, Ey)
=1

k=1 k=11=1
=Y Zafaé- <Z Cm €™ ® ém> (B, E)=>> > afaécm5fn(5;
k=11=1 m=1 k=11=1 m=1
=Y crajal. (7.21)
k=1

Bildet man auf beiden Seiten die Determinante, erhélt man
det[g(e;, ;)] = det[g(E;, E;)](det a) det(a”) = det[g(E;, E;)](det a)? (7.22)

Nach Satz 7.2.2 gilt |det[g(E;, E;)]| = 1 und nimmt man in (7.22) auf beiden Seiten
den Betrag, so gilt

det[g(e;, e)]| = (deta)® bzw. deta = 4,/|det[g(e;, e;)]]. (7.23)

77777777

sein. Damit ist die Aussage bewiesen. [

Folgerung 7.2.7. Sei (M, g) eine orientierte, n-dimensionale, (pseudo-)Riemannsche
Mannigfaltigkeit, mit oder ohne Rand, n > 1. Sei (U, z*, ..., z") eine Koordinatenumge-
bung von M. Dann besitzt die (pseudo-)Riemannsche Volumenform auf U folgende
lokale Darstellung

N o 0
wy = /|det]gi;]] dz' A~ Ada", mit gi; =g <8x“ 8:}03> : (7.24)
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Die Folgerung 7.2.7 sagt auBerdem aus, dass die (pseudo-)Riemannsche Volumen-
form invariant unter Kartenwechseln bzw. Koordinatentransformationen ist.

Satz 7.2.8. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basis {ei}ie{l,m,n} und zuge-
horiger dualer Basis {€'}ieq1,. . Sei weiter g € T9(V) eine symmetrische, nicht-
degenerierte Bilinearform auf V. Dann ist die Abbildung ¢®: V* x V* — R fir alle
ke {l,...,n}, definiert durch

9N (e, ) == (e, 8) = 3 a6=£, > i B, (1.25)

{il,...,ik}efk,n Sl
wobei
a= > e et A A und
{i1sin}€ln | , (7.26)
B S Bt A Ach e AV),

{ityeeesi €Iy

eine symmetrische, nicht-degenerierte Bilinearform auf dem Dualraum V*. Dabei
bezeichnet 31 die Komponenten des assoziierten Tensors 3 € TH(V) 2u B € TY(V),
ausgeschrieben also

Bl = Be, . ) = B((eM), .., (60)F) = ghirgie . gidkgs L (7.27)

J1,J25e5Jk

Des Weiteren ist [g"] die Inverse zu der Matriz mit den Eintrigen g;; = g(e;,e;) und
Iy, ist die Menge aller streng wachsend angeordneten Multiindizes der Linge k

Lewm i ={1={i1,....ixg} | 1<iy<---<ip<n}. (7.28)
Beweis. Es soll zunéachst eine abkiirzende Schreibweise eingefiihrt werden

o= Z iy EV N -+ NE™ = Z iy EV N -2 N ™, (7.29)
{it,eesin YDy BRSERSE

Es muss die Wohldefiniertheit von ¢*) gezeigt werden, das heiBt, die Definition von
g(k) darf nicht von der Wahl der Basis in V' abhéngen. Sei {5i}ie{1,,..,n} eine weitere
Basis von V', mit zugehoriger dualer Basis {g}ie{l,...,n} Dann kann man schreiben

o= o EVA- AR und B=0 B EP A NER (7.30)

11 <o <ig 11 < <ig

Die Basen kénnen ineinander tiberfiihrt werden, das heifit also, dass man schreiben
kann . .
& =Y Ale,und e = 3" Bie". (7.31)
a=1 a=1

Da die Dualitéiitseigenschaft £i(¢;) = 6% verlangt, miissen [Af] und [B}] zueinander
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7 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

invers sein. Man rechnet nun Folgendes aus

Sl B =S @, ) BE, L E)

a1 <--<ag a1<--<a

=) « (Z Alle ...,y Agieik) B (Z B;llgjl,..., > B;:gjk)

a1<--<ap \i;=1 ir=1 j1=1 =1

1 11 12 7 al a a 17
= E Z Z Z Aa1Aa2 .”Aa];le BJQ B]:C(lekﬁj Ik

A15050k 11 ,e.nyl) jly--wjk

1 11 S % 1Tk Gqeeed

T Ulyeelk J1seeJk 11 < <ig

Dies beweist die Basisunabhingigkeit in der Definition von ¢g*) und ¢ ist damit
wohldefiniert.
Offensichtlich ist ¢®) bilinear und zudem symmetrisch, denn es gilt

11l
5 s

i1 <o i

=0 0 2 X i G S g g

T8tk Jlsedk Uenlk

1 o o
SE VD UL R T S

T Jtsendk Lyesli J1<-<Jk

Des Weiteren ist g®) nicht-degeneriert, denn falls ¢*)(a, 3) = 0 fiir alle 8 € A(V),
dann wihle man 3 = € A --- A g™ fiir beliebigen Multiindex {iy, ...} € fk,n, was
impliziert, dass «a;,..,, = 0 fur alle {i,...,i;} € f;;n und damit a = 0. Damit ist die
Aussage bewiesen. ]

Satz 7.2.9. SeiV einn-dimensionaler Vektorraum und g € TY(V') eine symmetrische,
nicht-degenerierte Bilinearform auf V. Die Familie {Ei}ie{l,...,n} set eine g-orthonor-
male Basis und {ei}i€{17._,,n} sei die zugehdrige duale Basis, so dass gilt

9= e ®e', ¢ ==%l. (7.34)
i—1

Dann ist die Basis . ‘
{821 /\ e /\ &?Zk}{ilvn;ik}eﬂc,n (735)

fiir Ap(V') orthonormal beziiglich ((,)) = g% : Axg(V) x Ap(V) — R fiir alle k € N
und fiir beliebiges {i1, ..., ix} € I, gilt

(e N N M A NERN =iy e (= D). (7.36)

Beweis. Zunachst eine Vorbetrachtung: Im Lichte des Lemmas 1.5.1 wird nun ein
noch allgemeineres Kroneckersymbol 5§ fir Multiindizes I € Iy, und J € I, der
Léange k definiert. Bedenkt man, dass I und J nicht streng wachsend sein miissen, so
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definiert man

&L o
h=det| : . . (7.37)
gL o

Man rechnet sofort nach, dass folgendes gilt

51— {sgn o 3 sich wiederholender Index in I und J und oI = J fiir ein o € Sy, (7 38)

0 3 sich wiederholender Index in I oder J oder Ao € S, so dass o = J.

Es mogen nun die Voraussetzungen aus dem Satz gelten. Zunéchst soll (7.36)
nachgerechnet werden. Dazu setze man fir {ly,..., Ik}, {m1,...,mg} € I,

a=c" A Aelhund Bri=e™ A A, (7.39)
Folgende Rechenschritte gelten fir die so gesetzten «, 8 € A(V)

{a, B) = Z Qi F1

i< <ip

:E Z Z a(E;,, ... B )gtige ... gik(E; ... E;)

T Ueelk J15eeJk

=n X 2 [(511A"'AEZ’“)(Eil,...,Eik)gmlgzm...gwk

T Uelk J15eJk

X (€m1 AR /\gmk)(Ejl,...,Ejk)

1 L .
_ biloly d1j1 doja | . ke ST1M2 My
Tk Z Z 5i1i2~~ikg g g 5j1j2~“jk
Ty tk JLsedk
— bloly d1j1 i2j2 | .. ,ikjk SN2 My
- Z Z 6i1i2"'ikg 9 9 6j1j2"'jk
11 <<k J1se-sJk
_ ligi Jlege . lkdk §mame-my
- Z g9 g 6j1j2"‘jk
j17“‘)jk
= Y sgn(o)ghmemghmee ... ghimew
oES

= det (™) yreqr...iy = det (g ((€2)F, (e77)F)) (7.40)

3g’€{1 0k}

Die Bilinearform g ist in der Darstellung beziiglich der g-orthonormalen Basis
{Ei}ticq,...ny eine Diagonalmatrix und damit auch ihre Inverse. Somit erhélt man fiir

{ml,...,mk}:{ll,...,lk}

k
(o, a)) = det (¢""); ey = [1 999 = ¢jrcjp - ¢ = %1 (7.41)

j=1

Und entsprechend fir den Fall {mq, ..., mg} # {l1,...,lx} € fk,n, d.h. {my, ..., mg}N
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7 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

{li,..., 1} = 0 ergibt sich

(v, B) = det (¢"™) jreqr, iy = 0. (7.42)

Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen. ]

7.3 Hodge-+-Operator und Koableitung

Es sei darauf hingewiesen, dass auf einer (pseudo-)Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) durch g € T fiir jeden Punkt p € M nach Satz 7.2.8 ein symmetrischer, nicht-
degenerierter, kontravarianter Tensor g{*) = ((,)), € T3(T,M) induziert wird. Des
Weiteren existiert nach Folgerung 7.2.4 fiir jeden Punkt p € M auf einer Umgebung
U C M ein lokaler g-orthonormaler Rahmen { E;},. (1,..ny fr M. Damit existiert
aber auch eine g,-orthonormale Basis { £;]| p}ie{l ny von T, M fiir jeden Punkt p € U.

.....

Damit ist die Aussage des folgenden Satzes zunéchst wohldefiniert.

Satz 7.3.1 (Hodge-+-Operator auf dem Tangentialraum). Sei (M, g) eine ori-
entierte, (pseudo-)Riemannsche n-dimensionale Mannigfaltigkeit, mit (pseudo-)Rie-
mannscher Volumenform w, € Q"(M) und p € M. Dann existiert ein eindeutiger
Isomorphismus *: Ay(T,M) — A,_x(T,M), der folgender Gleichung geniigt

aN*f = (a,B)p(wy), firo, e Ap(T,M). (7.43)

.....

dualer Basis {'}icq,. ny, s0 dass gilt

,,,,,

Sei {E;}icq1,..ny eine orientierte, g,-orthonormale Basis von T,M, mit zugehoriger

= e ®e, ¢ ==L (7.44)
=1

Dann folgt fir alle 0 € S, mit o(1) < --- < o(k) und o(k+1) <--- < o(n), dass
# (DA AW = ¢y o sgn(o) (7FFD AL A7), (7.45)

Beweis. Es mogen die Voraussetzungen aus dem Satz gelten. Es wird festgehalten,
dass nach Satz 7.2.6 die Volumenform w, im Punkt p € M folgende lokale Darstellung
besitzt

wy = \/|detgy(Ei, By)][ e A -+ Ae™
="' A AE (7.46)

,,,,,

nun die Eindeutigkeit bewiesen.
Es wird angenommen, dass * (7.43) erfillt. Sei o € S, eine (k, n—k)-Verschiebung,
B=e" WA Ae?® und a ein gz(,k)—orthonormaler Basisvektor von Ay(T,M), also

=N A Ae™ mit {iy, ..., ik} € In. (7.47)
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Es gilt, dass a A% # 0 genau dann, wenn ((«, ), # 0 und dies impliziert {iy, ..., i}
= {o(1),...,0(k)}. Da per Annahme * (7.43) erfiillt, folgt somit
$ B =ae” A A™ (7.48)

fiir eine Konstante a € R. Es wird nun die Konstante a berechnet. Einerseits gilt
BAxB=a(e"D A AeTB)A (TFFD AL AT = gsgn(o) (W), (7.49)
und andererseits mittels (7.36)

<<57 5»1) = Cs(1)Co(2) " * " Co(k)- (750)

Daraus ergibt sich a = ¢,1)Co(2) - * - Co(k) sgn(0) und somit muss die Abbildung * (7.45)
geniigen. Damit ist die Abbildung = als lineare Abbildung zwischen Vektorraumen
eindeutig festgelegt.

Nun zur Existenz; Die Abbildung * soll durch (7.45) definiert werden. Es muss
gezeigt werden, dass der so definierte Hodge-*-Operator (7.43) erfillt. Aus Satz 7.2.9
ist bekannt, dass fiir alle (k, n— k)-Verschiebungen W A- - - Ae?*) eine g¥)-orthonor-
male Basis fiir Ay (7, M) darstellt. Somit ist * als lineare Abbildung zwischen Ay (7, M)
und A,,_(T,M) zunéchst wohldefiniert. Es gentigt (7.43) fir Basisvektoren nachzure-
chnen. Man rechnet fiir 8 ="M A Ae?®) aus

ﬂ /\ */B = CO’(l) . e Co’(k) Sgn(o—) (50—(1) /\ e /\ EO'(k‘) /\ EO’(k-‘rl) /\ . /\ Ea(n))
= Co(1) " Cot) E- N  NEY = Co(1)*+ Cotr) (W)

= (8, 8)p(wy)p- (7.51)

Falls wie oben « ein g*)-orthonormaler Basisvektor e A - -+ A g% von Ay (T, M) ist,

mit {iy,...,ix} € Lyn, jedoch {i1, ... ix} # {o(1),...,0(k)}, das heift {i1,... it} N
{o(k+1),...,0(n)} # 0, dann gilt folgende Rechnung

QNS = Cor) Co) SE(T)(ET A - AET A g7k A oA g7
= 0= (o B))p = (e, B)p(wy)p- (7.52)
Damit ist die Aussage bewiesen. [

Satz 7.3.2. Sei (M, g) eine orientierte, (pseudo-)Riemannsche, n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit, mit (pseudo-)Riemannscher Volumenform w, € Q"(M) und p € M. Die

Bilinearform g, habe die Signatur r — s. Der Hodge-x-Operator erfullt fir o, €

Ap(T,M) folgende Eigenschaften

(1) aA*xf=BAxa= (o, B)p(wy)p,
(2) *1 = (wy)p, *(wg)p = (_1>Ind(g);
(3) * * a = (=1)MO(=1)kHa,
(4) (o, B)p = (=)™ (xa, %5),.
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.....

gp = zn:c,- g@et, ¢ ==+l (7.53)
i=1
(1) folgt direkt aus (7.43) mittels der Symmetrie der Bilinearform ((,)),. Fir (2)
rechnet man mittels (7.45) fir 0 = 1 und k& = 0 nach
x 1= Ao A" = (wy)y. (7.54)
Und wieder mit (7.45) fir 0 = 1 und k = n erhélt man
$ (We)p = *(e" A - AE™) = o1y Copny = (—1)49), (7.55)

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit reicht es aus (3) fiir Basisvektoren av = () A
AN e mit o € S(k,n — k) zu zeigen Aus (7.45) folgt

x (7ED AL A7) = hetD AL p 7B (7.56)

fiir eine Konstante b € R. Es soll b berechnet werden. Sei av = 8 = e?F+D A .. A7),
dann gilt einerseits

8% /\ */6 — bgcr(k'+1) /\ e /\gg(n) /\50(1) /\ . /\ga(k)
= b(—1)F=R) o) A oA g7
= b(—1)" " sgn(o)(wg)p (7.57)

und andererseits mittels (7.43)

a3 = (o, B)p(wg)p = Colk+1) " Can)(Wg)p- (7.58)

Damit folgt, dass b = co(r41) - Com)(—1) sgn(o). Gemaf (7.45) rechnet man

nun nach
* sk (50(1) /\ “ e /\ ga(k)) — Co’(l) P Co_(k)(sgn(o-)) * (ga(k""l) /\ “ e /\ Ea(n))
= Co(1) """ Co(k)Co(k+1) * " Co(n) (Sgn(U))2
x (—1)FO=R) o) AL A )
= (—1)d@(_)kn=h) o) Ao A g7 R), (7.59)

Um (4) nachzuweisen, sind folgende Rechenschritte zielfithrend

(xa, *B)p(wg)p =% A* % 3 (wegen (7.43))
= (=1)M@D(—1)P=R) oy A B (wegen (3))
= (=)™ A xa (Satz 1.4.5 (2))
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= (—1)"D (ka, x8),(wg)y  (wegen (1)). (7.60)

Damit ist die Aussage bewiesen. O

Nachdem nun die wichtigsten Eigenschaften des Hodge-x-Operators im Tangen-
tialraum wirkend zusammengetragen worden, so ist es nun natiirlich diesen auf einer
Mannigfaltigkeit operierend zu erkliren. Anhand (7.40), bei Ubergang zu einer lokalen
Darstellung, kann man schlussfolgern, dass eine C'*°-bilineare Abbildung

() = g™ QF (M) x Q¥ (M) — C=(M,R), (7.61)

existiert, mit (o, B) = (ap, Bp)p = gp(p, Bp). Im weiteren Verlauf des Textes
wird fir ((, )) nicht mehr unterschieden, ob es nun ein symmetrischer, kontravarianter
Tensor auf einem Vektorraum oder die in (7.61) definierte Abbildung darstellt. Die
jeweilige Spezifizierung sollte aus dem Kontext heraus ersichtlich sein.

Satz 7.3.3 (Hodge-+-Operator auf einer Mannigfaltigkeit). Sei (M, g) eine
orientierte, (pseudo-)Riemannsche, n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit (pseudo-)
Riemannscher Volumenform w, € Q"(M). g sei von Signatur r — s, das heif§it g,
hat Signatur r — s fir alle p € M. Dann existiert fir alle p € M ein eindeutiger
Isomorphismus *: QF(M) — Q"=*(M), der punktweise definiert ist durch

(xw) = (xp)(wp) fiirw e QF (M), (7.62)

mit der Existenz von *,: Ag(T,M) — A,_x(T,M), garantiert durch Satz 7.3.1. Der so
definierte Operator x erfillt fir jeden Punktp € M die Aussagen aus den Sdtzen 7.3.1
und 7.3.2.

Beweis. Es muss lediglich iiberpriift werden, ob fiir jedes w € QF(M) tatsichlich gilt
xw € Q" F(M), das heifit, ob *w ebenfalls C* ist. Dies wird auf einer Karte (U, ¢) =

-----

77777

.....

Linearitit von *. Damit ist ersichtlich, dass xw € C*°(U,R). O

Aus Satz 7.3.2 (3) kann man fiir ¥~! ablesen, dass *~! = (—1)d@)(_1)k(n=F)y
Damit lasst sich folgende lineare Abbildung definieren.

Definition 7.3.4 . Sei (M, g) eine orientierte, (pseudo-)Riemannsche Mannigfaltigkeit
der Dimension n. Fir jedes £ mit 0 < k < n = dim M, wird die Koableitung
§: QF(M) — QFY(M) definiert durch

5 = (_1)Ind(g)+k *—1 d* = (_1>Ind(g)<_1)n(k+1)+1 % dx (763)

und § = 0 auf Q°(M).
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Die so definierte Koableitung ¢ geniigt folgendem, kommutativen Diagramm

QF (M) : Q= (M) (7.64)
Qk—l(M) Qn—k+1(M)

(_1)Il1d(g)+k*

Man stellt sofort fest, dass 62 = 0, denn d?> = 0 und *x ist ein Vielfaches der
identischen Abbildung. Die Faktoren in (—1) sind so gewéhlt, dass ¢ die Aussage des
folgenden Satzes erfiillt.

Satz 7.3.5. Sei (M, g) orientierte, (pseudo-)Riemannsche Mannigfaltigkeit mit oder
ohne Rand, der Dimension n und (pseudo-)Riemannscher Volumenform w,. Die
Metrik g habe fir alle Punkte p € M den Index Ind(g) € N, dann sind d und 0
adjungiert zueinander, in folgendem Sinne

/M((da, Bw, = /M danxp 2 /M aAK6f = /M((da, 58)w,, (7.65)

fiir o € QF(M) und B € Q¥ (M) mit kompakten Triger in M°.

Beweis. Es muss lediglich (x) gezeigt werden, die anderen beiden Gleichungen ergeben
sich aus der Definition des Hodge-x-Operators. Es gilt

58 = (~1)hHIHIO) 4 4 (7.66)
so dass

daA*fB—aAxdB=daAxf+ (=1)"*@a A x5 d x 8
=daAN*B+ (=) andx*f

wobei verwendet wurde, dass k*+k fiir jede Zahl k € N eine gerade Zahl ist. Anwenden
des Satzes von Stokes ergibt die gewtlinschte Aussage. ]

.....

zu berechnen, ob nun g-orthonormal oder nicht. Es soll hier nur ein Spezialfall
diskutiert werden, ein geschlossener Formelausdruck fiir die Komponenten von 4 in
einer beliebigen Basis kann [AMRO1, Seite 441 — 442| entnommen werden.

Lemma 7.3.6. Sei (M, g) eine orientierte, (pseudo-)Riemannsche Mannigfaltigkeit
der Dimension n und (U,¢) = (U,x',... 2") eine Karte auf M. Der glatte, lokale

----------

der ibliche duale Korahmen, so dass gilt

g=> c;dr' ®dz', wobeic; =%1. (7.68)
i=1
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Die Metrik g habe fiir alle Punkte p € U die Signatur r — s. Dann gilt auf U fiir
beliebige {i1, ... ,ix} € Irn

k
S(fdaz™ A--- Adat) =3 ¢ (—1) 895]: dr™ A« Adxir A A da' (7.69)

Beweis. Man setze i, € {iy,...,ix} und {iy,...,ix} € fkn Es soll zunichst dz® A
*(dx" A -+ Adz'*) berechnet werden. Dazu beachte man

TP U % PR zn> (7.70)
X dx'™ Ndx™ N A dxi";

dz'™ Ax(dz™ A+ Ada'®) = ¢y e, sgn<

wobei {ixi1,...,0n} € Esz,n- Nun soll *(dz™ A --- A dzir A -+ A dz™) berechnet
werden, man beachte hierzu

*(dxil/\---/\ﬁr/\---/\dxi’“):cil---c/,:---cjksgnc””_é””f" ....... R n)
SR U 7% YA SO P
X dx™ A AdzT A - A dat
T n
e G 560 <i1 Iy i tket1 Z)
X dx'™ Adz A - A dat
. e 1. n
=i G (1) Sgn’(il.”ir...agk+1.”in>
x dax'™ Adx =t A Adat (7.71)

Kombiniert man die Aussagen aus (7.70) und (7.71), so kann man schreiben
dz' Ax(dz™ A+ Ada™) chr 1)F7s * (dz™ A+ Adair A--- Nda'™). (7.72)

Mit den getroffenen Annahmen sei vermerkt, dass g = ¢; konstant auf U ist und
somit das Differential d angewendet auf die C*°(U,R)-Funktion ¢* keinen Beitrag
liefert. Man rechnet nun weiter

*d*(fdx“/\---/\dxi’“):*d(f*(dx“/\---/\dﬁk))
= (df/\*(dl’il/\"'/\dfﬂik))
+*(fAd@amhA~~Adﬂ0»

= Z d:v’ Ax(dx™ A - A da')
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L Of &
> |ei (-1 Lol

1r=1

y (*(dlﬂi/\,../\d/x\ir/\.../\dIik))]

= *

n
=

k _ ,
= % Zcir(—l)k_raa;; ¥ (dz"™ A - Ndxir A - A da'™)

k of . /\, .
=Y e (=P ke (da™ Ao Adait A Adatt)
— ox'r

_ (_1)Ind(g)(_1)(k—1)(n—(k—1))(_1)k (773)

X ZC“(_I)T@?; s x(dzt A - - A dzir A - A dz™t).

r=1
Nun kann die Koableitung 6 auf die k-Form fdz® A --- A dz’ angewendet werden

Sfdz A Ada' = (=)D (D oy (fdat A - A da™)

k of . — ,
= ¢ (-1)"——dax" A~ Adxir A Ada, (7.74)
r=1 Q'

wobei verwendet wurde, dass n(k+1)+1+(k—1)(n—(k—1))+k = 2kn+2k—k*+k =

k* mod 2 + k und k? + k fiir jede Zahl k € N eine gerade Zahl ist. Damit ist die
Aussage bewiesen. n
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8 Anwendung in der
Elektrodynamik

Die Inhalte in diesem Kapitel orientieren sich in ihrer Darstellung génzlich an [AMRO1,
Abschnitt 8.3] und [AMRO1, Abschnitt 9.3].

8.1 Klassische Integralsatze

Satz 8.1.1 (Greenscher Integralsatz). Sei D eine abgeschlossene, beschrinkte,

zusammenhingende Menge in R? und 0D der Rand von D. Es seien P: D — R
und Q: D — R glatte Funktionen auf D, dann gilt

0Q 0P
Pdo+Qdy = [ (55 = 2= ) dudy, 8.1
/8D T+ Qdy D<8m 6y> v (8.1)
Beweis. Man setze fiir die 1-Form w := Pdx + Qdy. Dann gilt
/ W :/ Pdz + Qdy (8.2)
oD oD
und
/dw: 8—de/\dyc%—aQalm/\dy
D D Oy ox
0Q 0P
= — — — | dx Ndy. :
/;;(89: ay> A dy (8.3)
Aus dem Satz von Stokes folgt die Aussage. O

Wie immer in dieser Arbeit, wird unter einer Mannigfaltigkeit, stets eine C*°-
Mannigfaltigkeit verstanden. Betrachtet man eine eingebettete Untermannigfaltigkeit
einer Mannigfaltigkeit M, so ist diese selbst wieder eine Mannigfaltigkeit, versehen
mit der Teilraumtopologie. Falls dim M = n, so nennt man eine eingebettete Unter-
mannigfaltigkeit S C M mit dim = n — 1 eine eingebettete Hyperfliche. Der Begrift
von eingebetteten Mannigfaltigkeiten kann auf den von immersierten Untermannig-
faltigkeiten verallgemeinert werden. In Satz 5.5.3 konnte eine induzierte Orientierung
des Randes OM bestimmt werden, falls M orientiert ist. Mit immersierten Hyper-
flichen gelingt das ganz &hnlich (siehe hierzu [Leel2, Proposition 15.21]). Es soll diese
Situation im R? angedeutet werden. Man spricht im Folgenden einfach nur noch von
Hyperflachen, statt von immersierten Hyperflachen.
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Sei S eine orientierte Hyperfliche des R3. Erfiillt ein Vektor n € R3 die Eigen-
schaften, orthogonal zu 7,5 sein und ist {n,e;,ex} eine positiv-orientierte Basis
des R3, falls {e;,e2} eine positiv-orientierte Basis des 7,5 ist, so nennt man n
den nach auflen zeigenden Finheitsnormalenvektor im Punkt p. Es ist bekannt, dass
p=dx AdyAdz e Q2R3 die Orientierungsform fiir die positive Orientierung des
R3 ist. Dies induziert eine Orientierungsform v € Q%(S) fiir S, die punktweise fiir alle
p € S gegeben ist durch

(V)p(v1,va) = (1)p(n, v, va), (8.4)

wobei vqi,vy € T,S. v ist eine nirgends verschwindende 2-Form, da g nirgends
verschwindend ist und somit ist v eine Orientierungsform fir S und zudem positiv,
da p positiv ist.

Es soll nun versucht werden, das Integral von glatten 2-Formen iiber S in eine
iibliche Notation der Analysis zu iiberfithren. Sei hierzu w = Pdy Adz 4+ Qdz N dx +
Rdz A dy € Q3(R). Man setze X = P9/0x + Q0/dy + RO/0z € X(R?) und erhélt

«X’ = x(Pdz + Qdy + Rdz) = Pdy Adz + Q(—1)dz A dz + Rdx A dy
= w. (8.5)

Hierbei sind * und * mit der euklidischen Metrik des R® assoziiert. Aus der definieren-
den Eigenschaft des Hodge-*-Operators mit o A *3 = {{o, ) u folgt fiir o = n® €
QNR?) und 8 = X" € O2(R?), dass

0’ A X" = g((0')f, (X)) )p = g(n, X)p = (n- X)p. (8.6)

Wendet man beide Seiten der Gleichung auf (n, vy, ve) an und nutzt (8.4), so erhélt

man
n’ AxX’(n,vy,ve) = (n- X)v(vy, va), (8.7)

wobei die Abhingigkeit in p unterdriickt wird. Da n’(n) = 1 und n’(v;) = 0 fiir
1=1,2ist
n’ A xX(n, vy, va) = %X (v, va), (8.8)

also
£+ X’ = (n-X)r. (8.9)

Somit gilt

/Sw:/S*Xb:/S(n-X)y:/S(X-n)dS:/(X-dS), (8.10)

S

mit dem Fléchenelement dS der Hyperfliche S.

Satz 8.1.2 (Klassischer Satz von Stokes). Sei S eine orientierte, kompakte Hy-
perfliche des R? und X € X(S UIS), dann gilt

/S(rotX) nds= [ X-ds, (8.11)
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8.2 Gesetze von Maxwell

wobei AS eine Kurve des R? ist, parametrisiert durch s = (x(t),y(t), 2(t)), a <t < b.

Beweis. Mittels der Aussage [Leel2, Proposition 2.25] kann X durch eine ,glatte
Sprungfunktion® auf ganz R? fortgesetzt werden. Das so fortgesetzte X besitzt weiter-
hin einen kompakten Tréger und stimmt mit dem urspriinglichen Vektorfeld auf SUOS
iiberein. Per Definition gilt [,¢ X - ds = [,5 X’, wobei ” mit der euklidischen Metrik
des R? assoziiert ist. Sei X = X;(z,y,2)0/0x + Xo(z,y,2)0/0y + X3(x,y,2)0/0z.
Direktes Ausrechnen ergibt

dX’ = (aXQ—aXl>d:c/\dy— <8X1—8X3>d:c/\dz
y

ox 0 0z ox
0X3 0Xs

Daraus folgt dX” = *(rot X)*. Mit Hilfe des Satzes von Stokes und (8.10) schlussfol-
gert man

X-ds:/dX" :/*(rotX)b :/(rotX-n) ds. (8.13)
as s S S
Dies beweist die Aussage. O]

Satz 8.1.3 (Klassischer Satz von Gauf}). Sei () eine kompakte Menge des R?, mit
Rand 092 =: S als C*. Falls X € X(QUS), dann gilt

/Q (divX) dV = /S (X -n)ds, (8.14)

wobei dS das gewéhnliche Volumenelement im R? bezeichnet.

Beweis. Nach (8.10) gilt
/(X~n) dS:/*Xb. (8.15)
s S

Aus dem Satz von Stokes folgt

/S*Xb :/Qd*Xb:/Q(divX) dv, (8.16)

da d * X = (divX)dz A dy A dz, was aus (8.5) folgt. O

Der klassische Satz von Gaufl kann fiir beliebige orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten (M, g) mit Rand verallgemeinert werden (siehe etwa [Lee09, Propo-
sition 9.39]). Dazu ist eine verallgemeinerte Definition von div nétig. Es stellt sich
heraus, dass div X = (—1)"@ « d x X fiir X € X(M) (siehe etwa [Lee09, Proposi-
tion 9.31]).

8.2 Gesetze von Maxwell

Der klassischen Elektrodynamik sind die Maxwellschen Feldgleichungen zugrunde
gelegt. Die Gestalt der Gleichungen héngt natiirlich von der Wahl der jeweiligen
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8 Anwendung in der Elektrodynamik

physikalischen Einheiten ab. Je nachdem welches Einheitensystem benutzt wird,
treten Faktoren in 47, ¢ = der Lichtgeschwindigkeit, ¢, der elektrischen Konstante
oder py der magnetischen Permabilitét auf. Die Darstellung dieses Sachverhaltes wird
sich damit begniigen, dass €, und po Konstanten sind. Die Wahl des Einheitensystems
fallt so aus, dass die Feldgleichungen eine recht einfache Form annehmen, so dass
¢ =€ = pp = 1 sind und Faktoren in 47 nicht auftreten. Es werden nicht die
Maxwell Gleichungen im Material diskutiert, wo man eine Unterscheidung zwischen
den Feldern E und D sowie zwischen B und H vornehmen muss.

Seien E = E(t),B = B(t) und J = J(t) zeitabhidngige C'*°-Vektorfelder auf dem
R3 und p: R?* x R — R ein Skalar. Dazu sei angemerkt, dass man sich die Felder eher
als eine 1-parametrige Familie {X;}:cr von Vektorfeldern X; € X(R?) fiir alle t € R
vorstellen kann, die glatt von ¢ abhdngen (siehe hierzu [Tul0, Abschnitt 20.1]). Die
Vektorfelder E, B erfiillen genau dann die Mazwellschen Gleichungen mit Ladungs-
dichte p und Stromdichte J, wenn sie den folgenden Gleichungen geniigen

divE =p (Gesetz von Gauf), (8.17a)

divB =0 (keine magnetischen Quellen), (8.17b)
0B

rot E + 5 = 0 (Induktionsgesetz von Faraday), (8.17¢)
OE

rot B — 5 = J  (Gesetz von Ampére). (8.17d)

Man nennt dann E das elektrische Feld und B das magnetische Feld. Die Rotation,
etwa rot E, ist so zu verstehen, dass sie bei festgehaltener Zeit berechnet wird und
0B/0t, so dass x,y und z konstant gehalten werden. Gleiches gilt fiir die Definition
der Divergenz div.

Die Grofe [o pdV = Q wird als Ladung der Menge © C R? bezeichnet. Nach dem
klassischen Integralsatz von Gauf ist (8.17a) dquivalent zu

AQE-ndS:iépdVE:Q, (8.18)

fiir jede offene Menge Q C R3, die die notwendigen Voraussetzungen des Integralsatzes
erfillt. Man kann geneigt sein, der integralen Darstellung eine Interpretation zu
verleihen. Sie konnte etwa darin bestehen zu sagen, dass der der elektrische Fluss
durch eine geschlossene Flache der Ladung im inneren der Flache entspricht. Mit der
gleichen Begriindung gelangt man zu der integralen Darstellung von (8.17b)

B-ndS =0. (8.19)
o0

Man schlussfolgert, dass der magnetische Fluss aus einer geschlossenen Fléche heraus
stets Null ist. Anders ausgedriickt; im Inneren einer beliebigen geschlossenen Fléiche
konnen keine magnetischen Quellen existieren.
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8.2 Gesetze von Maxwell

Nach dem klassischen Integralsatz von Stokes ist (8.17¢) aquivalent zu
0
E-ds:/(rotE)-ndS:——/B-ndS. (8.20)
s S ot Js

Dies gilt fiir jede geschlossene Kurve 95, die eine Fliche S C R? berandet. Die Grofie
Jos E - ds heifit Spannung entlang 0S. Das Gesetz von Faraday besagt demnach, dass
die Spannung entlang einer geschlossenen Kurve gleich der zeitlichen Anderung des
magnetischen Flusses durch die Kurve ist.

Auch fiir (8.17d) existiert eine Interpretation mittels des klassischen Integralsatzes
von Stokes

0
8SB-ds—/S(r0tB)-ndS—a/SE-ndeL/SJ-ndS. (8.21)

Da [¢J -ndS die physikalische Interpretation des Stroms besitzt, sagt das Gesetz
von Ampere aus, dass falls E unabhéngig von der Zeit ist, dann ist die magnetische
Potentialdifferenz [;¢ B-ds entlang einer geschlossenen Kurve gleich dem Strom durch
diese Kurve. Falls E zeitabhéngig ist, dann kann das Gesetz von Ampere so gedeutet
werden, dass die magnetische Potentialdifferenz entlang einer geschlossenen Kurve
gleich dem gesamten Strom durch die Kurve zusitzlich zu der zeitlichen Anderung
des elektrischen Flusses durch die Kurve ist.

Als néchstes sollen die Gesetze von Maxwell mit Hilfe von Differentialformen ausge-
driickt werden. Man betrachte den R* als Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g), das
heifit M = R* = {(x,y, z,t}) ausgestattet mit der Lorentz-Metrik g. In der Standard-
basis {ey, €2, €3, €4} := {0/0x,0/y,d/0z,0/0t} des X(R*) besitzt die Lorentz-Metrik
g: X(RY) x X(R*) — C°(R*,R) die Gestalt

100 O
010 O
001 0 (8.22)
000 -1

-----

bezeichne {e!,e% e &'} = {dx,dy,dz,dt} den dualen Korahmen. Der Hodge-*-
Operator auf Q' (R*) berechnet sich mittels (7.45) zu

xel =2 NP A et xe? = —e' NP A e, (8.23)
xed =l N2 At xet=t A AE] (8.24)

und auf Q?(R?*) zu
x(e'Ane?) = Net, k(e A} = -2 Aet, x(E2nEP) =t At (8.25)

x(e' ety = —2ned, x(E2net) ="' A, k(@A) = A’ (8.26)

Man beachte, dass der Hodge-*-Operator mit der Lorentz-Metrik assoziiert ist, das
heiBt, tiber all dort wo * auf ein e* wirkt, muss auf der rechten Seite der Gleichung
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8 Anwendung in der Elektrodynamik

g** = —1 erscheinen. Die Wirkung des Hodge-*-Operators auf *(R*) erhélt man aus

der Wirkung auf Q!(R*) und der Tatsache aus Satz 7.3.2 (3), dass fiir 1-Formen £,
x % = (. Also erhalt man

*(e2 NP Ae?)
x(e' Ne? Aet)

el x(e' NS N =€ (8.27)
&3, x(e' Ne? Aed) =t (8.28)

Die verbleibenden Bilder von * sind nach Satz 7.3.2 (2) eindeutig festgelegt.

Satz 8.2.1 (Faradays 2-Form). FEs existiert ein eindeutig bestimmtes F € Q?(RY),
das folgende Gleichungen erfillt

= —ia/atF, (829&)

Eb
B’ = —ig/o + F. (8.29b)

(Hierbei ist * mit der Buklidischen Metrik des R® assoziiert und * mit der Lorentz-
Metrik des R*.)

Beweis. Fir F' € Q?(R*) lisst sich schreiben

F =Fpe' N + Fyed ANel + Foge? A&

+ Fuet At 4 Fyue® N et 4 Fyue® A et (8:30)
und mit (8.25) folgt
«F = Fioed Ne* + Fye? A et + Fygel A et
— Fle? ned — Foed Net — Fyuet A et (8:31)
Aus Lemma 5.5.2 entnimmt man, dass fur [,m,n € {1,2,3,4}
Qe, (€M NE") =M (e)e" —Me" () = 0" — &)™, (8.32)
Daher gilt
—io F = Fiue’ + Fpue® 4 Fyued, (8.33a)
—ig, ¥ F = Floe® + F318° + Fyzel. (8.33b)

Und somit ist F' tatsichlich eindeutig bestimmt durch (8.29a) und (8.29b). Also kann
man schreiben

F=FE'e'Net+ E22 Nt + B33 N et

8.34
+ B3 Ae? + B2 Al + Ble? A &3, ( )

falls E = (E', E? E®) und B = (B!, B, B%). O

Somit geht also die Information der Felder E(¢) und B(t¢) in eine 2-Form F €
O2(R*) tiber. Ganz dhnlich kann man zeigen, dass eine eindeutig bestimmte 1-Form j
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8.2 Gesetze von Maxwell

existiert, bestimmt durch —ig/9,j = p und —ig/g * j = *J > In der letzten Gleichung
wird angenommen. dass J(t) fiir jedes t € R auf dem R?* definiert ist. Die 1-Form 7,
auch Quellform genannt, ist dann gegeben durch

j = J'dx + J*dy + J*dz — pdt. (8.35)

Satz 8.2.2. Die Gesetze von Mazwell (8.17a) — (8.17d) sind auf der Mannigfaltigkeit
R*, ausgestattet mit der Lorentz-Metrik, dquivalent zu den Gleichungen

dF =0 wund 6F =j. (8.36)

Beweis. Nutzt man, dass df = 31, e;(X)e’ fiir f € C®°(R*,R) und de’ = d(dz') = 0
fir alle 7 € {1,2,3,4} und (2!, 2%, 23, 2*) = (v, v, 2, t), dann erhélt man nach striktem
Ausrechnen

B\' B\’
dF = (rotE%—aat) ANt + (rotE+aat> S Aet At
(8.37)

3
+ (rotE + 8;) A net 4 (divB) et Ae? A
Dies bedeutet, dass dF' = 0 dquivalent ist zu (8.17b) und (8.17¢). Es wird zunéchst
festgehalten, dass man mittels (8.34) und (8.31) erkennt, dass % F" aus F' hervorgeht,
indem man E; — B; und B; — —E; ersetzt. Daher kann bei der Berechnung von d* F’
auf das Ergebnis aus (8.37) zurtickgegriffen werden. Da der Index der Lorentz-Metrik
1 ist und F eine 2-Form, gilt 0 F = *xd * I, also

OF = xd x F

= *

OE\' OE\’
(rot B — 81&) NP Net + <rot B — 8t> e net net (8.38)

OBV | o . 1A 2,3
+|rotB—— | e Ae“Ae” —(divE)e" Ae* Ae

ot
OE\' OE\’ OE\’
— (rotB - T & B2 & B- ") & .
(rot 8t> e+ (rot 8t> e+ (rot 61%) 5 (8.39)
— (divE) e,
Somit ist 0 F' = j dquivalent zu (8.17a) und (8.17d). O

Es soll nun Lemma 7.3.6 herangezogen werden, um die Komponenten von §F
beziiglich der ((, ))-orthonormalen Basis {dz',dx? da?, dx*} = {dz,dy,dz, dt} zu
berechnen. Hierzu gelten folgende Umformungen

SF =83 Fo,da* Ad? = 3 (§F,;, de™ Ad®)

11 <12 11 <i2

101



8 Anwendung in der Elektrodynamik

2 8E i 7 i
=3 > (1) 22 da A Adaie A A da
i1<ip r=1 O
OF; OF;
_ 1\ 1112 7 (L 1)2 11Z2 i
-y <c“( DI Gt 4 e (—12 5 d )
11<12
1 0F;,:, OF;,; ;
=3 & dx 2 i 1 2 d i
2..< o T %R g x)
11<12
1 OF; ; OF;,; ,
1 ey S0 e 4 ¢, D02 g
+ 2i1<i2< 1 a i1 _I_Cz axw xr )
1 OF; OF;
— _ —c; Zl’LQd 12 Z ’Lllzd '51
9 2\ g g )
11<12
1 aﬂﬂi i aEzn i
T35 2 <_C"Zaxwd T G 4
12<11
1 aﬂlig 8FZ i
— —¢; d 72 l 122 d 71
2 11<12 < o ale e ’ a >
1 OF: . , OF;
- : 11412 drit — : 1112 dx io
T3z <C2 gu T T 1 g )
OF;
- o iz g o Ouia o) 8.40
=5 = (oS ant e G ) (8.40)

Damit kann (0 F'); berechnet werden fiir ¢ € {1,2,3,4}

(0F); = (6F)(0/0x") = ; 3 [( Oiia goin 4 ¢ Ciy aF“” dx ) (8/8xi)]

2 T oa
_ ; ( oo i s 4, O 5%)
(e ope) s (g o)
=3 (oG o) = T 640

Und die Komponenten des assoziierten Tensors (0 F')7 ergeben sich durch
ngz O0F); Z ngl Z i i (Z ngFij>
ki ! Kl
= - g L . o F
chaggﬂ <Zg ;gﬂ ! ) ;cjam (;gﬂ )

0 : 0 .
= Z Z ngﬂiFkl Z(%’)Q@Fk] = Z @ij- (8.42)
J J

8FZ]

102



8.2 Gesetze von Maxwell

Damit ist es moglich (8.17a) und (8.17d) durch die Komponenten des Faraday-
2-Tensors auszudriicken. In der theoretischen Physik ist es tiblich, dafiir folgende,
auBerst kompakte Notation heranzuziehen

F* o= (8.43)

Hierbei steht das Symbol F ij,k fiir OF /0x*. Des Weiteren wird in (8.43) iiber oben
und unten stehende Indizes summiert. Dies ist die Einsteinsche Summenkonvention.

(8.17b) und (8.17¢) lassen sich ebenfalls kompakt durch den Faraday-2-Tensor aus-
driicken. Dazu beachte man, dass auf einer Karte (U, z', ..., 2") einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M, ein o € QF(M) lokal auf U die Darstellung besitzt

o= Z Qiyoiy AT N - Nda'™ € QF(U), (8.44)

i< <ip,

mit {iy,d9,...,0k} € szn Mit Hilfe der Aussage aus [Leel2, Proposition 14.32] und

dessen Beweis, kann man zeigen, dass fir {ju,ja, .. i1} € Jirra gilt
(da)jl...ij = (da) (a/@gjjl’ . 78/0$jk+1)
k1 da, -
=2 (gl 8.45
p;l( ) OxJr ( )

Dies kénnte man z.B. auch mit dem Lemma 7.3.6 zeigen, indem man fiir d: QF(M) —

QFL (M) verwendet, dass d = (—1)Pd@)(—1)k+D+1 4 =15 4« =1 Die Rechnung wire

dann jedoch, unter Verwendung des Lemmas 7.3.6, nur fiir ¢®-orthonormale Basen

des QF(M) giiltig. Letztlich lisst sich mittels (8.45) schlussfolgern, dass fiir i; < iy <
is € {1,2,3,4}

OF,i, OFyi,  OF

(F)ixiia = Jxh a2 Ox's

~ OFy, | OFg:, | OFy,

- Qi Ox'z Ox's

= 0. (8.46)

Auch dies lésst sich in der neu gewonnenen, symbolischen Schreibweise suggestiver
schreiben, um den Charakter der zyklischen Permutation der Indizes iy < i < i3 €
{1,2, 3,4} besser hervorzuheben

Filiz,i:a + F’i2i3,i1 + Esi1,i2 = 0. (847)

Da 62 = 0, gilt mittels (8.23) etc. folgende Rechnung

0=0%F =6j =xdx (J'da + J*dy + J*dz — pdt)
:*d[J1€2A53A54—J251/\53/\84+J351/\52/\54

—psl/\esZ/\aﬂ
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= % l(gijtdiv.]) 61/\62/\63/\64]

0
= a—f +divJ. (8.48)
Dies ist die Kontinuitditsgleichung. Diese kann mit Hilfe des klassischen Integralsatzes
von Gauf} in die integrale Gestalt gebracht werden

1Q d
o _ 2 dV:/ J-nds 8.49
dt t/Qp pa” T (8.49)

so dass  C R? die Voraussetzungen fiir den GauBschen Satz erfiillen mag. In dieser
Form ausgedriickt, besagt die Kontinuitatsgleichung, dass der Fluss des Stroms durch
eine geschlossene Fliche gleich der Anderung der Ladung im Inneren der Fliche ist.

Es soll hervorgehoben werden, dass die Maxwell Gleichungen dF = 0 und 6 F = j
keinerlei Bezug zu der Struktur des R* nehmen. Man ist damit im Stande, die
Maxwell-Gleichungen auf einer beliebigen Lorentz-Mannigfaltigkeit (M, g) zu pos-
tulieren, also auf einer beliebigen 4-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, ausgestattet
mit einer pseudo-Riemannschen Metrik g der Signatur (+, 4+, +, —).

Der zugrunde liegende Formalismus gestattet es, ziemlich direkt die Lorentz-Invar-
ianz der Maxwell-Gleichungen zu zeigen. Sei also (M, g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit,
dann definiere man die Menge aller Lorentz- Transformationen zu

(8.50)

MAVX,Y € T,M:
E::{wGCO"(M,M)| e MAVXY €T, }

gp(X’ Y) = 9y(p) (¢*X> ¢*Y)

Hierbei ist 1, X der Push-Forward auf einen Tangentialvektor X.
Das folgende Lemma soll zeigen, dass der Hodge-*-Operator mit dem Pullback ),
wirkend auf eine differentielle k-Form «, kommutiert, falls ¢» € L.

Lemma 8.2.3. Sei (M, g) eine n-dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit. Falls ¢ €
L und o € QF(M), dann gilt
xPta =" x a. (8.51)

.....

Gp= G @e, ==l (8.52)

i=1
dann bezeichne E; = ¢, E; € T, wpyM fiir alle ¢ € {1,...,n}. Nach Voraussetzung gilt
Guw) (EiE,j) = gp(Ei, ;) = iy (8.53)

.....

Operatoren in (8.52) involviert sind, gentigt es die Aussage fiir ein beliebiges Basise-
lement aus QF(M) zu zeigen.
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8.2 Gesetze von Maxwell

Aus Satz 7.3.1 ist bekannt, dass fir ¢ € S, mit o(1) < --- < o(k) und o(k + 1)
< --- < o(n), folgendes fiir @ = M A - A7®) € QF(M) gilt

* Q= Co(1) oy SgN(0) (7FFD Ao A7), (8.54)
Nach Satz 3.5.2 ist folgende Operation giiltig

V' ko= Cory - Coy s () (ETETD A A 270, (8.55)

----------

schlussfolgert man, dass ¥*a = 7MW A - .- A E7%) und somit
* w*a = Co(1) """ Co(k) Sgn(o) (ég(k—H) VANKIERIVA ég(n)>, (856)

da {&;}icq1,...n} €ine gy(p-orthonormale Basis ist. Damit ist die Aussage bewiesen. [

-----

Satz 8.2.4 (Lorentz-Invarianz der Maxwell-Gleichungen). Sei (M, g) eine Lor-
entz-Mannigfaltigkeit. F € Q*(M) und j € QY (M) seien so gegeben, dass gilt dF =0
und 6F = 5. Wenn ¢ € L, dann gilt

Ay F =0, (8.57a)
SY*F = %], (8.57h)

Beweis. Nach Satz 3.6.7 und wegen dF = 0 gilt, dass dy*F = ¢*dF = 0. Wegen
Lemma 8.2.3 darf man schlussfolgern, dass *¢*a = 1* x « fiir alle o € QF(M) und
somit

S F = (=) (=1 sy d s ' F =" x d x F = "6 F
=97 (8.58)
Dies beweist die Aussage. O

Lorentz-Invarianz in diesem Kontext bedeutet demnach, dass die Faraday-2-Form
genau dann die Maxwell-Gleichungen mit j erfiillt, wenn ¢*F die Maxwell-Glei-
chungen mit ¢*j erfiillt, fir alle ¢ € L.
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9 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten untersucht, der
Integralsatz von Stokes bewiesen, Grundziige Riemannscher Mannigfaltigkeiten vor-
gestellt und letztlich die Maxwell-Gleichung in integraler und differentieller Schreib-
weise diskutiert. Dabei gelang es, die Maxwell-Gleichungen auf eine beliebige Lorentz-
Mannigfaltigkeit zu verallgemeinern. Dies geschah mit den Konzepten des Hodge-x-
Operators und der Koableitung.

Damit liegen die Grundfeste zur einer differentialgeometrischen Beschreibung der
Elektrodynamik auf einer Lorentz-Mannigfaltigkeit vor. Hieran schlieflen sich nun
viele weitere Betrachtungen, die Gegenstand der Diskussionen in Lehrbiichern der
mathematischen Physik sind. Die vorgestellten differentialgeometrischen Konzepte,
wie etwa der Satz von Stokes, sind in ihrer Anwendung in der Physik nicht nur auf
die Maxwell-Gleichungen limitiert, sondern finden auf dhnliche Weise Zugang etwa
in Eichtheorien der theoretischen Teilchenphysik.
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A Topologische Hilfsmittel

A.1 Zerlegung der Eins

Definition A.1.1. Sei M ein topologischer Raum und die Familie 8 = {U,}aea C
2M eine Uberdeckung von M durch offene Mengen U,. Eine Zerleqgung der Eins
beziiglich $1 ist eine Familie {p,}aca von stetigen Funktionen p,: M — R, die den
den folgenden Eigenschaften gentigt:

(i) 0 < po(x) <1 fir alle @« € A und alle x € M.
(ii) supp(pa) C U, fir jedes a € A

(iii) Die Familie {supp(pa) aca ist lokal endlich, das heiit jeder Punkt p € M besitzt
eine Umgebung U, so dass U Nsupp(p,) # 0 nur fir hochstens endlich viele a.

(iv) Yaea pa(z) =1 fur alle z € M.

Falls M eine C*°-Mannigfaltigkeit ist und falls alle Funktionen p, C*° sind, spricht
man von einer C'*°-Zerlegung der Eins.

Da die Familie {supp(pa) }aca lokal endlich ist, gilt fir jeden Punkt 2 € M, dass = €
supp(pq) nur fiir hochstens endlich viele a. Demnach ist p, () # 0 nur fiir hochstens
endlich viele a. Daher bedarf die Summe Y c 4 po(z) keiner Konvergenzaussage, da
sie fiir jedes x € M nur aus endlich vielen Gliedern besteht.

Satz A.1.2. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit und sei die Familie 34 = {Uy}aeca C
2M cine offene Uberdeckung von M.

(1) Es existiert eine Familie von C™ Funktionen {¢y }ken auf M (auch Zerlegung der
Fins genannt), mit den Figenschaften

o supp(¢y) ist kompakt und supp(¢r) C U, fir ein a € A
o {supp(ox) }ren ist lokal endlich
® YienOi(x) =1 fiir alle z € M

(2) Es existiert eine C®-Zerlegung der Eins {pa taca beziglich L.

Beweis. [Tul0, Anhang C| ]
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A.2 Abgeschlossene Mengen

Lemma A.2.1. Sei M = (Q,T) ein topologischer Raum.

(1) Sei{CuYaca C 2% eine Familie abgeschlossener Mengen aus M, dann ist Naea Ca
eine abgeschlossene Menge aus M.

(2) Sie die Indexmenge I = {1,...,n} endlich, wobein € N. Dann gilt fiir jede Fami-
lie {C;}icr C 2% abgeschlossener Mengen aus M, dass U;c; C; eine abgeschlossene
Menge aus M ist.

Beweis. Zu (1): Nach den De Morganschen Regeln gilt
O\ = U@\ ). (A1)

acA acA

Da die C, abgeschlossen sind, ist 2\ C, € T und somit ist U,ca(2\ Co) € T. Dies
bedeutet, dass ©Q \ Nayea Ca ebenfalls offen ist und somit ist MN,c4 Co abgeschlossen.
Zu (2):Nach den De Morganschen Regeln gilt

o\ U= N@\ . (A.2)

i€l iel

Da die C; abgeschlossen sind, ist 2\ C; € T und somit ist N;c;(2\ C;) € T. Dies
bedeutet, dass Q \ U;c; C; ebenfalls offen ist und somit ist J;c; C; abgeschlossen. [

Definition A.2.2. Sei M = (,7) ein topologischer Raum und U C Q. Man
bezeichnet den Abschluss von U als die kleinste abgeschlossene Menge U, so dass
U C U. Mit dieser Festlegung gilt

U =WV 2U|V ist abgeschlossen in M }. (A.3)

Lemma A.2.3. Sei M = (Q,T) ein topologischer Raum und die Indexmenge I =
{1,...,n} endlich. Dann gilt fiir jede Familie {U;}ic; C 2%

Ju=UT (A4)

icl iel
Beweis. Es soll zunéchst gezeigt werden, dass U;c; U; C U,e; Us. Sei

K:=U;, uwd L:=JU. (A.5)

el i€l

Dann ist nach Definintion der Vereinigung U; C L fiir jedes ¢ € I. Dann ist aber auch
U; C L und nach Definition des Abschlusses damit U; C L fiir alle i € I. Sei 2 € K,
dann existiert ein U; mit j € I, so dass x € U;, damit aber auch x € L. Insgesamt
folgt also K C L.

Seien K und L definiert wie in (A.5). Nach Lemma A.2.1 ist K eine abgeschlossene
Menge. Nach Definition des Abschlusses, gilt U; C Uj fiir alle i € I, damit also L C K
und nach Ubergang zum Abschluss L C K. Damit ist die Aussage bewiesen. O
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A.2 Abgeschlossene Mengen

Lemma A.2.4. Sei M = (2, T) ein topologischer Raum. Dann gilt fir jede Familie
{Ua}aeA g 29
N Ua € U (A.6)

acA a€cA

Beweis. Fiir den Abschluss gilt, U, C U, fiir alle a € A. Also gilt

N VoS U (A7)

a€cA acA

und geht man nun auf der linken Seite zum Abschluss iiber und nutzt die Aussage
des Lemmas A.2.1, dann erhalt man

Ua € () Ul (A.8)

Damit ist die Aussage gezeigt. O
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