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Kurzdarstellung
Die Supersymmetrie ist eine attraktive Erweiterung der Symmetrien der S-Matrix,
welche der zugrunde liegenden Algebra fermionische Generatoren hinzufügt. Es lassen
sich Symmetriebedingungen für regularisierte Ein-Teilchen-irreduzible (1PI) Vertex-
funktionen einer sanft gebrochenen supersymmetrischen Quantenfeldtheorie formu-
lieren. Im Allgemeinen verursacht die Regularisierung eine Symmetriebrechung, die
durch geeignete Counterterme kompensiert werden muss. Die dimensionale Reduktion
wurde entwickelt, um Eichinvarianz und insbesondere Supersymmetrie zu respektie-
ren. Die dimensionale Regularisierung besitzt letztgenannte Eigenschaften nicht, was
zu unterschiedlichen Ergebnissen bei der Berechnung von 1PI Vertexfunktionen in
den beiden Regularisierungen führt.
In dieser Arbeit werden Counterterme bestimmt, welche die Gleichheit aller 1PI

Vertexfunktionen einer sanft gebrochenen, N = 1 supersymmetrischen Yang–Mills-
Theorie in dimensionaler Regularisierung und dimensionaler Reduktion garantieren.
Die so bestimmten Counterterme werden speziell für das Minimale Supersymmetri-
sche Standardmodell berechnet und in ein FeynArts Model File geschrieben.

Abstract
Supersymmetry is an attractive extension of the symmetries of the S-Matrix, which
adds fermionic generators to the underlying algebra. Symmetry conditions for regula-
rized one particle irreducible (1PI) vertexfunctions of a softly broken supersymmetric
quantum field theory can be formulated. Generally a regularization causes a symmetry
breaking which needs to be compensated by suitable counterterms. Dimensional
Reduction was designed to respect gauge invariance and especially supersymmetry.
Dimensional Regularization does not possess the latter and therefore the calculation
of 1PI vertexfunctions leads to different results in both regularizations.
In this thesis counterterms are determined, which ensure the equalness for all 1PI

vertexfunctions of a softly broken, N = 1 supersymmetric Yang–Mills theory. The
counterterms which are derived in this way are specified for the Minmal Supersym-
metric Standard Model and they are implemented in a FeynArts Model File.
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Einleitung
Seit jeher ist die Physik bestrebt der Natur fundamentale Gesetzmäßigkeiten zu
entlocken. Die Teilchenphysik versucht das Verhalten elementarer, subatomarer Kon-
stituenten zu erklären und stößt dabei in immer größere Energiebereiche vor. Mit
dem Large Hadron Collider ist ein Grundstein für neue physikalische Erkenntnisse
gelegt, mit denen vermutete Theorien über das Hochenergieverhalten unserer Natur
bestätigt werden oder gar ungeahnte Phänomene zu Tage treten werden.
Eine Abstraktion der bekannten Phänomene der Teilchenphysik kann mit Hilfe

der Begriffswelt der Quantenfeldtheorie vollzogen werden. Genauer gesagt ist es das
Standardmodell als eine ganz spezielle Quantenfeldtheorie, dessen Vorhersagen in
zahlreichen Messungen bestätigt wurden sind. Dies stellt zunächst eine gewisse Recht-
fertigung des Standardmodells als theoretisches Abbild der Hochenergiephysik dar.
Jedoch leidet diese Beschreibung an einer mangelnden Inkorporation der Phänomene
der Physik auf langen Distanzen – der sogenannten Gravitationsphysik. Bisher ist
es auf theoretischer Seite noch nicht gelungen beide Beobachtungsbereiche in einer
Theorie gleichberechtigt zu behandeln. Darüber hinaus existieren weitere Gründe,
warum das Standardmodell als eine umfassende Beschreibung abgelehnt werden muss.
So vermag es nicht die Eigenschaften dunkler Materie oder dunkler Energie zu be-
schreiben.
Ein möglicher Ausweg aus diesem Dilemma ist eine Modifizierung der Eigenschaften

der zugrunde liegenden Theorie, die motiviert durch Beobachtungen der modernen
Teilchenphysik sind. So stellt die Supersymmetrie eine dieser theoretischen Erwei-
terungen des Standardmodells dar. Die Vorhersagen des Minimalen Supersymme-
trischen Standardmodells (MSSM), als kleinste supersymmetrische Erweiterung des
Standardmodells, können am zukünftigen Teilchenbeschleuniger, dem Large Hadron
Collider, überprüft werden. Um spätere experimentelle Erkenntnisse im Rahmen einer
theoretischen Beschreibung etwa des MSSM erscheinen zu lassen, bedarf es einem
genauen Verständnis supersymmetrischer Quantenfeldtheorien.
Die Quantenfeldtheorie als theoretischer Grundstein der Elementarteilchenphysik

hat eine lange Entwicklung hinter sich, was sowohl ihre physikalische Interpretation
als auch ihre mathematische Konsistenz betrifft. Störungstheoretisch formuliert, das
heißt im Sinn einer Entwicklung nach Potenzen des Planckschen Wirkungsquantum
~, wird die S-Matrix von Divergenzen geplagt, die im Rahmen der Renormierung be-
seitigt werden. Die S-Matrix ist definierendes theoretisches Objekt zur Beschreibung
von Streuprozessen innerhalb der Quantenfeldtheorie. Die Divergenzen offenbaren
sich erst auf dem Quantenniveau, das heißt nicht den klassischen Grenzfall ~ betref-
fend. Die Beseitigung der Divergenzen kann nur unter Bewahrung aller definierenden
physikalischen Eigenschaften der S-Matrix, welcher einer wechselwirkenden Quan-
tenfeldtheorie zugrunde liegt, stattfinden. Dies sind Kausalität, Lorentzinvarianz und
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Unitarität. Man nutzt somit eine immanente Unbestimmtheit der S-Matrix aus, um
Counterterme in die Theorie aufzunehmen, welche die Divergenzen absorbieren.
Die endlichen Anteile dieser Counterterme sind zunächst unbestimmt, solang kei-

ne Normierungs- und insbesondere Symmetriebedingungen an die Theorie gestellt
werden. Symmetrien der quantisierten Theorie werden in Slavnov–Taylor-Identitäten
zusammengefasst. Zentrale Objekte zur Beschreibung oben genannter definierender
physikalischer Eigenschaften der Quantenfeldtheorie stellen die n-Punkt-Greensfunk-
tionen (bzw. 1PI Vertexfunktionen) dar, die keinen Observablen entsprechen, son-
dern rein theoretischer Natur sind. Es ist naheliegend die Symmetrieerhaltung einer
Theorie anhand dieser fundamentalen Objekte zu überprüfen. Ein entscheidender
Punkt ist, dass die Eigenschaften der S-Matrix auf die n-Punkt-Greensfunktionen
(bzw. 1PI Vertexfunktionen) übertragen werden können und somit ebenfalls einer
Renormierung bedürfen. Im Allgemeinen wird nicht jedes Renormierungsverfahren
die Symmetrien der quantisierten Theorie respektieren, jedoch kann mit Hilfe der
Methode der Algebraischen Renormierung die Symmetrie auf Quantenniveau iterativ
restauriert werden.
Zwei wichtige Renormierungsverfahren sind die dimensionale Regularisierung und

dimensionale Reduktion. Die dimensionale Reduktion wurde unter dem Anspruch
entwickelt Supersymmetrie zu erhalten, während die dimensionale Regularsierung
diesen Vorzug nicht besitzt. Somit führt die Berechnung von 1PI Vertexfunktionen
in dimensionaler Reduktion und dimensionaler Regularisierung auf unterschiedliche
Ergebnisse. Es ist Gegenstand dieser Arbeit Supersymmetrie restaurierende Counter-
terme einer allgemeinen, eichinvarianten sanft gebrochenen N = 1 Supersymmetrie
anzugeben, die diese Unterschiede auf Einschleifenniveau absorbieren. In dieser Arbeit
werden Counterterme mit diesen Eigenschaften als Übergangscounterterme zwischen
dimensionaler Regularisierung und dimensionaler Reduktion bezeichnet oder einfach
nur kurz Übergangscounterterme. Dies sind Supersymmetrie restaurierende Counter-
terme, die darüber hinaus endliche Counterterme besitzen, so dass regularisierte 1PI
Vertexfunktionen in beiden Regularisierungen gleich sind. Alle Übergangscounterter-
me werden für das MSSM ausgearbeitet und in ein FeynArts Model File implemen-
tiert.
Diese Arbeit ist wie folgt strukturiert. Im Hinblick auf die Eigenschaft der Über-

gangscounterterme als Supersymmetrie restaurierende Counterterme werden im er-
sten Kapitel die Grundlagen der algebraischen Renormierung einer Quantenfeldtheo-
rie dargelegt. Im darauf folgenden Kapitel sollen definierende Eigenschaften einer
supersymmetrischen Eichtheorie untersucht werden. Im dritten Kapitel werden ge-
bräuchliche Regularisierungen für supersymmetrische Eichtheorien dargestellt und
die Konsequenz für die Übergangscounterterme angegeben. Das vierte Kapitel gibt
einen Überblick zu Übergangscountertermen einer allgemeinen N = 1 Yang–Mills-
Supersymmetrie. Im fünften Kapitel wird das MSSM vorgestellt und hierfür die Spe-
zifizierung der Übergangscounterterme diskutiert. Das letzte Kapitel widmet sich der
Beschreibung der Implementierung dieser Counterterme des MSSM in ein FeynArts
Model File.
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1 Renormierung
Zunächst werden gewisse Grundeigenschaften und Definitionen einer Quantenfeld-
theorie zusammengefasst, auf denen diese Arbeit aufbaut. Insbesondere wird darge-
legt wie Symmetrieforderungen als Bedingung an die Greensfunktionen auszudrücken
sind.

1.1 Der Übergang zur Quantenfeldtheorie
Die Quantenfeldtheorie beschreibt die Quantentheorie eines Systems mit unendlich
vielen Freiheitsgraden. Der mathematische Sprachgebrauch der Quantentheorie un-
terscheidet sich deutlich von dem der klassischen Mechanik. In der Quantentheorie
wird ein Zustand als ein Vektor in einem unendlichdimensionalen Hilbertraum H
dargestellt, in der klassischen Mechanik als ein Punkt in einer endlich dimensionalen
Mannigfaltigkeit M. Eine Observable in der Quantenmechanik wird abstrahiert zu
einem selbstadjungierten Operator, wirkend auf H, während in der klassischen Me-
chanik diese als reellwertige Funktion, definiert aufM, betrachtet wird. Des Weiteren
wird eine dynamische Beschreibung in der Quantentheorie durch eine ein-parametrige
Familie von unitären Operatoren aufH garantiert, welche im Sinne des Theorems von
Stone [1] durch einen selbstadjungierten (Hamilton-)Operator erzeugt werden. Dem
steht eine Familie von kanonischen Transformation aufM in der klassischen Mechanik
gegenüber, deren infinitesimale Erzeugende die klassische Hamiltonfunktion ist [2].
Ein wesentlicher Bestandteil der Konstruktion einer Quantentheorie, die zu einem

klassischen System korrespondiert, ist den entsprechenden Hilbertraum H zu identifi-
zieren. Dieser dient als Definitionsbereich selbstadjungierter Operatoren Ai : H → H,
die den jeweiligen klassischen Observablen zugeordnet sind. Sieht man den Übergang
von der Poissonklammer zu einem Kommutator als gültig an, so hat man hiermit ein
Schlüsselprinzip, um (H, Ai) zu finden. Im Fall von endlichen vielen Freiheitsgraden
des zugrunde liegenden Modells gilt das Stone–von-Neumann-Theorem [1]. Dieses
macht eine positive Aussage über die unitäre Äquivalenz irreduzibler Darstellungen
der Weylrelation. Die Weylrelation ist, formal betrachtet, eine exponenzierte Form
der kanonischen Kommutatorrelation zwischen Orts- und Impulsoperator. Das Stone–
von-Neumann-Theorem gibt eine Rechtfertigung für die übliche Darstellung des Orts-
und Impulsoperators als Multiplikations- und Ableitungsoperator auf H = L2, dem
Raum der quadratintegrierbaren Funktionen, an. Jede andere irreduzible unitäre
Darstellung der Weylrelation führt zu physikalisch äquivalenten Theorien.
Im Fall unendlich vieler Freiheitsgrade lässt sich jedoch zeigen, dass unendlich

viele unitäre nicht-äquivalente irreduzible Darstellungen der Weylrelation existieren
[3]. Fordert man allerdings Poincaréinvarianz, beschreibt demnach eine relativistisch

3



1 Renormierung

invariante Quantentheorie, so erhält man eine eindeutige Darstellung.
Betrachtet man die Quantenfeldtheorie in enger Analogie zur Quantentheorie mit

endlich vielen Freiheitsgraden, so ist keineswegs garantiert, dass der Übergang zu
unendlich vielen Freiheitsgraden ohne größere Probleme vollzogen werden kann. For-
male Herleitungen können zu divergenten Ausdrücken führen. So lässt sich etwa die
Störungsrechnung in der Quantentheorie endlich vieler Freiheitsgrade am Besten im
Wechselwirkungsbild durchführen. In der Quantenfeldtheorie gestaltet sich das Sze-
nario ähnlich. Hier wird angenommen, dass ein Bildtransformationsoperator existiert,
der zwischen dem Heisenberg- und Wechselwirkungsbild vermitteln soll. Nach dem
Theorem von Haag [4] kann aber solch ein Operator innerhalb einer relativistisch-
invarianten Quantenfeldtheorie nicht existieren. Somit geben Herleitungen dieser Art
nur einen ersten Hinweis darauf, welche Größen sinnvollerweise wohl-definiert werden
sollten. Eine Alternative besteht darin, ihnen durch eine Rechenvorschrift Sinn zu
verleihen, jedoch unter strenger Beachtung physikalischer Forderungen, die man an
eine wechselwirkende relativistisch-invariante Quantenfeldtheorie stellt. Eine andere
Möglichkeit wäre, derartige Axiome direkt zur Konstruktion entsprechender Objekte
heranzuziehen. Auf diesen Zugang [5] wird hier verzichtet, stattdessen wollen wir den
erstgenannten Zugang kurz darlegen.
Im weiteren Verlauf des Textes soll die Quantisierung für den Fall eines freien,

neutralen, skalaren Quantenfeldes skizziert werden. Das klassische Feld φ(x) erfüllt
die Wellengleichung

∂µ
∂L

∂ (∂µφ) −
∂L
∂φ

= 0 , bzw.
(
�−m2

)
φ(x) = 0 . (1.1)

Die Bewegungsgleichung (1.1) wird gelöst von

φ(x) =
∫ d3k

(2π)3/22k0

(
a(~k)e−ikµxµ + a†

(
~k
)

eikµxµ
)

= φ(+)(x) + φ(−)(x) , (1.2)

wobei gilt

k0 =
√
~k2 −m2 . (1.3)

Drückt man die lorentzinvariante Lagrangedichte

L = 1
2∂µφ∂

µφ− 1
2m

2φ2 (1.4)

in Abhängigkeit der Leiteroperatoren a(~k), a†(~k) aus, so erkennt man, dass das freie
Feld φ(x) durch ein System von unendlich vielen, entkoppelten, zeitunabhängigen,
harmonischen Oszillatoren dargestellt wird. Diese Erkenntnis legt es nahe den Hilber-
traum als Fockraum F(H) mit Forderung nach einem existierenden Grundzustand zu
konstruieren. Viel mehr ergibt sich ein symmetrischer Fockraum FS(H), da das ska-
lare Feld mit bosonischen Vertauschungsrelation quantisiert wird [6]. Man postuliert
in enger Analogie zur Quantentheorie endlich vieler Freiheitsgrade die kanonischen
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1.2 Wechselwirkende Quantenfeldtheorien

Vertauschungsrelationen

[φ(x), φ(y)]|x0=y0
= 0 , (1.5a)[

φ̇(x), φ(y)
]∣∣∣
x0=y0

= −iδ(~x− ~y) . (1.5b)

Wird die Wechselwirkung eines Quantenfeldes mit anderen quantenmechanischen
Systemen betrachtet, tritt für gewöhnlich eine teilchenhafte Interpretation der Zu-
stände in FS(H) zu Tage. Genau dies fordert man auch von einer Quantenfeldtheorie,
da teilchenhaftes Verhalten in Experimenten stets beobachtet wird und somit auch
der Sprachgebrauch eines Teilchens innerhalb dieser Theorie gerechtfertigt ist. Denn
bezeichnet man den Fockraumzustand, dessen einzige von Null verschiedene Kompo-
nente Element eines symmetrisierten n-fachen Tensorprodukt von Hilberträumen ist,
als

|nφ〉 ∈
n⊗

SH , (1.6)

so kann man dies als n Teilchen oder Anregungen interpretieren, jedes im Zustand
des Quantenfeldes φ. In dieser Weise gesehen sind es genau jene Teilchen, oder
Quanten, die bei Wechselwirkung mit einem quantenmechanischen System durch
selbiges emittiert oder absorbiert werden können.

1.2 Wechselwirkende Quantenfeldtheorien

1.2.1 Die Greenschen Funktionen

Als fundamental zur Beschreibung von Wechselwirkung mit Teilchen, sind Vakuumer-
wartungswerte zeitgeordneter Produkte von Feldoperatoren anzusehen. Diese werden
des Öfteren auch als n-Punkt-Greensfunktionen bezeichnet und sind definiert als

Gn(x1, . . . , xn) := 〈0|T (φ(x1) · · ·φ(xn))|0〉 . (1.7)

Das zeitgeordnete Produkt ist hierbei folgendermaßen erklärt

T (φ (x1) · · ·φ(xn)) := θ
(
x0
π(1)

)
· · · θ

(
x0
π(n)

)
〈0|φ

(
xπ(1)

)
· · ·φ

(
xπ(n)

)
|0〉 , (1.8)

wenn π(1) . . . π(n) diejenige Permutation von 1, . . . , n ist, für die

x0
π(1) ≥ · · · ≥ x0

π(n) (1.9)

gilt. Ein sehr wichtiges Instrument zur Untersuchung der Eigenschaften einer Quan-
tenfeldtheorie ist das erzeugende Funktional für die Greenschen Funktionen

Z(J) = 〈0|T exp
(

i
∫

dx φ(x)J(x)
)
|0〉 (1.10a)
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1 Renormierung

=
∞∑
n

in

n!

∫
d4x1 · · ·

∫
d4xn G

(n)(x1, . . . , xn)J(x1) · · · J(xn) . (1.10b)

An dieser Definition ist zu erkennen, dass bei Kenntnis des Vakuumfunktionals Z(J)
die einzelnen Funktionen G(x1, . . . , xn) durch Differentiation nach den Quellen J(x)
entstehen. Diese werden für große Zeiten adiabatisch ausgeschaltet, das heißt es
handelt sich hierbei um hinreichend glatte, beliebige Funktionen mit beschränkten
Träger auf der Raum-Zeit. Die Greensfunktionen können als Koeffizienten in einer
formalen Potenzreihe in den Quellen J(x) des Funktionals Z(J) betrachtet werden

G(n)(x1, . . . , xn) = δnZ(J)
iδJ(x1) . . . iδJ(xn)

∣∣∣∣∣
J=0

. (1.11)

Eine explizite Darstellung des Funktionals Z(J) ist nur für die wechselwirkungsfreie
Theorie möglich. Im Fall freier Felder φ(x) notiert man das erzeugende Funktional
als

Z = Z0(J) = 〈0|T exp
(

i
∫

dx φ(x)J(x)
)
|0〉 . (1.12)

Der Index 0 soll auf das Fehlen der Wechselwirkung hinweisen, das heißt es gilt
(�+m2)φ(x) = 0. Unter Verwendung der kanonischen Vertauschungsrelationen (1.5)
kann man zeigen [7], das folgende inhomogene partielle Differentialgleichung gilt

(�+m2) 1
Z0(J)

δ

iδJ(x)Z0(J) = J(x) . (1.13)

Die kausale 2-Punkt-Greensfunktion des freien Feldes, ist definiert als der Vakuumer-
wartungswert des zeitgeordneten Produktes zweier Feldoperatoren

∆C = 〈0|T (φ(x)φ(y))|0〉 (1.14)

und ist Grundlösung der inhomogenen partiellen Differentialgleichung (1.13)

(�+m2)∆C = −iδ(x) . (1.15)

Mit den Randbedingungen, dass diese Greensfunktion für t → +∞ nur positive
Frequenzen und für t→ −∞ nur negative Frequenzen enthält (siehe (1.2)), ergibt sie
sich zu

∆C(x) = lim
ε→0

i
(2π)4

∫
d4k

e−ikx

k2 −m2 + iε . (1.16)

Hierbei wird über die reelle Achse integriert und die auftretenden Pole werden durch
einen +iε Term infinitesimal verschoben. Es ist offensichtlich, dass die Funktion

δ

iδJ(x)Z0(J) = 〈0|Tφ(x) exp
(

i
∫

dy φ(y)J(y)
)
|0〉 (1.17)
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1.2 Wechselwirkende Quantenfeldtheorien

gerade obige kausale Randbedingungen besitzt. Somit folgt mit diesen Frequenzei-
genschaften

1
Z0(J)

δ

iδJ(x)Z0(J) = i
∫

d4y ∆C(x− y)J(y) (1.18)

und damit

Z0(J) = exp
(
−1

2

∫
d4x d4y J(x)∆C(x− y)J(y)

)
. (1.19)

Für die freie 2-Punkt-Greensfunktion erhält man

G
(2)
0 (x1, x2) = δ2Z0(J)

iδJ(x1)iδJ(x2)

∣∣∣∣∣
J=0

= ∆C(x1 − x2) . (1.20)

Analoge Formeln lassen sich auch für andere Spinfreiheitsgrade herleiten. Wir ver-
zichten auf diese Diskussion hier und verweisen auf [8].

1.2.2 Die S-Matrix

Zentrales Objekt zur Beschreibung einer wechselwirkenden Quantenfeldtheorie ist die
S-Matrix. Es handelt sich hierbei um die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass
ein System unter dem Einfluss einer Wechselwirkung von einem Anfangszustand in
einen Endzustand übergeht. Es sei hervorzuheben, dass es eine essentielle Annahme
der Störungstheorie ist, dass alle Prozesse als Übergang von einer Basis des freien
Fockraumes in einen anderen betrachtet werden können. Seien also |Φein〉 und |Ψaus〉
Zustände des freien Fockraumes, dann ist die zu diskutierende Wahrscheinlichkeit-
samplitude gegeben durch

〈Ψaus|Φein〉 = 〈Ψaus|S−1|Φaus〉 , (1.21)

wobei der Operator S unitär sein muss, da er eine Basis eines Hilbertraumes in eine
andere überführt.
Zur gänzlichen Formulierung einer relativistisch invarianten Quantenfeldtheorie

fehlt noch die Angabe des Verhaltens der Theorie unter Raum-Zeit-Transformationen.
Fordert man, dass die Übergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei Zuständen für alle
Beobachter, die durch eine Raum-Zeit-Transformation miteinander verknüpft sind,
erhalten sein soll, so gilt

|〈Ψ(a,Λ)
aus |Φ

(a,Λ)
ein 〉|

!= |〈Ψaus|U−1
aus (a,Λ)Uein (a,Λ)|Φein〉 . (1.22)

Hierbei wurden poincarétransformierte ein-aus Basen betrachtet, das heißt eine Dar-
stellung Uein/aus einer Translation a und einer Lorentz-Transformation Λ wirkt auf
den jeweiligen Zustandsraum (siehe hierzu auch Abschnitt A.2). Wigners Theorem
[9] spezifiziert die Eigenschaft der Darstellung der Poincaré-Transformation auf dem
Zustandsraum insofern, dass für eine mögliche Lösung nach geeigneter Phasenwahl
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1 Renormierung

gilt

Uein (a,Λ) = Uaus (a,Λ) ≡ U (a,Λ) (1.23a)
U−1 (a,Λ)U (a,Λ) = 1 . (1.23b)

Somit kann man aus (1.22) und (1.23) das Transformationsverhalten der S-Matrix
ablesen

U(a,Λ)SU †(a,Λ) = S . (1.24)

Die S-Matrix ist demnach relativistisch invariant. Die Kovarianz des klassischen
Feldes φ′(x′) = φ(x) drückt sich auf Operatorniveau folgendermaßen aus

φ′(Λx+ a) = U−1(a,Λ)φ(Λx+ a)U(a,Λ) = φ(x) . (1.25)

Oben hatten wir ja bereits erwähnt, dass ein skalares Quantenfeld bosonischen
Vertauschungsrelationen genügt. Das heißt, dass die Poissonklammer zwischen den
kanonischen Variablen Ort und Impuls durch einen Kommutator auf Operatorniveau
ersetzt wird. Dies garantiert aber gerade, dass

[φ(x), φ(y)] = 0 für (x− y)2 < 0 (1.26)

gilt. Man mag obige Formel als Messungen an zwei Punkten interpretieren, die einen
raumartigen Abstand besitzen und sich nicht gegenseitig beeinflussen. Sie wird auch
als Bedingung der Mikrokausalität bezeichnet.
All dies gibt nun Anlass etwaige physikalische Bedingungen axiomatisch für die

S-Matrix zu formulieren, wobei es zweckmäßig ist eine Quelle J(x) einzuführen, die
an einen elementaren oder zusammengesetzten Operator knüpfen soll und, wie die
Funktion f(x) aus (1.47), geeignete Trägereigenschaften besitzt.
Gesucht wird ein Funktional S(J) mit den folgenden Eigenschaften:

1. S lässt sich formal nach Potenzen von J(x) entwickeln

S(J) = 1 +
∞∑
n=1

in
n!

∫
dx1 . . . dxn Tn(x1, . . . , xn)J(x1) · · · J(xn) . (1.27)

Man beachte, dass für J = 0 die S-Matrix gerade die Identität 1 ist. Des
Weiteren sind die Operatoren Tn(x1, . . . , xn) Operatoren im Fockraum.

2. S(J) ist kovariant in Bezug auf Poincaré-Transformationen

U(a,Λ)S(J)U−1(a,Λ) = S(J (a,Λ)) , (1.28)
J (a,Λ)(x) = J

(
Λ−1(x− a)

)
, (1.29)

wobei U(a,Λ) einer unitären Darstellung der eigentlichen Poincaré-Gruppe P ↑+
(siehe hierzu A.2) entspricht.
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1.2 Wechselwirkende Quantenfeldtheorien

3. S(J) ist kausal,

S(J1 + J2) = S(J2)S(J1) , (1.30)

falls supp(J2) nur Punkte enthält, die nicht in supp(J1) oder dessen Vergan-
genheit liegen. Eine spätere Wechselwirkung kann somit die frühere nicht be-
einflussen.

4. Der Streuoperator S(J) ist unitär

S(J)S(J)† = S(J)†S(J) = 1 . (1.31)

Diese Forderungen lassen sich auf die Tn übertragen. Leider führen die Axiome zu
keinem eindeutigen Ergebnis, so dass in diesem Zugang von einer am wenigsten
singulären Lösung gesprochen werden muss [10]. Wählt man

T1(x) = φ(x) (1.32)

mit φ(x) aus (1.2), so ist eine mögliche Lösung durch

Tn(x1, . . . , xn) = T (φ(x1) · · ·φ(xn))
=

∑
π∈Pn

[
θ
(
x0
π(1) − x0

π(2)

)
· · · θ

(
x0
π(n−1) − x0

π(n)

)
× φ

(
xπ(1)

)
· · ·φ

(
xπ(n)

)] (1.33)

gegeben. In (1.33) wird über alle Permutationen π von 1 . . . n summiert. Eigentlich
ist das T -Produkt nur dann eindeutig definiert, wenn die xi alle verschieden sind.
Es verbleibt eine gewisse Beliebigkeit in der vollständigen Definition der S-Matrix,
die sich später bei der Prozedur der Renormierung als sehr wertvoll herausstellen
wird. So ist für jede Lösung Tn auch Tn + iΛn eine Lösung, wenn Λn(x1, . . . , xn) ein
hermitischer Operator ist, der nur für x1 = . . . = xn nicht verschwindet Für eine
genaue Begründung dieses Zusammenhanges sei an dieser Stelle auf [10] verwiesen.
Nichtsdestotrotz hat man durch (1.33) eine Darstellung für S(J) gefunden

S(J) = T exp
(∫

dx φ(x)J(x)
)
. (1.34)

Bildet man in (1.34) den Vakuumerwartungswert und nimmt man φ(x) als freies Feld
an, so lässt sich Z0(J) mit S(J) identifizieren.
Um das erzeugende Funktional für die n-Punkt-Greensfunktionen wechselwirkender

Felder zu gewinnen, ist eine Annahme für das wechselwirkende Feld φ(x), dass es für
große Zeiten in ein freies Feld φein beziehungsweise φaus übergeht

φ(x)→
√
zφaus für x0 → +∞ (1.35a)

φ(x)→
√
zφein für x0 → −∞ (1.35b)

9



1 Renormierung

und dass das Vakuum aus (1.10b) im Sinne der Störungstheorie das freie Vakuum ist.
Es gilt

δ

iδJ(x)Z(J) = 〈0|Tφ(x) exp
(

i
∫

dy φ(y)J(y)
)
|0〉 . (1.36)

Mit den Annahmen aus (1.35) hat die linke Seite von (1.36) die selben Frequenzei-
genschaft wie in (1.17). Betrachtet man ein wechselwirkendes System in Form einer
Selbstwechselwirkung, so ist φ definiert durch

(�+m2)φ = −∂V
∂φ
≡ V ′(φ) , (1.37)

wobei V ein Polynom in φ sei. Unter der Annahme, dass die kanonischen Vertau-
schungsrealtionen (1.5) auch für das wechselwirkende Feld φ(x) gültig sind, schlussfol-
gert man, dass

(�+m2) δZiδJ =
(
J(x)− V ′

(
δZ

iδJ

))
Z(J) (1.38)

gilt. Fordert man kausale Randbedingungen, so ist

Z(J) = N exp
(

i
∫

d4xLint
(

δ

iδJ(x)

)
Z0(J)

)
mit (1.39)

N = exp
(

i
∫

d4xLint
(

δ

iδJ(x)

)
Z0(J)

)∣∣∣∣∣
J=0

(1.40)

eine formale Lösung, dessen Nenner gerade die Normierungsbedingung

Z(0) = 1 (1.41)

gewährleistet. Eine Störungsreihe für das erzeugende Funktional gewinnt man aus
der Entwicklung der Exponentialfunktion in eine Potenzreihe.

Es sei darauf hingewiesen, dass sich die Berechnungen für die n-Punkt-Greens-
funktionen mit Hilfe von Feynmanregeln formalisieren lassen. Diese gestatten eine
graphische Darstellung in Form von Diagrammen, zu denen ein analytisches Äqui-
valent korrespondiert. Hieraus resultiert ein Sprachgebrauch, der es auf elegante
Weise ermöglicht, weitere Klassen von erzeugenden Funktionalen zu definieren. Denn
versteht man die n-Punkt-Greensfunktionen als die Summe der zu ihnen beitragen-
den Diagramme, so lassen sich etwa die Begriffe “zusammenhängend” oder “Ein-
Teilchen-(ir)reduzibel” auf die Greensfunktionen selbst übertragen. Eine n-Punkt-
Greensfunktion besitzt also etwaige diagrammatische Eigenschaften, wenn alle Dia-
gramme, die zu ihr beitragen, diese Eigenschaften haben. So definiert man etwa
“unzusammenhängende” Diagramme dadurch, dass man nicht von jedem äußeren
Punkt des Diagramms zu jedem anderen gelangen kann, ohne das Diagramm zu
verlassen. Das erzeugende Funktional für diese Klasse von n-Punkt-Greensfunktionen
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1.2 Wechselwirkende Quantenfeldtheorien

ist gegeben durch

ZC(J) = −i lnZ(J) . (1.42)

Ein Beweis für diese Aussage kann [11] entnommen werden.
Man führt noch eine weitere Klasse von n-Punkt-Greensfunktionen ein und definiert

“Ein-Teilchen-irreduzible” Diagramme (1PI), als diejenigen zusammenhängenden oh-
ne äußere Linien, die nach Auftrennen einer inneren Linie noch zusammenhängend
bleiben. Definiert man eine neue Variable φC(x) durch

φC(x) = δZC

δJ(x) , (1.43)

so entsteht das erzeugende Funktional irreduzibler Topologien durch eine Legendre-
Transformation von ZC(J)

Γ(φC) = ZC(J)−
∫

d4x J(x)φC(x) . (1.44)

Die Ableitung von Γ nach den Feldern bezeichnet man als 1PI Vertexfunktion

Γφi1 ,... ,φin (x1, . . . , xn) = δnΓ(φ)
iδφi1(x1) . . . iδφin(xn)

∣∣∣∣∣
φ=0

. (1.45)

In (1.45) haben wir φC mit φ bezeichnet. Auch wenn φC keinem Operator entspricht,
so werden wir trotzdem im weiterem Verlauf, diese Identifikation fortsetzen, sofern
keine Verwechslungsgefahr mit den Quantenfeldern φ besteht. Um zwei wichtige
Eigenschaften von Γ(φ) aufzudecken, müssen die Begriffe eines Baumdiagrammes
und eines Schleifendiagrammes geklärt werden. Ein Baumdiagramm ist ein Feyn-
mandiagramm dessen Impulse der inneren Linien vollständig durch die äußeren Linien
bestimmt sind und der Bedingung, dass eingehende und ausgehende Impulse an jedem
Vertex (Wechselwirkungspunkt) gleich sind. Der Beitrag eines solchen Diagramms
ist ein Produkt aus Propagatoren, bei dem auch nach Fouriertransformation keine
Integration über innere Impulse übrig bleibt. Als Schleifendiagramm bezeichnet man
gerade jene Diagramme, die keine Baumdiagramme sind. Denn die Anzahl der ver-
bleibenden Integrale über innere Impulse, die durch Impulserhaltung unbestimmt
bleiben, ist gleich der Anzahl unabhängiger Schleifen in einem Diagramm. Jedes
Feynmandiagramm höherer Ordnung lässt sich auf eindeutige Weise aus Blöcken von
Vertexfunktionen, die untereinander mit freien Propagatoren verbunden sind, zusam-
mensetzen. Die oben definierten Schleifen können nur innerhalb einzelner Vertexfunk-
tionen auftauchen. Somit lässt sich einsehen, dass Γ auch eine formale Potenzreihe in
der Anzahl der Schleifen ist. Da die Ordnung ~ eines jeden Diagrammes gerade der
Anzahl der auftretenden Schleifen entspricht, ist die niedrigste Ordnung von Γ durch
die klassische Wirkung gegeben

Γ(φ) = Γcl +O(~) =
∫

d4x Lcl +O(~) , (1.46)
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1 Renormierung

denn in niedrigster Ordnung von Γ(φ) tragen nur die 1PI Diagramme ohne geschlos-
sene Schleifen bei und diese entsprechen genau den Vertizes aus Lcl. Da sich Γ(φ) wie
in (1.46) als eine Störugsreihe in ~ schreiben lässt, dessen niedrigste Ordnung durch
die klassische Wirkung gegeben ist, bezeichnet man es als effektive Wirkung.

1.3 Divergenzen in der Störungstheorie

Im letzten Abschnitt haben wir dargestellt, wie die Berechnung von n-Punkt-Greens-
funktion erfolgt. Sogenannte Quantenkorrekturen drücken sich demnach als geschlos-
sene Schleifen in Feynmandiagrammen aus. Deren analytisches Äquivalent sind In-
tegrale, die mitunter ein divergentes Verhalten für große Impulse aufweisen. Diese
werden als UV-Divergenzen bezeichnet. Jenes UV-divergente Verhalten verhindert
zunächst die Existenz der Gesamtsumme aus (1.23). Verantwortlich für das Auftreten
dieser Divergenzen ist eine diffizile Eigenschaft des Feldoperators φ(x). Dieser kann
nach dem formalen Übergang zu einem Operator nicht länger als eine Funktion in x
erkannt werden, sondern viel mehr als eine operatorwertige Distribution [12, 13]

φ(f) =
∫

dx φ(x)f(x) , (1.47)

mit f(x) als Funktion mit beschränktem Träger. Somit sind Produkte vom Typ φn(x),
die in ∂V/∂φ aus (1.38) auftreten, a priori nicht definiert. Denn sie entsprechen
Produkten von Distributionen an einem Punkt, deren Wohldefiniertheit nicht immer
existiert. Eine naive Definition von ∂V/∂φ lässt sich auf die Annahme übertragen,
dass wechselwirkende Feldoperatoren sicher nicht die kanonischen Vertauschungs-
relationen (1.5) erfüllen. Z(J) aus (1.39) muss also wohldefiniert werden, so dass
alle Feynmandiagramme endlich werden. Jede ad-hoc Definition, die alle Diagramme
endlich macht, heißt Regularisierung. So kann etwa die Feldtheorie als Grenzfall von
modifizierten Theorien dargestellt werden, in denen die Störungsreihe (1.23) existiert.
Erst nach Auswerten der Störungsreihe wird der Grenzprozess zur Feldtheorie vollzo-
gen. Von vornherein ist dabei allerdings nicht klar, ob sich für beobachtbare Größen
wohldefinierte Resultate ergeben, welche nicht von den Details der Grenzwertbildung
abhängen dürfen [7]. Erfüllen die Greenschen Funktion, unter Umständen erst nach
weiteren Abänderung der Wechselwirkung oder der Berechnungsvorschrift, zudem
noch alle Axiome in Abschnitt 1.2.2 und die noch zu formulierende Bedingungen
einer Symmetrie auf quantisierten Niveau, so spricht man von einer Renormierung.
Da Divergenzen ausschließlich aus 1PI Diagrammen rühren, stellen diese gerade

zentrale Objekte der Renormierungsprozedur dar. Um abzuschätzen wie stark ein
1PI Diagramm für große innere Impulse divergiert, ist das entsprechende Verhalten
der freien Propagatoren und Vertizes maßgeblich. Denn jedes allgemeine Feynman-
diagramm γ kann als ein Produkt der inneren Linien und der Polynome an den
Vertizes angesehen werden. Im Fourierraum hat der Integrand Iγ(k, p) eines jeden
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Feynmandiagrammes die Form

Iγ(k, p) =
∏
l∈`

∆C(k, p)
∏
V ∈V

PV (k, p) . (1.48)

Hierbei bezeichnet ` die Menge der inneren Linien, V die Menge der Vertizes, k steht
für die inneren Impulse (über die integriert wird) und p für die äußeren Impulse des
Diagramms. Der Grad von Iγ(k, p) in k mit Na äußeren Linien von Feldern des Typs
a ist gegeben durch

d(γ) = 4−
∑
a

daNa(γ) +
∑
V ∈V

(dV − 4) . (1.49)

Dabei entspricht dV der UV-Dimension eines jeden Vertex und da der UV-Dimension
des Feldes. Die UV-Dimension dV eines Vertex V mit na Linien vom Typ a erhält
man durch

dV =
∑
a

dana(V ) + deg(V ). (1.50)

Mit deg(V ) wird die Potenz der Impulse am Vertex V bezeichnet. Zusammengefasst
gibt dγ ≥ 0 den Divergenzgrad des jeweiligen Diagramms an. Der Divergenzgrad
eines Integranden Iγ(k, p) lässt sich durch Ableitung nach p um 1 erniedrigen. Damit
gilt als Resultat, dass der divergente Anteil von Iγ(k, p) ein Polynom in den äußeren
Impulsen vom Grad des Divergenzgrades d(γ) ist. Im BPHZ-Schema [14] werden alle
1PI Einschleifendiagramme regularisiert, indem man als Berechnungsvorschrift eines
Einschleifendiagrammmes definiert

Rγ(p, k) :=
(
1− td(γ)

p

)
Iγ(p, k) . (1.51)

Hierbei bezeichnet

td(γ)
p f(p1, . . . , pn) =

d(γ)∑
l=0

1
l!p

µ1
i1 · · · p

µl
il

[
∂

∂pµ1
i1

· · · ∂

∂pµ1
i1

f(p1, . . . , pn)
]
pi=0

(1.52)

den Tayloroperator in den äußeren Impulsen bis einschließlich der Ordnung d(γ). Die
Divergenz kann von den Diagrammen subtrahiert werden, ohne dass dies in einem
Widerspruch zur Definition des T -Produktes (1.33) stehen würde. Bei genauer Ana-
lyse der Definition von (1.51) stellt man fest, dass hier über ein Polynom vom Grad
d(γ) als Stammfunktion verfügt wird. Denn die Subtraktionen legen für

∫
dk Rγ(p,K)

fest, dass∫
dk Rγ(o, k) =

∫
dk R′γ(o, k) = . . . =

∫
dk R(d(γ))

γ (o, k) = 0 . (1.53)

Ein solches Polynom in äußeren Impulsen entspricht aber genau lokalen Vertizes in
Lct mit einem Koeffizienten der Ordnung ~, welche Teil der Unbestimmtheit einer
durch Unitarität, Kausalität und Lorentzinvarianz festgelegten S-Matrix sind. Im
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BPHZ-Schema muss (1.51) für beliebig komplizierte Diagramme erweitert werden,
um so endliche Resultate zu erhalten. Dies ändert jedoch nichts an der Tatsache, dass
die Berechnungsvorschrift (1.51) für Diagramme, hervorgegangen aus Lcl, äquivalent
ist zur Berechnung von Diagrammen, bestimmt durch Lcl + Lct. Praktisch bedeutet
dies, dass alle n-Punkt-Greensfunktionen endlich gemacht werden können, durch
Hinzunahme von entsprechend geeigneten Countertermen zur Lagrangedichte. Deren
Werte müssen durch Normierungsbedingungen und insbesondere in Anwesenheit von
Symmetrien durch Invarianzbedingungen der Vertextfunktionen bestimmt werden.
Zusammenfassend existiert folgende Prozedur der Renormierung

1. Man startet von einer klassischen Lagrangedichte

Lcl =
∑
i

ccli Oi (1.54)

mit Oi stellvertretend für die verschiedenen Produkte der elementaren Felder
und ccli als klassische Parameter.

2. Um endliche Ergebnisse für die Störungsreihe zu erhalten, müssen geeignete
Counterterme zur Lagrangedichte Lcl addiert werden

L = Lcl + Lct =
∑
i

c0
iOi . (1.55)

Somit läuft die Renormierung einfach auf die Ersetzung der Parameter

ccli → c0
i = ccli +O(~) (1.56)

hinaus. Die Parameter c0
i werden als nackte Parameter bezeichnet, die aus

Renormierung der klassischen Parameter ccli hervorgegangen sind. Existiert stets
ein Übergang im Sinne

ccli → c0
i = Zic

cl
i , Zi = 1 +O(~) , (1.57)

ohne dass Parameter existieren für die c0
i 6= 0, aber ccli = 0, so nennt man diese

Modelle multiplikativ renormierbar.

Jedoch ist diese Schreibweise nicht immer möglich, insbesondere im Fall von Theo-
rien mit Symmetrien bedarf die Definition der multiplikativen Renormierung einer
Abänderung. Obige Prozedur muss Ordnung für Ordnung in ~ durchgeführt werden,
d.h. die Counterterme werden iterativ bestimmt.
Modelle in deren klassischer Lagrangdichte Vertizes existieren, deren Dimension

deg(Vk) gerade so definiert ist, dass sie nur zu endlich vielen Klassen divergierender
Diagramme führen, werden renormierbar gemäß power-counting genannt. Dem stehen
Modelle mit Wechselwirkung deg(Vk) > 4 gegenüber, welche als nicht-renormierbar
gemäß power-counting bezeichnet werden.
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1.4 Symmetrien der quantisierten Theorie

Außer der geforderten Poincaréinvarianz der S-Matrix hat es sich für die Elementar-
teilchenphysik als sinnvoll erwiesen, weitere Symmetrieforderung an die Theorie zu
stellen. Betrachtet man zum Beispiel Felder, die eine “innere Struktur” aufweisen
(was sich im Vorhandensein mehrerer Komponenten φi äußert), so wird

φ′i(x) = φi(x) + δφi (1.58a)
= φi(x) + iεaRai(x) (1.58b)

als infinitesimale innere Symmetrietransformation bezeichnet. Man nimmt an, dass
es sich bei den Transformationen aus (1.58b) um eine Darstellung einer Lie-Gruppe
G handelt. Gleichung (1.58) beschreibt Symmetrietransformationen, die Felder an ein
und demselben Raum-Zeit-Punkt miteinander verknüpfen. Äußere Symmetrien be-
ziehen Koordinatentransformationen mit ein. Um Symmetrieeigenschaften des Funk-
tionals Γ der Vertexfunktionen zu ergründen, ist die Erkenntnis aus (1.46) eine große
Hilfe. Hier hatten wir erwähnt, dass Γcl die niedrigste Ordnung der störungstheo-
retischen Entwicklung von Γ ist. In geeigneter Weise werden Symmetrien zunächst
auf Γcl ausgedrückt. Im Fall einer linearen Symmetrietransformation lässt sich die
Symmetrie mit Hilfe eines Ward-Operators W etablieren

WΓcl ≡
∫

dx δφi(x) δΓcl

δφi(x)
!= 0 . (1.59)

Diese Forderung wird auf die quantisierte Theorie übertragen und man bezeichnet
solche Identitäten, die linear in Γ sind, als Ward-Identitäten.
Nichtlineare Transformationen δφi(x) = sφi entsprechen zusammengesetzten Ope-

ratoren, die nach obiger Diskussion der Eigenschaft eines Feldoperators als operator-
wertige Distribution nicht ohne weiteres definiert sind. Ein übliches Verfahren, um
solche Produkte zu konstruieren, besteht darin, sie an äußere Felder Yi zu koppeln
und diese dann im Quantisierungsprozess als nicht-propagierende Felder zu berück-
sichtigen. Identitäten der Form

S(Γ) ≡
∫

dx δΓ
δYi(x)

δΓ
δφi(x)

!= 0 (1.60)

werden als Slavnov–Taylor-Identitäten bezeichnet. Ist diese Forderung erfüllt, so
würde man im BPHZ-Schema schlussfolgern, dass die Impulssubtraktionen die Sym-
metrie nicht stören und somit das Renormierungsschema invariant in Bezug auf die
Symmetriegruppe G ist.
Im Allgemeinen geht man aber so vor, dass Funktionalableitungen nach weiteren

Feldern an der Stelle verschwindender Felder auf (1.60) angewendet werden. Gemäß
(1.45) entstehen so je nach Wahl der Ableitungen verschiedene Symmetrieidentitäten,
die Vertexfunktionen in der quantisierten Theorie miteinander verbinden. Ein Renor-
mierungsschema gibt eine Berechnungsvorschrift für die Vertexfunktionen an. Das
Renormierungsschema kann hinsichtlich der Respektierung der Symmetrien überprüft
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werden, indem alle Vertexfunktionen, die in den Symmetrieidentitäten vorkommen,
mit einem bestimmten Verfahren berechnet werden und in die Identitäten eingesetzt
werden. Notwendige Voraussetzung zur Erhaltung einer Symmetrie, ist die Erfüllung
aller Identitäten die man aus (1.60) beziehen kann.

1.5 Symmetriebrechung

Wie wir noch später sehen werden, bedarf es der Forderung der lokalen Eichinvarianz
einer Lagrangedichte um Vektorbosonen in die Theorie einzuführen. Diese Forderung
ist naheliegend, drückt sie doch das Prinzip der Relativität intrinsischer Freiheits-
grade aus [15]. Um eine Eichtheorie quantisieren zu können, muss mit Hilfe einer
Eichbedingung in der Lagrangedichte, ein Repräsentant einer Klasse eichäquivalenter
Konfigurationen ausgewählt werden.
Bisher haben wir 1PI Vertexfunktionen als nicht-observable Hilfsmittel zur Be-

schreibung observabler Größen in der Quantenfeldtheorie kennengelernt (S-Matrix).
Natürlicherweise dürfen Observablen nicht von einer gewählten Eichung abhängen.
Um dieser Forderung gerecht zu werden, müssen den 1PI Vertexfunktionen gewisse
Bedingungen auferlegt werden. Dies beinhaltet die Erfüllung der Slavnov–Taylor-
Identität.
Bricht jedoch ein Renormierungsschema die Symmetrie, in Form der Verletzung

der Slavnov-Taylor Identität

S(Γ) 6= 0 , (1.61)

so gibt das Quantenwirkungsprinzip [16, 17] eine Antwort darauf, wie im Allgemeinen
diese Brechung aussieht. Hieraus können Konsequenzen hinsichtlich einer möglichen
Restauration der Symmetrie unter Einhaltung gewisser Konsistenzbedingungen ge-
zogen werden. Die Kernaussagen des Quantenwirkungsprinzip lassen sich folgender-
maßen formulieren [18]:
Sei Γ(φa, Yi, λ) ein Vertexfunktional einer gemäß power-counting renormierbaren

Theorie, deren klassische Wirkung definiert ist als

S =
∫

dDx L(φa, Yi, λ) , (1.62)

wobei φa die Menge von gewöhnlichen, propagierenden Feldern bezeichnet, Yi die
Menge von externen Quellen darstellt, welche an die kompositen Operatoren Qi

koppeln, und λ die Menge von Parametern (Massen, Kopplungskonstanten) ist. Dann
gilt nach dem Quantenwirkungsprinzip, dass

δΓ
δYi(x)

δΓ
δφa(x) = ∆ai(x) ·Γ . (1.63)

Hierbei bezeichnet ∆ai(x) eine lokale Einsetzung, deren Dimension nach oben be-
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grenzt ist

dim ∆ai(x) ≤ D − dimφa + dimQi . (1.64)

Des Weiteren ist der klassische Grenzfall von ∆ai(x) gegeben durch

∆ai(x) = Qi
cl(x) δS

δφa(x) +O(~) . (1.65)

Im Fall, dass Qa(x) linear in den propagierenden Feldern φi(x) ist, existieren in
höheren Ordnungen keine Quantenkorrekturen für Qi(x). Dementsprechend müssen
auch keine externen Quellen Y i(x) eingeführt werden, um die Wirkung der Symme-
trietransformation auf dem Vertexfunktional Γ zu definieren. Hier reduziert sich die
Aussage (1.63) auf

Qi(x) δΓ
δφa(x) = ∆ai(x) ·Γ. (1.66)

Eine weitere Aussage des Quantenwirkungsprinzip betrifft die Variation bezüglich
eines Parameters λ der Theorie. Sie lautet

∂Γ
∂λ

= ∆λ ·Γ . (1.67)

Hierbei ist ∆λ eine über die Raumzeit integrierte Einsetzung, deren Dimension nach
oben durch D beschränkt ist. In niedrigster Ordnung ist sie gegeben durch

∆λ ·Γ = ∂Γcl

∂λ
+O(~) . (1.68)

Beweise für das Quantenwirkungsprinzip, für den Fall das Γ die BPHZ-renormierte
Wirkung ist, findet man in [16, 19, 17]. In [20] wurde gezeigt, dass ein analoges regu-
larisiertes Quantenwirkungsprinzip auch für die unter Verwendung der dimensionalen
Regularisierung regularisierte Wirkung gilt.

Obige Aussagen bedürfen der Erklärung des Begriffes einer Einsetzung eines Ope-
rators. Die Menge aller Feynmandiagramme Gn mit n äußeren Linien und einem zu-
sätzlichen Vertex Qcl(x), der nicht aus der ursprünglichen Lagrangedichte L stammt,
wird als Einsetzung von Q(x) in Gn bezeichnet. Dieser wird, wie oben beschrieben,
durch Ankopplung an eine äußere Quelle Y in die Lagrangedichte aufgenommen

L → L+ Y Q . (1.69)

Ableitungen der erzeugenden Funktionale nach der äußeren Quelle Y liefert die
Greensfunktion des Operators Q und man notiert dies symbolisch als

〈0|TQ(x)φ(x1) · · ·φ(xn)|0〉 = Nδ [Q(x)] ·Gn(x1, . . . , xn) (1.70)
= [Q(x)]δ ·Gn(x1, . . . , xn) . (1.71)
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Das Normalprodukt Nδ [Q(x)] ist eine Berechnungsvorschrift zur Subtraktion von
Divergenzen in Subdiagrammen mit Vertizes Qcl(x). Diese tragen mit der Dimen-
sion dimQcl(x) = δ zum Divergenzgrad d(γ) eines Diagramms γ bei. Ist Q(x) ein
kompositer Operator, das heißt ein lokales Produkt von Quantenfeldern oder deren
Ableitungen, so ergibt sich dessen Dimension gerade als Summe der Dimensionen der
Felder und Ableitungen. Das so definierte Normalprodukt hat die Eigenschaft, dass

〈0|TNδ [Q(x)]|0〉 = 0 . (1.72)

Die Einsetzung Q(x) in alle 1PI Diagramme wird mit [Q]δ ·Γ symbolisiert und es gilt

Q(x) ·Γ = Qcl(x) +O(~) . (1.73)

Wird eine Symmetrie von dem verwendeten Regularisierungsverfahren verletzt, so
ist die Aussage des Quantenwirkungsprinzip, dass die Wirkung eines Ableitungsope-
rators auf dem erzeugenden Funktional Γ der Vertexfunktionen in einer Einsetzung
in Γ resultiert,

WΓ = ∆ ·Γ . (1.74)

Die Dimension der Brechung ist kleiner als vier. Aus (1.73) folgt im Fall einer Erhal-
tung der Ward-Identität bis zur Ordnung ~n−1, dass die rechte Seite in (1.74) von der
Ordnung ~n ist

WΓ = ~n∆(n) ·Γ = ~n∆(n) +O(~n+1) (1.75)

Die Symmetrie ist demnach durch das Feldpolynom ~n∆(n) gebrochen. Es besteht
jedoch die Möglichkeit Symmetriebrechungen induktiv zu beseitigen, das heißt man
hat in jeder Ordnung die Freiheit, lokale Counterterme zur Lagrangedichte zu addie-
ren. Lässt sich die O(~n)-Brechung der Ward-Identität in (1.74) als totale Variation
einer lokalen Einsetzung ~n∆̂(n)

~n∆(n) =W~n∆̂(n) (1.76)

ausdrücken und ändert man Γ um eine lokale Einsetzung der Dimension vier ab

Γ→ Γ +
∫

d4x ~nLct +O(~n+1) mit
∫

d4x ~nLct = −~n∆̂(n) , (1.77)

dann ist die Ward-Identität in der Ordnung ~n erfüllt, so dass gilt

WΓ = O(~n+1) . (1.78)

Da ∆̂ die Eigenschaft hat lokal zu sein, das heißt sich als Polynom in den Feldern
und Ableitungen der Felder an einem Raum-Zeit-Punkt x schreiben lässt, kann
die Ward-Identität in allen Ordnungen durch Hinzunahme geeigneter Counterter-
me wiederhergestellt werden. Existiert keine Darstellung der Brechung der Ward-

18



1.5 Symmetriebrechung

Identität als Variation einer lokalen Einsetzung, so ist es nicht möglich restaurie-
rende Counterterme in die Lagrangedichte aufzunehmen. Diese Form von Symme-
triebrechung durch Quanteneffekte nennt man Anomalie. Dies bedeutet, dass die
für die Brechung der Symmetrie verantwortlichen Beiträge nicht-lokal sind. Liegt
genau dieser Fall vor, so können die Axiome der S-Matrix nicht in Einklang mit der
Symmetrieforderung WΓ = 0 formuliert werden, da diese gerade die nicht-lokalen
Anteile festlegt [10]. Mögliche Brechungen ∆(n) sind gewissen Konsistenzbedingungen
unterworfen. Anomaliefreiheit lässt sich algebraisch durch Berechnung der Lösung
der Wess-Zumino-Konsistenzbedingungen [21] zeigen. Die algebraische Renormierung
fußt auf Subtraktionsgraden und Lokalität und verfügt unter anderem über alge-
braische Hilfsmittel, nicht aber etwa über besondere analytische Eigenschaften des
Subtraktionsschemas. Da das Wirkungsprinzip als fundamental angesehen wird, ist
die algebraische Methode gleichermaßen von grundlegender Bedeutung [22].

Für Slavnov–Taylor-Identitäten gelten mit einigen Modifikationen ähnliche Aussa-
gen. Gleichung (1.77) wird ersetzt durch

~n∆n = sΓcl~
n∆̂n . (1.79)

Dabei ist sΓ der linearisierte Slavnov-Taylor-Operator

S(Γ + ζδΓ) = S(Γ) + ζsΓδΓ +O(ζ2) (1.80)
= S(Γ) + ζsΓclδΓ +O(ζ2, ζ~), (1.81)

sΓ =
∫

dx
(

δΓ
δYi(x)

δ

δφi(x) + δΓ
δφi(x)

δ

δYi(x)

)
, (1.82)

wobei angenommen wurde, dass Yi und φi miteinander kommutieren. Auch hier
lässt sich wieder im Fall einer Symmetriebrechung die oben beschriebene Methode
anwenden. Ist es möglich die Brechung der Slavnov–Taylor-Identität als sΓcl∆̂(n) zu
schreiben, dann kann jede Brechung durch Addition eines Counterterms der Form
−~n∆̂(n) absorbiert werden. Denn unter Anwendung von (1.80) gilt

S(Γ + ~n∆̂(n)) = 0 +O(~n+1) . (1.83)

Zusammenfassend kann man konstatieren, dass die Berechnung von Γ ein indukti-
ver Prozesses ist. Ist der Beweis der Anomaliefreiheit erbracht und hat man gezeigt,
dass alle symmetrischen Counterterme aus Feld- und Parametertransformation aus
der klassischen Lagrangedichte hervorgehen, so erhält man die renormierte Wirkung
in Ordnung ~n durch Hinzunahme der Counterterme Γ(n)

ct zu der regularsierten Wir-
kung Γ(6n)

reg

Γ(6n) = Γ(6n)
reg + Γ(n)

ct . (1.84)

Nimmt man an, dass die Slavnov–Taylor-Identität bis zur Ordnung ~n−1 erfüllt ist,
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dass heißt S(Γ6n−1) = 0, dann gilt wie oben beschrieben

S(Γ6nreg) = ∆(n) . (1.85)

Die Counterterme aus (1.84) erfüllen einerseits die Aufgabe alle UV-Divergenzen
aufzuheben und andererseits die Symmetrie zu restaurieren, sofern keine Anomalie
existiert. Mit den symmetrischen Countertermen Γ(n)

ct,sym

sΓclΓ
(n)
ct,sym = 0 (1.86)

und den nicht-symmetrischen Countertermen Γ(n)
ct,restore

sΓclΓ
(n)
ct,restore = −∆(n) (1.87)

lassen sich die Counterterme aufspalten in

Γ(n)
ct = Γ(n)

ct,restore + Γ(n)
ct,sym . (1.88)

Die symmetrischen Counterterme können also im Anschluss an die Beseitigung von
Symmetriebrechungen durch nicht-symmetrische Counterterme addiert werden; sie
cancellieren Divergenzen in Γ(6n)

reg + Γ(n)
ct,restore. Die nicht-symmetrischen Counterterme

sind durch (1.87) definiert. Diese Tatsache mag es verhindern, dass die renormierte
Lagrangedichte inklusive der Counterterme nicht immer gerade einer renormierten
Version der klassischen Lagrangedichte entspricht. Daher werden Theorien mit Sym-
metrien dann als multiplikativ renormierbar bezeichnet, falls die Lagrangedichte der
symmetrischen Counterterme immer als renormierte Version der klassischen Lagran-
gedichte geschrieben werden kann. Somit entsprechen die endlichen Anteile der sym-
metrischen Counterterme den freien Parametern der Theorie, welche durch geeignete
Normierungsbedingungen bestimmt sind.
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2 Supersymmetrische Eichtheorien
Im letzten Kapitel wurden die Grundlagen der Renormierbarkeit einer Quantenfeld-
theorie, die einer allgemeinen inneren Symmetrie unterworfen ist, skizziert. Ziel ist
es nun, im Hinblick auf die Definition des Minimalen Supersymmetrischen Standard-
modells, allgemeine Aussagen sowohl einer Eichtheorie als auch die einer supersym-
metrischen Eichtheorie darzustellen.

2.1 Klassische Eichtheorien
Betrachtet man eine Quantenfeldtheorie, auf deren Felder eine innere Symmetrie
wirkt, so kann man sich diesen Raum der „inneren“ Freiheitsgrade als einen an
jedem Raum-Zeit-Punkt angehefteten Vektorraum vorstellen. In diesem Vektorraum
wirkt die Eichtransformation. Betrachtet man zwei Feldkonfigurationen, die durch
eine Eichtransformation verknüpft sind, so ist die Aussage des Eichprinzips, dass
beide Zustände die gleiche physikalische Situation beschreiben. Eine Lokalisierung
der globalen Eichsymmetrie bedingt die Einführung eines Eichfeldes. Um die Natur
richtig zu beschreiben, hat sich dieses Prinzip als erfolgreich erwiesen. So ist etwa das
Standardmodell, welches weitestgehend alle experimentellen Vorhersagen beschreibt,
eine Eichtheorie.
Gegeben ist eine Lie-Gruppe G von N × N unitärer Matrizen. Die Materiefelder

der Theorie sind komplexe Vektoren die sich unter der Wirkung von G transformieren
wie

φ(x)→ gφ(x), g ∈ G . (2.1)

Des Weiteren sei eine Lagrangedichte LMaterie(φ, ∂µφ) invariant unter dieser globalen
Transformation, das heißt

LMaterie(gφ, ∂µgφ) = LMaterie(gφ,g∂µφ) = LMaterie(φ, ∂µφ) . (2.2)

Nun wird die lokale Eichinvarianz der Lagrangedichte gefordert. Auf die Materiefelder
wirken von Raum-Zeit-Punkten abhängige Elemente aus G

φ(x)→ g(x)φ(x), g ∈ G ∀x . (2.3)

Die direkte Folge ist, dass die partielle Ableitung durch eine kovariante Ableitung
ersetzt werden muss

∂µ → Dµ = ∂µ + igAµ , (2.4)
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in der das Eichfeld Aµ und die Eichkopplung g eingeführt werden. Damit lokale
Eichinvarianz des Lagrangians gewährleistet ist, muss die kovariante Ableitung ein
Tensor bezüglich allgemeinen Eichtransformationen darstellen, das heißt diese muss
linear transformieren

Dµφ(x)→ g(x)Dµφ(x) . (2.5)

Diese Forderung legt das Transformationsverhalten des Vektorfeldes fest

Aµ(x)→ g(x)Aµg−1(x)− 1
igg(x)∂µg−1(x), g(x) ∈ G ∀x . (2.6)

Jedes Element einer ein-parametrigen Lie-Gruppe G kann als

g(x) = e−igTaαa(x) (2.7)

geschrieben werden. Hierbei sind die αa beliebige Funktionen und die T a sind die
Generatoren der zugrunde liegenden Lie-Gruppe, die die Vertauschungsrelationen[

T a, T b
]

= ifabcT c (2.8)

mit total antisymmetrischen Strukturkonstanten fabc erfüllen. Infinitesimalen Eichtrans-
formationen lauten damit

φ(x)→ φ(x)− igα(x)φ(x) ≡ φ(x) + δeichφ(x) (2.9)
Aµ(x)→ Aµ(x) + ∂µα(x)− ig [α(x), Aµ(x)] ≡ Aµ + δeichAµ . (2.10)

Die Eichfelder sind jedoch nicht nur Hilfsfelder, die eine lokale Invarianz der Lagran-
gedichte garantieren, ihnen wird durch folgenden zusätzlichen Term in der Lagrange-
dichte

Linv = −1
4F

a
µνF

aµν + LMaterie (φ,Dµφ) . (2.11)

auch eine Dynamik zugeordnet. Hierbei bezeichnet

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν (2.12)

den Feldstärketensor F µν und die allgemeine eichinvariante Lagrangedichte besitzt
nur Terme der Dimension ≤ 4.

2.2 Quantisierte Eichtheorien

2.2.1 Eichfixierung

Das Prinzip der kanonischen Quantisierung angewendet auf abelsche Eichtheorien
versagt ohne Hinzunahme eines eichfixierenden Termes. Denn ohne diesen Term gilt
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für den kanonischen konjugierten Impuls

Π0
a = ∂Linv

∂(∂0Aa0) = 0 . (2.13)

Die Quantisierung der Eichfelder gestaltet sich schwierig, da Eichfelder nur bis auf
Eichtransformation eindeutig bestimmt sind. Dies zieht nach sich, dass nicht alle
Freiheitsgrade eines Eichfeldes Aµ auch tatsächlich physikalischen Freiheitsgraden
entsprechen. So muss zur Quantisierung eines nicht-abelschen Eichfeldes das Pfadin-
tegral herangezogen werden [23]. Im Pfadintegral wird über alle Feldkonfigurationen
eines Systems integriert. Ein wesentlicher Trick besteht darin zu verstehen, wie über
eichäquivalente Felder zu integrieren ist, die einer Nebenbedingung als Eichfixierung
unterworfen sind. Im Zuge dieser Prozedur, die hier nicht näher dargestellt wird,
werden unphysiklaische Freiheitsgrade in die Theorie aufgenommen, die sogenann-
ten Faddeev–Popov-Geistfelder. Die Geistfelder sind Skalarfelder mit Fermistatistik,
können also nach dem Spin-Statistik-Theorem keine physikalischen Freiheitsgrade
darstellen.

Zur Quantisierung von Eichtheorien müssen neue Anteile in Lagrangedichte auf-
genommen werden. Durch einen eichfixierenden Term Lfix werden unphysikalische
Anteile der Eichfelder entfernt und der Geistterm Lgh gewährleistet die Unitarität der
S-Matrix. Die gesamte Lagrangedichte ist nun nicht mehr unter Eichtransformationen
invariant, wohl aber unter einer globalen fermionischen Transformation. Diese wird
als BRST-Symmetrie bezeichnet und besitzt die Eigenschaft, dass mit ihrer Hilfe die
physikalische Konsistenz einer nicht-abelschen Eichtheorie auf Quantenniveau und
insbesondere die Erhaltung der Unitarität gezeigt werden kann [24, 22]. Erzeugt
wird die Symmetrie durch einen BRST-Operator s. Der Operator s wirkt wie eine
infinitesimale Eichtransformation, bei der die Funktion αa(x) aus (2.7) durch den
Faddeev–Popov-Geist ca(x) ersetzt wird

sφ(x) = −igc(x)φ(x) , (2.14)
sAµ(x) = ∂µc(x)− ig [c(x), Aµ(x)] . (2.15)

Hierbei wurde c = T aca und Aµ = T aAµa gesetzt. Die BRST-Transformation des
Geistfeldes ca(x) erhält man durch die Forderung nach Nilpotenz

s
(
sφ(x)

) != 0 , (2.16)

woraus folgt

sc(x) = −igc(x)2 bzw. sca(x) = 1
2gfabccb(x)cc(x) . (2.17)

Dieses Transformationsverhalten ist konsistent mit der Bedingung, dass auch die
zweimalige BRST-Transformation des Geistfeldes 0 ergeben muss. In diesem Zusam-
menhang wird eine neue Quantenzahl, die Geistladung, eingeführt. Alle Geistfelder
haben Geistladung 1, alle Materie- und Eichfelder haben Geistladung 0. Der BRST-
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Operator s erhöht die Geistladung um 1. Es wird verlangt, dass die Geistladung eine
erhaltene Quantenzahl ist. Mit Hilfe der BRST-Invarianz lässt sich eine Methode
für die Eichfixierung der Theorie angeben. Hier soll nur das Resultat angeben werden
(näheres in [25]). Es wird zu jedem Geistfeld ein Antigeist c̄ eingeführt, dessen BRST-
Transformation zu einem Hilfsfeld B führt

sc̄a(x) = Ba(x) und sBa(x) = 0 . (2.18)

Somit erfüllt der BRST-Operator allgemein

s2 = 0 . (2.19)

Der Eichfixierungsterm, den auch Faddeev-Popov gefunden haben, lässt sich mittels
des BRST-Formalismus reproduzieren

Lfix + Lgh = s

[
c̄a

(
(∂µAµa) + ξ

2Ba

)]
(2.20)

= Ba(∂µAµa) + ξ

2B
2
a − c̄a∂µ(Dµc)a . (2.21)

2.2.2 Renormierbarkeit

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass zur klassischen Lagrangedichte die
Eichfixierungs- und Geistterme Lfix,gh addiert werden müssen, um eine entsprechen-
de Quantisierung einer nicht-abelschen Eichtheorie durchzuführen. Da die BRST-
Transformationen einiger Felder nichtlinear sind, wird das bewährte Konzept der
Kopplung an BRST-invariante Quellen verwendet. Die gesamte klassische Lagrange-
dichte, sowie die klassische Wirkung sind dann gegeben durch

Γcl =
∫

d4xLcl, (2.22)

Lcl = Linv + Lfix, gh + Lext, (2.23)
Lext = YAµasA

µ
a + Yφisφi + Ycasca . (2.24)

Es sei darauf hingewiesen, dass die Yφi die jeweils zu φi entgegengesetzte Statistik
haben und damit alle Quellen gemeint sind, deren BRST-Transformation in nichtli-
nearen Transformationen resultiert; dies sind alle außer den Transformationen von c̄
und B.
Folgende Gleichungen, die auf klassischen Niveau erfüllt sind, sollen als Grundfor-

derung an die quantisierte Theorie gestellt werden

1. Gültigkeit der Eichbedingung

δΓ
δBa

= ∂µA
µ
a + ξBa (2.25)
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2. Slavnov-Taylor Identität

S(Γ) = 0 (2.26)

Die Konsistenz von (2.25) und (2.26) lässt sich in groben Zügen folgendermaßen
skizzieren (siehe auch [18]). Nimmt man an, dass (2.25) bis zur Ordnung ~n gilt, dann
ist die allgemeine Verletzung der Bedingung (2.25) gemäß power-counting

δΓ
δBa

= ∂µAaµ + ξBa + ~n∆a +O(~n+1) . (2.27)

Für ∆a(x) kann eine Konsistenzbedingung formuliert werden

δ

δBa(x)∆b(y)− δ

δBb(y)∆a(x) = 0 . (2.28)

Schlussendlich folgt aus dieser Bedingung die Darstellung für ∆a(x)

∆a(x) = δ

δBa(x)∆̂ . (2.29)

Die Aufnahme von −∆̂ als einen Counterterm der Ordnung n in die Lagrangedichte,
sichert die Gültigkeit von (2.25) in der Ordnung ~n, das heißt rekursiv lässt sich durch
Addition geeigneter Korrekturen ∆̂ zu Γ (2.25) für alle Ordnungen ~ erfüllen.
Die Nilpotenzeigenschaft des BRST-Operators in funktionaler Darstellung drückt

sich in folgenden zwei Identitäten aus

sΓS(Γ) = 0 ∀Γ, (2.30)
sΓsΓ = 0, falls S(Γ) = 0 . (2.31)

Mit der Eigenschaft des linearisierten Slavnov–Taylor-Operators aus (1.80) führen
diese Eigenschaften auf eine Konsistenzbedingung für eine allgemeine Brechung der
Slavnov–Taylor Identität S(Γ) = ~n∆ + O(~n+1), die sogenannte Wess–Zumino-
Konsistenzbedingung

sΓcl∆ = 0 . (2.32)

Jedoch kann die Lösung dieser Bedingungen im Allgemeinen nicht als totale Variation
sΓcl∆̂ geschrieben werden. Im Standardmodell ist die einzige Anomalie, die prinzipi-
ell auftreten könnte, die sogenannte Adler–Bardeen-Anomalie, die jedoch aufgrund
der speziellen Multiplettstruktur im Standardmodell verschwindet. Verschwindet die
Adler–Bardeen-Anomalie, können alle Brechungen der Slavnov–Taylor-Identität durch
geeignete Counterterme absorbiert werden.
Insbesondere bedarf eine weitere Untersuchung das Prüfen der multiplikativen

Renormierbarkeit, um so die freien Parameter in Bezug zu den Parametern der klas-
sischen Wirkung zu setzen. Das heißt die allgemeinen symmetrischen Counterterme
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2 Supersymmetrische Eichtheorien

müssen durch Feld- und Parameterrenormierung aus der klassischen Lagrangedichte
hervorgehen. Dies zeigt die Untersuchung der allgemeinen Lösung der Gleichung

sΓclΓsym = 0 (2.33)

durch ein lokales Funktional der Γsym der Geistzahl 0.

2.3 Supersymmetrie

2.3.1 Generatoren der Supersymmetrie
Wir hatten oben angedeutet, dass man sich innere Freiheitsgrade eines Feldes als
einen an jeden Raum-Zeit-Punkt angehefteten Vektorraum vorstellen kann. Eine
naive Annahme könnte sein, dass Symmetrien dieses Vektorraums in keiner Weise
Symmetrien der Raumzeit beeinflussen können. Diese Vermutung hat sich als richtig
erwiesen [26]. Man mag diese Aussage auch als ein „No-Go“-Theorem bezeichnen,
drückt sie doch aus, dass die Symmetriegruppe einer S-Matrix, welche als Lie-Gruppe
angenommen wird, stets in ein direktes Produkt der Poincaré-Gruppe mit einer
Gruppe einer inneren Symmetrie zerfällt. Die bosonischen Generatoren sind somit
der Impulsoperator Pµ und die sechs Lorentz-Generatoren Jµν , sowie eine zusätzliche
Anzahl an hermitischen Generatoren Tl. Für diese gilt

[Pµ, Tl] = 0, [Jµν , Tl] = 0 , (2.34)

wobei die Tl eine Lie-Algebra bilden

[Tl, Tm] = iflmkTk . (2.35)

Anhand dieser Formeln erkennt man, dass die bosonischen Generatoren der inneren
Symmetrie das Verhalten eines Feldes unter Poincaré-Transformationen nicht verän-
dern können.
Ist man daran interessiert Generatoren in die Theorie einzuführen, welche eine

Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen etabliert, so ist die Folgerung aus dem
Coleman–Mandula-Theorem, dass dies nur fermionische Generatoren sein können.
Dementsprechend ist man gezwungen die Struktur einer Lie-Algebra aufzubrechen
und auch fermionische Generatoren zulassen muss, welche Antikommutator-Relation-
en genügen, um so eine nicht-triviale Erweiterung der Poincaré-Algebra zu erhalten.
Nach dem Haag–Łopuszánnski–Sohnius-Theorem [27] sind als antikommutierende
Generatoren Qa nur solche erlaubt, die sich unter Translationen trivial, und unter
homogenen Lorentz-Transformationen wie Spinoren der (1

2 ,
1
2) Darstellung transfor-

mieren. Des Weiteren hat die zugrunde liegende Algebra die Struktur einer Z2-
graduierten Algebra. Ein Ansatz für die Graduierung der Poincaré-Algebra ist

1. L0 ist die Poincaré-Algebra (siehe hierzu Gleichung (A.27))

2. L1 ist die lineare Hülle von {Qa} mit a = 1, 2, 3, 4
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3. Das Produkt ◦ : L0 × L1 → L1 ist definiert durch

a) Pµ ◦Qa = 0

b) Jµν ◦Qa = −(σ4
µν)abQb mit σ4

µν = i
4 [γµ, γν ] .

Mit der Wahl für σ4
µν aus Punkt 3b wird sichergestellt, dass die Koeffizienten des

Produktes auf L0 × L1 eine Matrixdarstellung von L0 tragen, wie es eine graduierte
Lie-Algebra verlangt. Mit der Forderung einer verallgemeinerten Jacobi-Identität und
der Positivität von P 0 kommen zur Poincaré-Algebra noch folgende Vertauschungs-
relationen hinzu [28]

{QA, QB} = {Q̄Ȧ, Q̄Ḃ} = 0 , (2.36a)
{QA, Q̄Ḃ} = 2σµ

AḂ
Pµ , (2.36b)

[QA, Pµ] = [Q̄Ȧ, Pµ] = 0 , (2.36c)
[Jµν , QA] = −(σµν)ABQB , (2.36d)

mit

σµν = i
4(σµσ̄ν − σν σ̄µ) und Qa =

(
QA

Q̄Ȧ

)
. (2.37)

Obige Kommutatorrelationen gelten im Fall einer N = 1 Supersymmetrie, bei der
nur ein Spinor Qa mit a = 1, 2, 3, 4 existiert. Das stellt die „kleinste“ Supersym-
metrie dar und der Teilcheninhalt dieser Theorie ermöglicht den Sprachgebrauch,
dass man genau einen Superpartner zu jedem klassischen Teilchen finden kann. Das
Minimale Supersymmetrische Standardmodell schreibt genau diese Sichtweise vor
und wir werden uns im Folgenden auf N = 1 Supersymmetrie beschränken. Für
N = 1 Supersymmetrie existiert nur eine innere Symmetrie U(1) die nicht mit den
Generatoren der Supersymmetrie vertauscht

[QA, R] = QA und [Q̄Ȧ, R] = −Q̄Ȧ , (2.38)

die jedoch die Eigenschaft besitzt, mit allen anderen Generatoren einer inneren und
äußeren Symmetrie zu kommutieren. Obige R-Symmetrie bedarf für das Minimale Su-
persymmetrische Standardmodell einer Revision. Wir werden dies in Abschnitt 5.2.2
näher erläutern.
Um irreduzible Darstellungen der Super-Poincaré-Algebra (siehe (2.36)) zu klas-

sifizieren, kann die Methode der Casimir-Operatoren aus Abschnitt A.2 verwendet
werden. Die Annahme besteht darin, dass P µ, Jµν und Qa als lineare Operatoren auf
einem unendlich dimensionalen Hilbertraum wirkend realisiert werden können. Es
existiert noch eine weitere Möglichkeit irreduzible Darstellungen zu finden. Hierfür
wird das Konzept des Superraumes eingeführt.
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2.3.2 Superraum

Um endliche Supersymmetrietransformationen zu beschreiben, müssten die fermioni-
schen Generatoren in irgendeiner Weise exponenziert werden können. Das heißt, dass
das Produkt zweier Gruppenelemente eA und eB wieder ein Gruppenelement darstellt.
Diese Situation wird im Allgemeinen durch die Baker–Campbell–Hausdorff-Formel
beschrieben

eAeB = exp
[ ∞∑
n=1

1
n!Cn(A,B)

]
, (2.39)

wobei auf die explizite Angabe der Multikommutatoren Cn(A,B) hier verzichtet wird.
In den Cn sind stets verschachtelte Kommutatoren enthalten. Eine entsprechende
Exponenzierung der fermionischen Generatoren Q gelingt mit dem Trick[

θAQȦ, θ̄ḂQ̄
Ḃ
]

= 2θA(σµ)AḂ θ̄ḂPµ , (2.40)[
θAQA, θ

BQB

]
=
[
θ̄ȦQ̄

Ȧ, θ̄ḂQ̄
Ḃ
]

= 0 , (2.41)

welche sich zu Antikommutatoren zwischen den Qs reduzieren, sofern man annimmt,
dass θA und θ̄Ȧ Grassmannvariablen sind. Jedes Element g der Super-Poincaré-
Gruppe kann dargestellt werden durch

g = L(xµ, θA, θ̄Ȧ) ◦ e i
2ωµµJ

µν (2.42)

mit ◦ als Gruppenmultiplikation und L(xµ, θA, θ̄Ȧ) = exp
(
iθQ+ iQ̄θ̄ − ixµP µ

)
. Glei-

chung (2.42) drückt aus, dass die homogenen Lorentztransformationen eine Unter-
gruppe der Super-Poincaré-Gruppe bilden.

Um Supersymmetrie manifest zu beschreiben wird der Minkowski-Raum um 4
fermionische Freiheitsgrade erweitert

{xµ, θA, θ̄Ȧ} = {xµ, θ, θ̄} . (2.43)

Auf diesem Raum werden Superfelder definiert, die als eine Potenzreihe in θ und θ̄
zu verstehen sind

F(z) ≡ F(x, θ, θ̄) = f(x) +
√

2θξ(x) +
√

2θ̄χ̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄N(x)

+ θσµθ̄Aµ(x) + θθ θ̄λ̄(x) + θ̄θ̄ θζ(x) + 1
2θθ θ̄θ̄D(x) .

(2.44)

Aufgrund der Nilpotenzeigenschaft der Grassmanvariablen θA, θ̄Ȧ bricht die obige
Reihe nach einer endlich Anzahl von Termen ab. Die Koeffizienten dieser Entwicklung
sind die sogenannten Komponentenfelder. Die Felder f(x), M(x), N(x) und D(x)
stellen Skalare dar, während Aµ(x) ein Vektorfeld ist und ξA(x), ζA(x) rechtshändige
und χ̄Ȧ(x), λ̄Ȧ(x) links-chirale zweikomponentige Weyl-Spinor-Felder sind.
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Aus der Transformationseigenschaft der Superfelder

Φ(x, θ, θ̄) = L(x, θ, θ̄)Φ(x0, θ0, θ̄0)L−1(x, θ, θ̄) (2.45)

und der Komposition zweier supersymmetrischer Transformationen

L(0, ε, ε̄)L(xµ, θ, θ̄) = L(xµ − iθσµε̄+ iεσµθ̄, θ + ε, θ̄ + ε̄) (2.46)

erhält man für infinitesimale supersymmetrische Transformationen eine Darstellung
der Generatoren QA und Q̄Ȧ auf dem Superraum

QA = −i
(
∂A + iσµ

AḂ
θ̄Ḃ∂µ

)
, Q̄Ȧ = −i

(
∂̄Ȧ + iθBσµ

BḂ
εḂȦ∂µ

)
. (2.47)

Wendet man eine infinitesimale Supersymmetrie-Transformation auf F(z) an

δSF(z) = (1 + iεQ+ iε̄Q̄)F(z) , (2.48)

so muss das Ergebnis wieder ein Superfeld sein und sich schreiben lassen als

δSF(z) = δSf(x) +
√

2θδSξ(x) +
√

2θ̄δSχ̄(x) + θθδSM(x) + θ̄θ̄δSN(x)

+ θσµθ̄δSAµ(x) + θθ θ̄δSλ̄(x) + θ̄θ̄ θδSζ(x) + 1
2θθ θ̄θ̄δSD(x) .

(2.49)

Dies definiert Supersymmetrie-Transformationen auf den Komponentenfeldern, die
man unter Zuhilfenahme von Fierz-Umordnungen [29] ausrechnen kann.

Um manifest supersymmetrische Lagrangedichten zu konstruieren, sind kovariante
Ableitung DA und D̄Ȧ hilfreiche Objekte. Sie sind definiert als

DA = ∂A − iσµ
AḂ
θ̄Ḃ∂µ , D̄Ȧ = −∂̄Ȧ + iθBσµ

BȦ
∂µ , (2.50)

wobei gilt

[DA, QB] =
[
DA, Q̄Ḃ

]
=
[
D̄Ȧ, Q̄Ḃ

]
=
[
D̄Ȧ, QB

]
= 0 . (2.51)

Unter Verwendung der kovarianten Ableitung, lässt sich eine mögliche ad hoc Defi-
nition für irreduzible Darstellungen finden

D̄ȦΦ = 0 , DAΦ† = 0 . (2.52)

Die Freiheitsgrade dieser sogenannten chiralen Superfelder

Φ(y, θ) = φ(y) +
√

2θξ(y) + θθF (y) (2.53)
Φ†(ȳ, θ̄) = φ∗(ȳ) +

√
2θ̄ξ̄(y) + θ̄θ̄F ∗(ȳ) , (2.54)

mit den links und rechts chiralen Superraumkoordinaten yµ = xµ − iθσµθ̄ und ȳµ =
xµ+ iθσµθ̄, haben die gleiche Anzahl an Freiheitsgrade der niedrigstdimensionalen ir-
reduziblen Darstellung, die man auch aus gruppentheoretischen Methoden schlussfol-
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gert [30]. Das Weyl-Spinor-Feld ξ(y) hat Spin 1/2 und das komplexe Skalarfeld φ(y)
Spin 0. Diese können als Superpartner zu einander betrachtet werden, während F (y)
mit Spin 0 ein Hilfsfeld ist.
Vektorsuperfelder V sind Superfelder, die die Bedingung V † = V erfüllen. Die so

definierten Vektorsuperfelder implizieren, dass deren Komponentenfelder f , Aµ und
D reell sind und χ̄ = ξ̄, N = M∗, ζ = λ. Man kann Vektorsuperfelder aus chiralen
Superfeldern konstruieren. Ist iΛ ein chirales Superfeld, dann genügt auch (iΛ−iΛ†) =
V der Bedingung V † = V . Auf den Vektorsuperfeldern kann eine verallgemeinerte
supersymmetrische Eichtransformation definiert werden

V → V + iΛ− iΛ† . (2.55)

Der Name als Eichtransformation ist gerechtfertigt, da das Komponentenfeld Aµ(x)
von V genauso transformiert wie unter einer klassischen Eichtransformation Aµ →
Aµ− 2∂µ=mφ. Wie im Falle gewöhnlicher Vektorfelder ist die Eichinvarianz notwen-
dig, um die überzähligen Komponenten von den physikalischen zu trennen. Durch
Verwendung der Wess–Zumino-Eichung werden zusätzlich die Felder f , ξ̄, M elimi-
niert und man findet die Darstellung

V (z) = θσµθ̄Aµ(x) + θθ θ̄λ̄(x) + θ̄θ̄ θλ(x) + 1
2θθ θ̄θ̄D(x) . (2.56)

Die Felder λ(x) und λ̄(x) können als Superpartner zum reellwertigen Feld Aµ(x)
angesehen werden, wobei D(x) wiederum ein Hilfsfeld darstellt.
Mit chiralen Superfeldern und Vektorsuperfeldern können Lagrangedichten super-

symmetrischer Eichtheorien konstruiert werden.

2.3.3 Lagrangedichte supersymmetrischer Eichtheorien

Um eine Lagrangedichte zu konstruieren, die bis auf eine Viererdivergenz invariant
unter Supersymmetrietransformation ist, macht man sich die Tatsache zu nutze, dass
sich die jeweils höchste Komponente eines Superfeldes unter Supersymmetrietransfor-
mation in eine totale Ableitung transformiert, und dass Produkte von Superfeldern
ebenfalls Superfelder sind. Eine allgemeine, renormierbare, supersymmetrische, lor-
entzinvariante Lagrangdichte, die nur links-chirale Superfelder Φi enthalten soll, ist
gegeben durch

L =
∫

d4θ Φ†iΦi +
∫

d2θ
(
W(Φi) + h. c.

)
, (2.57)

W(Φi) = aiΦi + 1
2mijΦiΦj + 1

3!fijkΦiΦjΦk . (2.58)

Die Funktion W(Φi) bezeichnet man als Superpotential. Diese Lagrangedichte in-
korporiert jedoch keine supersymmetrische nicht-abelsche Eichtransformation. Im
Hinblick auf kinetische Terme für die Eichfelder führt man die supersymmetrische
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Feldstärke ein.

WA = −1
4D̄D̄e−VDAeV , WA = 2gW a

AT
a , (2.59)

W̄ Ȧ = −1
4DDeV D̄Ȧe−V , W̄ Ȧ = 2gW̄ ȦaT a , (2.60)

wobei die T a Generatoren der nicht-abelschen Eichgruppe sind. Wie sich zeigen lässt,
sind auch diese Felder chirale Superfelder, das heißt sie genügen (2.52). Somit formen
auch diese irreduzible Darstellungen der Supersymmetrie, jedoch mit Spinorindizes
A und Ȧ. Aus gruppentheoretischen Überlegungen erkennt man, dass dies gerade der
zweit niedrigst-dimensionalen irreduziblen Darstellung der Super-Poincaré-Algebra
entspricht [30].

Eine supersymmetrische Eichtransformation für eine nicht-abelsche Eichgruppe ist
definiert durch

Φ→ exp (−iΛ(z)) Φ , D̄ȦΛa(z)T a = 0 , (2.61)
Φ† → Φ† exp

(
+iΛ†(z)

)
, DAΛa†(z)T a = 0 , (2.62)

wobei Λ(z) ≡ 2gΛa(z)T a und Λa(z) eine komplexe chirale Superfunktionen ist. Führt
man Vektorsuperfelder V a(z) ein, die unter der Wirkung der Eichtransformation zu

eV → e−iΛ†eV eiΛ , V ≡ 2gV aT a , (2.63)
e−V → e−iΛe−V eiΛ† (2.64)

übergehen, dann ist der Term (Φ†Φ) nicht länger eichinvariant und wird ersetzt durch
(Φ†eV Φ). Mit Hilfe von (2.63) und (2.64) erkennt man das Transformationsverhalten
der chiralen Feldstärkesuperfelder

WA → e−iΛWAeiΛ , W̄ Ȧ → e−iΛ†W̄ ȦeiΛ† . (2.65)

Daraus schlussfolgert man, dass Tr[WAWA] und Tr[W̄ȦW̄
Ȧ] eichinvariante Terme

sind. Letztendlich kann folgende supersymmetrische eichinvariante Lagrangedichte
angegeben werden

L = 1
16g2Sr

∫
d2θ Tr

[
WAWA + W̄ȦW̄

Ȧ
]

+
∫

d4θ Φ†i
(
eV
)
ij

Φj

+
∫

d2θ
(
W(Φi) + h. c.

)
,

(2.66)

wobei das Superpotential eichinvariant sein muss. Die Konstante Sr ist der Dynkin-
Index einer Darstellung r der Generatoren T a der Eichgruppe

Tr
(
T aT b

)
= Sr δ

ab . (2.67)

Nach einer längeren Rechnung [31, 28, 29] erhält man die Komponentendarstellung
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für (2.66)

L = iξiσµ∆†µij ξ̄j +
(
∆µ
ijφj

)†
(∆µikφk)−

1
4F

a
µνF

µν
a + iλaσµ∆µλ̄

a

−
√

2g
(
λ̄aξ̄iT

a
ijφj + h. c.

)
− V (φi, φ∗j)−

[
1
2ξiξj

∂2W(Φ)
∂Φi∂Φj

∣∣∣∣∣
θ=θ̄=0

+ h. c.
]
,
(2.68)

wobei die eichkovariante Ableitung und das skalare Potential gegeben sind durch

∆µ
ij = δij∂

µ + igAµaT aij (2.69)

V (φi, φ∗j) = FiF
∗
j + 1

2D
aDa . (2.70)

In der Lagrangedichte (2.68) wurde die Wess–Zumino-Eichung für das Vektorsuper-
feld verwendet. Selbst in dieser Eichung treten noch unphysikalische Freiheitsgrade
auf. Insbesondere enthält die Lagrangedichte keine kinetischen Terme für Fi und
Da. Diese können durch einsetzen ihrer Bewegungsgleichung ∂L/∂Da = ∂L/∂Fi =
∂L/∂F ∗i = 0 eliminiert werden. Durch diese Einsetzung ergibt sich

Fi = − ∂W†

∂Φ†i

∣∣∣∣∣
θ=θ̄=0

, Da = −gφ†iT aijφj . (2.71)

Der Lagrangian (2.68) ist auf Grund der verwendeten Eichung weder invariant unter
den von (2.47) erzeugten Supersymmetrie-Transformationen

δSV = σµ
AȦ
θ̄ȦAµ(x) + · · · , (2.72)

noch unter den Eichtransformationen (2.61)–(2.64)

δEichV = (iΛ− iΛ†) + · · · , (2.73)

da diese Transformationen aus der Wess–Zumino-Eichung herausführen. Die Lagran-
gedichte kann nur noch invariant bezüglich der gewöhnlichen Eichtransformation (2.9)
und (2.10) sein, die einem Superfeld

Λ = A− iθσµθ̄∂µA−
1
4 (2.74)

mit A−A† = 0 und α = A+A† entsprechen. Des Weiteren müssen die Erzeugenden
der Supersymmetrie-Transformation abgeändert werden

QWZ
A = QA + δEich , Q̄WZ

Ȧ = Q̄Ȧ + δEich , (2.75)

so dass die Lagrangedichte invariant unter der Kombination aus Supersymmetrie- und
Eichtransformation ist. Mit diesen neuen Erzeugenden ändert sich die Supersymme-
triealgebra. Die genaue Form der Kommutatoren kann [32] entnommen werden.

Verwendet man zur Quantisierung der in (2.68) enthaltenen Eichbosonen die ge-
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wöhnliche Eichfixierung (2.21), so bricht dies die Supersymmetrie, denn in (2.21) sind
nur die Eichbosonen enthaltenen, nicht aber deren Superpartner. Die zur Quantisie-
rung verwendete Lagrangedichte ist daher nicht supersymmetrisch.

2.3.4 Renormierbarkeit

Es hat sich herausgestellt, sofern Eichinvarianz und Supersymmetrie separat betrach-
tet werden, dass die Renormierung nicht vollständig durchführbar ist [33, 34]. Der
Aspekt der engen Verknüpfung zwischen Eichtransformation und Supersymmetrie,
wie er sich in einer modifizierten Supersymmetrie-Algebra manifestiert, muss sich
bei den Symmetrieforderungen an die quantisierte Form einer supersymmetrischen
Eichtheorie in Wess–Zumino-Eichung geeignet übertragen lassen. Batalin und Vil-
kovisky hatten die Idee [35, 36, 37] auch höhere Potenzen der externen Quellen Yi,
an der nicht-lineare BRST-Transformationen gekoppelt sind, in der Lagrangedichte
zu zulassen. Damit war es möglich supersymmetrische Quantentheorien zu definieren
und deren multiplikative Renormierbarkeit zu beweisen [32, 38].
Um eine Definition einer supersymmetrischen Eichtheorie in Wess–Zumino-Eichung

anzugeben, werden Eich- und Supersymmetrietransformation, sowie Translation in
einer BRST-Transformation zusammengefasst. Damit ist garantiert, dass Supersym-
metrie und Eichinvarianz simultan behandelt werden. Diese Methode schreibt jedoch
vor, dass die Transformationsparameter durch entsprechende Geister ersetzt wer-
den. Damit werden der Faddeev–Popov-Geist, ein Supersymmetrie-Geist als auch
ein Translationsgeist in die Theorie eingeführt. Da die Supersymmetrie als globa-
le Symmetrie angesetzt wurde, besitzt weder der Supersymmetrie-Geist noch der
Translationsgeist eine Ortsabhängigkeit. Die Form der BRST-Transformation für eine
allgemeine supersymmetrische Lagrangedichte in Komponentenfeldschreibweise ist in
[39] aufgelistet.
Wir entnehmen [39] definierende Bedingungen für eine supersymmetrische Quan-

tentheorie, die sich folgendermaßen zusammenfassen lassen

1. Slavnov-Taylor Identität

S(Γ) = 0 (2.76)

Diese Gleichung vereinigt Invarianz unter Eichtransformation, Supersymmetrie
und Translationsinvarianz

2. Eichfixierungsbedingung

δΓ
δBa

= ∂µA
µ
a + ξBa (2.77)

Wie in Abschnitt 2.2.2 angedeutet kann diese Forderung auf Quantenniveau
erhoben werden.
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3. Translations-Geistgleichung

δΓ
δωµ

=
∫

d4x (−1)GPY †i i∂µφi (2.78)

4. Ward-Identität für R-Symmetrie

WΓ = 0 (2.79)

Des Weiteren soll Γ invariant unter diskreten Symmetrietransformationen sein.

Sanfte Brechung der Supersymmetrie

In Abschnitt 2.3.2 haben wir erwähnt, dass sich alle irreduzible Darstellungen der
Super-Poincaré-Algebra mit Hilfe der Methode der Casimir-Operatoren klassifizieren
lassen. In unserer verwendeten Graduierung aus Abschnitt 2.3.1 ist P µPµ ein Casimir-
Operator. Das bedeutet, dass zu jedem Elementarteilchen ein Superpartner mit glei-
cher Masse existieren müsste. Aus den Resultaten von entsprechenden Messungen von
Teilchenspektren, konnte diese Tatsache nicht verifiziert werden. Man schlussfolgert,
dass exakte Supersymmetrie in der Natur nicht gelten kann. Dieser experimentel-
len Beobachtung kann Rechnung getragen werden, indem man der Lagrangedichte
explizit Supersymmetrie brechende Terme Lsoft hinzufügt,

L = Lsusy + Lsoft , (2.80)

die überdies sogar die Eigenschaft besitzen sollen, dass keine quadratische Diver-
genzen in Schleifenkorrekturen zu produzieren – daher werden sie auch als „sanfte
Brechungsterme“ bezeichnet. Eine notwendige Bedingung für die Abstinenz qua-
dratischer Divergenzen in Schleifenkorrekturen, ist dass die Dimension eines jeden
Feldes in Lsoft kleiner als vier ist. Girardello und Grisaru [40] gaben an, welche
Terme die notwendige Bedingung erfüllen und zu keinen quadratischen Divergenzen
führen. Die allgemeine Form einer Supersymmetrie brechenden, aber eichinvarianten
Lagrangedichte, die zu (2.68) addiert werden kann, enthält folgende Terme

• Massenterme für Skalarfelder

−φ∗i (m2)ijφj (2.81)

• Polynome dritten Grades in den Skalarfeldern

1
3!Aijkφiφjφk −

1
2Bijφiφj + Ciφi + h. c. (2.82)

• Massenterme für die Gauginos λa

−1
2M

¯̃λaPLλ̃a + h. c. (2.83)
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2.3 Supersymmetrie

Hierbei bezeichnet φ die skalare Feldkomponente des chiralen Superfeldes Φ und λ̃a
sind vierkomponentige Majoranaspinoren als Repräsentant eines Gauginofeldes.

Renormierbarkeit und sanfte Brechung

In [39] wurde ein Zugang gewählt, der die Eigenschaft ausnutzt, dass sich die Girar-
dello-Grisaru-Terme als Wechselwirkungsterme mit einem externen, dimensionslosen
Spurionfeld η schreiben lassen. Dieses Spurionfeld besitzt einen endlichen Vakuumer-
wartungswert in der F -Komponente

η(y, θ) = a(y) +
√

2θχ(y) + θθf̂(y) , (2.84)
f̂(y) = f(y) + f0 . (2.85)

Mit diesem Superfeld η können die Girardello-Grisaru-Terme im Superraum wie folgt
geschrieben werden

Lsoft =
∫

d4θ η̄ηΦ†i (m2)ij(eV )jkΦk

+
[ ∫

d2θ η
(1

6AijkΦiΦjΦk −
1
2BijΦiΦj + CiΦi

+ 1
2MW aAWaA

)
+ h. c.

] (2.86)

Wenn sich η wie ein chirales Multiplett transformiert ist Lsoft supersymmetrisch
und das beschriebene Verfahren zur Renormierung kann angewendet werden. Wird η
jedoch ersetzt durch

η → θθf0 , (2.87)

dann bricht Lsoft die Supersymmetrie sanft. In [39] wurde vermerkt, dass die genaue
Charakterisierung der Girardello-Grisaru-Terme durch die Eigenschaft der möglichen
Kopplung an das Spurion η ersetzt werden kann. Dem sehr technischen Spurionme-
chanismus (2.86), wird durch den Niederenergie-Limes dynamischer Symmetriebre-
chung physikalische Bedeutung verliehen. Die Schwierigkeit in der Vorgehensweise
unter Benutzung des Spurionformalismus liegt darin, dass dieser zu unendlich vielen
freien Parametern in der Lagrangedichte führt, die im Prinzip alle renormiert wer-
den müssten. Es konnte jedoch gezeigt werden [39], dass nur endlich viele, nämlich
genau die supersymmetrischen Parameter und die Parameter der sanften Brechung,
physikalisch relevant sind.
Wird die sanfte Supersymmetriebrechung durch ein Spurion-Supermultiplett ver-

mittelt, so muss die Liste zur Definition einer supersymmetrischen Eichtheorie aus
Abschnitt 2.3.4 noch um einen Punkt erweitert werden

5. Physikalischer Anteil des Modells

Γ|a=χ=f=0 (2.88)

35



2 Supersymmetrische Eichtheorien

Dies komplettiert die Definition einer supersymmetrischen Theorie in der Wess-
Zumino-Eichung mit sanfter Supersymmetriebrechung und deren Renormierbarkeit
konnte bewiesen werden [32, 39]. Insbesondere ist eine explizite Definition des MSSM
im Sinne der oben angeführten Punkte in [41] gegeben.
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3 Regularisierung
supersymmetrischer
Eichtheorien

3.1 Gegenwärtiger Status
Das in der Störungstheorie gebräuchlichste Regularisierungsverfahren ist die dimen-
sionale Regularisierung [42]. Jedoch wurde gezeigt [43, 44], dass die dimensionale Re-
gularisierung die Supersymmetrie explizit bricht. Eine modifizierte Form der dimen-
sionalen Regularisierung ist die dimensionale Reduktion [43], welche im Hinblick auf
Erhaltung der Supersymmetrie der aussichtsreichste Kandidat zu sein scheint. Eine
ideale Regularisierung wäre solch eine Regularisierung, deren Renormierung nur durch
Feld- und Parametertransformation auskommt und keine Symmetrie restaurierende
Counterterme benötigt. Für supersymmetrische Eichtheorien ist keine konsistente Re-
gularisierung mit dieser Eigenschaft bekannt. Zunächst mussten supersymmetrische
Slavnov–Taylor Identitäten für physikalisch relevante Modelle formuliert werden, das
heißt nur durch Symmetrie- und Normierungsbedingungen, sowie Bewegungsgleichun-
gen für Felder, um auf alle notwendigen Counterterme eines Modells zu schließen. Für
allgemeine supersymmetrische Yang–Mills-Theorien ist dies in [32, 45] geschehen. Ins-
besondere wurden für die SQED in [46] und in [41] für das phänomenologisch wichtige
Minimale Supersymmetrische Standardmodell Slavnov–Taylor-Identitäten dargelegt.
Jedoch wurden mögliche Verletzungen der Slavnov–Taylor-Identitäten und deren
Restauration nicht gänzlich untersucht, sondern nur besonders wichtige Spezialfälle.
In [47] wurden etwa supersymmetrische Ward-Identitäten, welche unterschiedliche
Selbstenergien in Beziehung zu einander setzen, untersucht und gezeigt, dass trotz
vorherrschenden mathematischer Inkonsistenzen der dimensionaler Reduktion, diese
nicht zur einer Brechung führen können. Dass auch die Supersymmetrietransforma-
tionen Schleifenkorrekturen besitzen und in Symmetrieidentitäten einbezogen werden
müssen wurde jedoch hierbei nicht berücksichtigt. So wurden in [46] supersymmetri-
sche Slavnov–Taylor-Identitäten der SQED untersucht, und entsprechendes für die
SQCD mit sanfter Brechung in [48]. In [48] wurden die Symmetrie restaurierenden
Counterterme für alle Eich- und Gauginowechselwirkungen berechnet. Hierbei stell-
te sich heraus, dass die Anwesenheit von sanften Brechungstermen keinen Einfluss
auf die Bestimmung der entsprechenden Counterterme hat. Spielt jedoch die sanfte
Supersymmetriebrechung eine außerordentlich wichtige Rolle, etwa in der Massen-
differenz für das Elektron und seinem supersymmetrischen Partner, dem Selektron,
so konnte in [49] auch hier eine Respektierung der entsprechenden Slavnov–Taylor-
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3 Regularisierung supersymmetrischer Eichtheorien

Identität in dimensionaler Reduktion, nicht aber in dimensionaler Regularisierung
nachgewiesen werden. Des Weiteren wurden in [50, 51, 52] Abschätzungen vorge-
nommen, ab welcher Schleifenordnung dimensionale Reduktion prinzipiell Probleme
bereiten könnte.
Trotz einiger noch ausstehenden Überprüfungen von supersymmetrischen Slavnov–

Taylor-Identitäten, geben die oben beschriebenen zahlreichen Prüfungen Anlass zu
behaupten, dass die dimensionale Reduktion die Supersymmetrie zumindest auf Ein-
schleifenniveau respektiert, die Inkonsistenzen sich hier also nicht bemerkbar machen.
Somit ist der Fokus der folgenden Rechnungen auf dimensionale Regularisierung und
deren modifizierten Form, der dimensionalen Reduktion, gerichtet. Aus diesem Grund
wollen wir hier die wichtigsten Eigenschaften und Unterschiede dieser Schemata kurz
zusammenfassen.

3.2 Dimensionale Regularisierung und
dimensionale Reduktion

Dimensionale Regularisierung wurde von von ‘t Hooft und Veltman entwickelt [42].
Allen dimensionalen Schemata ist gemeinsam, dass die Impulsintegrale in den Schlei-
fenkorrekturen nicht als 4-dimensionale, sondern als d-dimensionale Integrale aufge-
fasst werden ∫ d4p

(2π)4 → µ4−d
∫ ddp

(2π)d (3.1)

wobei µ ein beliebiger Massenparameter ist, der bewirkt, dass die Massendimension
des Integrals erhalten bleibt. Da in den Feynman-Regeln auch γµ und γ5 auftauchen,
müssen auch deren Definitionen auf d-Dimension verallgemeinert werden.

{γµ, γν} = 2gµν1 , (3.2)
{γ5, γ

µ} = 0 , (3.3)
γ2

5 = 1 . (3.4)

Wie [53] zu entnehmen ist, kann der d-dimensionale Raum nur formal als ein endlicher
Vektorraum verstanden werden. Die genaue Konstruktion zeigt, dass ein formales d-
dimensionales Integral für Funktionen f(p2, pq1, . . . , pqn) existiert, bei denen die zu-
grunde liegenden Vektoren p = (p1, p2, . . . ) Elemente eines unendlich dimensionalen
Vektorraumes sind. Die Metrik des Vektorraumes sei definiert als

p · q = p1q1 + p2q2 + · · · (3.5)

Die Eigenschaften eines d-dimensionalen Integrals spiegeln sich in der Skalierbarkeit
und der Normierbarkeit wider∫

ddp f(sp) = s−d
∫

ddp f(p) ,
∫

ddp e−p2/2 = πd/2 . (3.6)
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3.2 Dimensionale Regularisierung und dimensionale Reduktion

Der kontravariante metrische Tensor gµν wird in üblicher Weise auf diesem unendlich
dimensionalen Vektorraum definiert, das heißt gµν = 1 für µ = ν, und 0 sonst.
Naiv würde man diese Definition auch auf gµν übertragen, nur würde dann gµνgµν =
∞ gelten und dies entspricht nicht dem Verhalten eines formalen d-dimensionalen
Raumes. Deswegen ist die richtige Definition für den kovarianten metrischen Tensor

gµνa
µν = dΓ(d/2)

πd/2

∫
ddp pµpνaµνδ(p2 − 1) . (3.7)

Mit dieser Definition erhält man gerade das formal d-dimensionale Resultat gµνgµν =
d. Weitere Eigenschaften des d-dimensionalen Integrales und seiner expliziten Kon-
struktion sind [53] zu entnehmen. Der große Vorteil des d-dimensionalen Integrals ist,
dass man auftretende Divergenzen isoliert und parametrisiert hat, das heißt Schlei-
fenintegrale sind als meromorphe Funktionen in d aufzufassen, mit d als beliebige
komplexe Zahl. Die Divergenzen eines Schleifenintegrals manifestieren sich demnach
als Singularitäten in der komplexen d-Ebene.
Dimensionale Regularsierung erhält Eichsymmetrien, bricht aber Supersymmetrie.

Denn in der regularisierten Theorie stimmen bosonischer und fermionische Freiheits-
grade nicht länger überein und Supersymmetrie ist damit gebrochen.
Als Ausweg bietet sich dimensionale Reduktion an. Im Gegensatz zu dimensionaler

Regularisierung werden nicht alle Objekte von 4 nach d = D, sondern lediglich die Im-
pulse fortgesetzt. Vektorfelder, γ-Matrizen und ε-Tensoren werden als 4-dimensional
behandelt. Man fordert, dass die Beziehung

/p/p = 1
2pµpν{γ

µ, γν} = pµpνg
µν = p2 (3.8)

insbesondere fürD-dimensionale Impulse gilt, um so zu garantieren, dass (/p+m)/(p2−
m2) stets das Inverse zu (/p−m) ist. Damit ist die Interpretation des 4-dimensionalen
Raumes als quasi-vierdimensionaler Raum gewiesen. Denn auf dem D-dimensionalen
Raum ist der metrische Tensor ĝµν definiert, im 4-dimensionalen Raum der entspre-
chende metrische Tensor gµν und aus (3.8) liest man ab, dass gelten muss

gµν ĝρν = ĝµρ . (3.9)

Der D-dimensionale Raum ist in dem quasi-vierdimensionalen Raum enthalten.
Das Impulsintegral ist in dimensionaler Regularisierung und dimensionaler Re-

duktion gleich. Jedoch wird in dimensionaler Reduktion das d-dimensionale Integral
zweimal definiert, einmal für d = D und einmal für d = ε = 4 −D. Damit hat man
zwei unendlich dimensionale Vektorräume QDS und QεS und zwei metrische Tensoren
g̃µν und ĝµν mit ĝµν ĝµν = D, g̃µν g̃

µν = ε. Das D-dimensionale Integral des ersteren
dieser beiden Vektorräume bildet das Impulsintegral, das Integral in ε-dimensionen
hat nur den Sinn g̃µν zu definieren.
Hiermit lässt sich der quasi-vierdimensionale Vektorraum Q4S konstruieren als

Q4S = QDS⊕QεS (3.10)
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3 Regularisierung supersymmetrischer Eichtheorien

mit metrischem Tensor

gµν = ĝµν + g̃µν . (3.11)

Zur Konstruktion der γ-Matrizen in einem unendlich dimensionalen Vektorraum
sei im Fall von dimensionaler Regularisierung auf [53] und für die dimensionale
Reduktion auf [54] verwiesen.
Mit diesen Definitionen lassen sich nun kompakt folgende Rechenregeln angeben

gµν = ĝµν + g̃µν , gµνgµν = 4 , (3.12)
gµν ĝρν = ĝµρ , ĝµν ĝµν = D , (3.13)
gµν g̃ρν = g̃µρ , g̃µν g̃µν = ε = 4−D , (3.14)
ĝµν g̃ρν = 0 . (3.15)

In eigentlichen Rechnungen nimmt man die Natur des unendlich-dimensionalen
Vektorraumes nicht wahr. Die einzige praktische Konsequenz dieser Tatsache ist,
dass nun die Lorentz-Indizes ihren Charakter der 4-dimensionalen Raumzeit verloren
haben. Als Merkregel gilt, dass in praktischen Rechnungen niemals die explizite Dar-
stellung einer Ortsableitung beziehungsweise eines Impulses oder eines Vektorfeldes
maßgeblich ist, sondern nur algebraische Relationen, wie in (3.12)–(3.15) angegeben,
von Bedeutung sind. Somit muss man in Rechnungen stets zwischen 4- und D-
dimensionalen Indizes unterscheiden und kann die Umformungen der Dirac-Matrizen
im Zähler des Integrals in 4 Dimensionen behandeln [47], denn in Q4S erfüllen die
γ-Matrizen die Dirac-Algebra (3.2).
Auf mathematische Inkonsistenzen, die bei der dimensionalen Regularisierung mit

antikommutierenden γ5 entstehen und der dimensionalen Reduktion im Allgemeinen
soll hier nicht eingegangen werden und wir verweisen auf entsprechende Arbeiten
[43, 20, 52, 54].

3.3 Bestimmung restaurierender Counterterme
Um Symmetrie restaurierende Counterterme zu bestimmen stehen vielerlei Mög-
lichkeiten zur Verfügung [55, 56, 57, 47, 46, 48]. So können etwa Slavnov–Taylor-
Identitäten der Form

0 != δS(Γ)
δφk1 · · · δφkN

∣∣∣∣∣
φ=0

(3.16)

abgeleitet werden und die hier auftretenden Vertexfunktionen sind in dem jeweili-
gen Regularisierungsschema zu berechnen. Normalerweise sind diese Slavnov–Taylor-
Identitäten nicht erfüllt, solang man nicht die richtigen restaurierenden Counterterme
hinzugenommen hat. Im Allgemeinen setzt (3.16) 1PI Vertexfunktionen der Form

ΓMYφi
,ΓM̃φi

,
δ
∫

d4x sφ′i
δM

ΓMφi . (3.17)
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3.3 Bestimmung restaurierender Counterterme

zueinander in Beziehung. Hierbei sind M Feldmonome, die neutral bezüglich al-
len Quantenzahlen sind und keine diskreten Symmetrien verletzen. Der Ausdruck
δM deutet daraufhin, dass nach allen im Feldmonom enthaltenen Feldern abgeleitet
werden soll. Des Weiteren bezeichnet φ′i Felder mit linearen Transformationseigen-
schaften. Gleichung (3.16) ist in Einschleifenordnung ein linearer Ausdruck sowohl in
Einschleifen-Feynmanintegralen, als auch in den Einschleifen-Countertermen. Eine
Bestimmungsgleichung für die Einschleifen-Counterterme erhält man, indem man
S(Γ) = 0 ausschreibt in

sΓclΓ
(1)
ct = −S(Γ(1)

reg) = −∆(1) . (3.18)

Bildet man hiervon die Ableitung δN/(δφk1 · · · δφkN ), so ist das Ergebnis äquivalent
zu (3.16) zu betrachten

δsΓclΓ
(1)
ct

δφk1 · · · δφkN

∣∣∣∣∣∣
φ=0

= − δ∆(1)

δφk1 · · · δφkN

∣∣∣∣∣
φ=0

. (3.19)

Diese Identität legt Relationen zwischen den nicht-symmetrischen Countertermen
fest. Jedoch lassen sich jene Counterterme hieraus nicht einzeln ablesen, da diese
nur in Kombination bestimmt sind. Allerdings lässt sich ein Gleichungssystem für
die nicht-symmetrischen Counterterme in erster Ordnung gewinnen, indem man alle
Symmetrieidentitäten ableitet, die sich aus (3.16) gewinnen lassen. Zunächst muss
daher eine Basis ∆j für die möglichen Brechungsterme gewonnen werden

∆(1) =
∑
j

aj∆j . (3.20)

Diese Basis besteht im Ortsraum aus integrierten Monomen der Felder und ihrer
Ableitungen. Wir hatten oben festgestellt, dass sich die Brechung ∆(1) in Abwesenheit
von Anomalien als Wirkung des linearisierten Slavnov–Taylor-Operators schreiben
lassen muss

∆(1) = sΓcl

(
∆̂(1)

)
. (3.21)

Der Ausdruck ∆̂(1) muss die gleichen Symmetrien wie die klassische Lagrangedichte
haben. Hat man alle erlaubten Basiselemente gefunden, so ist es entscheidend ein
Gleichungssystem zu finden, welches es gestattet, alle nicht-symmetrischen Coun-
terterme eindeutig festzulegen. Wir verweisen zur Identifikation eindeutiger Festle-
gungen nicht-symmetrischer Counterterme und einer entsprechenden Auswahl der
Basiselemente ∆j auf [58, 49].

Wir befinden uns in einer komfortablen Lage und nehmen an, dass die dimensionale
Reduktion zu keinen Verletzungen der Slavnov–Taylor-Identitäten auf Einschleifen-
Niveau führt

S(Γ(0)
DRed + Γ(1)

DRed + Γ(1)
ct,sym) = 0 . (3.22)
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3 Regularisierung supersymmetrischer Eichtheorien

In dimensionaler Regularisierung ist sie im Allgemeinen jedoch verletzt und es bedarf
daher eines Symmetrie restaurierenden Countertermanteils in der Wirkung Γ

S(Γ(0)
DReg + Γ(1)

DReg + Γ̃(1)
ct,sym + Γ(1)

ct,restore) = 0 . (3.23)

Die nicht-symmetrischen Counterterme sind bis auf symmetrische eindeutig bestimmt

Γct,sym → Γct,sym + Γ′ct,sym, Γct,restore → Γct,restore − Γ′ct,sym . (3.24)

Demnach nach ist die Aufspaltung des Countertermanteils in symmetrische und nicht-
symmetrische Counterterme nicht eindeutig. Eine eindeutige Wahl der Aufspaltung
kann durch die Bedingung getroffen werden, dass der Symmetrie restaurierende Coun-
terterm Γct,restore zu keinen Vertexfunktionen beiträgt, an die man Normierungsbedin-
gungen stellt [49]. Als Beispiel sei die Normierungsbedingung der Elektronenmasse
genannt ΓΨΨ(p2 = m2

e) = 0, die dann gleichermaßen für die Symmetrie restaurieren-
den Counterterme gelten ΓΨΨct,restore(p2 = m2

e) = 0.

Setzt man jedoch die endlichen Anteile der symmetrischen Counterterme gleich
Γ(1)
ct,sym = Γ̃(1)

ct,sym, so wird nicht nur die Supersymmetrie restauriert, sondern die regula-
risierte Wirkung ist in beiden Regularisierungsschemata gleich. Es ist Grundforderung
der Arbeit, dass gilt

Γ(0)
DRed + Γ(1)

DRed + Γ(1)
ct,sym = Γ(0)

DReg + Γ(1)
DReg + Γ(1)

ct,sym + Γ(1)
ct,trans . (3.25)

Es wurde die Notation Γ(1)
ct,trans des Übergangscountertermanteils eingeführt, um die-

sen von dem oben definierten Supersymmetrie restaurierenden Countertermanteil
Γ(1)
ct,restore abzugrenzen. Denn im allgemeinen werden sich 2-Punkt-Greensfunktionen

in den beiden Regularisierungen unterscheiden, deren Differenz insbesondere durch
Γ(1)
ct,trans kompensiert wird. Für diese gilt in einer kompakten Notation

Γ(61)
DRed = Γ(61)

DReg + Γ(1)
ct,trans . (3.26)

Durch eine veränderte Notation sollen die Countertermanteile der linken und rechte
Seite von (3.25) bezüglich der Regularisierung gekennzeichnet werden. Da sich der
volle Countertermanteil Γ(n)

ct stets als eine Summe von symmetrischen und nicht-
symmetrischen Countertermanteilen schreiben lässt, deutet die Notation Γ(1),DRed

ct
daraufhin, dass dieser Countertermanteil der Einschleifenordnung gleich seinem sym-
metrischen ist und keiner weiteren Addition eines restaurierenden Countertermanteils
bedarf. Im Gegensatz hierzu steht die Notation Γ(1),DReg

ct des vollen Countertermanteils
in dimensionaler Regularisierung auf Einschleifen-Niveau, welcher insbesondere nicht-
symmetrische Anteile enthält. Besteht der Wunsch oder der Zwang in dimensionaler
Regularisierung zu rechnen, jedoch ein Normierungsschema zu verwenden, welches
die endlichen Anteile der symmetrischen Einschleifen-Counterterme in dimensionaler
Reduktion festlegt (etwa Absorbieren der Divergenzen durch minimale Subtraktion
DR), so muss gerade der Unterschied Γ(61)

DRed − Γ(61)
DReg zu dem symmetrischen Coun-

tertermanteil der dimensionalen Reduktion addiert werden, um den vollen Counter-
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3.3 Bestimmung restaurierender Counterterme

termanteil der dimensionalen Regularisierung zu erhalten. Denn aus (3.25) lässt sich
mit der oben erklärten Notation schlussfolgern

Γ(61)
DRed + Γ(1),DRed

ct = Γ(61)
DReg + Γ(1),DReg

ct . (3.27)

Daraus folgt die Bestimmung von Γ(1),DReg
ct , welches garantiert, die Differenz zwischen

der regularisierten Wirkung in den beiden Regularisierungen zu kompensieren und
Supersymmetrie zu restaurieren. Diese Aussage hat natürlich nur so lange Bestand,
wie wir unsere Annahme über Supersymmetrieerhaltung der dimensionalen Reduk-
tion auf Einschleifenniveau verteidigen können, das heißt, dass der Counterterm
der dimensionalen Reduktion wirklich nur aus einem symmetrischen Anteil besteht.
Durch Ableiten nach Feldern der Theorie in (3.27) setzt man 1PI Vertexfunktionen
zwischen den beiden Regularisierungen in Beziehung

δNΓ(61)
DRed

δφk1 · · · δφkN
+ δNΓ(1),DRed

ct

δφk1 · · · δφkN
=

δNΓ(61)
DReg

δφk1 · · · δφkN
+ δNΓ(1),DReg

ct

δφk1 · · · δφkN
. (3.28)

Eine äquivalente Formulierung der Übersetzung zwischen dimensionaler Reduktion
und dimensionaler Regularisierung lässt sich mit Hilfe von [59] gewinnen. In dimensio-
naler Reduktion ist der D-dimensionale Raum QDS in dem 4-dimensionalen Raum
Q4S enthalten. Da Eichfelder in dimensionaler Reduktion in Q4S leben, gibt dies
Anlass zu einer Zerlegung D- und (4−D)-dimensionale Anteile

Ga
µ = V a

µ + Saµ , V a
µ = ĝµνGa

ν , Saµ = g̃µνGa
ν . (3.29)

Die D-dimensionalen Anteile V a
µ verhalten sich wie Vektorfelder, die (4−D)-dimen-

sionalen Anteile Saµ verhalten sich wie skalare Felder. Das heißt die eigentlichen
Eichwechselwirkungen werden nur mit V a

µ erzeugt, denn man bedenke, dass Im-
pulse beziehungsweise Ortsableitungen in dimensionaler Reduktion ausschließlich D-
dimensional sind. Somit führen die Saµ, auch ε-Skalare genannt, zu neue Wechselwir-
kungen gegenüber der dimensionalen Regularisierung. Mit den ε-Skalaren hat man
einen neuen Freiheitsgrad in die Theorie eingeführt, der in der dimensionaler Regulari-
sierung nicht existiert. Man kann daher den Standpunkt einer effektiven Feldtheorie
einnehmen und wird erwarten, dass Umrechnungen zwischen den Parametern der
beiden Theorien existieren. Betrachtet man Observablen einer Theorie, so dürfen
diese natürlich nicht von der Berechnungsvorschrift einer Greensfunktion abhängen.
Darum ist die Forderung gerechtfertigt, dass die renormierten 1PI Vertexfunktionen
gleich sein müssen

δNΓ(≤1),DRed
ren

δφk1 · · · δφkN
!= δNΓ(≤1),DReg

ren
δφk1 · · · δφkN

. (3.30)

Durch diese Bedingung werden die jeweiligen Parameter in Beziehung gesetzt, sofern
die endlichen Anteile der Counterterme der beiden Regularisierungen auf Grund
von Normierungsbedingungen fixiert wurden. Denn schreibt man die Relation (3.30)
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weiter aus so erhält man

δNΓ(61)
DRed

δφk1 · · · δφkN
+ δNΓ(1)

ct

δφk1 · · · δφkN

∣∣∣∣∣∣
fixed

!=
δNΓ(61)

DReg

δφk1 · · · δφkN
+ δNΓ(1)

ct

δφk1 · · · δφkN

∣∣∣∣∣∣
fixed

. (3.31)

Der Bedingung (3.31) entnimmt man, dass durch die gleiche Wahl der fixierten
Counterterme eine Übersetzungsmöglichkeit zwischen den nun regularsierungsabhän-
gigen Parametern und Massen der Theorie gegeben ist. Dies entspricht in etwa dem
Resultat einer effektiven Theorie, auch wenn hier kein Hoch- oder Niederenergielimes
existiert, dafür aber aber ein Unterschied in den Freiheitsgraden der beiden Regula-
risierungsschemata. Diese Parameter und Massen sind in Baumgraphenniveau gleich,
unterscheiden sich aber in O(~).

In den beiden Fällen, in denen einerseits die Counterterme (3.25) und anderer-
seits die Parameter und Massen (3.31) die volle Regularisierungsabhängigkeit tragen,
sind die Anteile, die zur Übersetzung zwischen den beiden Regularisierungen bzw.
Renormierungsverfahren notwendig sind, durch Γ(≤1)

DRed − Γ(≤1)
DReg gegeben. Somit sind

die beiden Methoden als äquivalent zu betrachten. Jedoch liegt die Regularisie-
rungsabhängigkeit im letzten Fall bei den Parametern, deren Strahlungskorrekturen
insbesondere im Supersymmetrie respektierenden Normierungsschema DR und dem
Supersymmetrie brechenden Normierungsschema MS zu unterschiedlichen Ergebnis-
sen führen können. Wir werden im Folgenden der Arbeit von [59] folgen, werden
jedoch deren Diskussion unter dem Aspekt der Bedingung aus (3.28) folgen und
fordern somit nicht die Gleichheit von physikalischen S-Matrixelementen, welche in
beiden Regularisierungen berechnet werden, sondern die Gleichheit von den unphy-
sikalischen 1PI Vertexfunktionen in beiden Regularisierungen. Des Weiteren tragen
bei uns etwaige Counterterme wie der Feld-, Parameter- und Massenrenormierung die
volle Regularisierungsabhängigkeit. Die Anteile, welche die Übersetzung zwischen den
Countertermen der Kopplungen und Parameter vermitteln sind jedoch die gleichen
wie in [59]. Über diese Anteile kann man aussagen, dass bei Verwendung von dimen-
sionaler Reduktion oder dimensionaler Regularisierung diese in Einschleifenordnung
stets endlich sind. Eine mögliche Erklärung dieser Tatsache, greift noch einmal das
Quantenwirkungsprinzip auf. Wie bereits erwähnt wurde in [20] gezeigt, dass das
Quantenwirkungsprinzip auch für die dimensionale Regularisierung existiert. So kann
man [20] entnehmen, dass sich eine allgemeine Brechung der Slavnov–Taylor-Identität
als

∆ =
[∫

dDx δLcl+ct

]
·Γ (3.32)

schreiben lässt, mit
∫

dDx δLcl+ct als Variation der klassischen Wirkung und der
Counterterme unter der jeweiligen Symmetrietransformation in D Dimensionen. Ist
die klassische Lagrangedichte Lcl für D = 4 invariant unter einer Symmetrietransfor-
mation, so gilt

δLcl = O(D − 4, g̃µν) +O(~) , (3.33)
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wobei g̃µν für D = 4 verschwindet. In Einschleifenordnung können Feynmandiagram-
me genau eine Einsetzung von δLcl enthalten. Da die regularisierten Einschleifen-
diagramme höchstens Divergenzen der Ordnung 1/(D − 4) liefern, kann die rechte
Seite von (3.33) damit in der Ordnung ~ keine Divergenzen für D → 4 enthalten. Ist
des Weiteren die klassische Wirkung invariant unter Anwendung eines Ward- oder
Slavnov–Taylor-Operators, gilt also

WΓcl = 0 bzw. S(Γcl) = 0 , (3.34)

dann sind auch die divergenten Beiträge in Einschleifenordnung invariant unter An-
wendung derselben Operatoren

WΓ(1)
div = 0 bzw. S(Γcl + Γ(1)

div) = 0 +O(~2) . (3.35)

Um die Divergenzen zu absorbieren, reichen daher symmetrische Counterterme aus
und nicht-symmetrische Counterterme sind in Einschleifenordnung immer endlich.
Gleiches gilt dann auch für die Übergangscounterterme, da diese nur endliche Anteile
von den symmetrischen Countertermen aufnehmen.
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4 Supersymmetrie restaurierende
Counterterme in allgemeiner
N = 1
Yang–Mills-Supersymmetrie

Dieses Kapitel orientiert sich an [59] und es wird das prinzipielle Vorgehen dargelegt,
wie sich ein Übergangscounterterm auf Einschleifenniveau in einer supersymmetri-
schen N = 1 Yang–Mills-Theorie mit sanfter Brechung bestimmen lässt. Weisendes
Kriterium zur Bestimmung der Übersetzungscounterterme von Feldrenormierung,
Massen oder Kopplungen wird die Erkenntnis aus (3.28) sein. Hierbei wurde der
volle Counterterm der dimensionalen Regularisierung zu dem symmetrischen und
alleinigen Counterterm der dimensionalen Reduktion um einen endlichen Anteil in
Beziehung gesetzt.

4.1 Vorbemerkungen
Wir betrachten eine N = 1 supersymmetrische Eichtheorie, deren definierende La-
grangedichte in (2.68) angegeben ist. Die chiralen Superfelder Φi enthalten einen
komplexen Skalar φi und einen zweikomponentigen Spinor ψi und transformieren sich
unter einer Darstellung r einer Eichgruppe G. Das Superpotential soll in unserem Fall
durch

W = 1
6Y

ijkΦiΦjΦk (4.1)

gegeben sein, mit der Eigenschaft Y ijk = (Yijk)∗.
Um eine realistische Theorie zu betrachten, muss die Supersymmetrie explizit

gebrochen werden. Dies geschieht hier durch Hinzufügen sanfter Brechungsterme zu
der Lagrangedichte

Lsoft ∼
1
2mλλ

aλa + h. c. (4.2)

Die anderen möglichen Brechungsterme aus (2.81)–(2.83) werden sich als nicht rele-
vant für unsere Rechnung herausstellen.
In den Rechnungen wird stets zwischen einer einfachen Eichgruppe und einer Eich-

gruppe als direktes Produkt unterschieden werden. Ist T aij eine Darstellungsmatrix

47



4 Supersymmetrie restaurierende Counterterme in allgemeiner N = 1
Yang–Mills-Supersymmetrie

der Eichgruppe G, so bezeichnet

T aT a = C(r)1 (4.3)

eine Invariante der Darstellung r. Für eine SU(N)-Gruppe gilt im Fall einer funda-
mentalen Darstellung r = N

C(N) = N2 − 1
2N . (4.4)

In der adjungierten Darstellung r = G gilt für den gleichen Fall einer SU(N)-Gruppe

C(G) = N (4.5)

mit (T a)bc = −ifabc. Die gesamte Lagrangedichte einer exemplarischen N = 1
Supersymmetrie wie der SQCD, und die daraus resultieren Feynmanregeln sind in
[48, 29] dokumentiert und werden hier nicht reproduziert. Es sei hervorgehoben, dass
wir an dieser Stelle noch keine Linearkombinationen von Zuständen zu sogenannten
Masseneigenzuständen vornehmen werden. Daher betrachten wir hier den unrotierten
Fall einer Lagrangedichte und werden im speziellen Fall des Minimalen Supersym-
metrischen Standardmodells spontane Symmetriebrechung inkooperieren und Mas-
seneigenzustände einführen, welche zu einer Diagonalisierung der Massenmtarizen
führen. Es sei darauf hingewiesen, dass wir in all unseren Rechnungen {γ5, γµ} = 0
vorausgesetzt haben, da die damit verbundene mathematische Inkonsistenz in un-
seren Rechnungen keine Rolle spielt. Eine widerspruchsfreie Definition von γ5 in D
Dimensionen kann in [20] nachgeschlagen werden.
Wir wollen bereits das Ergebnis der Unabhängigkeit vom Eichfixierungsparame-

ter der endlichen Unterschiede zwischen den regularisierten 1PI Vertexfunktionen
vorwegnehmen. Der allgemeine Feynmanpropagator des Vektorbosons für beliebige
Werte des Eichparameters ξ im Impulsraum lautet1

Dµν
F (k) = −gµν

k2 + iε + ξ − 1
ξ

kµkν

(k2 + iε) . (4.8)

Impulse werden in beiden Regularisierungen nach D-Dimensionen fortgesetzt werden,
daher kann dies insbesondere für Diagramme mit nur einem Propagator eines Vek-
torbosons, nicht Quelle eines Unterschiedes zwischen regularisierten 1PI Vertexfunk-
tionen sein, sondern viel mehr der Anteil proportional zum metrischen Tensor. Auch
für Diagramme mit zwei Eichbosonpropagatoren hat sich keine Abhängigkeit von der
Eichfixierung für die Regularisierungsunterschiede aufgezeigt. Deshalb haben wir, der
Übersichtlichkeit wegen, den Propagator des Eichbosons in seiner einfachsten Form,

1Die Herleitung von (4.8) aus der definierenden Gleichung im Ortsraum

iDµν
F (x− y) := 〈0|T (Aµ(x)Aν(y))|0〉 , (4.6)(

�gµν + (ξ − 1) ∂µ∂ν
)
Dνρ

F (x− y) = gµρδ4(x− y) (4.7)

ist sehr schwierig und kann in [8] nachgeschlagen werden.
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der Feymaneichung (ξ = 1), angegeben, in der ausschließlich der metrische Tensor
enthalten ist.

4.2 Übersetzungen zwischen
Einschleifencountertermen

In diesem Abschnitt sollen die Übersetzungen zwischen den Countertermen der di-
mensionalen Regularisierung und dimensionaler Reduktion auf Grundlage von (3.28)
bestimmt werden. Die so bestimmten Counterterme restaurieren einerseits die Super-
symmetrie und andererseits besitzen diese weitere endliche Anteile um die Gleichheit
der regularisierten 1PI Vertexfunktionen zu garantieren. Wie bereits erwähnt wol-
len wir die Counterterme der Felder und Parameter mit diesen Eigenschaften als
Übergangscounterterme bezeichnen, wobei dies zusätzlich an dem jeweiligen Counter-
termen hervorgehoben wird, etwa δZtrans.
Ist der Parameter c eine Kopplung zwischen den Feldern fi, fj, . . . , fk, d.h. Lc =

cfifj · · · fk, so hängt der Counterterm dieser Kopplung in dimensionaler Regularisie-
rung im Allgemeinen von dem mit der Kopplung c assoziierten Feldgehalt ab. Wir
wollen dies durch folgende Indexabhängigkeit i, j, . . . , k verdeutlichen

δZDReg
cij...k

c = δcij...k , c = O(~0) (4.9)

Somit gilt für δZtrans
cij...k

δZtrans
cij...k

= δZDReg
cij...k

− δZDRed
c , . (4.10)

Die Abhängigkeit des Counterterms der Kopplung vom Feldgehalt stellt einen Unter-
schied zu der normalen Parametertransformation einer multiplikativen Renormierung
(1.57) dar. Man bezeichnet daher Counterterme mit dieser Eigenschaft als nicht-
symmetrische Counterterme oder Symmetrie restaurierende, da sie nicht durch nor-
male Parametertransformation einer multiplikativen Renormierung entstehen. Für
δZtrans

f eines Feldes f gilt

δZtrans
f = δZDReg

f − δZDRed
f , , (4.11)

wobei 1
2δZff = δf . Der endliche Counterterm 1

2δZf des Feldes f ist in jedem
betreffenden Anteil der Lagrangedichte gleich. Man bezeichnet ihn daher auch als
einen symmetrischen Counterterm. Jeder Counterterm δZc/f ist stets von der Ord-
nung O(~). Auch wenn die Counterterme δZc/f unterschiedlicher Natur sind, werden
wir stets eine einheitliche Notation δZtrans

c/f verwenden, da beide Countertermtypen
gleichermaßen die Gleichheit der regularisierten 1PI Vertexfunktionen gewährleisten.
Es ist zu betonen, dass keine Counterterme der Feldrenormierung benötigt werden um
Supersymmetrie zu restaurieren, sondern ausschließlich Counterterme der Parameter
der Theorie. Wie Abschnitt 3.3 herausgearbeitet, liegt das an der Eindeutigkeit der
Symmetrie restaurierenden Counterterme bis auf symmetrische.
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Die Angabe der Counterterme δZtrans
c/f ist in dieser Arbeit stets so zu verstehen, dass

diese aus der dimensionalen Regularsierung heraus zu einem Supersymmetrie respek-
tierenden Normierungsschema wie dem DR-Schema vermitteln. Das heißt obwohl man
eine Vertexfunktion in Einschleifenordnung mittels dimensionaler Regularisierung
dargestellt hat, kann man trotzdem das DR-Schema verwenden, man muss nur die
entsprechenden Übergangscounterterme hinzunehmen.

4.2.1 Selbstenergie des Gauginos

In Einschleifenordnung existiert nur ein Diagramm, welches eine regularisierungsab-
hängige Strahlungskorrektur zur Selbstenergie des Gauginos liefert. Auf Grundlage
des allgemeinen Lagrangians einer supersymmetrischen Eichtheorie (2.68), welcher
in zweikomponentigen Weyl-Spinoren ausgedrückt wurde, lassen sich Feynmanregeln
für vierkomponentige Diracspinoren oder, im konkreten Fall des Gauginos, eines Ma-
joranaspinors herleiten [29], sofern man den im Allgemeinen komplexen Brechungs-
parameter m aus (4.2) als reell definiert. Man kann diese Bedingung fallen lassen und
entweder argumentieren, dass dessen komplexe Phase durch einen Majoranaspinor
absorbiert wird oder explizit in zweikomponentigen Weyl-Spinoren rechnen. Hierzu
müsste man die Matrix Γij in

L|λλ̄ =
(
λ λ̄

)
i
Γij

(
λ

λ̄

)
j

mit Γij =
(
−1

2m
i
2σ

µ∂µ
− i

2 σ̄
µ∂µ −1

2m
∗

)
(4.12)

invertieren, um die freien 2-Punkt-Greensfunktionen zu erhalten.2 Wir wollen auf das
Rechnen mit zweikomponentigen Spinoren verzichten und nehmen stattdessen an,
dass die komplexe Phase in dem Majoranaspinor λ̃ absorbiert wurde. Das Anwenden
der Feynmanregeln führt auf das analytische Äquivalent des regularisierungsabhän-
gigen Diagrammes

iΓ(1),RS-dep.
λ̃a ¯̃λb

(p,−p) = (4.14a)

=
∫ d4k

(2π)4

[
(−gfmnaγα)

( iδnn′

(/p+ /k −m)

)

× (−gfm′bn′γβ)
(−igαβδmm′

k2

)]
.

(4.14b)

2Den Ausdruck Γ(0) hatten wir in (1.46) mit der klassischen Wirkung identifizieren können. Für
die freie 1PI Vertexfunktion Γ(2)

0 (x1, x2) aus (1.45) gilt

Γ(2)
0 (x1, x2) = G

(2)
0

−1
(x1, x2) , (4.13)

wobei freie 2-Punkt-Greensfunktion G(2)
0 (x1, x2) aus (1.20) ist.
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Unter Verwendung der Dirac-Algebra und der üblichen Identifikation mit skalaren
Standardintegralen (siehe Abschnitt A.1) ergibt sich

iΓ(1)
λ̃a ¯̃λb

(p,−p) = −ig2δabC(G)
16π2

×
[
(2−D∗)

(1
2B0(p, 0,m)− 1

2p2A0(m) + m2

2p2B0(p, 0,m)
)
/p

+D∗B0(p, 0,m)m14×4

]
.

(4.15)

Die Rechenregeln aus (3.12)–(3.15) bestimmen D∗ in dimensionaler Regularisierung
so, dass es durch D = (4− ε) zu ersetzen ist. Dies führt zusammen mit der parame-
trisierten Divergenz ∆ ∼ (2/ε + finite), welche in den skalaren Integralen enthalten
ist, zu den Unterschieden zwischen den regularisierten Integralen, da in dimensio-
naler Reduktion D∗ = 4 gilt. Mit der Zerlegung einer lorentzinvarianten Kopplung
zwischen zwei vierkomponentigen Diracspinoren nach Kovarianten und dem Ergeb-
nis der regularsierungsabhängigen Strahlungskorrektur (4.15), resultiert aus (3.28)
für den Einschleifen-Counterterm der Feldrenormierung des Gauginos δZ(1),DReg

λ in
dimensionaler Regularisierung

∂

∂/p
Γ(1),DRed
λ̃a ¯̃λb

(p,−p) + δabδZDRed
λ = ∂

∂/p
Γ(1),DReg
λ̃a ¯̃λb

(p,−p) + δabδZDReg
λ (4.16)

⇒ δZDReg
λ = δZDRed

λ + g2

16π2C(G) . (4.17)

Im weiteren Verlauf werden wir den expliziten Index der Einschleifencounterterme
δZ(1) fallen lassen und sie mit δZ identifizieren, sofern dies zu keinen Uneindeutig-
keiten führt. Mit der Festlegung (4.17) lässt sich die Umrechnung für den Massen-
counterterm δZm des Gauginos gewinnen

∂

∂ (m14×4)Γ(1),DRed
λ̃a ¯̃λb

(p,−p)− δab
(
δZDRed

λ − δZDRed
mλ

)
= ∂

∂ (m14×4)Γ(1),DReg
λ̃a ¯̃λb

(p,−p)− δab
(
δZDReg

λ − δZDReg
mλ

)
, (4.18)

⇒ δZDReg
mλ

= δZDRed
mλ

+ g2

16π2C(G) . (4.19)

Selbstenergie des chiralen Fermions

Ähnlich lässt sich mit der regularisierungsabhängigen Selbstenergie des chiralen Fer-
mions verfahren. Das regularisierte Austauschdiagramm mit einem Vektorboson führt
zu unterschiedlichen Ergebnissen in den beiden Regularisierungsschemata und für den
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analytischen Ausdruck erhält man

iΓ(1),RS-dep.
ΨiΨj

(p,−p) = (4.20a)

=
∫ d4k

(2π)4

[ (
−igγµPLT ajl

) ( iδkl
/k

)
×
(
−igγνPLT bki

)(−igµνδab
(k + p)2

)] (4.20b)

= ig2

16π2C(r)(2−D∗)
(
−1

2B0(p2, 0, 0)
) (

/pPL
)
. (4.20c)

Mit dem Ergebnis (4.20c) und der Relation (3.28) ist der Counterterm der Feldrenor-
mierung des chiralen Fermions δZDReg

ψ in dimensionaler Regularisierung determiniert

∂

∂
(
/pPL

)Γ(1),DRed
ΨiΨj

(p,−p) + δijδZ
DRed
ψ = ∂

∂
(
/pPL

)Γ(1),DReg
ΨiΨj

(p,−p) + δijδZ
DReg
ψ , (4.21)

⇒ δZDReg
ψ = δZDRed

ψ + g2

16π2C(r) , (4.22)

δZDReg
ψ = δZDRed

ψ +
∑
b

g2
b

16π2Cb(r) . (4.23)

Gleichung (4.23) stellt den Fall einer Eichgruppe als direktes Produkt dar, in dem
über alle Kopplungen gb des jeweiligen Eichbosons an das chirale Fermion summiert
werden muss, da jeder Austausch eines Eichbosons zu einem regularisierungsabhän-
gigen Diagramm führt.

Selbstenergie des Eichbosons

Eine Eichbosonschleife ist verantwortlich für die einzige regularisierungsabhängige
Strahlungskorrektur in Einschleifenordnung zur Selbstenergie des Eichbosons.

iΓ(1),RS-dep.
V µa V

ν
b

(p,−p) = (4.24a)

= 1
2g

2facdf bcd
∫ d4k

(2π)4
Eµν

(p+ k)2k2 , (4.24b)

Eµν = [(−2p− k)σgµρ + (p+ 2k)µgσρ + (p− k)ρgµσ]
× [(p− k)ρgσν + (p+ 2k)νgσρ + (−k − 2p)σgρν ] .

(4.24c)

Man beachte, dass mit Hilfe der Zerlegung aus (3.29) das erzeugende Funktional der
regularisierten 1PI Vertexfunktionen nach demD-dimensionalen Anteil des Eichfeldes
abgeleitet wird. Denn nur dieser Anteil führt zu dem endlichen Unterschied als
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Differenz zwischen den beiden regularsierten 1PI Vertexfunktionen

iΓ(1),DRed
V µa V

ν
b

(p,−p)− iΓ(1),DReg
V µa V

ν
b

(p,−p) = − iδabC(G)
32π2 ε

×
[
− 2pµpνB0(p2, 0, 0)− 8Bµν(p, 0, 0)

− 4
(
pµBν(p, 0, 0) + pνBµ(p, 0, 0)

)] (4.25)

= −1
3

i
16π2C(G)δab

[
p2
(
gµν −

pµpν
p2

)]
+O(ε) .

(4.26)

Der Counterterm der Feldrenormierung des Eichbosons δZDReg
V in dimensionaler Re-

gularisierung ist bestimmt durch (3.28)

Γ(1),DRed
V µa V

ν
b
− (p2gµν − pµpν)δabδZDRed

V = Γ(1),DReg
V µa V

ν
b
− (p2gµν − pµpν)δabδZDReg

V . (4.27)

Einsetzen des Ergebnisses aus (4.26) liefert

δZDReg
V = δZDRed

V + g2

48π2C(G) . (4.28)

Es existiert kein Übergangscounterterm des Eichfixierungsparameters, da der Unter-
schied der Eichbosonselbstenergie zwischen den beiden Regularisierungen sich nur in
dem transversalen Anteil manifestiert.

Vertexkorrekturen zur Gauginokopplung

Um den Übergangscounterterm der Eichkopplungen zu gewinnen, muss ein entschei-
dender Unterschied zwischen der Eichkopplung g0, die im Zusammenhang mit der
Wechselwirkung von Eichbosonen auftritt, und der im Folgenden als Gauginokopplung
bezeichnete Kopplung ĝ0 getroffen werden. Letztere ist dadurch ausgezeichnete, dass
kein Vektorboson als partizipierendes Feld in dem jeweiligen Wechselwirkungsanteil
der Gauginokopplung vertreten ist, sondern viel mehr durch die Yukawawechselwir-
kung zwischen dem Gaugino und seinen chiralen Superpartnern definiert ist

Lĝ = −
√

2g
(
λ̄aψ̄iT

a
ijφj + h. c.

)
. (4.29)

Die Eichinvarianz erzwingt die Gleichheit der nackten Eichkopplungen g0 in jedem
Ausdruck des Lagrangians und die zusätzliche supersymmetrische Invarianz garan-
tiert, dass ĝ0 = g0 gilt. Die dimensionale Reduktion ist so beschaffen, dass sie die Su-
persymmetrie erhält. Jedoch verletzt die dimensionale Regularsierung die Gleichheit
der bosonischen und fermionischen Freiheitsgrade und man kann somit erwarten, dass
die Strahlungskorrekturen der dimensionalen Regularisierung zu unterschiedlichen
Ergebnissen der Counterterme der Eichkopplung g und der Gauginokopplung ĝ füh-

53



4 Supersymmetrie restaurierende Counterterme in allgemeiner N = 1
Yang–Mills-Supersymmetrie

ren werden. Die dimensionale Reduktion gestattet demnach, dass der symmetrische
Counterterm δZDRed

g = δZDRed
ĝ gewählt werden kann, während für die Counterterme

der dimensionalen Regularsierung δZDReg
g 6= δZDReg

ĝ gilt.

Das Auftreten eines inneren Eichbosons in einer mit der Gauginokopplung assozi-
ierten 3-Punkt-Funktion, trägt zu einem modifizierten Counterterm des Kopplungs-
parameters in dimensionaler Regularisierung bei. Dessen analytisches Äquivalent ist
gegeben durch

iΓ(1),RS-dep.
φj λ̃aΨi

= (4.30a)

=
∫ d4k

(2π)4

[
(−igγµPLT bil)

( iδll′
(/p+ /k)

)
(−i
√

2gT cl′jPR)

×
( iδcc′

(/p′ + /k −m)

)
(−gf b′c′aγν)

(−igµνδbb
′

k2

)]
.

(4.30b)

Unter Anwendung von fabcT bT c = i/2C(G)T a und gewöhnlicher Dirac-Algebra er-
gibt sich

iΓ(1),RS-dep
φj λ̃aΨi

= 1
2
g2

16π2D
∗B0(q, 0,m)

(
iΓ(0)
φj λ̃aΨi

)
+ UV-finite . (4.31)

Benutzt man die Relation (3.28), so gilt für einen Vertex der Gauginokopplung

Γ(1),DRed
φj λ̃aΨi

+ Γ(0)
φj λ̃aΨi

(
δZDRed

g +
δZDRed

ψ

2 + δZDRed
λ

2 +
δZDRed

φ

2

)

= Γ(1),DReg
φj λ̃aΨi

+ Γ(0)
φj λ̃aΨi

δZDReg
ĝ +

δZDReg
ψ

2 + δZDReg
λ

2 +
δZDReg

φ

2

 . (4.32)

Relationen wie (4.17), (4.22) bzw. (4.23), (4.31) und die Kenntnis, dass der Counter-
term ∆Zφ des skalaren Teilchens φi keine Regularisierungsabhängigkeit besitzt, legen
den Counterterm der Gauginokopplung in dimensionaler Regularisierung fest

δZDReg
ĝ = δZDRed

g + g2

32π2 (C(G)− C(r)) , (4.33)

δZDReg
ĝ = δZDRed

g + g2

32π2C(G) +
∑
b

g2
b

32π2Cb(r) . (4.34)

In (4.34) muss im Fall einer Eichgruppe als direktes Produkt über alle Eichkopplungen
gb und den entsprechenden Darstellungsinvarianten bezüglich des chiralen Fermions
ψi betreffend summiert werden.
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Vertexkorrekturen zur Eichkopplung

Wie bereits oben erwähnt sichert die Eichinvarianz der nackten Lagrangedichte die
Gleichbehandlung der nackten Eichkopplung g0 und daraus resultierend ist für jeden
mit diesem Kopplungsparameter assoziierten Vertex der gleiche Counterterm δZDReg

g

(insbesondere in dimensionaler Regularsierung) zu verwenden. Diese Eigenschaft zieht
nach sich, dass eine beliebige Eichwechselwirkung herangezogen werden kann, um
festzustellen wie deren regularisierungsabhängige Strahlungskorrekturen den Coun-
terterm der Eichkopplung δZDReg

g in dimensionaler Regularsierung festlegen. Hierfür
haben wir die Kopplung zwischen zwei chiralen Fermionen und einem Eichboson aus-
gewählt und erhalten zwei Strahlungskorrekturen die zu unterschiedlichen Beiträgen
in den beiden Regularisierungsschemata führen

iΓ(1),RS-dep.
V µa ΨjΨi

=

︸ ︷︷ ︸
iΓd1
V
µ
a ΨjΨi

+

︸ ︷︷ ︸
iΓd2
V
µ
a ΨjΨi

. (4.35)

Betrachten wir zunächst das Diagramm iΓd1
V µa ΨjΨi

, so ergibt sich für dieses

iΓd1
V µa ΨjΨi

=
∫ d4k

(2π)4

[
(−igγνPLT bik)

( iδkk′
(/k + /q)

)
(−igγµPLT ak′l′)

( iδll′
(/k + /p)

)

× (−igγν′PLT b
′

l′j)
(−igνν′δbb′

(k2 − λ2)

)]
.

(4.36)

Hierbei wurde eine Regulatormasse λ für das Eichboson eingeführt, da für die Be-
stimmung der UV-Divergenz-Counterterme der infrarote Limes keinerlei Bedeutung
hat. In 4-Dimensionen zerfällt Γd1

V µa ΨjΨi
in einen D-dimensionalen und einen ε-dimen-

sionalen Anteil

Γd1
V µa ΨjΨi

= Γ̂d1
V µa ΨjΨi

γ̂µPL + Γ̃d1
V µa ΨjΨi

γ̃µPL . (4.37)

Der notwendige endliche Anteil zur Restaurierung des Vertex Γ(1)
V µa ΨjΨi

kann nur dem
D-dimensionalen Anteil entspringen. Für diesen gilt mit Hilfe der Identität T bT aT b =
[C(r)− 1/2C(G)]T a und der üblichen Anwendung der Dirac-Algebra

iΓ̂d1
V µa ΨjΨi

= i
16π2 g

3
(1

2C(G)− C(r)
)
T aij

(
(D∗ − 2)(D − 2)

D

)
B0(0, 0, λ)

+ UV-finite .
(4.38)
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Die Übertragung für iΓd2
V µa ΨjΨi

mit Hilfe der Feynmanregeln in eine analytische Form
ergibt

iΓd2
V µa ΨjΨi

=
∫ d4k

(2π)4

[
(−igγρPLT bik)

( iδkk′
/k

)
(−igγνPLT ck′j)

( −iδbb′

((q − k)2 − λ2)

)

× (−gfab′c′Eρµν)
( −iδcc′

((k − p)2 − λ2)

)]
,

(4.39a)

Eρµν = (2p− q − k)νgµρ + (2k − p− q)µgρν + (2q − p− k)ρgµν . (4.39b)

Mit der oben erwähnten Zerlegung (4.37) schlussfolgert man analog für den D-
dimensionalen Anteil

iΓ̂d2
V µa ΨjΨi

= i
16π2 g

3C(G)T aij
(

(2−D −D∗)
D

)
B0(0, 0, λ)

+ UV-finite .
(4.40)

Letztendlich ist mit dem Ergebnis der regularisierungsabhängigen Vertexkorrekturen
(4.36) und den Relationen (4.27), (4.22) beziehungsweise (4.23) der Counterterm der
Eichkopplung in dimensionaler Regularisierung festgelegt

Γ(1),DRed
V µa ΨjΨi

+ Γ(0)
V µa ΨjΨi

(
δZDRed

g + δZDRed
ψ + δZDRed

V

2

)

= Γ(1),DReg
V µa ΨjΨi

+ Γ(0)
V µa ΨjΨi

(
δZDReg

g + δZDReg
ψ + δZDReg

V

2

)
, (4.41)

⇒ δZDReg
g = δZDRed

g − g2

96π2C(G) . (4.42)

Vertexkorrekturen zur Yukawakopplung

Einer weiteren Bestimmung eines restaurierenden Counterterms bedarf die Yukawa-
kopplung Y ijk zwischen einem Skalar φk und zwei chiralen Fermionen ψi und ψk.
Erneut führt der Austausch eines Vektorbosons zu einem regularisierungsabhängigen
Diagramm

iΓ(1),RS-dep
φkCΨjBΨC

iA

= . (4.43)

Für den ladungskonjugierten Spinor ΨC
iA kann mit Hilfe einer Flip-Regel

−gΨ1γµPLT
aΨ2 = −gΨC

2 (γµPLT a)C ΨC
1 (4.44)
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eine analoge Feynmanregel zur Ankopplung an das Vektorboson hergeleitet werden.
Auf den Spinor ΨjB wirkt die Darstellung (T a(j))B′B der Gruppengeneratoren mit
den freien Multiplettindizes B des j-ten Spinors Ψj. In diesem Sinne ist auch die
Indexvergabe der anderen Felder zu verstehen. Das analytische Äquivalent zu obigem
Feynmangraphen ist

iΓ(1),RS-dep
φkCΨjBΨC

iA

=
∫ d4k

(2π)4

[
(−ig(−γµPR)(T a∗(i) )AD)

( iδDD′
(/p+ /k)

)
(−iY ijkdCD′E′PL)

×
( iδE′E

(/p′ + /k)

)
(−igγνPL(T a(j))EB)

( −igµν
(k2 − λ2)

)] (4.45a)

= i
16π2 g

2Y ijk
(
(T a(i))A′A(dCA′B′)(T a(j))B′B

)
D∗B0(0, 0, λ) (4.45b)

Der Tensor dABC soll die Eigenschaft haben, dass er die Eichinvarianz des Yuka-
wakopplungsanteils in der Lagrangedichte dABCY ijkψAi ψ

B
j φ

C
k garantiert. Aus dieser

Forderung folgt, dass

(T a(i))A′A(dCA′B′)(T a(j))B′B = 1
2dABC (C(ri) + C(rj)− C(rk)) (4.46)

gilt. Diese Eigenschaft ist relativ leicht einzusehen. Denn die Eichinvarianz des Yu-
kawakopplungsanteils gilt genau dann wenn

dABC
[
(T a(i))AA′ψiA′ψ

j
Bφ

k
C + ψiA(T a(j))BB′ψJB′φkC + ψiAψ

j
B(T a(k))CC′φkC′

] != 0 . (4.47)

Diese Bedingung erhält man aus der Betrachtung einer infinitesimalen Eichtransfor-
mation in erster Ordnung der Eichkopplungskonstanten wirkend auf den Yukawa-
kopplungsanteil in der Lagrangedichte. Aus (4.46) folgt als nicht-triviale Forderung

(T a(i))A′AdA′BC + (T a(j))B′BdAB′C + (T a(k))C′CdABC′
!= 0 . (4.48)

Multipliziert man diese Gleichung jeweils mit (T a(i))AD, (T a(j))BD und (T a(k))CD und
nutzt die Relation (4.3) so gelangt man zu einem Gleichungssystem. Dieses ist nach
der linken Seite von (4.46) aufzulösen und man erhält die gewünschte Identität. Die
bestimmende Gleichung des Counterterms der Yukawakopplung δZDReg

Yijk
in dimensio-

naler Regularisierung lautet

Γ(1),DRed
φkCΨjBΨC

iA

+ Γ(0)
φkCΨjBΨC

iA

(
δZDRed

Yijk
+
δZDRed

ψi

2 +
δZDRed

ψj

2 +
δZDRed

φk

2

)

= Γ(1),DReg
φkCΨjBΨC

iA

+ Γ(0)
φkCΨjBΨC

iA

δZDReg
Yijk

+
δZDReg

ψi

2 +
δZDReg

ψj

2 +
δZDReg

φk

2

 . (4.49)

Anwenden von (4.22) beziehungsweise (4.23) führt zu dem Ergebnis

δZDReg
Yijk

= δZDRed
Yijk

+ g2

32π2 (C(ri) + C(rj)− 2C(rk)) , (4.50)
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δZDReg
Yijk

= δZDRed
Yijk

+ 1
32π2

(∑
c

g2
cCc(ri)−

∑
d

g2
dCd(rj)− 2

∑
e

g2
eCe(rk)

)
. (4.51)

Man beachte, dass der Counterterm der Yukawakopplung δZDRed
Yijk

in dimensionaler
Reduktion total symmetrisch ist, jedoch wird diese Eigenschaft durch Strahlenkor-
rekturen in dimensionaler Regularisierung aufgehoben und der Counterterm wirkt
sensitiv auf die wechselwirkenden chiralen Fermionen und den Skalar in der Yuka-
wakopplung Y ijk. Der so gewonnene nicht-symmetrische Counterterm δZDReg

Yijk
der

dimensionalen Regularsierung beinhaltet auch den Spezialfall einer eichinvarianten,
supersymmetrischen Masse eines Fermions, deren Ursprung in einem quadratischen
Term im Superpotential aus (2.58) liegt. Das Ergebnis lässt sich aus (4.50) bezie-
hungsweise (4.51) ableiten, indem das skalare Feld als ein Hilfsfeld angesehen wird
mit C(rk) = 0 beziehungsweise Ce(rk) = 0 gesetzt wird.

Vertexkorrekturen zur Quartischen Kopplung

In einer N = 1 Supersymmetrie ist die skalare quartische Wechselwirkung

Lquartic = −1
4λij

klφ∗iφ∗jφkφl (4.52)

ausschließlich durch durch Yukawa- und Eichkopplungen bestimmt. In einem Su-
persymmetrie respektierenden Regularisierungsschema ergibt sich der Counterterm
aus dem nackten Parameter, indem eine Parametertransformation auf die klassischen
Größen angewendet wird

λ0
ij
kl = Y 0

ijm Y 0 klm + g2
0

(
TA

k

i T
A l

j + TA
k

j T
A l

i

)
. (4.53)

Unterschiedliche Ergebnisse der Strahlungskorrekturen des Vertizes der quartischen
Kopplung in den beiden Regularisierungen führen jedoch zu einem endlichen Über-
setzungsanteil für den Counterterm (δλDReg)ij

kl in dimensionaler Regularisierung. Es
sei bemerkt, dass die Wahl δZ

λklij
hier nicht möglich ist, da Übergangscounterterme

existieren, die Vertizes ermöglichen für die es keine Entsprechung auf Baumgraphenni-
veau gibt. Für die regularsierungsabhängigen Anteile des Diagramms der quartischen
Kopplung gilt

iΓ(1),RS-dep.
φlφkφ

?
jφ
?
i

= + (4.54a)

= 1
2

∫ d4k

(2π)4

[ (
ig2{T a, T b}ik gµν

)(−igµµ′δaa′

(k + q)2

)

×
(

ig2{T a′ , T b′}jl gµ′ν′
)(−igνν′δbb′

(k − p)2

)]
+ (i↔ j)

(4.54b)
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= i
32π2 g

4{T a, T b}ik{T a, T b}jlD?B(−p− q, 0, 0)

+ (i↔ j) .
(4.54c)

Die Übersetzung des Diagrammes enthält einen Symmetriefaktor 1/2. Der zweite
Summand entspricht dem Austauschdiagramm, wobei lediglich die Indizes i und j des
ersten Summanden zu vertauschen sind. Da die Selbstenergie des skalaren Teilchens
keine Regularisierungsabhängigkeit aufweist und somit auch nicht der Counterterm
der Feldrenormierung des skalaren Feldes, ist der Counterterm der quartischen Kopp-
lung in dimensionaler Regularisierung einzig aus der Differenz von (4.54a) in den
beiden Regularisierungen bestimmt und somit gilt

(δλDReg)ij
kl = (δλDRed)ij

kl − g4

16π2{T
a, T b}ki {T a, T b}lj + (i↔ j) , (4.55)

(δλDReg)ij
kl = (δλDRed)ij

kl − 1
16π2

∑
r

∑
s

{Tar ,Tbs}ki {Tar ,Tbs}lj + (i↔ j) . (4.56)

Hierbei trifft (4.56) im Fall einer Gruppe als direktes Produkt zu, wobei über die Un-
tergruppen der Eichgruppe summiert werden muss. Es liefern nur die Untergruppen
einen von Null verschiedenen Beitrag, für die eine nicht-triviale Darstellung auf den
Skalaren φk und φl gleichermaßen definiert ist. Wir haben folgende Notation gewählt

g(c)T
a
(c) → T

a
c . (4.57)

Der untere Index eines Generators Ta(c) und der zugehörigen Eichkopplung g(c) soll
den Freiheitsgrad der jeweiligen Untergruppe darstellen und folglich wird über diesen
doppelt auftretenden Index nicht summiert. Man beachte, dass der untere Index des
Generators in (4.46), die Darstellung auf dem jeweiligen Feld kennzeichnet und somit
eine andere Funktion als in (4.57) besitzt.
Dies beschließt die Angabe aller Übersetzungen zwischen den Einschleifencounter-

termen der Felder sowie Kopplungsparameter und Massen einer sanft gebrochenen
N = 1 Supersymmetrie. Keine weiteren Kopplungen bedürfen in dieser Schleifen-
ordnung einer Übersetzung, da sich dimensionale Regularisierung und dimensionale
Reduktion nur zwischen Graphen unterscheidet, in denen ein Eichboson nicht in einem
Skalar–Skalar–Eichboson-Vertex mündet.
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5 Das Minimale
Supersymmetrische
Standardmodell

Im Folgenden sollen Übergangscounterterme explizit für das Minimale Supersym-
metrische Standardmodell (MSSM), den phänomenologischen interessantesten Fall
einer N = 1 Supersymmetrie, bestimmt werden. Auf Grund der Implementierung
der Übergangscounterterme des MSSM in ein Programm, muss das MSSM mit all
seinem Feld- und Parameterinhalt genau dargelegt werden. Das MSSM ist definiert
als die kleinste supersymmetrische Erweiterung des Standardmodells. Dabei erhält
jedes Standardmodellteilchen φ genau einen Superpartner φ̃. Ein supersymmetrisches
Standardmodell mit weniger Feldern ist nicht möglich. Da das MSSM das Standard-
modell umfasst, sollen zunächst dessen grundlegenden Definitionen und Eigenschaften
benannt werden. Dies gibt auch gleichzeitig eine Motivation für das MSSM.

5.1 Das Standardmodell
Das Standardmodell wurde in zahlreichen Messungen getestet und erlaubt die mo-
mentan genauste Beschreibung der elektromagnetischen, schwachen und starkenWech-
selwirkung [60, 61].

5.1.1 Symmetrien und Teilcheninhalt
Die Eichgruppe des Standardmodells besteht aus dem Gruppenprodukt SU(3)c ×
SU(2)L×U(1)Y mit den Subskripten c, L, Y , die sich auf die Farbe, die Chiralität und
die schwachen Hyperladung beziehen. Dabei bildet die SU(3)c-Gruppe die Grundlage
der Theorie der starken Wechselwirkung (Quantenchromodynamik), während die
Produktgruppe SU(2)L ×U(1)Y die Basis der zur elektroschwachen Wechselwirkung
vereinigten elektromagnetischen und schwachen Kräfte ist.
Der Teilcheninhalt des Standardmodells setzt sich aus den fermionischen Quarks

und Leptonen, Vektorbosonen und dem noch nicht entdeckten skalaren Higgsboson
zusammen. Leptonen bilden gegenüber der SU(3)c ein Singlett, da sie keine Farbe
tragen, während Quarks als Farbtripletts auftreten. Sowohl Leptonen als auch Quarks
treten in linkshändigen Dubletts und rechtshändigen Singletts der SU(2)L auf. Dar-
über hinaus gibt es von den beiden Teilchensorten jeweils drei bis auf die Masse iden-
tische Generationen. Die Vektorbosonen entspringen der geforderten Eichinvarianz
der Theorie. Eine Angabe aller Standardmodellteilchen und deren Multiplettstruktur
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kann Tabelle 5.1 und Tabelle 5.2 entnommen werden. Die abelsche Gruppe der

Tabelle 5.1: Teilchen des Standardmodells mit dem Generationenindex f =
1, 2, 3 und dem Farbindex c = 1, 2, 3 der Quarks. Die letzte Spalte verdeutlicht
die Dimension des Darstellungsraumes der Gruppen SU(3)c, SU(2)L auf den
Materiefeldern und den Eigenwert der Hyperladung Y/2.

Feld dim repG

Leptonen Ψl fL = (Ψν fL Ψe fL)T (1,2,−1
2)

Ψe fR (1,1,−1)

Quarks
ΨQ f,cL = (Ψu f,cL Ψd f,cL)T (3,2, 1

6)
Ψu f,cR (3̄,1, 2

3)
Ψd f,cR (3̄,1,−1

3)

Tabelle 5.2: Die Eichbosonen des Standardmodells. Die letzte Spalte spezifiziert
die Dimension der Darstellung der Gruppen SU(3)c, SU(2)L und der Hyperla-
dung Y/2 auf den Vektorfeldern.

Feld Eichgruppe Kopplung Generatoren Strukturkonstante dim repG
V µ
B U(1)Y g1 Y/2 0 (1,1, 0)
~V µ
W SU(2)L g2 ~τ/2 εabc (1,3, 0)
V a,µ
G SU(3)c g3 T a fabc (8,1, 0)

elektromagnetischen Wechselwirkung kann nicht mit der schwachen Hyperladung
identifiziert werden, sondern erst die Kombination

Q = Y/2 + τ 3/2 (5.1)

lässt das Higgsvakuum elektrisch neutral. Dies garantiert, dass die Photonen auch
nach der elektroschwachen Symmetriebrechung weiterhin masselos bleiben, da ein
expliziter Massenterm der Eichbosonen durch die Eichinvarianz verboten ist. V µ

B und
~V µ
W können demnach nicht mit den physikalisch beobachtbaren Zuständen identifiziert

werden. Hierfür bedarf es einer spontanen Brechung der elektroschwachen Symmetrie,
um zu einer kompatiblen Beobachtung der Experimente zu gelangen.

5.1.2 Spontane Brechung der elektroschwachen Symmetrie
Die Motivation für die Brechung der elektroschwachen Symmetrie ist der Wunsch
nach einer renormierbaren Theorie massiver Eichbosonen. Das naive Einfügen von
Massenterm für Eichbosonen in die Lagrangedichte schlägt sich fatalerweise auf die
Renormierbarkeit der Theorie nieder. Daher muss nach einem Trick gesucht werden,
der die aus der Eichinvarianz resultierende Transversalität des vollen Eichbosonenpro-
pagators garantiert. Wünschenswert wäre eine eichkovariante Beschreibung massiver
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Eichbosonen. Technisch ist dies durch den Higgsmechanismus [62] realisiert. Dies
erfordert die Existenz eines skalaren Higgsfeldes φ, welches ein SU(2)L Dublett φ =
(φ+ φ0)T mit Hyperladung Y = 1 darstellt und mittels minimaler Kopplung an die
Eichfelder koppelt. Der nichtverschwindende Vakuumerwartungswert dieses Feldes

〈φ〉 = 1√
2

(
0
v

)
, v =

√
µ2

λ
(5.2)

minimiert den Higgspotentialterm

V (φ) = −µφ†φ+ λ(φ†φ)2 , µ, λ > 0 (5.3)

und bricht die Symmetrie spontan, da das Vakuum nicht unter SU(2)L × U(1)Y
invariant ist. Die elektroschwache Eichgruppe SU(2)L × U(1)Y wird an der schwa-
chen Energieskala spontan zu einer U(1)em Eichgruppe gebrochen [62, 63, 64]. Eine
Entwicklung des Higgsfeldes um den Vakuumerwartungswert ergibt

φ =
(

G+

1√
2 [v + h(x) + iG0]

)
(5.4)

und ist die Ursache für Massen- und Mischungsterme der Eichbosonen V µ
B und ~V µ

W .
Hierbei bezeichnet h(x) das physikalische Higgsfeld und G±, G0 stellen Freiheitsgrade
spurioser Natur dar, die durch eine kombinierte SU(2)L- und U(1)Y -Eichtransforma-
tion eliminiert werden können.

Rotiert man zu Masseneigenzuständen, so kann man ein masseloses und drei mas-
sebehaftete Eichbosonen identifizieren

W±
µ = 1√

2
(
V 1,µ
W ∓ iV 2,µ

W

)
, MW = g2

2 v = MZ cos θW , (5.5)

Zµ = cos θWV 3,µ
W − sin θWV µ

B , MZ = 1
2v
√
g2

1 + g2
2 , (5.6)

Aµ = sin θWV 3,µ
W + cos θWV µ

B MA = 0 . (5.7)

Der Mischungswinkel θW ist durch die Eichkopplungen ausdrückbar

sin θW = g1√
g2

1 + g2
2

, cos θW = g2√
g2

1 + g2
2

, (5.8)

mit den Abkürzungen cW ≡ cos θW und sW ≡ sin θW . Das masselose Eichboson Aµ
wird mit dem Photon identifiziert. Gleichung (5.1) legt es nah, dass die elektrische
Ladung durch fundamentalere Kopplungen der zugrunde liegenden ungebrochenen
Eichsymmetrien dargestellt werden kann

e = g1g2√
g2

1 + g2
2

. (5.9)
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Der nichtverschwindende Vakuumerwartungswert des Higgsfeldes ist im gleichen
Maße auch für die Generierung von Massen der chiralen Fermionen des Standardmo-
dells verantwortlich. Dies geschieht durch die bekannten Yukawawechselwirkungster-
me, charakterisiert durch den Kopplungsparameter y mit den Generationenindizes
f1, f2. Der hierzu korrespondierende Anteil in der Lagrangedichte ist

L1
Yukawa = −ye∗f1f2Ψlf1 ·φPRΨef2 − y

d∗
f1f2ΨQf1

·φPRΨdf2 + h. c. (5.10)

für rechtshändige „down type“ Fermionen
(
ΨefR, ΨdfR

)
und

L2
Yukawa = −yu∗f1f2ΨQf1

·φCPRΨuf2 + h. c. (5.11)

für linkshändige „up type“ Fermionen ΨQfL, wobei φC = iτ2φ
∗ das ladungskonjugierte

Higgsfeld ist. Die Matrizen der Massen der chiralen Fermionen ergeben sich somit zu

M e
f1f2 = v√

2
ye∗f1f2 , Md

f1f2 = v√
2
yd∗f1f2 , Mu

f1f2 = v√
2
yu∗f1f2 . (5.12)

5.1.3 Quantisierung
In Abschnitt 2.2.1 hatten wir die Notwendigkeit der Eichfixierung der Lagrangedichte
im Zusammenhang mit der Quantisierung der Eichfelder betont. Für das Standard-
modell existieren zwei wichtige Eichfixierungsterme

Lkov = − 1
2ξB

(∂µV µ
B )2 − 1

2ξW
(∂µV aµ

W )2 − 1
2ξ3

(∂µV aµ
G )2 , (5.13)

LRξ = − 1
2ξA

(∂µAµ)2 − 1
2ξZ

(
∂µZ

µ −MZξZG
0
)2

− 1
2ξW
|∂µW+,µ + iMW ξWG

+|2 − 1
2ξ3

(∂µV aµ
G )2 .

(5.14)

Zu jedem Vektorboson korrespondiert ein Geistteilchen, deren Wechselwirkung mit
den Eichbosonen aus (2.21) abgelesen werden kann. Wir hatten auch erwähnt, dass
die Eichsymmetrie durch die BRST-Symmetrie der Lagrangedichte ersetzt wird, da
erstere nicht mehr erhalten war. Die BRST-Transformation ist die Quantenversion
der Eichtransformation, nur hängt der grassmannwertige Transformationsparameter
λ in einer infinitesimale BRST-Transformationen δBRSTψ(x) = λQBψ(x) nicht mehr
von xµ ab, das heißt die BRST-Invarianz ist global. Nach dem Noether-Theorem
existiert ein der BRST-Symmetrie entsprechender erhaltener Strom J (B)

µ und ein zu
allen Zeiten erhaltene Ladung QB =

∫
d3x J

(B)
0 . Dieser Operator bietet ein wichtiges

Werkzeug zur Definition des Hilbertraumes der physikalisch realisierten Zustände
|phys〉

QB|phys〉 = 0 . (5.15)

Obiges Kriterium unterscheidet die physikalischen Zustände, die durch eine positive
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Norm ausgezeichnet sind, von den unphysikalischen Freiheitsgraden |ψ〉, die sich
schreiben lassen als

|ψ〉 = QB|ψ̃〉 . (5.16)

In diesem Sinne ist auch die spontane Symmetriebrechung in kovarianter Eichung
zu verstehen. Denn mit kovarianter Eichfixierung Lkov ist zwar noch eine globale
SU(2)L × U(1)Y Symmetrie vorhanden, nur existiert kein wohldefinierter Opera-
tor auf dem Hilbertraum als zu dem erhaltenen Strom korrespondierender Gene-
rator der Symmetrietransformation. Dies und die Tatsache, dass der Vakuumzu-
stand nicht invariant ist, definiert das Szenario einer spontanen Symmetriebrechung.
Nur der Operator der elektrischen Ladung existiert und es ist Q|0〉 = 0. Aus dem
Goldstonetheorem [65, 66, 25] schlussfolgert man, dass drei masselose Freiheitsgrade
existieren, die aber wegen der BRST-Symmetrie im nicht-observablen Bereich des
Zustandsraum liegen. In Rξ-Eichung liegt der Umstand einer expliziten Brechung
der SU(2)L × U(1)Y -Eichgruppe zu U(1)em vor. Demnach ist die Voraussetzung des
Goldstone-Theorems nicht erfüllt und die Goldstonebosonen können massiv werden.
Deren Eigenschaft als nicht BRST-invariante Moden lässt sie aber im physikalischen
Hilbertraum nicht beobachtbar werden.

5.1.4 Grenzen des Standardmodells
Trotz des großen experimentellen Erfolges des Standardmodell, beinhaltetet es einige
unphysikalisch anmutende bzw. unästhetische Aussagen, für deren Lösung weitere
Modelle entwickelt werden müssen. Der aussichtsreichste Kandidat scheint eine su-
persymmetrische Erweiterung des Standardmodells zu sein.

Vereinheitlichung der Eichkopplungen

Naiverweise würde man erwarten, dass die Eichkopplungen konstante Parameter
innerhalb der Theorie sind. Die Quantenfeldtheorie revidiert diese Aussage jedoch
und lässt insbesondere die Kopplungskonstanten der jeweiligen Eichgruppe von der
Energieskala abhängig werden. Diese Eigenschaft gewährleistet unter anderem die Be-
obachtung der asymptotischen Freiheit der Quarks. Das Standardmodell besitzt den
Nachteil, dass es keine Vereinigung der Kopplungskonstanten der drei Eichgruppen
des Standardmodells bei hohen Energien (MGUT ∼ 1016 GeV) zu einer fundamentalen
vorhersagt. Das würde eine gewisse Unästhetik hinsichtlich der Ordnung der Physik
bei hohen Energien hervorrufen, da sich somit keine Möglichkeit ergibt, die Anzahl
der freien Parameter des Standardmodells zu verringern. Das MSSM mit seinem
erweiterten Teilcheninhalt der Superpartner besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft
einer Vereinheitlichung der Kopplungen zu garantieren.

Hierachieproblem

Das Hierachieproblem entspringt der Beobachtung, dass die Gravitation bei einem
Energiebereich (∼ 80 GeV) der schwersten experimentell beobachteten Elementar-
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teilchen um den Faktor 1032 schwächer ist als die elektroschwache Wechselwirkung.
An der Planckmassenskala (∼ 1019 GeV) sind jedoch beide Wechselwirkungen gleich
groß und mit der Beschreibung als effektive Feldtheorie ohne Stringteilchen könnte
man bis zu einer Skala (∼ 1017 GeV) vorstoßen. Daher lässt sich das Hierachie-
problem technischer fassen, indem man feststellt, dass die Masse des Higgsboson
durch quadratisch divergente Strahlungskorrekturen sehr groß werden würde und in
der natürlich erscheinenden Grenze zu neuer Physik liegen müsste. Aus Messungen
ist aber bekannt, dass die Higgsmasse in der Massenskala der elektroschwachen
Symmetriebrechung (v/

√
2 = 174 GeV [61]) liegt. Diese Tatsache lässt sich nur

durch eine ungewöhnlich genaue Aufhebung zwischen den dominierenden Termen
der quadratischen Divergenzen und der nackten Masse des Higgsbosons erklären, um
die physikalische Higgsmasse entstehen zu lassen. Dieses Feinabstimmungsproblem ist
ästhetischer Natur und erhebt die Frage der erwarteten Natürlichkeit einer Theorie.
Eine Lösung dieses Problems stellt die systematische Auslöschung der divergenten

Beiträge in den Higgsstrahlungskorrekturen dar. Die Existenz zusätzlicher Elementar-
teilchen liefert zusätzliche Beiträge zu den Schleifenkorrekturen. Besitzen Superpart-
ner außer dem Spin exakt gleiche Quantenzahlen, so sind die Schleifenkorrekturen
identisch im Betrag, unterscheiden sich jedoch (aufgrund des unterschiedlichen Spins)
im Vorzeichen. Die problematischen Korrekturen addieren sich zu Null.

Dunkle Materie

Keines der Standardmodellteilchen, auch nicht das Neutrino, ist ein geeigneter Kandi-
dat für dunkle Materie. Experimentelle Beobachtungen erzwingen eine starke Unter-
drückung von Zerfallsprozessen von Superpartnern in Standardmodellteilchen (ohne
einen weiteren Superpartner als Zerfallsprodukt) oder schließen diese komplett aus
(R-Parität). Dadurch ist das leichteste supersymmetrische Partnerteilchen (LSP)
praktisch stabil. In der Supersymmetrie stellt ein elektrisch neutrales LSP, wie das
leichteste Neutralino, einen Kandidaten als Erklärung für dunkle Materie dar [67].

5.2 Das MSSM

5.2.1 Superfelder des MSSM
Wir definieren nun das MSSM, als im Sinne der Teilchenzahl kleinste Möglichkeit ein
realistisches Teilchenphysikmodell aufzubauen. Dazu fordern wir, dass die Supersym-
metrie nur sanft gebrochen wird, das bedeutet insbesondere, dass wir keinen expliziten
Mechanismus angeben, warum die neuen Superpartner andere Massen besitzen als
deren Standardmodellpartner. Statt dessen werden alle Supersymmetrie brechenden
Terme, die renormierbar, eichinvariant und R-Paritäts erhaltend sind, explizit mit
zunächst unbekannten Kopplungskonstanten in das Modell aufgenommen.
Eine erste Forderung der Supersymmetrisierung des Standardmodells lautet, dass

man für jedes chirales Fermion des Standardmodells ein chirales Superfeld in das
Modell einführt. Unter diesem Gesichtspunkt betrachtet ergibt sich zunächst folgende
Tabelle 5.3 für den Sektor der Materiefelder.
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Tabelle 5.3: Links chirale Superfelder für den Materieanteil des MSSM mit den
Indizes f = 1, 2, 3 als Generationenindex, i = 1, 2 als SU(2)L-Dublettindex und
c = 1, 2, 3 stellvertretend für den Farbindex. Der vierkomponentige Diracspinor
Ψ und dessen ladungskonjugierte Variante ΨC hängen über ΨC = C Ψ̄T

miteinander zusammen, wobei C = iγ2γ0 gilt. Die letzte Spalte verdeutlicht
die Dimension des Darstellungsraumes der Gruppen SU(3)c, SU(2)L auf den
Materiefeldern und den Eigenwert der Hyperladung Y/2

Superfeld Komponentenfelder dim repG
Spin 0 Spin 1/2

Leptonen Lf,i φlf,iL Ψlf,iL (1,2,−1
2)

Ēf φ∗efR (ΨefR)C (1,1,−1)

Quarks
Qf,i,c φQf,i,cL ΨQf,i,cL (3,2, 1

6)
Ūf,c φ∗uf,cR (Ψuf,cR)C (3̄,1, 2

3)
D̄f,c φ∗df,cR (Ψdf,cR)C (3̄,1,−1

3)

Es sollte hervorgehoben werden, dass das Superpotential (2.58) nur links-chirale
Superfelder enthalten kann. Daher ist es erforderlich ladungskonjugierte Varianten der
rechtshändigen fermionischen SU(2)L-Singlettfelder zu verwenden, das bedeutet zum
Beispiel (ΨuR)C = (ΨC

u )L. Eine entsprechende Eigenschaft gilt natürlich auch für die
skalare Komponente, indem man die komplexe Konjugation auf die „rechtshändigen“
Sfermionfelder anwenden muss, das heißt φ∗uR. Diese Komponentenfelder sind in
den links-chiralen Superfeldern mit den Quantenzahlen der konjugierten Darstel-
lung enthalten. Die Bedingung, dass alle Komponentenfelder in einem Superfeld die
gleichen Quantenzahlen tragen, ist eine notwendige Bedingung zu einer minimalen
supersymmetrischen Erweiterung des Standardmodells.
Ähnlich zum Materiesektor des MSSM wird im Eichsektor zu jedem Vektorfeld in

der Eichgruppe SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y korrespondierend ein Vektorsuperfeld de-
finiert. Damit ergibt sich folgende tabellarische Zusammenstellung, die in Tabelle 5.4
angegeben und als ergänzende Definition zu Tabelle 5.2 gedacht ist.

Tabelle 5.4: Vektorsuperfelder des MSSM. λ̃ stellt stets einen vierkomponentigen
Majoranaspinor dar, für welchen (λ̃L)C = λ̃R gilt, der aber keine komplexe
Phase trägt.

Superfeld Komponentenfelder
Spin 1/2 Spin 1

V Y λ̃B VBµ
~V W λ̃aW V a

Wµ

V a
g λ̃aG V a

Gµ

Die Supersymmetrisierung des Higgssektors des Standardmodells orientiert sich
an der Massenerzeugung durch spontane Brechung der elektroschwachen Eichgruppe
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SU(2)L×U(1)Y . Hier existiert ein SU(2)L-Dublett Higgsfeld φmit einer Hyperladung
Yφ = 1, welches durch Zuweisung eines nicht-verschwindenden Vakuumerwartungs-
wertes v mittels den Yukawawechselwirkungen (5.10), (5.11) Massenterme für die
Materieteilchen in der Lagrangedichte generieren konnte. Insbesondere konnte (5.11)
nur durch Gebrauch des konjugierten Higgsfeldes φC realisiert werden, welches die
Hyperladung YφC = −1 besitzt. Solch ein Term ist jedoch in einer supersymmetrischen
Theorie verboten. Yukawawechselwirkungsterme entspringen hier dem Superpotential
W , wobei das Superpotential eine analytische Funktion links-chiraler Superfelder sein
muss. Daher können aus dem Superpotential abgeleitete Wechselwirkungsterme nicht
φ und φC gemeinsam enthalten. Um alle notwendigen Massenterme des Standard-
modells korrekt zu reproduzieren, müssen in einer minimalen supersymmetrischen
Erweiterung zwei Higgsdubletts mit Hyperladungen Y = −1 und 1 existieren. Diese
links-chiralen Higgssuperfelder und deren Komponentenfelder sind in Tabelle 5.5
angegeben. Dies beschließt die Angabe aller auftretenden Superfelder im MSSM und

Tabelle 5.5: Links chirale Superfelder des Higgsesktors des MSSM. Die letzte
Spalte verdeutlicht die Dimension des Darstellungsraumes der Gruppen SU(3)c,
SU(2)L auf den Materiefeldern und den Eigenwert der Hyperladung Y/2

Superfeld Komponentenfelder dim repG
Spin 0 Spin 1/2

Hdi φHd i ΨHd iL (1,2,−1
2)

Hui φHu i ΨHu iL (1,2, 1
2)

deren daraus resultierenden Komponentenfelder, welche natürlich nur Eigenzustände
der jeweiligen Wechselwirkung darstellen. Die explizite Brechung der Supersymme-
trie durch sanfte Brechungsterme und die spontane Brechung des elektroschwachen
Sektors rufen Mischungen zwischen Eicheigenzuständen hervor und verlangen eine
Diagonalisierung der Massenmatrizen.

5.2.2 Lagrangedichte
Der allgemeine MSSM-Lagrangian kann in einen supersymmentrischen und in einen
sanften Brechungsanteil zerlegt werden

LMSSM = LSUSY + Lsoft , (5.17)
LSUSY = Lgauge + Lmatter + LHiggs , (5.18)

wobei die Konstruktion des reinen Eichsektors Lgauge dem ersten Summanden aus
(2.66) zugrunde liegt und der Materieanteil Lmatter, sowie die Higgs–Yukawa Anteile
LHiggs dem zweiten Summanden aus (2.66) entspringen. Es ergibt sich daher für den
reinen Eichanteil

Lgauge = 1
4

∫
d2θ

(
W aA
g W a

gA + ~WA
W · ~WWA +WA

Y WY A

)
+ h. c. (5.19)
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und für den Materieanteil erhält man

Lmatter =
∫

d4θ
[
L†j1

(
exp

(
g2~V

W ·~τ + g1V
Y Y

))
j1j2

Lj2

+ Ē†j exp
(
g1V

Y Y
)
Ēj

+Q†j1

(
exp

(
g3V

a
g λ

a + g2~V
W ·~τ + g1V

Y Y
))

j1j2
Qj2

+ Ū †j1

(
exp

(
−g3V

a
g λ

a + g1V
Y Y

))
j1j2

Ūj2

+ D̄†j1

(
exp

(
−g3V

a
g λ

a + g1V
Y Y

))
j1j2

D̄j2

]
,

(5.20)

wobei ein allgemeiner Index j eingeführt wurde, der die entsprechende explizite
Indizierung des jeweiligen Superfeldes umfassen soll. Für den Higgs-Yukawa Sektor
erhält man

LHiggs =
∫

d4θ

[ ∑
p∈{u,d}

H†p,i1

(
exp

(
g2~V

W ·~τ + g1V
Y Y

))
i1i2

Hp,i2

+WMSSMδ
(2)(θ̄) +W†MSSMδ

(2)(θ)
] (5.21)

mit dem Superpotential WMSSM, welches gegeben ist durch

WMSSM = µεi1i2Hdi1 ·Hui2 − y
e
f1f2εi1i2Hdi1Lf1,i2Ēf2

− ydf1f2εi1i2Hdi1Qf1,i2,c1D̄f2,c1 − yuijεi1i2Qf1,i1,c1HuŪf2,c1 .
(5.22)

Der erste Summand in (5.22) enthält einen Parameter µmit der Dimension einer Mas-
se und kann als supersymmetrische Verallgemeinerung eines Higgsinomassentermes
verstanden werden. Die Wahl der möglichen Terme des MSSM-Superpotentials wurde
durch die Bedingung der Erhaltung der R-Parität eingeschränkt. In Abschnitt 2.3.1
hatten wir die R-Symmetrie definiert, welche als globale U(1)-Invarianz der Super-
symmetriealgebra gedeutet werden kann. Unter Phasentransformation der fermioni-
schen Freiheitsgrade des Superraumes θ → eiϕθ und θ̄ → e−iϕθ̄ verhalten sich die
Generatoren der Supersymmetrie unter Verwendung von (2.38) wie

QA → eiϕRQAe−iϕR = e−iϕQA , (5.23)
Q̄Ȧ → eiϕRQ̄Ȧe−iϕR = eiϕQ̄Ȧ . (5.24)

Dies bedeutet, dass θ, θ̄, Q und Q̄ die R-Ladungen 1,−1,−1 und 1 besitzen. Eine
R-Transformation wirkt auf ein allgemeines links-chirales Superfeld wie Φ → Φ′,
wobei

Φ′(x, eiϕθ, e−iϕθ̄) = eiϕRΦΦ(x, θ, θ̄) (5.25)

gilt und die R-Ladung des Superfeldes Φ als RΦ definiert ist. Man kann nun speku-
lieren, ob die R-Symmetrie eine definierende Invarianz des zu konstruierenden Lag-
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rangians darstellen kann. Denn tatsächlich schränkt die R-Symmetrie die Form der
Yukawawechselwirkungen und andere Wechselwirkungsterme ein. Jedoch würde sich
im Fall einer R-invarianten klassischen Wirkung, eine Zerstörung dieser Symmetrie
auf Quantenniveau in Form einer Anomalie auftun [68] und kann somit keine exakte
globale Symmetrie des Raums supersymmetrischer Zustände darstellen. Des Weiteren
wären Majoranamassenterme der Gauginos durch die R-Symmetrie ausgeschlossen.
Also kann die R-Symmetrie keine grundlegende Symmetrie des MSSM sein. Es stellt
sich jedoch heraus, dass die zyklische Untergruppe Z2 (für ϕ = π) als Symmetrie
behalten werden kann. Diese Symmetrie wird im multiplikativen Sinn zu einer ex-
akten der minimalen supersymmetrischen Erweiterung des Standardmodells erhoben
[69, 70, 71], in der auch nichtverschwindende Gauginomassenterme erlaubt sind. Der
Wert eiπR = (−1)R eines jeden Komponentenfeldes wird als R-Parität Rp bezeichnet
und kann mit der Baryonenzahl B, der Leptonzahl L und der Spinquantenzahl S in
Beziehung gesetzt werden

Rp = (−1)(3B−L)+2S . (5.26)

Die Erhaltung der R-Parität als eine zentrale Annahme des MSSM diktiert die
erlaubten Terme des Superpotentials WMSSM.

5.2.3 Sanfte Brechung der Supersymmetrie
In Abschnitt 2.3.4 hatten wir bereits vermerkt, dass keine gleich schweren Super-
partner in der Natur beobachtet werden und daher die Superpartner der Standard-
modellteilchen wesentlich höhere Massen besitzen müssen. Die in Abschnitt 2.3.4
diskutierten explizit Supersymmetrie brechenden Terme Lsoft einer allgemeinen ei-
chinvarianten und R-Paritäts-erhaltenden Lagrangedichte ergeben angewendet auf
das MSSM

Lsoft = φ∗Qf1L
(m2

φQ
)f1f2φQf2L

+ φ∗uf1L
(m2

φu)f1f2φuf2L + φ∗df1L
(m2

φd
)f1f2φdf2L

+ φ∗l f1L
(m2

φl
)f1f2φlf2L + φ∗ef1L

(m2
φe)f1f2φuf2L

+
[
φHd ·φlf1(yeAe)f1f2φ

∗
ef2R

+ φHd ·φQf1
(ydAd)f1f2φ

∗
df2R

+ φqf1
·φHu(yuAu)f1f2φ

∗
uf2R

+ h. c.
]

+md|φHd |2 +mu|φHu |2

+ (BµφHd ·φHu + h. c.) + 1
2
(
mλB

¯̃λBPLλ̃B +m∗λB
¯̃λBPRλ̃B

)
+ 1

2
(
mλW

¯̃λaWPLλ̃aW +m∗λW
¯̃λaWPRλ̃aW

)
+ 1

2
(
mλG

¯̃λaGPLλ̃aG +m∗λG
¯̃λaGPRλ̃aG

)
.

(5.27)

In (5.27) wurden nur die Generationenindizes ausgeschrieben, über alle anderen In-
dizes eines Feldes muss entsprechend summiert werden. Das Produkt der SU(2)
Dubletts ist definiert als A ·B := εDEA

DBE (siehe Abschnitt A.3). Es ist zu be-
merken, dass die sanfte Brechung für den Großteil der freien Parameter des MSSM
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verantwortlich ist, wie man sich bei einem Vergleich mit der supersymmetrischen
Lagrangedichte (5.19), (5.20), (5.21) und (5.22) überzeugen kann.

5.2.4 Übergang zu Masseneigenzuständen
Im Allgemeinen existieren zwei favorisierte Beschreibungen der Lagrangedichte. Ei-
nerseits kann sie ausgedrückt werden durch sogenannte Eicheigenzustände, bei denen
auch gemischte Zweipunktfunktionen auftreten können und andererseits durch Zu-
stände, welche die Massenmatrix diagonalisieren, sogenannte Masseneigenzustände.
In letzten Fall hat man meistens einfachere Propagatoren, dafür aber kompliziertere
Vertexfaktoren. Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen Eicheigenzuständen
und Masseneigenzuständen des MSSM dargestellt.

Higgsektor

Das Higgspotential V (φHd , φHu) = VH entsteht aus den allgemeinen Termen (2.70),
(2.71) unter Spezifizierung auf die Komponentenfelder φHd bzw. φHu und den ent-
sprechenden Termen aus Lsoft in (5.27)

VH = 1
8
(
g2

1 + g2
2

) (
|φHd |2 − |φHu |2

)2
+ g2

2
2 |φ

†
Hd
φHu|2 +m2

d|φHd |2 +m2
u|φHu|2

+
[(
Bµ+ |µ|2

)
φHd ·φHu + h. c.

]
.

(5.28)

Die ladungsneutralen Higgsvakuumerwartungswerte sind nach der elektroschwachen
Symmetriebrechung durch Minimierung des Potentials VH determiniert

〈φHd〉 = 1√
2

(
vd
0

)
, 〈φHu〉 = 1√

2

(
0
vu

)
. (5.29)

Es ist dabei hervorzuheben, dass ein nicht-triviales Higgsvakuum nur dann existieren
kann, wenn die Supersymmetrie gebrochen ist. Die Grundzustände des Higgspoten-
tials führen auf die Massen der Eichbosonen

MW = g2

2

√
v2
d + v2

u , MZ = 1
2

√
g2

1 + g2
2

√
v2
d + v2

u . (5.30)

Die Massen der chiralen Fermionen ergeben sich aus den Yukawakopplungen

ye∗f1f2 = g2√
2MW cβ

M e
f1f2 , yd∗f1f2 = g2√

2MW cβ
Md

f1f2 , yu∗f1f2 = g2√
2MW sβ

Md
f1f2 . (5.31)

Der Parameter
vu
vd

= sβ
cβ

= tβ = tan β mit 0 ≤ β ≤ π

2 (5.32)

ist ein freier Parameter der Theorie, sofern Massen der chiralen Fermionen betrachtet
werden.
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Die Massenterme für die Higgsbosonen stammen aus dem quadratischen Anteil des
Higgspotentials VH

V
(2)
H = 1

2m
2
lmφlφm, m2

lm =
〈

∂2VH
∂φl∂φm

〉∣∣∣∣∣
min

. (5.33)

Hierbei ist φl eine allgemeine Bezeichnung für den Real- oder Imaginärteil eines
Higgskomponentenfeldes und die zweifache Ableitung des Higgspotentials wird im
Minimum des Potentials ausgewertet. Die 8× 8 quadrierte Massenmatrix der Higgs-
teilchen zerfällt in einen diagonalen Block aus 2×2 Massenmatrizen für φ±Hu,d ,=mφ0

Hu,d

und <eφ0
Hu,d

. Aus der Diagonalisierung der Massenmatrizen erhält man die Eichei-
genzustände in Abhängigkeit der Masseneigenzustände(

φHd1
φHd2

)
=
(

1√
2

(
vd + cαH

0 − sαh0 + i (sβA0 − cβG0)
)

sβH
− − cβG−

)
, (5.34)

(
φHu1
φHu2

)
=
(

cβH
+ + sβG

+

1√
2

(
vu + sαH

0 + cαh
0 + i (sβG0 + cβA

0)
)) . (5.35)

Dabei ist

tan 2α = tan 2β · m
2
A +m2

Z

m2
A −M2

Z

mit − π

2 ≤ α ≤ 0. (5.36)

Von den acht skalaren Feldern sind die Goldstonebosonen G0 und G± unphysika-
lisch, denn sie bilden wie im Fall des Standardmodells die longitudinalen Moden der
massiven Vektorbosonen. Es verbleiben fünf massive Higgsbosonen A0, H±, H0, h0

im MSSM. Wobei H±, G± die Massenmatrix für φ±Hu,d diagonalisieren, G0, A0 für
=mφ0

Hu,d
und H0, h0 für <eφ0

Hu,d
in entsprechender Weise.

Sfermionen

Die Massen der Sfermionen erhalten einerseits Beiträge aus der sanften Brechung
(5.27) und andererseits aus dem supersymmetrischen Teil (5.22) der Lagrangedichte
in Form von F -Termen aus (2.71). Zusätzlich tragen noch die D-Terme aus (2.71)
bei. Allgemein lässt sich für Sfermionen φt des Typs t folgendes Konzept zur Rotation
auf Masseneigenzustände angeben. Definiert wird ein sechskomponentiger Vektor

φt =
(
φtL
φtR

)
, (5.37)

wobei φtL, φtR jeweils dreikomponentige Spaltenvektoren im Generationenraum sind.1
Im Raum, der durch die Vektoren aus (5.37) aufgespannt wird, kann die hermitische

1Die „Händigkeit“ L und R eines Sfermions φt soll andeuten, dass es sich um den Superpartner
des entsprechenden chiralen Fermions Ψt handelt, für welches die Händigkeit wohldefiniert ist.
Ausnahme bildet das rechtshändige Sneutrino das auf Null gesetzt wird.
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5.2 Das MSSM

2 × 2 Matrix (5.38) als quadrierte Massenmatrix der Sfermionen aufgefasst werden.
Jeder Eintrag dieser Matrix ist eine 3× 3 Blockmatrix im Generationenraum

M2
φt

=
(
M2

φtLL
M2

φtLR

M2†
φtLR

M2
φtRR

)
. (5.38)

Zusammengefasst lassen sich die Massenterme für Sfmerionen φt als

Lsfermion = −φ†tM2
φt
φt (5.39)

notieren, wobei die Sfermion-Massenmatrix M2
φt

durch eine unitäre 6× 6 Matrix W t

diagonalisiert wird

M2(D)
φt

= W t†M2
φt
W t ∀φt . (5.40)

Die sechskomponentigen Sfermionen φt können einerseits durch einen alleinigen Index
belegt werden, der Werte von 1 bis 6 annehmen kann oder durch ein Indexpaar
[s, f ], der Bezug auf die Struktur der Matrix aus (5.38) nimmt. Die Rotation auf
Masseneigenzustände f̃t lässt sich in dieser Notation schreiben als

f̃t[s,f ] = W t
[s,f ][s′,f ′]φt[s′,f ′] . (5.41)

Die 6 × 6 Matrix W t
[s,f ][s′,f ′] stellt den allgemeinen Fall dar, der auch Mischungen

zwischen den Generationen einschließt. Dies wird im Rahmen dieser Arbeit aller-
dings nicht betrachtet. Im Fall verschwindender Familienmischung ergibt sich für die
Indizierung der Matrix W eine mögliche Darstellung zu

W t
[s,f ][s′,f ′] → W t

f,s,s′δff ′ . (5.42)

Demnach kann bei der Indizierung der SfermionmischungsmatrixW auf einen zweiten
Generationenindex verzichtet werden und um diesen Fall hervorzuheben, dass nur die
linken und rechten Anteile eines jeden Sfermionstyps t mischen, wird diese zu Ut,f,s,s′
unbenannt. Der Index s wird als Sfermionindex bezeichnet und kann die Werte 1 und
2 annehmen, währen die gestrichenen Indizes s′ auf die Eicheigenzustände wirken,
erhält man einerseits für die Sleptonen des MSSM

φlf,1L = φνfL = ν̃f , φlf,2L = φefL = U∗2,f,s,1l̃s,f , (5.43)
φefR = U∗2,f,s,2l̃s,f , (5.44)

und andererseits für die Squarks

φQf,1,cL = φuf,cL = U∗3,f,s,1ũs,f,c , φQf,2,cL = φdf,cL = U∗4,f,s,1d̃s,f,c , (5.45)
φuf,cR = U∗3,f,s,2ũs,f,c , φdf,cR = U∗4,f,s,2d̃s,f,c . (5.46)
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Chirale Fermionen

Massenterme für Diracspinoren des leptonischen und des Quarksektors werden in
den Yukawakopplungen aus (5.22) durch den Vakuumerwartungswert der Higgsfelder
erzeugt. Die Diracspinoren setzen sich folgendermaßen zusammen

νf = Ψlf,1L , lf = Ψlf,2L + ΨefR ,
= ΨefL + ΨefR , (5.47)

uf,c = ΨQf,1,cL + Ψuf,cR , df,c = ΨQf,2,cL + Ψdf,cR ,
= Ψuf,cL + Ψuf,cR , = Ψdf,cL + Ψdf,cR . (5.48)

Es sei auch hier hervorgehoben, dass in dieser Arbeit keine Generationenmischung
zwischen den Quarks betrachtet wird.

Charginos

Obwohl explizite Massenterme der Gauginos in dem sanften Brechungsanteil Lsoft
der Lagrangedichte enthalten sind, zwingt die spontane Brechung SU(2)L×U(1)Y →
U(1)em die geladenen Gauginofelder

λ̃± = 1√
2
(
λ̃1
W ∓ iλ̃2

W

)
(5.49)

mit den geladenen Higgsinos ΨHd2L = Ψ−HdL und ΨHu1L = Ψ+
HuL

zu mischen. Dies re-
sultiert in den Masseneigenzuständen χ̃±1,2. Dieser Umstand kann durch einen entspre-
chenden Blick auf die Lagrangedichte verdeutlicht werden, nachdem die Higgsfelder
ihren Vakuumerwartungswert erlangt haben und stets zweikomponentige Spinoren
der (1

2 , 0)-Darstellung (siehe Abschnitt A.2) verwendet werden

Lchargino = − g√
2
(
vd λ

+ψ−Hd + vu λ
−ψ+

Hu + h. c.
)

−
(
M2λ

+λ− + µψ−Hdψ
+
Hu + h. c.

) (5.50)

= −
(
ψ−
)T

Xψ+ + h. c. (5.51)

Die Lagrangedichte (5.50) setzt sich aus dem Beitrag der Gauginokopplung in (2.68),
dem supersymmetrischen bilinearen Higgsinomischungsterm in (5.22) und explizit
brechenden Anteilen aus (5.27) zusammen. In (5.51) wurde die Bezeichnung

ψ+ :=
(
λ+

ψ+
Hu

)
und ψ− :=

(
λ−

ψ−Hd

)
(5.52)
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gewählt. X ist die asymmetrische Massenmatrix. Sie lautet, ausgedrückt durch Stan-
dardparameter des MSSM

X =
(

mλW

√
2MW sβ√

2MW cβ µ

)
. (5.53)

Mit Hilfe der Singulärwertzerlegung (SVD) gelingt es zwei unitäre Matrizen U und
V zu finden, die X in eine Diagonalmatrix überführen

U∗XV −1 = diag(Mχ−1
,Mχ−2

) . (5.54)

Mit dieser Definition transformieren die positiv geladenen Komponenten mit V und
die negativen mit U auf die Masseneigenzustände (k = 1, 2)

χ̃+
k = Vkm ψ

+
m und χ̃−k = Ukm ψ

−
m . (5.55)

Die Lagrangedichte der zweikomponentigen Charginos

Lchargino =
(
χ̃−1 Mχ−1

χ̃+
1 + χ̃−2 Mχ−2

χ̃+
2

)
+ h. c. (5.56)

kann zu Massenterme der vierkomponentigen Dirac-Charginofelder umgeschrieben
werden. Dies gibt Anlass zu folgender Definition

χ̃−1 =
(
χ−1
χ+T

1

)
und χ̃−2 =

(
χ−2
χ+T

2

)
. (5.57)

Die Eicheigenzustände sind demnach in Abhängigkeit der Masseneigenzustände ge-
geben durch

λ̃1
W = 1√

2

(
PL

(
U∗k1χ̃

−
k + V ∗k1 χ̃

−
k

C)+ PR
(
Uk1 χ̃

−
k

C + Vk1χ̃
−
k

))
, (5.58)

λ̃2
W = 1

i
√

2

(
PL

(
U∗k1χ̃

−
k − V ∗k1 χ̃

−
k

C)+ PR
(
Uk1 χ̃

−
k

C − Vk1χ̃
−
k

))
, (5.59)

Ψ−HdL = ΨHd2L = PLU
∗
k2χ̃
−
k , (5.60)

Ψ+
HuL

= ΨHu1L = PLV
∗
k2 χ̃

−
k

C . (5.61)

Neutralinos

Analog zum dem Fall geladener Fermionen, die keine Lepton- oder Baryonzahl tragen,
lassen sich auf für die entsprechenden neutralen Fermionen die Masseneigenzustände
bestimmen. Unter Beachtung von Termen, die nach der elektroschwachen Symme-
triebrechung nur für den neutralen Sektor relevant sind, ergibt sich mit ΨHd1L = ψ0

Hd
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und ΨHu2L = ψ0
Hu

Lneutralino = −g2

2 λ
3
W

(
vdψ

0
Hd
− vuψ0

Hu

)
+ g1

2
(
vdψ

0
Hd
− vuψ0

Hu

)
+ µψ0

Hd
ψ0
Hu

− 1
2mλWλ

3
Wλ

3
W −

1
2mλBλBλB

(5.62)

= −1
2
(
ψ0
)T
Mnψ0 + h. c. (5.63)

Hierbei bezeichnet (ψ0)T einen Zeilenvektor mit zwei Gauginofeldkomponenten und
zwei Higgsinofeldkomponenten(

ψ0
)T

=
(
λB, λ

3
W , ψ

0
Hd
, ψ0

Hu

)
. (5.64)

Das SymbolMn bezeichnet die Neutralino-Massenmatrix

Mn =


mλB 0 −MZcβsw MZsβsw

0 mλW MZcβcw −MZsβcw
−MZcβsw MZsβsw 0 −µ
MZcβcw −MZsβcw −µ 0

 . (5.65)

Diese symmetrische komplexe Matrix kann durch einen Spezialfall des SVD-Theorems
(Takagi-Faktorisierung) mittels einer unitären Matrix Z auf Diagonalform gebracht
werden

Z∗MnZ−1 = diag(Mχ0
1
,Mχ0

2
,Mχ0

3
,Mχ0

4
) . (5.66)

Die Matrix Z vermittelt dann auch zwischen Wechselwirkungs- und Masseneigenzu-
ständen der Neutralinos (i = 1, 2, 3, 4)

χ̃0
i = Zij ψ

0
j . (5.67)

Damit lassen sich in (5.63) für χ̃0
l

T = (χ0
l , χ

0T
l ) Majoranamassenterme formulieren.

Diese geben Anlass zur folgenden Darstellung der Eicheigenzustände in Abhängigkeit
der Masseneigenzustände

λB = PLZ
∗
k1χ̃

0
k + PRZk1χ̃

0
k , (5.68)

λ3
W = PLZ

∗
k2χ̃

0
k + PRZk2χ̃

0
k , (5.69)

ΨHd1L = PLZ
∗
k3χ̃

0
k , (5.70)

ΨHu2L = PLZ
∗
k4χ̃

0
k . (5.71)

Gluinos

Die Gluinos λ̃ag mischen mit keinen anderen Teilchen, sondern sind bereits Massenei-
genzustände. Die Masse der Gluinos ist direkt durch den soften Brechungsterm mλG
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gegeben

Mg̃(eiϕ2 )2 = mλG . (5.72)

Durch absorbieren der komplexen Phase in die Gluinofeldern kann die MasseMg̃ stets
reell gewählt werden. Die Umdefinition zu dem neuen Majoranaspinor lautet dann

λ̃aG := PLe−iϕ2 g̃a + PReiϕ2 g̃a . (5.73)

5.3 Übergangscounterterme des MSSM

Nachdem wir die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften des MSSM dargelegt
haben, wollen wir noch einmal an ausgewählten Beispielen verdeutlichen, wie sich die
Übergangscounterterme des MSSM ergeben. Leitfaden ist dabei stets der allgemei-
ne N = 1 supersymmetrische, eichinvariante Lagrangian aus Gleichung (2.68) und
dessen sanfte Brechungsanteile (2.81)–(2.83). Für diesen allgemeinen Fall hatten wir
in Abschnitt 4.2 bereits alle Counterterme der jeweiligen Feldrenormierung als auch
Massen- und Kopplungsparameter in dimensionaler Regularisierung bestimmt.
Besitzt eine 1PI Vertexfunktion auf Einschleifenniveau in den beiden Regularisie-

rungen unterschiedliche Ergebnisse, so können nur Kopplungen von der Ordnung ~
zwischen den jeweiligen äußeren Feldern in der Lagrangedichte zu entsprechenden Ver-
texkorrekturen beitragen. Der Übergangscounterterm, der die Übersetzung zwischen
den Countertermen der beiden Regularisierung angibt, wurde gerade so bestimmt,
dass er die Differenz zwischen den regularisierten 1PI Vertexfunktionen aufhebt. Die
vollständige Übergangscountertermlagrangedichte in Eicheigenzuständen des MSSM
kann Abschnitt B.1 entnommen werden. Diese restauriert die Supersymmetrie und
ermöglicht die endlichen Anteile der symmetrischen Counterterme gleich zu wäh-
len, d.h. der Unterschied zwischen den regularsierten 1PI Vertexfunktionen wird
kompensiert. Elektroschwache Beispiele Übergangscountertermfeynmanregeln sind in
Abschnitt B.2 angegeben.

5.3.1 Übergangscounterterme der Selbstenergien

Übergangscounterterme der Gauginoselbstenergien

In Abschnitt 4.2 hatten wir diskutiert, dass die Selbstenergie in Einschleifenordnung
eines Gauginos in den beiden Regularisierungen zu unterschiedlichen Ergebnissen
führt. Um diesen Unterschied zu kompensieren, müssen alle bilinearen Ausdrücke
eines Gauginos der Lagrangedichte (2.68) und den zugehörigen Übersetzungscounter-
termen in Betracht gezogen werden. Exemplarisch erhält man etwa für den Counter-
termanteil der Lagrangedichte des Spin-1/2 Freiheitsgrades eines Vektorsuperfeldes
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~VW

Ltrans
∣∣∣¯̃λaW λ̃aW

= δZtrans
λW

(
i¯̃λaWγµ∂µλ̃aW −mλW

¯̃λaWPLλ̃aW −m∗λW
¯̃λaWPRλ̃aW

)

−
δZtrans

mλW

2

(
mλW

¯̃λaWPLλ̃aW +m∗λW
¯̃λaWPRλ̃aW

)
.

(5.74)

Da λaW an das Eichboson V a
Wµ der SU(2)-Eichgruppe koppelt, schlussfolgert man aus

(4.5) C(G) = 2, was die endlichen Countertermen aus (4.17) und (4.19) festlegt. Man
erhält

δZtrans
λW

= g2
2

8π2 und δZtrans
mλW

= g2
2

8π2 . (5.75)

Anschließend rotiert man mit den entsprechen Transformationsmatrizen aus (5.58),
(5.59) und (5.69) auf Masseneigenzustände und drückt den sanften Brechungspara-
meter mλW durch die Charginomassenmatrix Mχ−c

oder durch die Neutralinomassen-
matrix Mχ0

n
aus

mλW =
∑
ci

Uci1Mχ−ci
Vci1 oder mλW =

∑
ni

Zni2Mchi0ni
Zni2 . (5.76)

Der vollständige Countertermanteil aller Gauginos im MSSM ist

Ltrans2-pt, gaugino = g2
2

16π2

(
i¯̃λaWγµ∂µλ̃aW − 2mλW

¯̃λaWPLλ̃aW − 2m∗λW
¯̃λaWPRλ̃aW

)
+ 3g2

3
32π2

(
i¯̃λaGγµ∂µλ̃aG − 2mλG

¯̃λaGPLλ̃aG − 2m∗λG
¯̃λaGPRλ̃aG .

) (5.77)

Übergangscounterterme der Selbstenergien eines chiralen Fermions

Als Beispiel wählen wir die Selbstenergie des Quarkdubletts ΨQL. Zu dem Unterschied
zwischen den regularisierten 1PI Vertexfunktion trägt nur der kinetische Anteil bei
und dementsprechend nur der Counterterm der Feldrenormierung

Ltrans
∣∣∣
ΨQΨQ

= δZtrans
ψQ

(
ΨQf1,i1,c1

γµ∂
µPLΨQf1,i1,c1

)
. (5.78)

Das chirale Fermion ΨQf,i,cL koppelt an alle drei Vektorbosonen innerhalb der Pro-
duktgruppe SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y und der Übergangscounterterm (4.23) ange-
wendet auf das Feld ΨQf,i,cL ist bestimmt durch (4.4)

δZtrans
ψQ

= 1
16π2

(
g2

1
36 + 3g2

2
4 + 4g2

3
3

)
. (5.79)

Es sei angemerkt, dass die Darstellungsinvariante C(r) für die U(1)Y -Eichgruppe
durch (Y/2)2 gegeben ist und für Fundamentaldarstellungen nicht-abelscher SU(N)-
Eichgruppen ansonsten Gleichung (4.4) zu verwenden ist. Der entsprechende rechts-
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händige Anteil der up- und down-Quarks koppelt nicht an das Vektorboson der
SU(2)L-Eichgruppe und der zugehörige Countertermanteil in der Lagrangedichte,
zum Beispiel des up-Quarks, ist daher modifiziert zu

Ltrans
∣∣∣
ΨuΨu

= δZtrans
ψu

(
ΨC
u f1,c1

γµ∂
µPLΨC

u f1,c1

)
(5.80)

= −δZtrans
ψu (ūf1,c1γµ∂

µPRuf1,c1) , (5.81)

mit δZtrans
ψu = 1

16π2

(
4g2

1
9 + 4g2

3
3

)
. (5.82)

In (5.81) wurde mit Hilfe einer Flip-Regel [72] der Beitrag zu dem Einschleifen-
counterterms des vierkomponentigen Diracspinors u verdeutlicht. Der bilineare Anteil
der Übergangscountertermlagrangedichte der chiralen Fermionen betreffend lautet in
Eicheigenzuständen

Ltrans2-pt, chir. Fer. = i (g2
1 + 27g2

2 + 48g2
3)

576π2

(
ΨQf1,i1,c1

γµ∂
µPLΨQf1,i1,c1

)
+ i (g2

1 + 3g2
2)

64π2

(
Ψlf1,i1γµ∂

µPLΨlf1,i1

)
+ i (g2

1 + 3g2
2)

64π2

(
ΨHu i1

γµ∂
µPLΨHu i1

)
+ i (g2

1 + 3g2
2)

64π2

(
ΨHd i1

γµ∂
µPLΨHd i1

)
+ i (g2

1 + 3g2
3)

36π2

(
ΨC
u f1,c1

γµ∂
µPLΨC

u f1,c1

)
+ i (g2

1 + 12g2
3)

144π2

(
ΨC
d f1,c1

γµ∂
µPLΨC

d f1,c1

)
+ ig2

1
16π2

(
ΨC
e f1

γµ∂
µPLΨC

e f1

)
.

(5.83)

Übergangscounterterme der Selbstenergien eines Eichbosons

Die Bestimmung des Übergangscounterterms der Selbstenergie eines Eichbosons, et-
wa des nicht-abelschen Eichbosons ~VW , ist bestimmt durch den Übergangscounter-
term der Feldrenormierung δZtrans

VW
. Dieser wiederum ist festgelegt durch die Angabe

C(G) = 2. Mit (4.28) ergibt sich für den übersetzenden Anteil der Lagrangedichte

Ltrans
∣∣∣
VWVW

= −δZtrans
VW

(
(∂µV a

W ν)(∂
µV ν,a

W )− (∂µV a
Wµ)(∂νV a

W ν)
)
, (5.84)

mit δZtrans
VW

= g2
2

24π2 . (5.85)

Wie in (5.5) und (5.6) angeben, mischen die Eichbosonen der elektroschwache Eich-
gruppe SU(2)L × U(1)Y aufgrund des Higgseffektes untereinander. Der bilineare
Anteil der Countertermlagrangedichte der Übergangscounterterme der Eichbosonen

79



5 Das Minimale Supersymmetrische Standardmodell

betreffend lautet

Ltrans2-pt, Gauge Bos. = − g2
2

48π2

(
(∂µV a

W ν)(∂
µV ν,a

W )− (∂µV a
Wµ)(∂νV a

W ν)
)

− g2
3

32π2

(
(∂µV a

Gν)(∂
µV ν,a

G )− (∂µV a
Gµ)(∂νV a

Gν)
)
.

(5.86)

5.3.2 Übergangscounterterme der Gauginokopplungsvertizes

Als Gauginokopplung ĝ0 hatten wir den Kopplungsparameter der Eichwechselwirkung
bezeichnet, bei der kein Eichboson als äußeres Feld partizipiert, sondern viel mehr die
Yukawawechselwirkung zwischen einem Gaugino und dessen chiralen Superpartnern
gemeint ist. Das fehlende Eichboson als äußeres Feld in der Wechselwirkung zeichnet
deren Strahlungskorrekturen gegenüber anderen Eichwechselwirkungen mit partizi-
pierenden Eichboson als äußeres Feld in dimensionaler Regularisierung aus. Greifen
wir die Gauginokopplung zwischen den Feldern λW , ψQ und φQ auf, so ist klar,
dass C(G) = 2 in (4.17) und (4.34) zu wählen ist und in (4.23) als auch in (4.34)
über alle Darstellungsinvarianten C(ri) der Gruppen SU(3)c, SU(2)L und U(1)Y
zu summieren ist. Damit hat man für den betreffenden Übergangscountertermanteil
eines Gauginokopplungsvertizes in der Lagrangedichte

Ltrans
∣∣∣¯̃λWΨQφ∗Q

=
(
δZtrans

ĝ2 + 1
2δZ

trans
λW

+ 1
2δZ

trans
ψQ

)
×
(
−
√

2g2φ
∗
Qf1,i1,c1

τai1i2
¯̃λaWPLΨQf1,i2,c1

) (5.87)

= g2
2

8π2

(
−
√

2g2φ
∗
Qf1,i1,c1

τai1i2
¯̃λaWPLΨQf1,i2,c1

)
, (5.88)

wobei

δZtrans
ĝ2 = g2

2
16π2 −

1
32π2

(
g2

1
362 + 3g2

2
4 + 4g2

3
3

)
(5.89)

und die Werte aus (5.75) und (5.79) für δZtrans
λW

und δZtrans
ψQ

in (5.87) eingesetzt wurden.
Mit den Transformationsmatrizen aus (5.58), (5.59) und (5.69) für λ̃aW und der
entsprechenden Matrix für φQf,i,cL aus (5.45) rotiert man auf Masseneigenzustände.
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Der Anteil in der Lagrangedichte zur Gleichheit aller Gauginokopplungsvertizes lautet

Ltransgaugino = − g3
2

4
√

2π2

(
Ψlf1,i1PRλ̃

a
Wφlf1,i2 + ¯̃λaWPLΨlf1,i2φ

∗
l f1,i1

)
τai1i2

− g3
2

4
√

2π2

(
ΨHu i1

PRλ̃
a
WφHu i2 + ¯̃λaWPLΨHu i2

φ∗Hu i1

)
τai1i2

− g3
2

4
√

2π2

(
ΨHd i1

PRλ̃
a
WφHd i2 + ¯̃λaWPLΨHd i2

φ∗Hd i1

)
τai1i2

− g3
2

4
√

2π2

(
ΨQf1,i1,c1

PRλ̃
a
WφQf1,i2,c1

+ ¯̃λaWPLΨQf1,i2,c1
φ∗Qf1,i1,c1

)
τai1i2

− 3g3
3

8
√

2π2

(
ΨQf1,i1,c1

PRλ̃
a
GφQf1,i1,c2

+ ¯̃λaGPLΨQf1,i1,c2
φ∗Qf1,i1,c1

)
T ac1c2

+ 3g3
3

8
√

2π2

(
¯̃λaGPLΨC

u f1,c2
φuf1,c1 + ΨC

u f1,c1
PRλ̃

a
Gφ
∗
uf1,c2

)
T ac2c1

+ 3g3
3

8
√

2π2

(
¯̃λaWPLΨC

d f1,c2
φdf1,c1 + ΨC

d f1,c1
PRλ̃

a
Wφ
∗
df1,c2

)
T ac2c1 .

(5.90)

5.3.3 Übergangscounterterme der Eichkopplungsvertizes

Die Eichinvarianz der Lagrangedichte des MSSM gestattet uns, überall den gleichen
Counterterm δZg für die Eichkopplung g zu benutzen. Für den Countertermanteil
δZtrans

g3 der Wechselwirkung zwischen dem Eichboson V a
Gµ und dem Majoranaspinor-

paar ¯̃λaG und λ̃aG ergibt sich

Ltrans
∣∣∣¯̃λGλ̃GVG = −

(
δZtrans

g3 + δZtrans
λG

+
δZtrans

VG

2

)(
ig3

¯̃λaGγµλ̃cGfabcV
b,µ
G

)
(5.91)

= − 3g2
3

16π2

(
ig3

¯̃λaGγµλ̃cGfabcV
b,µ
G

)
. (5.92)

Für die SU(3)c-Eichgruppe ist die Darstellungsinvariante C(G) = 3 zu wählen. Somit
hat man einzeln für die Übersetzungscounterterme aus (4.42), (4.17) und (4.28)

δZtrans
g3 = − g2

3
32π2 , δZtrans

λG
= 3g2

3
16π2 δZtrans

VG
= g2

3
16π2 . (5.93)

Da die Gluinos ihren eigenen Masseneigenzustände bzw. lediglich eine komplexe Phase
aufnehmen, ist deren Rotation trivial. Die Eichbosonen der starken Wechselwirkung
bleiben masselos und es ist keine weitere Transformation notwendig. Wiederum seien
alle Anteile in der Übergangscountertermlagrangedichte, die zu Eichkopplungsvertizes
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beitragen, aufgeführt

Ltransgauge = −g1 (g2
1 + 27g2

2 + 48g2
3)

3456π2

(
ΨQf1,i1,c1

γµPLΨQf1,i1,c1
V µ
B

)
+ g3

1 + 3g2
2g1

128π2

(
Ψlf1,i1γµPLΨlf1,i1V

µ
B

)
− g1 (g2

1 + 3g2
2)

128π2

(
ΨHu i1

γµPLΨHu i1
V µ
B

)
+ g1 (g2

1 + 3g2
2)

128π2

(
ΨHd i1

γµPLΨHd i1
V µ
B

)
+ g1 (g2

1 + 3g2
3)

54π2

(
ΨC
u f1,c1

γµPLΨC
u f1,c1

V µ
B

)
− g1 (g2

1 + 12g2
3)

432π2

(
ΨC
d f1,c1

γµPLΨC
d f1,c1

V µ
B

)
− g3

1
16π2

(
ΨC
e f1

γµPLΨC
e f1

V µ
B

)
− g2 (g2

1 + 27g2
2 + 48g2

3)
576π2

(
ΨQf1,i1,c1

γµPLΨQf1,i2,c1
τai1i2V

a
Wµ

)
− g2 (g2

1 + 3g2
2)

64π2

(
Ψlf1,i1γ

µPLΨlf1,i2τ
a
i1i2V

a
Wµ

)
− g2 (g2

1 + 3g2
2)

64π2

(
ΨHu i1

γµPLΨHu i2τ
a
i1i2V

a
Wµ

)
− g2 (g2

1 + 3g2
2)

64π2

(
ΨHd i1

γµPLΨHd i2
τai1i2V

a
Wµ

)
− g3 (g2

1 + 27g2
2 + 48g2

3)
576π2

(
ΨQf1,i1,c1

γµPLΨQf1,i1,c2
T ac1c2V

a
Gµ

)
+ g3 (g2

1 + 3g2
3)

36π2

(
ΨC
u f1,c1

γµPLΨC
u f1,c2

T ac2c1V
a
Gµ

)
+ g3 (g2

1 + 12g2
3)

144π2

(
ΨC
d f1,c1

γµPLΨC
d f1,c2

T ac2c1V
a
Gµ

)
− ig3

2
16π2

(
¯̃λaWγµλ̃cW εabcV

b,µ
W

)
− 3ig3

3
32π2

(
¯̃λaGγµλ̃cGfabcV

b,µ
G

)
− g3

2
24π2

(
εabcV a

WµV
b
W ν (∂νV c,µ

W )
)
− g3

3
16π2

(
fabcV a

GµV
b
Gν (∂νV c,µ

G )
)

− g4
2

96π2

(
εabcεadeV b

W µV
d,µ
W V c

W νV
e,ν
W

)
− g4

3
64π2

(
fabcfadeV b

GµV
d,µ
G V c

GνV
e,ν
G

)
.

(5.94)

5.3.4 Übergangscounterterme der Yukawakopplungsvertizes
Wie oben betont, ist der Einschleifencounterterm der Yukawakopplung δZYijk in
dimensionaler Reduktion vollkommen symmetrisch. An einem Beispiel soll gezeigt
werden, dass der entsprechende Counterterm in dimensionaler Regularisierung ex-
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plizit von der Reihenfolge der Felder abhängt. Betrachten wir zunächst folgenden
Countertermanteil in der Lagrangedichte

Ltrans
∣∣∣
(ΨHd )CΨlφ∗e

=
δZtrans

YHdle
+
δZtrans

ψHd

2 +
δZtrans

ψl

2


×
(
εi1i2y

e
f2f3

) (
(ΨHd)C

i1PLΨlf2,i2φ
∗
ef3

) (5.95)

= (g2
1 − 3g2

2)
32π2

(
εi1i2y

e
f2f3

) (
(ΨHd)C

i1PLΨlf2,i2φ
∗
ef3

)
. (5.96)

Unter Spezifizierung von (4.51) und (4.23) auf die hier vorliegenden chiralen Fermio-
nen und dem Skalar erhält man

δZtrans
YHdle

= −3 (g2
1 − g2

2)
64π2 , δZtrans

ψHd
= g2

1 + 3g2
2

64π2 , δZtrans
ψl

= g2
1 + 3g2

2
64π2 . (5.97)

Im Gegensatz hierzu erhält man für die gleiche Yukawawechselwirkung yef2f3 , in der
aber die skalare Komponente durch φHd gebildet wird

Ltrans
∣∣∣
(Ψl)CΨC

e φHd
=
(
δZtrans

YleHd
+
δZtrans

ψl

2 +
δZtrans

ψe

2

)
×
(
εi1i2y

e
f2f3

) (
(Ψl)C

f2,i2PLΨC
e f3

φHd i1

) (5.98)

= g2
1

16π2

(
εi1i2y

e
f2f3

) (
(Ψl)C

f2,i2PLΨC
e f3

φHd i1

)
. (5.99)

Der Vollständigkeit halber seien auch hier noch mal die einzelnen Counterterme
aufgelistet

δZtrans
YleHd

= 3 (g2
1 − g2

2)
128π2 , δZtrans

ψl
= g2

1 + 3g2
2

64π2 , δZtrans
ψe = g2

1
16π2 . (5.100)

Da in der Lagrangedichte des MSSM der µ-Parameter eine Kopplung insbeson-
dere zwischen den Fermionen (ΨHd)C und ΨHu ermöglicht, ist das regularisierungs-
abhängige Diagramm aus (4.43) in analoger Weise als Strahlungskorrektur zu der
damit verbundenen 1PI 2-Punkt-Vertexfunktion zu betrachten. Damit lässt sich der
Übergangscounterterm δZtrans

µ des µ-Parameters als Spezialfall aus dem Counterterm
δZtrans

YHdHu
der Yukawakopplung gewinnen, in der jedoch kein skalares Teilchen existiert.

Der Übergangscountertermanteil der Lagrangedichte lautet demnach

Ltrans
∣∣∣
(ΨHd )CΨHu

= −
δZtrans

µ +
δZtrans

ψHd

2 + δZtrans
Hu

2


× (µ εi1i2)

(
(ΨHd)C

i1PLΨHu i2

) (5.101)

= −g
2
1 + 3g2

2
32π2 (µ εi1i2)

(
(ΨHd)C

i1PLΨHu i2

)
. (5.102)
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Spezifiziert man die allgemeinen Counterterme (4.23) und (4.51) mit verschwinden-
dem Skalar auf den hier vorliegenden Teilcheninhalt, so ergibt sich einzeln

δZtrans
µ = g2

1 + 3g2
2

64π2 , δZtrans
ψHd

= δZtrans
Hu = g2

1 + 3g2
2

64π2 . (5.103)

Mit den entsprechenden Transformationsmatrizen (5.70), (5.60), (5.61) und (5.71)
auf die Masseneigenzustände, trägt obiger Einschleifencounterterm des µ-Parameters
zu der Neutralino- und Chargino-2-Punktfunktion bei. Es seien an dieser Stelle alle
Übergangscounterterme, die zu Vertizes des µ-Parameters und Yukawakopplungsver-
tizes führen, angegeben

Ltrans2-pt,higgsino = g2
1 + 3g2

2
32π2

(
µ εi1i2(ΨHd)C

i1PLΨHu i2
+ µ∗ε†i1i2ΨHu i2

PR(ΨHd)C
i1

)
(5.104)

LtransYukawa = 1
32π2

{
ε†i1i2y

e†
f2f3

[ (
g2

1 − 3g2
2

)
Ψlf2,i2PR(ΨHd)C

i1φef3
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1

(
ΨC
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∗
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+ ΨHd i1
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∗
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e
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2
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∗
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1

(
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− 1

288π2

{
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[
3
(
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2

)
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PR(ΨHd)C
i1φdf3,c2

− 2
(
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1 − 24g2
3

)
ΨC
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PR(ΨQ)C
f2,i2,c2φ

∗
Hd i1

+ 6g2
1ΨHd i1

PRΨdf3,c2φ
∗
Qf2,i2,c2

]
+ εi1i2y

d
f2f3

[
3
(
g2

1 + 9g2
2

)
(ΨHd)C

i1PLΨQf2,i2,c2
φ∗df3,c2

− 2
(
g2

1 − 24g2
3

)
(ΨQ)C

f2,i2,c2PLΨC
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φHd i1

+ 6g2
1Ψdf3,c2PLΨHd i1
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− 1

288π2
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ε†i1i2y

u†
f1f3

[
4
(
g2

1 + 12g2
3

)
ΨQf1,i1,c3

PRΨuf3,c3φ
∗
Hu i2

+ 12g2
1ΨC

u f3,c3
PR(ΨHu)C

i2φ
∗
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+ 3
(
g2

1 − 9g2
2

)
ΨHu i2

PR(ΨQ)C
f1,i1,c3φuf3,c3

]
+ εi1i2y

u
f1f3

[
+ 4

(
g2

1 + 12g2
3

)
Ψuf3,c3PLΨQf1,i1,c3

φHu i2

+ 12g2
1(ΨHu)C

i2PLΨC
u f3,c3
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+ 3
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2

)
(ΨQ)C
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.

(5.105)
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Übergangscounterterme der quartischen Kopplungsvertizes

Die Übersetzungscounterterme der quartischen Kopplung ∆λtrans zerfallen in zwei
Klassen; einerseits existieren Counterterme, die gänzlich ohne den Austauschgraphen
aus (4.54a) bestimmt sind und andererseits liefert der Austauschgraph für gewisse
Counterterme einen Beitrag. Dies kann verdeutlicht werden, indem wir die Kennt-
nis nutzen, dass die quartische Kopplung nur dann von Null verschieden ist, wenn
mindestens zwei Indizes in λijkl gleich sind, so kann man allgemein schreiben

Lquartic = −1
4
∑
i,j,k,l

λij
klφ∗iφ∗jφkφl (5.106a)

= −1
4

 ∑
i=k,j=l
i 6=j

+
∑

i=l,j=k
i 6=j

+
∑

i=j=k=l

λijklφ∗iφ∗jφkφl . (5.106b)

Durch Ausnutzen der Symmetrie der quartischen Kopplung λijkl erhält man

Lquartic = −1
4

 2
∑

i=k,j=l,i6=j
+

∑
i=j=k=l

λijklφ∗iφ∗jφkφl (5.106c)

= −
∑

i=k,j=l,i<j
λij

klφ∗iφ∗jφkφl −
1
4

 ∑
i=j=k=l

λij
klφ∗iφ∗jφkφl

 . (5.106d)

Aus dem ersten Summanden liest man ab, dass die quartische Kopplung zwischen
Paaren von Skalaren φ∗i , φk und φ∗j , φl vermittelt. Für diese Terme kann der In-
dexaustausch (i ↔ j) in (4.56) keinen Beitrag liefern, da die hieraus resultierende
Indexvergabe keine Darstellung der jeweiligen Generatoren ermöglichen kann. Die
Darstellung des Generators wäre dann als lineare Abbildung zwischen zwei unter-
schiedlichen Vektorräumen definiert, was der allgemeinen linearen Darstellung einer
Gruppe widersprechen würde und somit müssen diese Objekte Null sein. Für den
zweiten Summanden vermittelt die Kopplung zwischen gleichen Paaren von Skalaren
φ∗i , φk und der eben diskutierte Indexaustausch (i↔ j) liefert in offensichtlicher Weise
einen Beitrag.
Als Beispiel für den ersten Summanden aus (5.106d), wollen wir die quartischen

Kopplung λeHdeHd zwischen den „rechtshändigen“ elektronartigen Skalaren φ∗eR und
„linkshändigen“ down-artigen SU(2)L-Dublett Higgsen φHdL näher betrachten. Aus-
führen der Summe aus (4.56) führt auf

Ltrans
∣∣∣
φeφ∗eφHdφ

∗
Hd

= g4
1

16π2φef1φ
∗
ef1
φHd i2φ

∗
Hd i2

. (5.107)

Dieses Ergebnis ist anschaulich klar, da zwischen den Skalarpaaren φe, φ∗e und φHd , φ∗Hd
in dem Feynmandiagramm (4.54a) nur ein Eichboson der U(1)Y -Eichgruppe umlaufen
kann.
Die Symmetrie restaurierende Countertermlagrangedichte für die quartische Wech-
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selwirkung zwischen den vier down-artigen Higgsen φHd ist unter Beachtung des
Austauschdiagrammes aus (4.54a) explizit gegeben durch

Ltrans
∣∣∣
φHdφ

∗
Hd
φHdφ

∗
Hd

= 1
256π2φHd i3φ

∗
Hd i1

φHd i4φ
∗
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×
{
g4

1δi1i4δi2i3 + g4
1δi1i3δi2i4

+ 4g2
2

[
2g2

1

(
τai1i4τ

a
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)
+ 2g2

1

(
τai1i3τ

a
i2i4

)
+ g2

2

(
{τa, τ b}i1i3{τa, τ b}i2i4

+ {τa, τ b}i2i3{τa, τ b}i1i4
)]}

.

(5.108)

Dies vereinfacht sich durch Indexumbenennung zu

Ltrans
∣∣∣
φHdφ

∗
Hd
φHdφ

∗
Hd

= 1
128π2φHd i3φ

∗
Hd i1

φHd i4φ
∗
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×
[
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2

(
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(
τai1i4τ

a
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)
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(
{τa, τ b}i1i3{τa, τ b}i2i4

))]
.

(5.109)

Es ist klar, dass die folgenden quartischen Kopplungsanteile des Countertermlagran-
gians

Ltrans
∣∣∣
φHdφ

∗
Hd
φHdφ

∗
Hd

, Ltrans
∣∣∣
φHuφ

∗
Hu

φHuφ
∗
Hu

und Ltrans
∣∣∣
φHdφ

∗
Hd
φHuφ

∗
Hu

(5.110)

Quelle von Tadpolecountertermen sind, wenn die Wechselwirkungszustände durch
Masseneigenzustände ersetzt werden. Wie bereits diskutiert ist der Higgsmechanismus
dadurch bestimmt, dass die Higgsfelder sich in einem Grundzustand des Higgsfeldes
befinden. Technisch betrachtet kann somit die quartische Kopplung zwischen vier
nicht-verschwindenden Feldern zu einem Beitrag einer 1-Punktfunktion zusammen-
fallen. In unserem Fall geschieht dies gerade für h0 und H0 aus (5.34) und (5.35).
Die Übergangscountertermlagrangedichte der quartischen Kopplungen ist gegeben

durch

Ltransquartic = 1
5184π2φdf1,c1φdf2,c2

[
9g2

3

(
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3

)
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2
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φHu i4φ
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2
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2
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64π2φHu i3φ
∗
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(
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576π2φHu i3φ
∗
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×
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2

(
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+ 1
576π2φlf1,i3φ

∗
l f1,i1

φQf2,i4,c2
φ∗Qf2,i2,c2

×
[
g4
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− 2g2

1

(
τai1i3τ
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i2i4
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Nachdem das Prinzip der Übergangscounterterme für eine allgemeine N = 1 Yang–
Mills-Supersymmetrie in Kapitel 4 dargelegt wurde und dieses in Abschnitt 5.3 für
das MSSM spezifiziert wurde, ist man nun bestrebt diese Counterterme für praktische
Rechnungen nutzbar zu machen. Dies sieht eine Implementierung in ein Computerpro-
gramm vor, so dass die Übergangscounterterme schnell durch den Benutzer abgerufen
werden können.
In diesem Kapitel sollen die grundlegenden Gedanken einer automatisierten Be-

stimmung der Supersymmetrie Übergangscounterterme des MSSM beschrieben wer-
den. Die Implementierung basiert auf dem Programmpaket FeynRules 1.4.9 [73], wel-
ches für unsere Zwecke geeignet modifiziert wurde. Dieses Programmpaket bestimmt
die Feynmanregeln aus einer zuvor definierten Lagrangedichte und der Deklaration
des Feld- und Parameterinhaltes eines Modells. Anschließend stehen vielerlei Schnitt-
punkte zu anderen Programmpaketen zur Verfügung, für die FeynRules auf Grundla-
ge der bestimmten Feynmanregeln sogenannte „Model Files“ generiert. Aufgabe war
es eine kompatible Modelldefinition der Übergangscounterterme für eine bereits exi-
stierende MSSM-Modelldefinition des Programmpaketes FeynArts [74] zu generieren.
Die Modifikation von FeynRules umfasst eine inhaltliche Änderung der Schnittstelle
zu FeynArts. Es wurden Regeln zur Bestimmung von Kopplungen zwischen zwei
Feldern und eines skalaren Tadpolecounterterms hinzugefügt und die Schnittstelle zu
FeynArts so verändert, dass Kopplungen stets von Einschleifenordnung behandelt
werden.

6.1 Erstellung des Model Files

6.1.1 Vorüberlegungen
Für eine erfolgreiche Implementierung der Übersetzungscounterterme des MSSMmuss
das MSSM mit seinem Feld- und Parameterinhalt exakt vorliegen. Darunter ist zu
verstehen, dass jedes Wechselwirkungsfeld und dessen mögliche Mischungsmatrix von
der Indexstruktur her genau spezifiziert werden muss. Um eine gewisse Systema-
tisierungen der Kopplungen im MSSM zu bewahren, ist zu berücksichtigen, dass
dessen Lagrangedichte nur unterschiedliche Ausprägungen der allgemeinen, sanft ge-
brochenen, supersymmetrischen, eichinvarianten Lagrangedichte (2.68), (2.81)–(2.83)
beinhaltet. Dieses Leitgedanken verfolgend kann man Fehlerquellen um ein Vielfaches
verringern. Kompakt lassen sich folgende Schritte zur Implementierung der Überset-
zungscounterterme des MSSM benennen

1. Spezifizierung des Feld- und Parameterinhaltes des MSSM

89



6 Implementierung

2. Ausdrücken der Eicheigenzustände durch ihre Masseneigenzustände

3. Eingabe der allgemeinen Übergangscountertermlagrangedichte

Im Folgenden sollen die einzelnen Arbeitsschritte genauer erklärt werden.

6.1.2 Feld- und Parameterinhalt
Um den oben ausgesprochenen Leitgedanken der Implementierung der Übergangs-
counterterme zu erfüllen, wurden seitens FeynRules zwingend erforderliche Defini-
tionen des Feld- und Parameterinhaltes des jeweiligen Modells ausgenutzt.
In Tabelle 6.1 sind einige definierende Eigenschaften eines Feldes des Modells

FeynRules angegeben. Im weiteren Verlauf der Arbeit wollen wir mit restMSSM auf
die Implementierung der Übergangscounterterme in FeynRules Bezug nehmen. Um
eine gewisse systematische Behandlung der Freiheitsgrade des MSSM durchzuführen,
ist jeder ClassName eines Feldes in restMSSM eine Konkatenation des Symbols des
Spinfreiheitsgrades und dem Symbols des zugrunde liegenden Superfeldes. Mate-
riefelder mit dem Spin s = 0 beginnen stets mit S und Materiefelder die Spin
s = 1/2 besitzen werden durch den beginnenden Buchstaben F identifiziert. Die
Komponentenfelder eines Vektorsuperfeldes beginnen mit f für die Gauginos, und die
Vektorfelder werden durch den beginnenden Buchstaben V symbolisiert. Einen Son-
derfall in der Bezeichnung nehmen die Geister ein, die jedoch nicht weiter diskutiert
werden sollen, da für diese Felder im MSSM kein Übergangscounterterm notwendig
ist. In Tabelle 6.2 sind noch einmal alle Eicheigenzustände des MSSM aufgeführt und
deren zu restMSSM korrespondierende Bezeichnung. Auf eine Besonderheit sei bei der
Angabe der Hyperladung rechtshändiger Materiefelder hingewiesen. Die jeweiligen
Komponentenfelder besitzen in restMSSM die entgegengesetzte Ladung zu der wie in
Tabelle 5.3 definierten. Der Umstand, dass die ladungskonjugierten Zustände rechts-
händiger Felder in links-chiralen Superfelder enthalten sind, macht die Definition in
dieser Weise notwendig.
In Tabelle 6.3 sind alle notwendigen Parameter der Übergangscountertermlagran-

gedichte des MSSM aufgeführt. Für die sanften Brechungsterme der Gauginos besteht
in restMSSM die Regel, dass diese eine Konkatenation aus dem Buchstaben m und dem
ClassName des Gauginos bilden.

6.1.3 Übergang zu Masseneigenzuständen
Der Übergang zu Masseneigenzustände wurde wie in Abschnitt 5.2.4 dargelegt in
restMSSM eingebaut und mit Hilfe von FeynRules vollzogen. Hierfür ist ein genaues
Verständnis der Indizierung der jeweiligen Eicheigenzustände im MSSM und wie sich
deren Übersetzung zu FeynRules gestaltet zwingend erforderlich. Hier ergaben sich
einige Probleme, die auf die nicht berücksichtigte Generationenmischung zwischen den
Feldern zurückzuführen ist. Wird keine Generationenmischung betrachtet, so ist die
Yukawakopplung bereits in Diagonalform und die Sfermionmischungsmatrix verliert
einen Generationenindex, wie bereits in Abschnitt 5.2.4 diskutiert. Dies führt zu
einem Problem in FeynRules, da hier nur über doppelt auftretende Indizes summiert
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werden kann (Einsteinsche Summenkonvention). Nachdem die Feynmanregeln durch
FeynRules bestimmt wurden, mussten anschließend die nicht-diagonalen Parameter
mit Hilfe eines sed-Skriptes durch ihre diagonalisierte Form ersetzt werden. Die No-
tation der Masseneigenzustände orientiert sich an der von FeynArts gewählten. Wir
verzichten hier auf eine explizite Angabe der Bezeichnung der Masseneigenzustände
des MSSM in FeynArts-Notation und anderer mit den in Tabelle 6.3 assoziierten
Parametern. Diese können stattdessen [75] entnommen werden.

Tabelle 6.1: Auszug der Optionen einer Teilchenklasse in FeynRules

Optionen einer Teilchenklasse Beschreibung
ClassName Deklarierung des Symbols mit dem auf die Teil-

chenklasse Bezug genommen werden soll.
Indices Eine Liste aller Indizes die das Feld besitzt,

Lorentz- und Spinindizes sind davon ausge-
schlossen.

QuantumNumbers Eine Liste aller U(1)-Eichtransformationen, mit
Ersetzung zu der Quantenzahl des Feldes.

Definitions Eine Liste von Ersetzungen der Felder, etwa
durch ihre Masseneigenzustände.

Tabelle 6.2: Superfelder des MSSM und Benennung deren Komponentenfelder
in restMSSM. f sind Generationenindizes (f = 1, 2, 3), i stellen Dublettindizes
dar (i = 1, 2) und c sind Farbindizes (c = 1, 2, 3).

Superfeld Komponentenfelder HyperCharge
Spin 0 Spin 1/2 Spin 1

Qf,i,c SQL FQL 1/3
Ūf,c SuR FuR 4/3
D̄f,c SdR FdR −2/3
Lf,i SlL FlL −1
Ēi SeR FeR −2
Hdi SHd FHd −1
Hui SHu FHu 1
V a
g fG VG
~V W fW VW
V Y fB VB

6.1.4 Countertermlagrangedichte
Wir wollen anhand eines Beispiels die Implementierung der Übergangscounterterm-
lagrangedichte in restMSSM verdeutlichen. Trennen wir der Übersichtlichkeit wegen
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Tabelle 6.3: Erklärung der Symbole in restMSSM und deren Bezug zu Parametern
des MSSM. Gestrichene Indizes wirken auf Eicheigenzustände. Erklärungen der
jeweiligen Indizes der Tensorparameter sind Abschnitt 5.2.4 zu entnehmen.

Symbole Beschreibung
g1, g2, g3 Eichkopplungen g1, g2, g3 der Eichgruppen

U(1)Y , SU(2)L und SU(3)c
mfB, mfW, mfG sanfte Brechungsparameter m der Gauginos

λB, λW und λG
alpha Mischungswinkel α der neutralen Higgse
beta β ist arctan des Verhältnisses zwischen zwei

Higgsvakua, siehe hierzu auch Gleichung (5.32)
MUE Mischungsparameter µ zwischen den beiden

links-chiralen Higgssuperfeldern
CW Kosinus des schwachen Mischungswinkel θW
SW Sinus des schwachen Mischungswinkel θW
vev Wurzel aus der Summe der quadrierten Higgs-

vakua vu und vd
vd Vakuumerwartungswert vd des down-artigen

Higgs
SqrtEGl Wurzel eiϕ2 der komplexen Phase des Parame-

ters mλG

yuk[t,f1,f2] Yukawakopplungen ytf1f2

UCha[c,c′],VCha[c,c′] Charginomischungsmatrizen Ucc′ , Vcc′
ZNeu[n,n′] Neutralinomischungsmatrix Znn′
USf[t,s,f,s′,f′] Sfermionmischungsmatrix W t

[s,f ][s′,f ′]

zunächst den Countertermanteil von dem Feldgehalt ab, so entnehmen wir der allge-
meinen Lagrangedichte (2.68), dass die Gauginokopplung gegeben ist durch

Lgaugino = −
√

2g
(
λ̄aξ̄iT

a
ijφj + h. c.

)
∈
∫

d4θ Φ†i
(
eV
)
ij

Φj , (6.1)

wobei die unterschiedlichen Ausprägungen dieser Wechselwirkung im MSSM in (5.20)
angegeben ist. Um Fehleranfälligkeiten bei der Eingabe des Lagrangians des MSSM
zu vermeiden, sollte man daher die allgemeine Gauginowechselwirkung (6.1) imple-
mentieren und anschließend auf den Teilcheninhalt des MSSM spezifizieren. Tech-
nisch wurde dies so realisiert, dass stets auf die für FeynRules zwingend notwen-
dige Definition des Feld- und Parameterinhaltes eines Modells mit Hilfe eigener
Funktion zugegriffen wurde. Somit sind die Indizes eines Feldes nur einmal definiert
und Indexkontraktionen in der Lagrangedichte müssen nicht manuell eingegeben
werden, sondern werden automatisch auf Grundlage der Felddefinition in FeynRules
bestimmt.
Daher ergibt sich der Einschleifencountertermanteil der Gauginokopplung ohne den
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hermitisch konjugierten Part in restMSSM zu
1 LGaugino := Module [{ LGaugino =0, FLGaugino },
2
3 FLGaugino [chirferm_ ,
4 gaugino_ ,
5 scalar_ ]
6
7 := Module [{s1 , index1 , index2 , a},
8 ( DeltaZGauginoCoupling [gaugino , chirferm ]
9 +1/2* DeltaZGaugino [ gaugino ]+1/2* DeltaZChiralFermion [ chirferm ])
10 *(- Sqrt [2]* couplinggauge [ gaugino ]
11 *HC[ ChiralFermion [chirferm , s1 , index1 ]]. Gaugino [gaugino , s1 , a]
12 * Generator [ couplinggauge [ gaugino ], scalar , index1 , index2 , a]
13 * Scalar [scalar , index2 ])];
14
15 LGaugino := ( FLGaugino @@@ combogaugino ) /. { List -> Plus };
16
17 LGaugino ]

Die Funktion ChiralFermion besitzt drei Argumente. Sie entscheidet, ob auf das
chirale Fermion der Projektor PL oder PR wirkt, was im letzten Fall eine zusätz-
liche Ladungskonjugation erfordert. Standardmäßig wirkt auf jedes chirale Fermion
der Projektor PL, jedoch sind in restMSSM rechtshändige Materiefelder gegenüber
linkshändigen ausgezeichnet, da deren Symbole stets auf R enden. Des Weiteren
fügt die Funktion alle definierten Indizes des jeweiligen chiralen Fermions an. In
entsprechender Weise ist die Funktion Scalar zu betrachten, die ebenfalls sensitiv
auf die Endung R ist, was eine hermitische Konjugation nach sich zieht. Die Funktion
Gaugino überprüft, ob das jeweilige Gaugino einen Eichindex trägt oder nicht, und
behält ihn im ersten Fall bei. Durch die Funktion couplinggauge wird mittels eines
Komponentenfeldes eines Supervektorfeldes die Eichgruppe und die hierzu korrespon-
dierende Eichkopplung bestimmt. Die Funktion Generator besitzt vier Argumente.
Das erste Argumente spezifiziert die Eichgruppe mit Hilfe der Eichkopplung und
damit einhergehend ob das letzte Argument, der Eichindex, zur vollständigen An-
gabe des Generators notwendig ist. Das zweite Argument der Funktion Generator
gibt Kenntnis auf welches Feld der Generator wirkt. Im Fall einer abelschen Grup-
pe wird somit die Quantenzahl des Feldes eingesetzt und im nicht-abelschen Fall
die Fundamentaldarstellung auf linkshändigen Materiefeldern oder die konjugierte
Darstellung auf rechtshändigen Materiefeldern bzw. die adjungierte Darstellung auf
Komponentenfelder eines Vektorsuperfeldes. Mit den anderen beiden Argumenten
werden die Indizes der Darstellung auf das Feld spezifiziert.
Die Namensgabe der Counterterme ist selbsterklärend, wobei in restMSSM damit

stets die endlichen Übersetzungscounterterme gemeint sind und durch Einsetzen eines
Symbol eines MSSM-Feldes ausgelesen werden.
Die Variable combogaugino ist eine Liste der Symbole der Felder, die die verschie-

denen Ausprägungen der Gauginowechselwirkung auf Grundlage des MSSM darstellt.
Auch diese Variable soll allein durch den Superfeldinhalt des MSSM bestimmt werden.
Daher existiert in restMSSM die Variable mattercontrib. Sie ist im MSSM definiert
als

1 mattercontrib = {{QL , {G, W, B}},
2 {lL , {W, B}},
3 {Hu , {W, B}},
4 {Hd , {W, B}},
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5 {uR , {G, B}},
6 {dR , {G, B}},
7 {eR , {B}}};

Diese Variable besitzt eine verschachtelte Listenstruktur. Jedes Element dieser Liste
ist selbst wieder eine Liste, gebildet aus zwei Einträgen. Der erste Eintrag stellt ein
chirales Superfeld dar und in dem zweiten Eintrag sind alle daran ankoppelnden
Vektorsuperfelder als eine Liste aufgeführt. Durch Hilfsfunktionen, die hier nicht
weiter aufgeführt werden, lassen sich alle Feldkombinationen der Gauginokopplung
aus mattercontrib erzeugen

1 combogaugino = {{FQL , fG , SQL}, {FQL , fW , SQL}, {FQL , fB , SQL},
2 {FlL , fW , SlL}, {FlL , fB , SlL}, {FHu , fW , SHu},
3 {FHu , fB , SHu}, {FHd , fW , SHd}, {FHd , fB , SHd},
4 {FuR , fG , SuR}, {FuR , fB , SuR}, {FdR , fG , SdR},
5 {FdR , fB , SdR}, {FeR , fB , SeR }}

Auf diese Variable wirkt die Funktion FLgaugino und die Indizes der Felder werden
in entsprechender Weise kontrahiert.
Analog wurde auch auch mit den verbleibenden Anteilen der Lagrangedichte ver-

fahren, wobei stets eine automatisierte Indexkontraktion vorgenommen wurde. In
Tabelle 6.4 sind noch ein mal die notwendige Funktionen und deren Argumente vor-
gestellt um die Übergangscountertermlagrangedichte zu erzeugen. Diese Funktionen
wirken auf Listen, die den Feldgehalt des MSSM spezifizieren und sind in Analogie
zu dem oben geschilderten Beispiel zu verstehen.
Bei der Implementierung der Countertermlagrangedichte wurde darauf geachtet,

MSSM-spezifische Eigenschaften zu vermeiden, so dass der Charakter der Übergangs-
counterterme einer allgemeinen N = 1 Supersymmetrie erhalten bleibt. Inwiefern
dieses Ziel erreicht wurde, konnte jedoch unter Anwendung auf ein anderes Modell
einer sanft gebrochenen N = 1 Supersymmetrie nicht getestet werden.
Durch FeynRules wurden 233 Übergangscounterterme des MSSM ausgedrückt

durch Masseneigenzustände bestimmt. Davon entsprechen 2 Übergangscountermen
einer 1-Punkt-Funktion, 23 einer 2-Punkt-Funktion, 104 einer 3-Punkt-Funktion und
104 einer 4-Punkt-Funktion. Um die 2-Punkt-Funktionen zu erhalten musste der
FeynRules-Quellcode um einige Variablen erweitert werden. Hierfür war es notwendig
generische Kopplungen zwischen zwei Fermionen Ψ1 und Ψ2 zu implementieren

ΓΨ1Ψ2
(k1, k2) = ~GΨ1Ψ2

·


/k2PL
/k1PR
PL
PR


−

. (6.2)

Wobei ~GΨ1Ψ2
die Kopplungskonstante zwischen den beiden fermionischen Feldern

bezeichnet und das Subskript − deutet auf eine antisymmetrische Kopplung hin (+
für eine symmetrische). Analog wurden 2-Punkt-Funktionen zwischen zwei Vektor-
bosonen, zwei Skalaren, sowie eine Ein-Punkt-Funktion für einen Skalar eingebaut

ΓV1V2(k1, k2) = ~GV1V2 ·

gµν(k1k2)
gµν

k1µk2ν


+

, (6.3)
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Tabelle 6.4: Erklärung der Funktionen in restMSSM und deren Bezug zu Über-
gangscountertermenanteilen in einer allgemeinen N = 1 supersymmetrischer
Yang–Mills-Lagrangedichte. f_ ist ein Platzhalter eines Gauginos, F_ für ein
chirales Fermion, S_ für ein skalares Feld und V_ für ein Vektorboson. Ausnah-
men bilden sfi_ als ein chirales Superfeld mit der Indexmenge i und Sa_ als
Platzhalter für ein skalares Teilchen mit der Indexmenge a.

Funktionen Beschreibung

FL2PtGaugino[f_] bilinearer Anteil des Gauginos λ̃, siehe z.B. (5.74)
FL2PtChiralFermion[F_] bilinearer Anteil des chiralen Fermions Ψ̃, siehe z.B.

(5.78)
FLYukawa2[tensor_,sfi_,sfj_] Anteil des µ-Parameters mit vorgestelltem Tensorpart,

siehe z.B. (5.101)
FL2PtVectorBoson[V_] bilinearer Anteil des Eichbosons V siehe z.B. (5.84)
FLGaugino[F_, f_, S_] Gauginowechselwirkung siehe z.B. (5.87)
FLGauge2CF1VB[F_, V_] Eichwechselwirkung zwischen einem chiralen Fermion Ψ

und zwei Vektorbosonen V
FLGauge2G1VB[f_, V_] Eichwechselwirkung zwischen einem Gaugino λ̃ und zwei

Vektorbosonen V (5.91)
FLGauge3VB[V_] Eichwechselwirkung zwischen drei Vektorbosonen V
FLGauge4VB[V_] Eichwechselwirkung zwischen vier Vektorbosonen V
FLYukawa3[tensor_,sfi_,sfj_,sfk_] Yukawawechselwirkung mit vorgestelltem Tensorpart

siehe z.B. (5.95)
FLQuartic[Sa_, Sb_] quartische Wechselwirkung die durch zwei Skalare φa

und φb ausgelesen wird siehe z.B. (5.106a)

Γφ1φ2(k1, k2) = ~Gφ1φ2 ·
(

(k1k2)
1

)
, (6.4)

Γφ = ~Gφ ·
(
1
)

+
. (6.5)

6.2 Überprüfung des Model Files
Die genaue Terminologie der Modelldefinition der Übergangscounterterme ist die ei-
nes „Add-on Model Files“. Somit kann das erstellte Model File nicht eigenständig fun-
gieren, sondern setzt viel mehr auf der Modelldefinition der Baumgraphenkopplungen
des MSSM auf. Es wird in FeynArts mit dem Befehl Model → “restoredMSSM” ge-
laden. Damit auch skalare Tadpolecounterterme durch FeynArts berücksichtigt wer-
den, muss eine erweiterte Lorentz.gen geladen werden; GenericModel → “{Lor-
entzTadpole}”. Diese skalaren Tadpolecounterterme sind proportional zu einer C-
Zahl.
Eine erste Überprüfung der Kopplungen der erstellten Modelldefinition konnte

durch das mit FeynArts eng verknüpfte Programmpaket FormCalc 6.1 [74] vollzogen
werden. FormCalc gestattet die Berechnung und Vereinfachung von Baumgraphen-
und Einschleifendiagrammen und besitzt unter anderem die Eigenschaft in dimen-
sionaler Reduktion oder Regularsierung zu rechnen. Somit liegt ein erster Test der
Modelldefinition der Übergangscounterterme des MSSM auf der Hand; Streng an
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6 Implementierung

Gleichung (3.28) orientierend wird in FormCalc für jede Kopplung der Counterterm-
modelldefinition die 1PI Vertexfunktion in Einschleifenordnung jeweils in dimen-
sionaler Regularisierung und dimensionaler Reduktion berechnet. Da in der neuen
Modelldefinition natürlicherweise die Übergangscounterterme enthalten sind, werden
diese von FormCalc eingelesen und müssen nun Kraft ihrer Eigenschaft die endliche
Differenz der regularisierten 1PI Vertexfunktion aufheben, siehe hierzu Abbildung 6.1.

Γ(1),DReg
φi1 ,... ,φin

− Γ(1),DRed
φi1 ,... ,φin

= d Γ(1),DReg
ct φi1 ,... ,φin

∣∣∣
finite

= c

Überprüfen der Bedingung
d + c

!= 0

FormCalc berechnet FeynRules berechnet

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung der Überprüfung der erstellten Mo-
delldefinition. Genaugenommen berechnet FormCalc die Feynmanamplitude
eines Streuprozesse einer zugrunde liegenden Topologie. Stellvertretend hierfür
wurde jedoch das Symbol einer 1PI Vertexfunktion verwendet, als Bestandteil
der Definition einer Feynmanamplitude eines Streuprozesses.

Für alle Counterterme konnte, bis auf die 2-Punktfunktion des Charginos, eine
analytische Übereinstimmung mit dem FormCalc-Ergebnis erzielt werden. Um die
Gleichheit der 2-Punktfunktion des Charginos zu zeigen, musste auf eine numerische
Überprüfung zurückgegriffen werden. Hierbei liegt der Unterschied zwischen der durch
FormCalc ermittelten Differenz der regularisierten Integrale und des Übergangscoun-
terterm von 10−27 bis 10−32 im Rahmen der numerischen Ungenauigkeit von 10−16.
Die Angaben beziehen sich auf Mathematica 7.0.0 als 64 Bit-Version.
Da FormCalc auf den in Masseneigenzuständen definierten Modelldefinition des

MSSM in FeynArts aufbaut, jedoch die Übergangscounterterme den Eicheigenzu-
ständen entspringen und anschließend auf Masseneigenzustände rotiert wird, unter-
scheiden sich die analytische Ausdrücke beider Rechenwege im Allgemeinen zunächst.
Grundsätzlich konnte durch Implementierung der Unitaritätseigenschaft UU † = U †U =
1 der Mischungsmatrizen UCha,VCha ,ZNeu und USf eine analytische Übereinstimmung
hergestellt werden.
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7 Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurden Counterterme berechnet, die den Unterschied zwischen regu-
larisierten 1PI Vertexfunktionen einer allgemeinen, eichinvarianten N = 1 supersym-
metrischen Theorie mit sanfter Brechung kompensieren. Mit diesen Countertermen ist
insbesondere die Supersymmetrie in dimensionaler Regularisierung auf Einschleifen-
niveau wieder restauriert und wir bezeichnen Counterterme mit diesen Eigenschaften
als Übergangscounterterme. Analoge Rechnungen wurden bereits in [59] durchgeführt.
Die Ergebnisse konnten bestätigen werden und es wurden weitere Counterterme der
Feldrenormierung bestimmt.
Die kompensierenden Counterterme der Feld- und Parameterrenormierung wur-

den auf das MSSM, als phänomenologisch interessanteste N = 1 Supersymmetrie,
übertragen und in ein Programm implementiert. Dieses Programm baute auf das
Programmpaket FeynRules auf, mit dessen Hilfe alle Übergangscounterterme der 1PI
Vertexfunktionen des MSSM bestimmt wurden. Schwerpunkt der Implementierung
der Übergangscounterterme lag hier bei der Erstellung eines FeynArts Model Files.
Das erstellte Model File ist kompatibel zu der bereits existierenden Implementierung
aller Baumgraphenvertizes des MSSM in FeynArts.
Wenn die Modelldefinition der Übergangscounterterme des MSSM in der Lage ist,

alle regularisierungsabhängigen 1PI Vertexfunktionen des MSSM in Einschleifenord-
nung zu restaurieren, dann stellt dies eine erste Überprüfung der Modelldefinition
dar. Eine Überprüfung dieser Art wurde mit Hilfe des Programmpaketes FormCalc
umgesetzt. Analytisch konnte gezeigt werden, dass die implementierten Counterterme
die endlichen Unterschiede zwischen den in dimensionaler Regularsierung und di-
mensionaler Reduktion regularisierten 1PI Vertexfunktionen in Einschleifenordnung
kompensieren. Eine Ausnahme stellt hierbei die Selbstenergie des Charginos dar, die
nur numerisch überprüft werden konnte.
Ein weiterer, noch ausstehender Test der erstellten Modelldefinition ist die Repro-

duktion observabler Ergebnisse. Dies stellt auch gleichzeitig die eigentliche Bestim-
mung der Modelldefinition der Übergangscounterterme des MSSM dar. So kann es
in zukünftigen Prozessberechnungen eingesetzt werden, bei denen die dimensionale
Regularisierung gegenüber der dimensionalen Reduktion vorgezogen wird.
Die Implementierung der Übergangscounterterme in FeynRules wurde unter dem

Anspruch vollzogen, auch Modelldefinitionen von Übergangscountertermen anderer
interessanter sanft gebrochenerN = 1 supersymmetrischer Modelle (NMSSM, USSM,
E6SSM) zu generieren. Inwiefern die Implementierung dessen mächtig ist und was die
Grenzen des Programmpaketes FeynRules sind, konnte nicht getestet werden und
gibt Anlass für weiterführende Studien.
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A Notationen und Definitionen

A.1 Standardintegrale
Das allgemeine Einschleifentensorintegral ist definiert als [76]

TNµ1,...,µM
(p1, . . . , pN−1,m0, . . . ,mN−1) =

〈
kµ1 · · · kµM

D0D1 · · ·DN−1

〉
k

(A.1)

mit der Abkürzung 〈. . . 〉k = (2πµ)(4−D)

iπ2

∫
dDk . . . , (D = 4 − ε) und den Propagator-

nennern

D0 = k2 −m2
0 + iε, Di = (k + pi)−m2

i + iε, i = 1, . . . , N − 1 . (A.2)

In dieser Arbeit werden folgende Tensorintegrale verwendet

Bµ(p,m0,m1) =
〈

kµ
[k2 −m2

0][(p+ k)2 −m2
1]

〉
k

(A.3)

= kµB1(p2,m0,m1) (A.4)

und

Bµν(p,m0,m1) =
〈

kµkν
[k2 −m2

0][(p+ k)2 −m2
1]

〉
k

(A.5)

= gµνB00(p2,m0,m1) + kµkνB11(p2,m0,m1) . (A.6)

Die Tensorkoeffizienten B1, B11 und B00 können mit Hilfe einer algebraischen Re-
duktion [77] durch skalare Integrale A0 und B0 ausgedrückt werden. Diese skalaren
Integrale sind definiert als

A0(m) =
〈 1
k2 −m2

〉
k
, (A.7)

B0(p2,m0,m1) =
〈 1

[k2 −m2
0][(p+ k)2 −m2

1]

〉
k
. (A.8)

Es gelten die Beziehungen [78]

B1 = 1
2
[
A0(m0)− A0(m0)− (p2 −m2

1 +m2
0)B0(p2,m0,m1)

]
, (A.9)

B00 = 1
2(D − 1)

[
A0(m1) + 2m2

0B0 + (p2 −m2
1 +m2

0)B1
]
, (A.10)
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A Notationen und Definitionen

B11 = 1
2(D − 1)p2

[
(D − 2)A0(m1)− 2m2

0B0 −D(p2 −m2
1 +m2

0)B1
]
. (A.11)

Die divergenten Anteile der skalaren Integrale sind gegeben durch [78]

A0 = m2
[
∆− log

(
m2

µ2

)
+ 1

]
+O(D − 4) , (A.12)

B0 = ∆−
∫ 1

0
dx log

[
x2p2

1 − x(p2
1 −m2

1 +m2
0) +m2

0 − iε
µ2

]
+O(D − 4) , (A.13)

wobei ∆ definiert ist als

∆ = 2
4−D − γE − log 4π mit γE . . .Euler-Mascheroni-Konstante (A.14)

A.2 Die Poincaré-Gruppe
Unter dem Minkowski-Raum M versteht man die vier-dimensionale Raum-Zeit, das
heißt

M = {x = (xµ)µ=0,1,2,3 = (x0, ~x) | xµ ∈ R4 } . (A.15)

M ist mit einer Bilinearform versehen

x · y := gµνx
µyν . (A.16)

Dabei ist gµν der metrische Tensor

gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1) . (A.17)

Man zeichnet nun diejenigen Matrizen aus, die (A.16) invariant lassen. Die 4 × 4
Matrix Λµ

ν erfüllt genau dann die Gleichung

x · y = Λx ·Λy , (A.18)

wenn Λ der folgenden Bedingungen genügt

Λµ
νgνλΛλ

κ = gµκ . (A.19)

Die Menge aller dieser Matrizen bildet eine Gruppe, die Lorentz-Gruppe L. Eine
Untergruppe von L ist die eigentliche Lorentz-Gruppe

L↑+ = {Λ ∈ L | det Λ = 1, Λ0
0 ≥ 1 } . (A.20)

Die Poincaré-Gruppe P ist die Bewegungsgruppe des Minkowski-Raumes

P = { (a,Λ) | a ∈ R4, Λ ∈ L } x 7→ a+ Λx . (A.21)
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A.3 Zweikomponentige Spinordarstellung

Die eigentliche Poincaré-Gruppe P ↑+ ist definiert als

P ↑+ = { (a,Λ) | a ∈ R4, Λ ∈ L↑+ } . (A.22)

Die Poincaré-Algebra erhält man aus der infinitesimalen Form einer treuen Darstel-
lung g in einem Vektorraum V

g(Λ, a) = 1V −
i
2ωρσJ

ρσ + iaµP µ . (A.23)

Unter mehrmaliger Anwendung des Kompositionsgesetzes

(a1,Λ1) · (a2,Λ2) = (a1 + Λ1a2,Λ1Λ2) (A.24)

ist die Poincaré-Algebra durch folgende Menge von Kommutatoren definiert

[P µ, P ν ] = 0 , (A.25)
[P µ, Jρσ] = i(gµρP σ − gµσP ρ) , (A.26)
[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ + gµσJνρ − gνσJµρ) . (A.27)

Um die irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe zu klassifizieren, benutzt
man die Eigenwerte der Casimir-Operatoren P 2 = P µPµ und W 2 = W µWµ mit
Wµ = 1

2εµνρσJ
νρP σ, der auch als Pauli–Lubanski-Vektor bezeichnet wird. Da diese

als Casimir-Operatoren die Eigenschaft haben, mit allen Generatoren der Poincaré-
Gruppe zu vertauschen, müssen sie nach dem Lemma von Schur Vielfache des Ein-
heitsoperators sein. Die numerischen Koeffizienten können genutzt werden um die
Eigenräume der Casimir-Operatoren zu klassifizieren. Die Eigenwerte korrespondieren
zu Masse und Spin des Ein-Teilchen-Zustandsraumes, als irreduzibler Darstellungs-
raum der Poincaré-Gruppe. Beschränkt man sich nur auf positive Massen, muss man
nur zwischen zwei Fällen unterscheiden. Einerseits der Fall für nicht-verschwindende
Massen und andererseits für verschwindende Massen. Im letzteren Fall verschwinden
alle Eigenwerte von W 2 und können somit nicht zur Klassifizierung herangezogen
werden. Jedoch ist in diesem Fall der Pauli–Lubanski-Vektor Wµ proportional zu Pµ

Wµ = HPµ = PµH (A.28)

und es kann die skalare Größe H zur Klassifizierung genutzt werden. Sie wird auch
Helizität genannt.

A.3 Zweikomponentige Spinordarstellung

Zweikomponentige Weyl-Spinoren ψA (A = 1, 2) transformieren unter der (1
2 , 0)-

Darstellung der Lorentz-Gruppe

ψ′A = M B
A ψB , (A.29)
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A Notationen und Definitionen

wobeiM B
A als komplexe 2×2 Matrix ein Element der SL(2, C)-Gruppe darstellt. Der

Weyl-Spinor ψ̄Ȧ (Ȧ = 1, 2) transformiert unter der komplex konjugierten Darstellung
(0, 1

2) der Lorentz-Gruppe

ψ̄′Ȧ = (M∗) Ḃ
Ȧ ψ̄Ḃ . (A.30)

Für diese Spinoren gelten die Beziehungen

ψA = (ψ̄Ȧ)† , ψA = (ψ̄Ȧ)† , (A.31)
ψA = εABψB , ψA = εABψ

B , (A.32)
χ̄Ȧ = εȦḂχ̄Ḃ , χ̄Ȧ = εȦḂχ̄

Ḃ . (A.33)

wobei die antisymmetrischen Tensor εAB und εAB gegeben sind als

εAB =
(

0 1
−1 0

)
, εAB =

(
0 −1
1 0

)
(A.34)

mit der Eigenschaft εABεBC = δAC . Man verlangt, dass die Spinorkompnenten von ψA
und χ̄Ȧ Grassmann-Variablen sind, d.h.

{ψA, ψB} = {ψA, ψB} = {ψA, ψB} = 0 (A.35)

und

{χ̄Ȧ, χ̄Ḃ} = {χ̄Ḃ, χ̄Ḃ} = {χ̄Ḃ, χ̄Ḃ} = 0 . (A.36)

Somit ist das SL(2, C) invariante Spinorprodukt

ψχ := ψAχA , (A.37)
χ̄ψ̄ := χ̄Ȧψ̄

Ȧ = (ψχ)† (A.38)

nicht Null. Für antikommutierende Spinorkomponenten ist dieses Produkt symme-
trisch

ψχ = χψ = (ψ̄χ̄)† = (χ̄ψ̄)† . (A.39)

Mit Hilfe der zweikomponentigen Spinoren können höherdimensionale Darstellun-
gen der Lorentz-Gruppe gebildet werden. Ein Dirac-Spinor Ψ transformiert unter der
(1

2 ,
1
2)-Darstellung, welcher sich mittels der Weyl-Spinoren ausdrücken lässt als

Ψa =
(
ψA
χ̄Ȧ

)
, (a = 1, 2, 3, 4), (A = 1, 2), (Ȧ = 1̇, 2̇) . (A.40)

Die chirale Projektion von Ψ auf ψ ist durch PLΨ = 1
2(1 − γ5)Ψ ≡ ΨL gegeben. In

ähnlicher Weise ist PRΨ = 1
2(1 + γ5)Ψ ≡ ΨR die chirale Projektion von Ψ auf die
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A.4 Die Funktionalableitung

Komponente χ̄.
Adjungierte und ladungskonjugierte vierkomponentige Dirac-Spinoren sind wie folgt

definiert

Ψ := Ψ†γ0, ΨC := iγ2ΨT . (A.41)

Für die explizite Indexstruktur der Weyl-Spinoren gilt somit

Ψ =
(
ψA
χ̄Ȧ

)
, Ψ =

(
χA ψ̄Ȧ

)
, (A.42)

ΨC =
(
χA
ψ̄Ȧ

)
, ΨC =

(
ψA χ̄Ȧ

)
. (A.43)

Majoranaspinoren erfüllen die Einschränkung ΨC = Ψ.
Es gelten folgende wichtige Relationen zwischen Dirac- und Weyl-Spinoren

Ψ1γ
µΨ2L = ψ̄1σ̄

µψ2 , (A.44)
Ψ1γ

µΨ2R = χ1σ
µχ̄2 , (A.45)

ΨC
1 Ψ2 = ψ1ψ2 + χ1χ2 . (A.46)

Für Majoranaspinoren λ̃T = (λ, λ̄T) gilt insbesondere

λ̃1λ̃2 = λ1λ2 + λ̄1λ̄2 = λ̃2λ̃1 . (A.47)

Wichtige Beziehungen zwischen Majorana- und Dirac-Spinoren sind

λ̃ΨL = λψ , ΨLλ̃ = λ̄ψ̄ , (A.48)

λ̃ΨR = λ̄χ̄ , ΨRλ̃ = λχ . (A.49)

Dies ist nur ein kleiner Auszug von weiteren Spinoridentitäten [29]. Für eine umfas-
sende Darstellung des Spinorkalküls sei auf [28] verwiesen.

A.4 Die Funktionalableitung

Im Folgenden soll kurz auf den Begriff der Funktionalableitung eingegangen werden.
Ohne zu stark auf mathematische Strenge zu achten, soll hier viel mehr der Definition
und einiger Eigenschaften dieser Operation Beachtung geschenkt werden.
Sei V ein unendlichdimensionaler Vektorraum mit einer Topologie. Dies garantiert,

dass man den Begriff der Stetigkeit einer Abbildung definieren kann. Funktionale sind
nichtlineare Abbildungen von einem Funktionenraum V = {φ(x) | x ∈ R } auf die
Menge der reellen Zahlen R. Ist Γ: V → R solch ein Funktional, so definiert man die
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Ableitung von Γ in φ ∈ V in Richtung η ∈ V durch

lim
ε→0

1
ε

(
Γ[φ+ εη]− Γ[φ]

)
=: δΓ[φ]

δφ
[η] . (A.50)

Die Existenz und Stetigkeit des Limes überträgt sich auf die Ableitung, welche linear
in η ist. Ist V ein Hilbert-Raum, so lässt sich jede lineare Abbildung V → R mit
einem Vektor aus V identifizieren. Als Beispiel sei V = C∞c (Rd) und γ ∈ V , so ist die
Abbildung

Tγ : φ 7→
∫

dx φ(x)γ(x) (A.51)

linear und stetig. Demnach existiert zu jeder Funktion γ ein lineares Funktional Tγ.
Das so definierte Funktional (A.50) ist höchstens linear.
Zur Verdeutlichung des Sprachgebrauchs sollen einige konkrete Beispiele eines Funk-

tionals betrachtet werden.

Lineares Funktional

Ist das Funktional Γ aus (A.50) selbst linear, so gilt Γ[φ+ εη]− Γ[φ] = εΓ[η]. Damit
erhält man

δΓ[φ]
δφ

[η] = Γ[η] oder auch δΓ[φ]
δφ

= Γ . (A.52)

Insbesondere gilt für (A.51)

δΓ[φ]
δφ

[η] = Γ[η] =
∫

dx η(x)γ(x) . (A.53)

Hieran erkennt man die Doppeldeutigkeit der Funktionalableitung, denn es lässt sich
schreiben

δΓ[φ]
δφ

= δTγ[φ]
δφ

= Tγ = γ . (A.54)

Wie in dem Beispiel oben erwähnt, ist es also erlaubt die Distribution erzeugende
Funktion γ mit der Distribution Tγ selber zu identifizieren.

δ-Distribution

Die δ-Distribution ist definiert als Γ[φ] = δx0 [φ] = φ(x0). Es gilt nach obiger Diskus-
sion

δδx0 [φ]
δφ

= δx0 , (A.55)
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A.4 Die Funktionalableitung

wobei man dazu geneigt sein könnte, dies auch etwas anders zu notieren

δf(x0)
δf(x) = δ(x− x0) . (A.56)

Anschaulich gesprochen sind φ(x) und φ(x0) solang voneinander unabhängig wie x 6=
x0 gilt. Des Weiteren nimmt man an, dass die δ-Distribution eine reguläre Distribution
sein möge, es also eine Funktion δ(x− x0) im Sinn von (A.51) existiert. Es lässt sich
jedoch zeigen, dass dies nur im formalen Sinn zu verstehen ist und eine Funktion mit
derartigen Eigenschaften nicht existieren kann.

Kettenregel

Ist Γ ein Funktional der Form

Γ[φ] =
∫

dx Φ (φ(x)) , (A.57)

mit einer Funktion Φ: R→ R, welche einmal stetig differenzierbar ist, so gilt

1
ε

(
Γ[φ+ εη]− Γ[φ]

)
= 1
ε

∫
dx

(
Φ (φ(x) + εη(x))− Φ (φ(x))

)
(A.58)

= 1
ε

∫
dx

(
Φ′ (φ(x)) εη(x) +O

(
ε2η(x)2

))
. (A.59)

Damit erhält man für die Funktionalableitung

δΓ[φ]
δφ

[η] =
∫

dx Φ′ (φ(x)) η(x), (A.60)

beziehungsweise in einer formalen Notation

δΓ[φ]
δφ

= Φ′ (φ(x)) . (A.61)

Vertauschung mit ∂x

Ist Γ ein Funktional, so definiert Λ[φ] := Γ[φ′] ein neues Funktional Λ, dass nur
noch von der Ableitung φ′ =: ∂xφ abhängt. Um hierfür die Funktionalableitung zu
berechnen, sei kurz der Begriff der distributiven Ableitung erläutert.
Ist V ein Raum differenzierbarer Funktionen auf R und Tγ wie in (A.51) definiert,

so kann man partiell integrieren

Tγ′ [φ] =
∫

dx γ′(x)φ(x) = −
∫

dx γ(x)φ′(x) = −Tγ[φ′] . (A.62)

Bei der partiellen Integration wurde verwendet, dass die Randterme wegen der ge-
wählten Eigenschaft der Testfunktion γ wegfallen. Die distributive Ableitung von Γ
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ist durch

Γ′[φ] := −Γ[φ′] (A.63)

definiert und es gilt insbesondere

(Tγ)′ = Tγ′ . (A.64)

Jedes lineare stetige Funktionale auf Funktionenräumen ist in dieser Weise differen-
zierbar.
Letztendlich ist man somit in der Lage die Funktionalableitung für Λ zu berechnen.

Dies geschieht wie folgt

1
ε

(
Λ[φ+ εη]− Λ[φ]

)
= 1
ε

(
Γ[φ′ + εη′]− Γ[φ′]

)
(A.65)

und unter Anwendung der Definition der distributiven Ableitung erhält man

δΓ[φ′]
δφ′

[η′] = −∂x
δΓ[φ′]
δφ′

[η] . (A.66)

Dadurch ist die Aussage der Vertauschung von distributiver und Funktionalableitung
gerechtfertigt, sofern man für Γ ganz in Analogie zur distributiven Ableitung Γ′[φ] :=
−Γ[φ′] definiert. Damit gilt folgender Zusammenhang

Γ′[φ]
δφ

= −δΓ[φ′]
δφ

= ∂x
δΓ[φ′]
δφ′

[η] . (A.67)

Auch dies lässt sich als Merkregel wieder in einer etwas anderen Notation fassen

δφ′(x0)
δφ(x) = δ

δφ(x)
∂φ(x0)
∂x0

= ∂

∂x0

δφ(x0)
δφ(x) = ∂

∂x0
δ(x− x0) = δ′(x− x0) . (A.68)

Dies ist ein Beispiel, wo der Unterschied zur gewöhnlichen partiellen Differentiation
besonders gravierend ist. Da die Funktion φ die Ableitung φ′ festlegt, resultiert daraus
das Nichtverschwinden der Funktionalableitung.
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B Feynmanregeln der
Einschleifencounterterme

B.1 Übergangscountertermlagrangedichte des
MSSM

Lrestore = Ltrans2-pt + Ltransgaugino + Ltransgauge + LtransYukawa + Ltransquartic (B.1)

Ltrans2-pt = g2
2

16π2

(
i¯̃λaWγµ∂µλ̃aW − 2mλW

¯̃λaWPLλ̃aW − 2m∗λW
¯̃λaWPRλ̃aW

)
+ 3g2

3
32π2

(
i¯̃λaGγµ∂µλ̃aG − 2mλG

¯̃λaGPLλ̃aG − 2m∗λG
¯̃λaGPRλ̃aG

)
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Ltransgaugino = − g3
2
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Ltransgauge = −g1 (g2
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ΨC
d f1,c1

γµPLΨC
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¯̃λaWγµλ̃cW εabcV

b,µ
W

)
− 3ig3

3
32π2

(
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LtransYukawa = 1
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Ltransquartic = 1
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+
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B.2 Feynmanregeln
Dies stellt eine Auswahl der nicht-symmetrischen Einschleifencounterterme des MSSM
dar, welche für praktische Rechnungen für Prozesse am LHC relevant sind. Eine all
umfassende Angabe der Countertere kann dem erstellten Model File in FeynArts
entnommen werden. Die hier verwendete Notation orientiert sich an [75].

B.2.1 1- und 2-Punkt-Vertizes
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(B.7)
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νg1 ν̄g2
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(B.9)
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W
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χ̃0 C
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ni
Zni2

)
U∗c11V

∗
c21

+ 8
√

2c2
WMW sβU

∗
c11V

∗
c22

+ 2U∗c12

(
4
√

2cβc2
WMWV

∗
c21 + µ

(
3c2
W + s2

W

)
V ∗c22

) 
+ PR

16c2
W

(∑
ci

U∗ci1Mχ−ci
V ∗ci1

)
Uc21Vc11

+ 8
√

2c2
WMW sβUc21Vc12

+ 2Uc22
(
4
√

2cβc2
WMWVc11 + µ∗

(
3c2
W + s2

W

)
Vc12

) 
(B.14)

g̃i1 ¯̃gi2

iΓg̃i1 ,¯̃gi2 (k1, k2) = −3iαs
4π

(
/k2PL − /k1PR + 2Mg̃(PL + PR)

)
δi1i2 (B.15)

h0 h0
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iΓh0,h0 = − iα
8πc4

W s
2
W

( (
−3 + 2c2

βα

)
M2

W

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

))
(B.16)

h0 H0

iΓh0,H0 = iαcβαM2
W sβα

4πc4
W s

2
W

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

)
(B.17)

H0 H0

iΓH0,H0 = iαM2
W

8πc4
W s

2
W

( (
1 + 2c2

βα

) (
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

) )
(B.18)

A0 A0

iΓA0,A0 = iαM2
W

8πc4
W s

2
W

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

)
(B.19)

G0 G0

iΓG0,G0 = iαM2
W

8πc4
W s

2
W

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

)
(B.20)
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H− H+

iΓH−,H+ = iαM2
W

8πc4
W s

2
W

(
3c4
W − 2c2

W s
2
W + s4

W

)
(B.21)

G− G+

iΓG−,G+ = iαM2
W

8πc4
W s

2
W

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

)
(B.22)

ν̃g1 ν̃∗g2

iΓν̃g1 ,ν̃∗g2 = iαM2
W δg1g2

8πc4
W s

2
W

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

)
(B.23)

l̃s1,g1 l̃∗s2,g2

iΓl̃s1,g1 ,l̃∗s2,g2 = iαM2
W δg1g2

8πc4
W s

2
W

[ (
3c4
W − 2c2

W s
2
W + s4

W

)
U2,g2,s2,1U∗2,g1,s1,1

+ 4s4
WU2,g2,s2,2U∗2,g1,s1,2

] (B.24)
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ũs1,g1,o1 ũ∗s2,g2,o2

iΓũs1,g1,o1 ,ũ∗s2,g2,o2 = iαM2
W δg1g2δo1o2

72πc4
W s

2
W

[ (
27c4

W − 6c2
W s

2
W + s4

W

)
U3,g2,s2,1U∗3,g1,s1,1

+ 16s4
WU3,g2,s2,2U∗3,g1,s1,2

] (B.25)

d̃s1,g1,o1 d̃∗s2,g2,o2

iΓd̃s1,g1,o1 ,d̃∗s2,g2,o2 = iαM2
W δg1g2δo1o2

72πc4
W s

2
W

[ (
27c4

W + 6c2
W s

2
W + s4

W

)
U4,g2,s2,1U∗4,g1,s1,1

+ 4s4
WU4,g2,s2,2U∗4,g1,s1,2

] (B.26)

γµ γν

iΓγµ,γν (k1, k2) = iα
6π

(
gµν(k1 · k2)− k1µk2ν

)
(B.27)

Zµ γν

iΓZµ,γν (k1, k2) = iαcW
6πsW

(
gµν(k1 · k2)− k1µk2ν

)
(B.28)
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Zµ Zν

iΓZµ,Zν (k1, k2) = iαc2
W

6πs2
W

(
gµν(k1 · k2)− k1µk2ν

)
(B.29)

W−
µ W+

ν

iΓW−µ ,W+
ν

(k1, k2) = iα
6πs2

W

(
gµν(k1 · k2)− k1µk2ν

)
(B.30)

gi1µ gi2ν

iΓ
g
i1
µ ,g

i2
ν

(k1, k2) = iαsδi1i2
4π

(
gµν(k1 · k2)− k1µk2ν

)
(B.31)

B.2.2 3-Standardmodellteilchen-Vertizes

Zµ

νg1

ν̄g2

iΓZµ,νg1 ,ν̄g2 = − iαeδg1g2

32πc3
W s

3
W

(
γµPL

(
3c2
W + s2

W

))
(B.32)
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W+
µ

lg1

ν̄g2

iΓW+
µ ,lg1 ,ν̄g2

= − iαeδg1g2

16
√

2πc2
W s

3
W

(
γµPL

(
3c2
W + s2

W

) )
(B.33)

W−
µ

νg1

l̄g2

iΓW−µ ,νg1 ,l̄g2 = − iαeδg1g2

16
√

2πc2
W s

3
W

(
γµPL

(
3c2
W + s2

W

) )
(B.34)

γµ

lg1

l̄g2

iΓγµ,lg1 ,l̄g2 = iαeδg1g2

16πc2
W s

2
W

(
γµPL

(
3c2
W + s2

W

)
+ γµPR

(
4s2

W

))
(B.35)

γµ

lg1

l̄g2

iΓZµ,lg1 ,l̄g2 = iαeδg1g2

32πc3
W s

3
W

(
γµPL

(
3c4
W − 2c2

W s
2
W − s4

W

)
− γµPR

(
8s4

W

))
(B.36)

121



B Feynmanregeln der Einschleifencounterterme

γµ

ug1,o1

ūg2,o2

iΓγµ,ug1,o1 ,ūg2,o2 = − ieδg1g2δo1o2

216πc2
W s

2
W

[
γµPL

(
48αsc2

W s
2
W + α(27c2

W + s2
W )
)

+ γµPR
(
16s2

W (α + 3αsc2
W )
) ] (B.37)

Zµ

ug1,o1

ūg2,o2

iΓZµ,ug1,o1 ,ūg2,o2 = − ieδg1g2δo1o2

864πc3
W s

3
W

[
γµPL

(
(3c2

W − s2
W )

(
48αsc2

W s
2
W + α(27c2

W + s2
W )
))

− γµPR
(
64s4

W (α + 3αsc2
W )
) ]

(B.38)

W+
µ

dg1,o1

ūg2,o2

iΓW+
µ ,dg1,o1 ,ūg2,o2

= − ieδg1g2δo1o2

144
√

2πc2
W s

3
W

(
γµPL

(
48αsc2

W s
2
W + α(27c2

W + s2
W )
) )

(B.39)

W−
µ

ug1,o1

d̄g2,o2
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iΓW−µ ,ug1,o1 ,d̄g2,o2 = − ieδg1g2δo1o2

144
√

2πc2
W s

3
W

(
γµPL

(
48αsc2

W s
2
W + α(27c2

W + s2
W )
))

(B.40)

γµ

dg1,o1

d̄g2,o2

iΓγµ,dg1,o1 ,d̄g2,o2 = ieδg1g2δo1o2

432πc2
W s

2
W

[
γµPL

(
48αsc2

W s
2
W + α(27c2

W + s2
W )
)

+ γµPR
(
4s2

W (α + 12αsc2
W )
) ] (B.41)

Zµ

dg1,o1

d̄g2,o2

iΓZµ,dg1,o1 ,d̄g2,o2 = ieδg1g2δo1o2

864πc3
W s

3
W

[
γµPL

((
3c2
W + s2

W

) (
48αsc2

W s
2
W + α(27c2

W + s2
W )
))

− γµPR
(
8s4

W (α + 12αsc2
W )
) ]

(B.42)

G+

lg1

ν̄g2

iΓG+,lg1 ,ν̄g2
= − iαeδg1g2

4
√

2πc2
WMW sW

(
PRMf2,g1

)
(B.43)
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G−

νg1

l̄g2

iΓG−,νg1 ,l̄g2 = − iαeδg1g2

4
√

2πc2
WMW sW

(
PLMf2,g2

)
(B.44)

h0

lg1

l̄g2

iΓh0,lg1 ,l̄g2
= iαesαδg1g2

8πcβc2
WMW sW

(
PLMf2,g2

+ PRMf2,g1

)
(B.45)

G0

lg1

l̄g2

iΓG0,lg1 ,l̄g2
= αeδg1g2

8πc2
WMW sW

(
−PLMf2,g2

+ PRMf2,g1

)
(B.46)

h0

ug1,o1

ūg2,o2

iΓh0,ug1,o1 ,ūg2,o2
= − icα (α + 12αsc2

W ) eδg1g2δo1o2

36πc2
WMW sβsW

(
PLMf3,g2

+ PRMf3,g1

)
(B.47)
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G0

ug1,o1

ūg2,o2

iΓG0,ug1,o1 ,ūg2,o2
= (α + 12αsc2

W )eδg1g2δo1o2

36πc2
WMW sW

(
PLMf3,g2

− PRMf3,g1

)
(B.48)

G+

dg1,o1

ūg2,o2

iΓG+,dg1,o1 ,ūg2,o2
= ieδg1g2δo1o2

36
√

2πc2
WMW sW

[
PL

(
2(α + 12αsc2

W )Mf3,g2

)
+ PR

(
(α− 24αsc2

W )Mf4,g1

) ] (B.49)

G−

ug1,o1

d̄g2,o2

iΓG−,ug1,o1 ,d̄g2,o2 = ieδg1g2δo1o2

36
√

2πc2
WMW sW

[
PL

(
(α− 24αsc2

W )Mf4,g2

)
+ PR

(
2(α + 12αsc2

W )Mf3,g1

) ] (B.50)

h0

dg1,o1

d̄g2,o2

iΓh0,dg1,o1 ,d̄g2,o2
= − i(α− 24αsc2

W )esαδg1g2δo1o2

72πcβc2
WMW sW

(
PLMf4,g2

+ PRMf4,g1

)
(B.51)
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G0

dg1,o1

d̄g2,o2

iΓG0,dg1,o1 ,d̄g2,o2
= (α− 24αsc2

W )eδg1g2δo1o2

72πc2
WMW sW

(
PLMf4,g2

− PRMf4,g1

)
(B.52)

W−
µ

W+
ν

γρ

iΓW−µ ,W+
ν ,γρ

(k1, k2, k3) = − ieα
6πs2

W

(
gρν(k2 − k3)µ + gνµ(k1 − k2)ρ + gµρ(k3 − k1)ν

)
(B.53)

W−
µ

W+
ν

Zρ

iΓW−µ ,W+
ν ,Zρ

(k1, k2, k3) = − ieαcW
6πs3

W

(
gρν(k2 − k3)µ + gνµ(k1 − k2)ρ + gµρ(k3 − k1)ν

)
(B.54)

h0

h0

h0

iΓh0,h0,h0 = 3iαeMW

8πc4
W s

3
W

(
(cαsβ − cβsα)

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

))
(B.55)
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G0

G0

h0

iΓh0,G0,G0 = − iαeMW

8πc4
W s

3
W

(
(cβsα − cαsβ)

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

))
(B.56)

h0

G+

G−

iΓh0,G+,G− = − iαeMW

8πc4
W s

3
W

(
(cβsα − cαsβ)

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

))
(B.57)

B.2.3 1-Standardmodellteilchen-2-MSSM-Teilchen-Vertizes

Zµ

χ̃0
n1

χ̃0C
n2

iΓ
Zµ,χ̃0

n1 ,χ̃
0C
n2

= − iαe (3c2
W + s2

W )
32πc3

W s
3
W

[
γµPL

(
Zn23Z

∗
n13 − Zn24Z

∗
n14

)
+ γµPR

(
−
(
Zn13Z

∗
n23

)
+ Zn14Z

∗
n24

) ] (B.58)

W+
µ

χ̃−c1

χ̃0C
n2
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iΓ
W+
µ ,χ̃

−
c1 ,χ̃

0C
n2

= − iαe
32πc2

W s
3
W

[
γµPL

(
16c2

WU
∗
c11Zn22 +

√
2
(
3c2
W + s2

W
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U∗c12Zn23

)
+ γµPR

(
16c2

WVc11Z
∗
n22 −

√
2
(
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W + s2

W
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Vc12Z

∗
n24

) ]
(B.59)

W−
µ

χ̃0
n1

χ̃−c2

iΓW−µ ,χ̃0
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−
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= − iαe
32πc2

W s
3
W

[
γµPL

(
16c2

WUc21Z
∗
n12 +

√
2
(
3c2
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W

)
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∗
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)
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(
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WV
∗
c21Zn12 −

√
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(
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W
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) ]
(B.60)

γµ

χ̃−c1

χ̃−c2

iΓγµ,χ̃−c1 ,χ̃−c2 = iαe
16πc2
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2
W

[
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(
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WUc21U

∗
c11 +

(
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∗
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)
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(
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∗
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(
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W

)
Vc12V

∗
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) ] (B.61)

Zµ

χ̃−c1

χ̃−c2

iΓZµ,χ̃−c1 ,χ̃−c2 = iαe
32πc3

W s
3
W

[
γµPL

(
16c4

WUc21U
∗
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W − s2
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∗
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(
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W + s2
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∗
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) ]
(B.62)
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ν̃g1

χ̃0
n2

ν̄g3

iΓν̃g1 ,χ̃0
n2 ,ν̄g3

= − iαeδg1g3

2
√

2πs3
W

(PRZn22) (B.63)

l̃s1,g1

χ̃0
n2

l̄g3

iΓl̃s1,g1 ,χ̃0
n2 ,l̄g3

= iαeδg1g3

8
√

2πcβc2
WMW s3

W

×
{
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(
2s2
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)
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[
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(B.64)

ν̃g1

χ̃−c2

l̄g3

iΓν̃g1 ,χ̃−c2 ,l̄g3 = iαeδg1g3

8πcβc2
WMW s3

W

(
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(√
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WMf2,g3
U∗c22

)
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(
4cβc2
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(B.65)

ũs1,g1,o1

χ̃0
n2

ūg3,o3
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iΓũs1,g1,o1 ,χ̃0
n2 ,ūg3,o3

= − iαeδg1g3δo1o3

24
√
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×
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(B.66)

ũs1,g1,o1
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√
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(
−PL
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)
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(
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(B.67)

d̃s1,g1,o1

χ̃0
n2

d̄g3,o3
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√
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W

×
{
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(
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(B.68)

ũs1,g1,o1

χ̃−c2

d̄g3,o3
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iΓũs1,g1,o1 ,χ̃−c2 ,d̄g3,o3 = iαeδg1g3δo1o3
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(B.69)
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(B.70)
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)
(B.71)

l̃∗s1,g1

lg2
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(B.73)
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d̃∗s1,g1,o1 ,dg2,o2 ,χ̃

0C
n3
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√

2πcβc2
WMW s3

W

×
{
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[
− 12cβc2
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∗
n32

+
(
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W + s2

W

)
Mf4,g1

U4,g1,s1,2Z
∗
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]
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(
2s2

WMf4,g2
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χ̃0 C
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W
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∗
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(
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∗
n23 + cαZ

∗
n24

) ]
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[
sαZn13Zn22 + cαZn14Zn22
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(
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)]}
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G0

χ̃0 C
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χ̃0C
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iΓ
G0, χ̃0 C
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= eα

4πs3
W
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cβZ
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n13Z

∗
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∗
n14Z

∗
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+ Z∗n12

(
cβZ

∗
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∗
n24

)]
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[
− cβZn13Zn22 − sβZn14Zn22
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(
cβZn23 + sβZn24

)]}
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G+

χ̃−c1

χ̃0C
n2

iΓ
G+,χ̃−c1 ,χ̃

0C
n2

= − iαe
4πs3

W

[
PLcβ

(√
2U∗c12Z

∗
n22 − 2U∗c11Z

∗
n23

)
+ PRsβ

(√
2Vc12Zn22 + 2Vc11Zn24

) ] (B.77)
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l̃s1,g1

νC
g2

χ̃−c3

iΓl̃s1,g1 ,νC
g2 ,χ̃

−
c3

= − iαeδg1g2

16πcβc2
WMW s3

W
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[
8cβc2

WMWUc31U∗2,g1,s1,1

+
√

2
(
−3c2

W + s2
W

)
Mf2,g1

Uc32U∗2,g1,s1,2

]
(B.78)

ν̃∗g1

l̄g2

χ̃−c3

iΓν̃∗g1 ,l̄g2 ,χ̃−c3 = iαeδg1g2

8πcβc2
WMW s3

W

(
− PL

(
4cβc2

WMWV
∗
c31

)
+ PR

(√
2s2

WMf2,g2
Uc32

))
(B.79)
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uC
g2,o2

χ̃−c3

iΓd̃s1,g1,o1 ,uC
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−
c3
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48πcβc2
WMW sβs3

W

×
{
PL

(
4
√

2cβs2
WMf3,g2
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∗
c32

)
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[
− 24cβc2

WMW sβUc31U∗4,g1,s1,1

+
√

2sβ(9c2
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(B.80)
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W

×
{
− PLcβ

[
24c2
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+
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∗
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]
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(
2
√

2sβs2
WMf4,g2

Uc32U3,g1,s1,1
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(B.81)

G−

χ̃0
n1

χ̃−c2

iΓG−,χ̃0
n1 ,χ̃

−
c2

= − iαe
4πs3

W

[
PLsβ

(√
2V ∗c22Z

∗
n12 + 2V ∗c21Z

∗
n14

)
+ PRcβ

(√
2Uc22Zn12 − 2Uc21Zn13

) ] (B.82)

h0

χ̃−c1

χ̃−c2

iΓh0,χ̃−c1 ,χ̃
−
c2

= iαe
2
√

2πs3
W

[
PL

(
sαU

∗
c12V

∗
c21 − cαU∗c11V

∗
c22

)
+ PR (sαUc22Vc11 − cαUc21Vc12)

] (B.83)
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G0
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√

2πs3
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∗
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∗
c21 − sβU∗c11V

∗
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)
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(
−
(
cβUc22Vc11

)
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)] (B.84)
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l̃∗s1,g1 ,νg2 ,χ̃
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16πcβc2
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W
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[
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∗
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+
√

2
(
−3c2

W + s2
W

)
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]
(B.85)
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ug2,o2
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W

×
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[
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WMW sβU
∗
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+
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2sβ
(
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W
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]
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(
4
√
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ũ∗s1,g1,o1

ug2,o2

¯̃gC
i3

iΓũ∗s1,g1,o1 ,ug2,o2 ,¯̃gC
i3

= −
3iαsgsδg1g2T

i3
o1o2

2
√

2π
(
PL

(
e−iϕ2 U3,g1,s1,1

)
− PR

(
eiϕ2 U3,g1,s1,2

))
(B.87)

d̃∗s1,g1,o1

dg2,o2

¯̃gC
i3

iΓd̃∗s1,g1,o1 ,dg2,o2 ,¯̃gC
i3

= −
3iαsgsδg1g2T

i3
o1o2

2
√

2π
(
PL

(
e−iϕ2 U4,g1,s1,1

)
− PR

(
eiϕ2 U4,g1,s1,2

))
(B.88)

H0

H0

h0

iΓH0,H0,h0 = iαeMW

8πc4
W s

3
W

(
(cαsβ − cβsα)

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

) )
(B.89)
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ν̃g2
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8πc4
W s

3
W

(
(cβsα − cαsβ)

(
3c4
W + 2c2

W s
2
W + s4

W

))
(B.90)
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h0
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W
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] (B.91)

ũ∗s1,g1,o1
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] (B.92)

d̃∗s1,g1,o1
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A0
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iΓh0,A0,A0 = − iαeMW
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Wπs

3
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(
(cβsα − cαsβ)

(
3c4
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2
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W
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(B.94)
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A0

iΓH−,G+,A0 = − αeMW

4c2
WπsW
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A0

iΓH+,G−,A0 = αeMW
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WπsW

(B.96)
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3
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(
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(
3c4
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H0

H−

G+

iΓH0,H−,G+ = iαeMW

4πc2
W sW

(cβsα − cαsβ) (B.98)
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2
√

2πc2
W sW

(
U∗2,g2,s2,1

)
(B.99)

ũ∗s1,g1,o1
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iΓũ∗s1,g1,o1 ,d̃s2,g2,o2 ,G+ = iαeMW δg1g2δo1o2

6
√

2πc2
W sW

(
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)
(B.100)
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4πc2
W sW

(cβsα − cαsβ) (B.101)
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ν̃g1

l̃∗s2,g2
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2
√

2πc2
W sW
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W sW
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