Zu den Sitzungen des Seminars ,, Mathematik und ihre Didaktik” am 17. und 24. Oktober 2018

Zu Merkmalen einer , didaktischen Haltung*. Unten finden Sie die Aussage und einen hoch-
schuliiblichen Beweis des sogenannten Approximationssatzes von Dirichlet. Vergleichen Sie diesen
Beweis und seine Darstellung mit den entsprechenden Ausfiihrungen aus ,Von Zahlen und Figuren®
(1933) von Hans Rademacher und Otto Toeplitz (sieche den Downloadbereich meiner Institutswebsite
in der Rubrik dieses Seminars).

a) Versuchen Sie dem Approximationssatz — moglichst noch vor Lektiire des langeren Vergleichs-
textes — einen ,,Sinn" zu geben, also eine Art , didaktische Einbettung".

b) Sammeln Sie anhand der Exposition des Themas bei Rademacher und Toeplitz Merkmale einer
didaktischen Haltung bzw. einer Didaktisierung.

c) Ist es eigentlich irgendwie von Bedeutung, dass bei Bundschuh beliebige reelle Zahlen approxi-
miert werden, bei Rademacher und Toeplitz hingegen irrationale?

Dirichletschen Approximationssatz. Seia € R, w € N, w > 2. Dann
existieren p,q € Z mit 1 < ¢ < w und |ag — p| < L. Ist a irrational, so
existieren unendlich viele verschiedene teilerfremde p,q € Z, q¢ > 0, fiir die

lga — p| < i gilt.

Beweis. Fiir den ersten Teil des Satzes betrachte man die w + 1 im Einheitsin-
tervall [0, 1] gelegenen Zahlen 1 und*) {az} mit = € {0,...,w — 1} und die w
Teilintervalle [==F, ﬁ], j=1,...,w, von [0,1] der Lange L. Es existiert minde-
stens ein derartiges Teilintervall, in das wenigstens zwei der w+1 oben genannten
Zahlen fallen. Sind dies zwei Zahlen des Typs {az}, etwa {az;} und {az,},
wobei 0.B.d.A. 2, < z, gelten mége, so setzt man g := za—zy, p = [ozs]—[ax;]
und hat damit alle Forderungen erfiillt. Fallen jedoch 1 und eine Zahl des Typs
{az} ins gleiche Teilintervall, so ist z > 0, da die Zahl 0 wegen w > 2 nicht in die-

sem Teilintervall liegen kann. In diesem Fall setzt man ¢ := z, p := [@2z]+1 und
hat damit erneut alle Forderungen fiir die erste Aussage im Approximationssatz
erfiillt.

*) Fir reelles z wird {z} := z—[2] gesetzt; {z} heift der gebrochene Teil von z.
Weiter bedeutet ||z|| := Min({z},1—{2}) den Abstand von z zur nachstgelegenen
ganzen Zahl.

aus Peter Bundschuh: , Einfithrung in die Zahlentheorie™. Der Beweis des zweiten Teils
des Satzes fehlt hier.

Ein Beispiel eines mathematischen Briickenschlages zwischen Universitit und Schule.
Entwickeln Sie fiir die Verwendung im Klassenzimmer die Regeln eines Approximationsspiels, das auf
folgenden Grundideen aufbaut:

e Gegenstand des Spiels ist der ,,Kauf” von rationalen Zahlen und deren gewinnbringender
»Einsatz" bei der Approximation von gewissen reellen Zahlen (in unteren Klassenstufen etwa
rationale Zahlen mit groBem Nenner, in hoheren Klassenstufen irrationale Quadratwurzeln

natiirlicher Zahlen).

e Der Wert und damit der Kaufpreis einer rationalen Zahl (als Werkzeug der Approximation)
hangt nur von deren Nenner in der gekiirzten Darstellung ab: Je groBer, desto teurer.

e Der Gewinn, der sich bei der Approximation einer vorgelegten Zahl erzielen lasst, hangt von
der Giite der Approximation ab: Je besser die Approximation, desto mehr gibt es zu gewinnen.

e Das Angebot der Approximationsbriiche ist moglicherweise beziiglich der GroBe ihrer Nenner
nach oben begrenzt. (Und zwar auch deshalb, um im Falle der Approximation einer rationalen
Zahl eine perfekte Approximation (d.h. Ubereinstimmung) ausschlieBen zu kénnen.)



Fiihren Sie auBerdem aus, wie das von lhnen gestaltete Spiel als Mittel zur Entwicklung mathema-
tischer Fragen genutzt werden kann (die womdglich teilweise von Dirichlets Satz aus der vorigen
Aufgabe beantwortet werden). Welche der aufkommenden Fragen werden von Dirichlets Satz nicht
beantwortet?

Zum fraglichen Status der (Mathematik-)Didaktik. Auf Youtube gibt es ein Video mit dem
Titel Polya explains the problem solving technique. Die Videoqualitat ist schlecht, und das Englisch
des Vortragenden, des Mathematikers George Pdlya, ist kaum besser. Der Vortrag selbst jedoch ist
interessant. In der Einleitung des Videos erldutert Pdlya sein Dictum Teaching is not a science, it's an
art, das sich in unserer Vorlesung am 15. Oktober widergespiegelt hat. Studieren Sie die Einleitung
des Videos (etwa bis 03:40) und beschreiben Sie (miindlich) Pélyas Haltung zum Unterrichten von
Mathematik.

Zum entdeckenden Lernen und zur Freiheit bzw. Unfreiheit des Lehrers. Die Forderung
nach einem Unterricht, der entdeckendes Lernen ermdglicht, wurde natiirlich nicht nur von George
Pélya erhoben. Auch der (im Jahre 2017 verstorbene) Mathematikdidaktiker Heinrich Winter hat
sich damit beschaftigt. Im Downloadbereich meiner Institutswebsite finden Sie seinen Artikel Lernen
durch Entdecken? Lesen Sie diesen Artikel bis einschlieBlich Abschnitt 5 (also bis zur vierten Seite)
und fassen Sie dessen Inhalt zusammen. Beurteilen Sie, inwieweit sich entdeckendes Lernen im
Unterrichtsalltag umsetzen lasst. Welche Hindernisse gibt es?



