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1 Einleitung

@ Outside

(Cytoplasm)

Q

Abbildung 1: Zeichnung eines Ionenkanals [4]

Systeme, welche ldngere Zeit in einem Zustand verweilen und nur gelegentlich
in einen anderen Zustand springen, gibt es viele. In Bereichen wie der Biolo-
gie, der Medizin oder der Physiologie beschéftigt man sich zum Beispiel mit
Ionenkanélen. Diese konnen offen oder geschlossen sein und sogar halboffene
Zustdande einnehmen. Es gibt ITonenkanile, von denen man nicht weifl welche
Zustande sie einnehmen kénnen. Von anderen Ionenkanélen will man wissen,
ob sie auf bestimmte Substanzen, beispielsweise Medikamente, reagieren [6].
Abbildung 1 zeigt einen Ionenkanal, Ionen gelangen iiber den Ionenkanal durch
die Zellmembran.

Die Ionen, die durch den Kanal flielen, erzeugen einen Strom den man messen

™

Abbildung 2: Daten eines Ionenkanals [14]

kann. Da diese Daten verrauscht sind, ldsst sich der Zustand des Ionenka-
nals nicht direkt ablesen. Nimmt man nun an, dass das Rauschen der Daten
durch eine Normalverteilung beschrieben werden kann, dann lassen sich die
Zusténde des Kanals mit den Mittelwerten der Daten identifizieren. Verdndert
der Tonenkanal seinen Zustand, so erkennt man diese Anderung durch einen
Sprung der Mittelwerte. Das Auffinden von solchen Spriingen nennt man auch
Step-Detection oder Changepoint-Detection [8]. Abbildung 2 zeigt Daten die

an einem lonenkanal mit Hilfe der Patch-Clamp-Technik gemessen wurden [14].



Aufeinanderfolgende Punkte wurden durch eine Linie verbunden. Man sieht,
dass der Kanal von dem gemessen wurde zwischen einzelnen Zustdnden hin
und herspringt.

Diese Master-Thesis beschéftigt sich mit einigen Modifizierungen des Kalman-
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Abbildung 3: Daten eines lonenkanals gemessen unter Benutzung einer Span-
nungsrampe [15]

Filters [7]. Diese Modifizierungen wurden erdacht, um das Kalman-Filter fir
das Changepoint-Detection-Problem oder auch Changepointproblem anzupas-
sen. Das Kalman-Filter wird unter anderem zum Verfolgen (,, Tracking®) von
Objekten verwendet. Zum Beispiel kann man mit dem Kalman-Filter aus regel-
méfigen und ungenauen Positionsangaben eines Autos, einen Fahrtverlauf re-
konstruieren.

Es gibt bereits Ansétze fiir das Changepointproblem, welche das Kalman-Filter
benutzen [11]. Bis jetzt habe ich aber keine Verweise auf die in dieser Arbeit
behandelten Modifizierungen, des Kalman-Filters, finden kénnen. Ob sich die
in dieser Thesis hergeleiteten Modelle fiir eine Methode eignen, welche mit
bestehenden Verfahren wie SMUCE [13] konkurrieren kann, bleibt allerdings
abzuwarten.

Es wird sich jedoch zeigen, dass diese Modelle sehr gute Eigenschaften besitzen,
so dass ein Verfahren fiir das Changepointproblem moglich wire, das robust
gegen Ausreifier in den Daten ist und Anderungen in der Varianz der Daten
fiir die Erkennung der Spriinge benutzen kann. Es wére sogar moglich, eine
Methode zu entwickeln, die Zustandsinderungen nur anhand der Anderung
der Varianz erkennt.

Es ist auch ein Verfahren denkbar, dass Spriinge in Daten erkennt, welche un-
ter Verwendung einer Spannungsrampe gemessen wurden. Diesen Daten liegen
keine stiickweise konstanten Mittelwerte zu Grunde. Die Mittelwerte verlaufen

stattdessen proportional zur angelegten Spannung. Abbildung 3 zeigt einen



Ausschnitt von Daten die unter Verwendung einer Spannungsrampe entstan-
den sind [15], die Rampe lief in 400 ms von 0 mV bis -80 mV.

In dieser Thesis wird das Kalman-Filter erneut hergeleitet, denn die Rech-
nungen werden spater wiederverwendet. Die Kapitel 3 bis 6.2 und die Kapitel
16.1 und 16.2 enthalten keine neuen mathematischen Erkenntnisse, die dort
behandelten Themen lassen sich unter anderem in der Literatur zum Kalman-
Filter wiederfinden.

In dieser Thesis wird haufig der Begriff Sampling benutzt, er wird in Definition
5 eingefiihrt.

Die Modifizierungen des Kalman-Filters in den Kapiteln 7 bis 10 und die Me-
thode aus Kapitel 11.2 konnte ich allerdings nicht in der Literatur wiederfinden.
In Kapitel 11.2 wird eine Methode vorgestellt, die eine gemischte Dichte der
Normalverteilung durch eine einzelne Dichte der Normalverteilung approxi-

miert.

In dieser Thesis wird direkt vor und nach mathematischen Formeln, welche
zentriert und freistehend im Text erscheinen, kein Satzzeichen wie Komma,
Doppelpunkt, Semikolon oder Punkt geschrieben. Diese Interpunktionsregel
ist an das Buch [3] angelehnt und soll die Lesbarkeit der Formeln verbessern.
Bemerkungen werden in dieser Arbeit mit der Abkiirzung Bem eingeleitet,

Definitionen mit Def und Beispiele mit Bsp.



2 Darstellungen von Verteilungen und Dichten

In diesem Kapitel werden einige Notationen eingefiihrt, die den Umgang mit
Dichten und Verteilungen vereinfachen. Diese Notationen sind im Bereich der
Graphischen Modelle allgemein gelaufig.

Bem 1: Zur Kennzeichnung der bedingten Verteilung einer Menge von Zufalls-
variablen X, bedingt auf eine andere Menge von Zufallsvariablen Y, schreibt
man P(X | Y). Fir die gemeinsame Verteilung von X und Y schreibt man
P(X,Y). Welche genaue Form die Verteilungen haben, ldsst sich aus dieser
Darstellung nicht erkennen. Es lassen sich mit dieser Darstellung aber Aus-

sagen iiber die Verteilung formulieren. Zum Beispiel meint man mit P(X,Y) =
P(X)P(Y)

P(X €N,Y € M) = P(X € N)P(Y € M)

fiir alle Ereignisse M und N.

Bem 2: Hat P(Y | X) eine Dichte, dann wird diese mit p(y | ) bezeichnet,
entsprechend ist die Dichte von P(X,Y") gleich p(z, y). Das Besondere an dieser
Schreibweise ist also, dass die Funktion p erst durch die Variablennamen und

das | Zeichen (fast sicher eindeutig) festgelegt ist.

Bem 3: In Kapitel 6.1 wird eine andere Schreibweise fiir Dichten und Vertei-

lungen eingefiihrt.

Bem 4: Zur Kennzeichnung von Unabhéngigkeitseigenschaften wird folgende
Notation benutzt. Fiir Zufallsvariablen X, Y, Z fiir die X und Y bedingt auf
Z unabhéngig bzw. nicht unabhégig sind, schreibt man

(X LY |Z2)
bzw. (X LY | Z)

Bem 5: Eines der Graphoidaxiome welches in einem graphischen Modell gilt

ist die Dekompositition, sie besagt, dass fiir Zufallsvariablen X, Y, Z, W gilt
(X, Y LZ|W)=(XLZ|W)

An einigen Stellen in dieser Arbeit wird diese Regel implizit benutzt.



3 Multivariate Normalverteilung

Nun werden einige Eigenschaften der Normalverteilung untersucht, die im wei-

teren Verlauf dieser Thesis Verwendung finden.

3.1 Bedingung und Marginalisierung

Gegeben sei eine multivariate Normalverteilung mit Dichte

oz )= o (— gl mQG-m) ()

(2m) ||
mit z € R", n € N, dem Erwartungswertvektor m € R", der Prézisionsmatrix
Q) € R™" und der Kovarianzmatrix K € R™" und dessen Determinante |K].
Es wird K = Q! vorausgesetzt und dass K symmetrisch und positiv definit
ist. Q ist damit auch symmetrisch und positiv definit.

Def 1: Zur Angabe der Dichte der Normalverteilung kann sowohl die Ko-
varianzmatrix als auch die Prézisionsmatrix genutzt werden. Dazu folgende

Definition
X(z;m, K71) := ¢(z;m, K) (2)

Def 2: Die transponierte Matrix einer Matrix M wird mit M gekennzeichnet.

Fiir jedes | € N,0 < [ < n lassen sich die Matrizen @), K und die Vektoren

Q _ (me Qxy) ’ K — (wa ny>
anz ny Kyﬂc Kyy

(z) ()

z,my € R, Y, my e R", Quy = Q! K., =K}

Yz yz

Ix1 Ixn—I —Ixn—I
sz’a Q:{:x € R x ) K:Cya Qxy € R xn ) Kyyv ny € ]Rn "

m, z zerlegen in

mit

Damit ist es nun moglich, aus einer multivariaten Normalverteilung mit Dichte
p(z) die marginale Dichte p(y) und die bedingte Dichte p(x | y) herzuleiten.
Beide Dichten sind wieder Dichten der Normalverteilung, es geniigt also de-

ren Kovarianzmatrix (oder Prézisionsmatrix) und Erwartungswert anzugeben.



Denn eine Normalverteilung ist durch ihren Erwartungswert und ihre Kovari-

anzmatrix eindeutig festgelegt. Es gilt

p(y) = o(y;my, (Qyy — Qwa;lewy)il) (3)
p(z | y) = x(@; Qra (Quama + Quy(my — Y)), Qur) (4)

Fiir die genaue Rechnung siehe Anhang A.

3.2 Bayes-Schritt (fiir Normalverteilungen)

Seien p(z) = x(x;m,Q) und p(y | z) = x(y; Ax + b, L) zwei gegebene GauB-
dichten (Dichten der Normalverteilung) mit den beiden Prézisionsmatrizen
QeRX LeR">nlund y,bc R Ac R o m e R

Dann gilt

B o\ m Q+ A LA —A'L
P =y i lames) a2

Weiterhin gilt

p(y) = o(y; Am + b, L' + AQ™A") (5)
p(z | y) = ¢(z; M(A'L(y — b) + Qm), M) (6)

mit M = (Q + A'LA)L.
Bem 6: Der hier beschriecbene Ubergang von p(z), p(y|z) zu p(y), p(z|y) wird
im Folgenden Bayes-Schritt genannt.

Fiir die genaue Rechnung siehe Anhang B.

3.2.1 Eindimensionale Beispiele

Nun folgen einige Beispielrechnungen, die im weiteren Verlauf dieser Thesis
Wiederverwendung finden.

Bsp 1: Es scien die Dichten p(z) = ¢(x;m,v) und p(y | =) = o(y;x,7)
gegeben, mit x,m,y € R, v,r € R,. Es gilt



Also ist

p(y) = o(y;m,v+7)

p@wy>:¢(mﬂnr+y“

» 1
v+ .

1
_|_l

Bsp 2: Es seien die Dichten

p(z) = ¢(z;m,v)
p(y | z) = o(y; ux, u’r)

gegeben, mit z,m,u,y € R, v,r € R,. Es gilt

1
Q:—, A:U, L:T’ bZO
u?r
Also ist
p(y) = Bly; um, w?r + u*v)
Yrrm 1
pla ) = s 2 2T )
Bsp 3: Es seien die Dichten
p(x) = ¢(x;m,7)
es+axt 1
p<y‘x>_¢(ya t—|—8 7%+%)
gegeben, mit z,y,e € R, r;s,t € R,. Es gilt
1 t es 1 1
@ r’ t+s’ t+s’ t * s
Also ist

ply) = oly; ot “—w(t f)

t+s "t+s t+s

mt + es t 2 S 2
:¢<y’ t+s ’(S+r)(t+s) +t(t+s)>




weiterhin

2
t 11
Mt = —+ -
+<t—|—s> (t+s>
t 11 1

s(t+s) :r_t+s+s

(t+s t+s))(y_tfs)+%)
Y

e m
t+s r

yr(t + s) — esr + ms(t + s)
sr(t+ s)

1
r
1
r

M (AtL(y —b) + Qm) M

(
!
(

=M

_yr(t+s) —esr +ms(t + s)
ot s) —sr+s(t+s)

damit gilt

B yr(t+s) —esr + ms(t + s) 1
p(a:|y)<b<x, rt + s(t + s) ’ %-I—l)

1
r



4 Das Kalman-Filter

Mit Kalman-Filter ist eine Sammlung von Formeln gemeint. Die Formeln des
Kalman-Filters und weitere werden nun hergeleitet und beschrieben, denn sie
bilden die Grundlage dieser Thesis.

4.1 Das Modell

()
ORND

Abbildung 4: Das Graphische Modell fiir das Kalman-Filter.

Ausgangspunkt fiir das Kalman-Filter sind folgende Dichten der Normalver-

teilung

p(zj | 25) = x(@jt1; Ajzy + a5, Q) (7)
p(i | zi) = x(yi; Biwi + b, Ly) (8)
firi=1,....,n,5=1,....n—1,neN

In diesem Modell werden die Zufallsvariablen Y; € R%, d, € N beobachtet. Die
unbeobachteten Zufallsvariablen sind die X; € R% d, € N. Das Q € R% >4
die A; € RE=*% g, € R B; € RW*d p, € R und L; € R%*% seien
bekannt. () und die L; sind positiv definite symmetrische Matrizen.

Bem 7: Es gibt n Beobachtungen, aus denen man das Graphische Modell
bildet. Die Erwartungswerte der X; und Y; sind affine Transformationen von
X;_1 beziehungsweise X;. Die Indizes der Matrizen A;, B; und der Vektoren

a;, b; beziehen sich immer auf den Index des x;, auf das bedingt wird.

Bem 8: In Bemerkung 16 wird die A-priori-Verteilung von X; behandelt. Die-
se ist separat zu definieren, da es in dem Modell kein X, Ay oder ag gibt. Im
Folgenden wird erstmal angenommen, dass diese Verteilung eine Normalvertei-
lung mit irgendeinem konstantem Erwartungswert und irgendeiner konstanten

Kovarianzmatrix passender Dimension ist.

Abbildung 4 zeigt das zugehorige Graphische Modell. Dieser Graph ist iden-
tisch mit dem eines Hidden Markov Modells (HMM). Der Unterschied zum



HMM ist der, dass die Verteilungen durch Dichten der Normalverteilung defi-
niert sind und nicht wie im HMM durch diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilun-

gen. Dieses Modell triagt den Namen Hidden-Gaufi-Markov-Modell (HGMM).

4.2 Die Inferenzformeln

Bem 9: In diesem Kapitel werden folgende Dichten hergeleitet

p($j+1 | y1, - ,yj) Prediction
p(xi | yr, - Y) Update
PWsalyrs -, y5) Likelihood
p(xi | y) Smoothing
p(z | zj41,9) Exakt-Sampling

firi=1,....,n,5=1,...,n—1

Rechts neben den Dichten stehen die Namen der Kapitel in denen diese Dichten

hergeleitet werden.

Das Kalman-Filter umfasst eigentlich nur die Formeln fiir die Prediction und
das Update. Mit Kalman-Filter sind in dieser Thesis aber alle Formeln von
oben gemeint.

Bem 10: Um abzukiirzen wird

X :=(Xq,...,X,)
Y :=(Y,...,Y,)
gesetzt.

Bem 11: In diesem Modell erhédlt man durch Marginalisierung und Bedingen
immer wieder neue Normalverteilungen. Im Folgenden beschrénken sich deswe-
gen alle Inferenzschritte darauf, den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix

der A-posteriori-Verteilungen, aus der Inferenz, zu finden.

Bei der schrittweisen Berechnung der Dichten p(z; | y1,...,y;) firi=1,....,n

wird in jedem Schritt

p(@i | Y1, 1) 9)

10



aus p(zi—1 | y1,...,vi—1) berechnet. Damit ldsst sich dann

p(@i | yis - i) (10)

berechnen. Man beginnt damit p(x; | 1) aus p(x;) zu berechnen.
Def 3: Im Folgenden wird der Rechenschritt welcher aus der Dichte

p(%: | 3/1,--~7yz')

die Dichte p(x;11 | y1, ..., y;) herleitet als i-te Prediction bezeichnet.
Der Rechenschritt der aus p(x;1 | y1,-..,¥;) die Dichte

Pt | Y1, Yir1)
herleitet, wird (i + 1)-tes Update genannt.
Bem 12: Beginnend mit p(z) fithrt man das erste Update durch um p(z; | y1)

zu erhalten, damit dann die erste Prediction um p(zs | y1) zu erhalten und so

weiter, so lange bis man p(z, | y1, ..., y,) erhilt.

Bem 13: Die Verteilungen die im Folgenden berechnet werden, sind alles Nor-
malverteilungen, fiir deren Mittelwerte und Kovarianzmatrizen bzw.
Prézisionsmatrizen wird folgende Notation benutzt:

Fiir das i-te Update schreibt man m,; fiir den Mittelwert und @); fiir die

Prézisionsmatrix, das heisst

p(xi | Y,y - - 7%) = X($i;miaQi)

Die Mittelwerte und Préazisionsmatrizen aus der Prediction werden mit einem

" gekennzeichnet, das heisst
(i | Y1, Y1) = X M1, Qi—l)
Fiir das Smoothing wird ~ verwendet
(i | y) = x(asmi, Qi)

Im Exakt-Sampling benutzt man den " um einige Matrizen die dort definiert

und benutzt werden, zu kennzeichnen.

11



4.2.1 Prediction
Wegen (Xi+1 1 Yi, ce ,Y; | Xz) gllt
P(@iva | v, )P | @i, v, -, y) = (@ |y, - v)p(zig | ) (11)

Sei nun p(x; | y1,...,9:;) = x(xi;m;, Q) fir ein ¢ € {1,...,n — 1} gegeben

und p(z;41 | 2;) aus Formel (7). Dann ist

P(Zit1 | Y1, Y) = O(Tipr; Aimy + by, Q'+ AiQi_lAit) (12)

Bem 14: Die Parameter dieser Dichten sind von den Variablen abhéngig, auf
die bedingt wird. Sie werden im Eingang der Parametern aber nicht erwéhnt,

denn die yy, ..., y, wurden beobachtet und stehen deswegen fest.

4.2.2 Update
Sei nun p(x; | Y1, -, yic1) = x(i; i1, Qi—1) fiir ein i € {2,...,n} gegeben.
Dann ist

Wi lyr, - yim)p(@i | ya, - ui) = p(@i | vas - yim1)p(yi | @) (13)

Hier wurde die Unabhéngigkeitseigenschaft (Y; L Yi,... Y, 1 | X;) aus-
genutzt.
Def 4: Die i-te Kalman-Gain-Matriz K; wird definiert als

K, = QB! (L + BQ7\B)™ (14)
1=2,...,mn (15)
Damit gilt
p(xi | yr, - Y) (16)
d(x; Ki(y; — Bini_y — b;) + 1y, (I — K;B;)Q7Y)
O(xs; Ki(yi — Bi(Aj—imy—1 4+ ai—1) — b;) + Aj_ami—1 + a;—q,
(I — KB) )

Fiir die genaue Rechnung siehe Anhang D.
Bem 15: Die Erwartungswerte werden also mit Hilfe der neuen Daten schritt-
weise korrigiert. Dabei dient die Kalman-Gain-Matrix als Koeffizient dieser

Korrektur. Da die Kalman-Gain-Matrix mit Hilfe der Préazisionsmatrizen der

12



aktuell beobachteten Daten und der letzten Prediction, berechnet wird, spie-
len diese eine Rolle dabei, inwieweit neuen Daten gefolgt wird. Darauf wird in

Kapitel 5.6 noch einmal genauer eingegangen.

Bsp 4: Gegeben sei das Kalman-Filter im Eindimensionalen mit

(@it | 7j) = ¢(zj41575,0) (17)
pyi | ©:) = dyis v, i) (18)
mit Ti,Yi € Ra v, T € R+7

firi=1,...,n,5=1,...,n—1

Im i-ten Update erhélt man die Dichte p(x; | y1,...,v:) := ¢(x;;my, v;), mit
welcher die i-te Prediction durchgefiihrt wird, um

P(Tiv1 [ Y15 Y1) = O(Tiga; My, v +0)
zu erhalten. Das néchste Update ergibt

- S myT; + Yit1 (Ui + ’U) 1
P(@iv1 | Y1, - Yivr) = (@i it U+ 0 I 1 )

i v+

(siche Beispiel 1).

Bem 16: Man braucht noch eine A-priori-Verteilung fiir X7, diese ist aber
als Nuisance (ldstig) zu betrachten. Sei p(z;) = ¢(xy;p, o) die A-priori-
Verteilung fiir X;. Lésst man ¢ nach dem ersten Update gegen Unendlich
streben, erhdlt man p(x; | y1) = ¢(x1;y1,7;). Das bedeutet, dass das erste
Update entfallt. Alle folgenden Algorithmen arbeiten auf diese Weise. Diese
Vorgehensweise, die A-posteriori-Verteilung unter Benutzung einer A-priori-
Verteilung, welche sich wie eine Konstante auf ganz R verhélt, auszurechnen,

nennt man improper Prior oder auch uninformative Prior [10].

4.2.3 Exakt-Sampling

Def 5: Im Folgenden soll der Begriff Sampling den Vorgang beschreiben, aus
einer gegebenen Verteilung eine Stichprobe zu simulieren. Da eine Verteilung
durch ihre Dichte eindeutig bestimmt ist, kann man auch von einer Dichte

sampeln.

Bem 17: Dieser Begriff ist an das sogenannte Gibbs-Sampling [1] angelehnt.
Dieser Unterscheidet sich von der Simulation und dem Ziehen einer empirischen

Stichprobe. Wihrend die Simulation von Daten einen Vorgang beschreibt, bei
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dem Daten durch einen Algorithmus erzeugt werden, findet das Ziehen einer
empirischen Stichprobe in der realen Welt statt.

Das Sampling ist damit ein Spezialfall der Simulation.

Def 6: Das Sampling von P(X | Y) soll im Folgenden Ezakt-Sampling ge-
nannt werden. Warum dieser Begriff gewahlt wurde, wird in Bemerkung 30

naher beschrieben.

Fiir das Exakt-Sampling kann folgende Faktorisierung genutzt werden

(@ | YP(Tn-1 | T, y) - .- p(z1 | 22,9)
= p(mn ’ y)p(xn—l | Tn, Y1, - - >yn71) . 'P(% ‘ $27yl) (19)

p(z [ y)

Hier wurde (X; L Yii1, Xiyo, Yiro, ..., Xy, Yy | Xiy1) ausgenutzt.

Bem 18: Es wird damit begonnen, X,|Y aus p(z, | y) zu sampeln, dann
Xn-1|Xn, Y aus p(xp—1 | Tp,y1,...,Yn—1) und so weiter bis zu X;|X,,Y aus
p(x1|T2,y1). Damit erhilt man einen Sample von p(x | y). p(z, | y) ist aus dem

n-ten Update bekannt

(@i | Tipr, Y)P(@igr | Y1, - Ys)
= p(Tig1, % | Y1, Yi)
= p(37i+1 ’ xz)p(ﬂfz \ Y1, - .- 7Z/i)

firi=1,....n—1
Das entspricht dem Bayes-Schritt aus der Prediction (Formel (11)). Es gilt

P(iﬁz’ ’ 951'+1,3/>
= X(z5 (Qi + A'QA;) M (Qimy + A'Q(zi41 — @), Qs + A'QA))

fire=1,...,n—1
Def 7: Es wird noch eine weitere i-te Kalman-Gain-Matrix benotigt

K, = Qi TANQT + AQ AN

firi=2,...,n

14



Damit gilt

(Qi + A'QA) T Qimi + A" Q141 — a;))

= m; + Ki(xi1 — Ami — a;)

Fiir die genaue Rechnung siche Bemerkung 88 in Anhang D.

Bem 19: Diesmal werden also die Erwartungswerte aus dem jeweiligen Up-
date mit Hilfe einer neuen Kalman-Gain-Matrix korrigiert. Die neue Kalman-
Gain-Matrix wird auch wieder mit Hilfe der beteiligten Prézisionsmatrizen

berechnet.

Es gilt also

p(Iz‘ | Tit1, y) = ¢(9Uz‘; m; + Ki($i+1 — Am; — Clz‘)7 (I - KiAz‘)Qfl)

Bsp 5: Wieder im Eindimensionalen mit p(z; | yi1,...,v:) = ¢(xs;my,v;),

TiYi,m; E Ry, e Ry firi=1,...,n—1 gilt

4.2.4 Kalman-Smoothing

Der sogenannte Kalman-Smoother oder auch die Rauch-Tung-Striebel Formeln

[1] geben die Dichten der Form p(z; | y) fir ¢ =1,...,n an

P(@ig1 | i, y)p(xi | y) = p(z | 21, y)p(@isa | Y)

firi=1,....n—1

Sei nun p(xi1 | y) = x(Tis1; M1, Qivr) fiir ein i € {1,...,n — 1} gegeben

und p(x; | x;41,y) bereits aus dem Exakt-Sampling bekannt. Dann gilt

p(xi | y) = d(wimy + Ki(mi — Amy — a;), (I — K;A)Q ™ + KiQiL KY)

Bem 20: Man beginnt mit p(x,, | y), welches aus dem n-ten Update bekannt

ist und berechnet Schrittweise alle Dichten der Form p(z; | y),i=1,...,n—1.
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Bsp 6: Im Eindimensionalen mit

(i1 | 25) = d(wj11;75,0)
P(% | Y1y .- 7yi) = ¢($i;mz‘,vi)
p(xi | y) = ¢ M, Qi)

p(in ’ $j+17y) = ¢<x]7 ’U-'-Uj ’%+i>

mit Tiy Yis M, My € Ra Vi, U,V € R-‘ra

firi=1,...,n,5=1,...,n—1

ist die entsprechende i-te Kalman-Gain-Matrix von dieser Gestalt

. V;
Ki = .
v + v

fire=2,....n

Also gilt genauso wie in Beispiel (3)

V; ~ Uz'Q (% 2~
p(zi |y) = o zismi + (Mig1 — my), v — + ( ) Ui+1>

V; + v V; + v v; + v
- 2
C MU + M1V VU Vj -
= ¢\ z; ; + Uit
v; +v V; + v v; + v

m;U + M1V v 2 v 2

i i+1Vi i -

= i , Ui + it1

¢ v Ui+U U(Ui‘f'v) <U¢+U) (U+1 U>>

Lemma 1: Es gilt

maxp(z | y) = E(X [V =y) = (my,...,7)’

mit den m; aus dem Kalman-Smoothing und dem n-ten Update.
Beweisidee: Da X | Y multivariat normalverteilt ist und der Modalwert der
Dichte einer multivariaten Normalverteilung ihrem Erwartungswert entspricht

und der Erwartungswertvektor aus den marginalen Erwartungswerten besteht,

folgt die Behauptung. m

Bem 21: max p(z | y) nennt man auch Mazimum-a-posteriori-Schditzer (MAP-
TER™
Schitzer) fiir X | Y.
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4.2.5 Likelihood

Def 8: Die Likelihood (manchmal auch marginale Likelihood) ist definiert als

p(y).
Es gilt

p(y) = p(y1)p(y2 | v)pWs | Y2, 91),s s DYn | Y15+, Y1)

p(yi | Y1y - ,yi—l)P(%‘ | Y,y - - 7,%‘) :P(%‘ | Y,y - - >yi—1>p<yi | xz)
Also ist

i | Yas - Yic1) = O(yi; M, Li_l + BiQi__11Bit)

firi=2,...,n
Bsp 7: Im Eindimensionalen mit

p(zjp | ;) = ¢(j11;25,0)
p(xi | yrs - y:) = o mi, v;)
pi | zi) = o(yis wi,71)

mit x;, y;, m; € Ryv;, 0,1 € Ry

firi=1,...,n,5=1,...,n—1
gilt

plxi |y, yim1) = d(xi miz1, vim1 + )
= p(.%’ | Yiy - 7%—1) = Cb(yz‘; m;_1,7; + Vi1 + U)

firi=2,...,n

Bem 22: Wenn p(z;) im Eindimensionalen als ,,improper gewihlt wird, dann
ist auch p(y;) ,improper” oder ,uninformative“. Als Folge dessen betrachtet

man nur noch diese Dichte

p(ya, <oy Un | y1) =p(y2 | yl)p(yg | Z/27y1)7 e 7P(Z/n \ Y1, - .- 7Z/n71)

Bem 23: Die Likelihood ist hilfreich beim Einstellen der Parameter des Mo-
dells. Je groBler die Likelihood ist, um so besser passen die Daten und die
Parameter zusammen. Der EM-Algorithmus gibt ein abstraktes Verfahren an,

mit dem man Parameter erhélt, welche die Likelihood lokal maximieren [1].
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5 Das Changepointproblem

Nun wird untersucht, wie man die Formeln aus dem Kalman-Filter fiir das
Changepointproblem anwenden kann. Das Changepointproblem lésst sich auf
folgende Art motivieren.

Gegeben sei ein Datensatz aus Punkten im zweidimensionalen Raum
(ti,y;) ER?, i=1,....n, t;<ly<...<tl,, n€N

Die ¢; kénnen zum Beispiel kleine dquidistante Zeitpunkte sein, man kann die
t; auch Zeitschritte nennen.
Es wird nach einer Funktion f gesucht, die den gegebenen Datensatz besonders

gut approximiert und folgende Eigenschaften besitzt
f:la,b] = R

-1
F@) =" eiljaarn (@) + il ) (@)
i=1

a=a;<ay <...<aq1=>

leN,a;,a,b,c; e Ryi=1,...,1

Die Funktion f ist also eine stiickweise konstante Funktion, mit endlich vielen
verschiedenen Werten aus R, definiert auf einem Intervall in R.
Bem 24: Was , besonders gut® bedeutet, héangt von der Problemstellung und

den Féahigkeiten des angewendeten Verfahrens ab.

Def 9: Die a;,7 = 2,...,1, sind die Changepoints oder auch Spriinge. Die ¢;
heiflen Sprunghdhen.

Bem 25: Es wird nicht vorausgesetzt, dass ¢; # ¢;11 gilt. Es kann also Spriinge
geben, bei denen sich die Sprunghdhe nicht verdndert. Solche Spriinge lassen

sich zum Beispiel an einer Anderung der Varianz der Daten erkennen.

5.1 Modellierung durch Zufallsvariablen

Im Folgenden soll das Changepointproblem mit Hilfe von Graphischen Mo-
dellen untersucht werden. Dazu wird erst einmal grob beschrieben, wie so ein
Modell aufgestellt werden kann.

Sei Y; die Zufallsvariable, die zum Zeitpunkt ¢; den Wert y; annimmt. Die Y;
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werden als normalverteilt modelliert

Yi=Xi+e
e ~N(0,7:), reRy

firie=1,...,n

X ist eine von ¢; unabhéngige Zufallsvariable und die r; seien bekannte Vari-
anzen.
Def 10: Die X; heiflen Zustdnde. Der Wert von X; ist die Sprunghohe im ¢-ten
Zeitschritt. Wie ein Changepoint definiert wird, hangt von der Verteilung der
X, ab.

Bem 26: In dieser Arbeit wird X; immer als zeitdiskreter stochastischer Pro-
zess angenommen. In der Literatur [12] sind aber auch Ansitze zu finden,

welche X als zeitstetigen Markov-Prozess modellieren.

Damit das Modell iiberhaupt Sinn macht, miissen die Zusténde iiber die Zeit
konstant bleiben kénnen. Das lédsst sich leicht modellieren, indem man die
bedingte Verteilung der X;|X;_; diskret wahlt. In diesem Fall gibt es nur
abzéhlbar viele verschiedene Sprunghéhen. Diese Methode wird in dieser The-
sis nicht weiter verfolgt.

Bem 27: Die X; konnen auch als teilweise stetig modelliert werden

Z; ~ Bernoulli(1 —q), 0<g<1
Xi=Xi1+ Zid;
8 ~N(0,v), veR,

fire=2,....n

mit unabhéngigen X, |, Z; und 6;. Z; = 1 bedeutet hier, dass an der Stelle t;
ein Changepoint auftritt.

Diesen Zugang konnte ich bisher nicht in der Literatur zum Changepointpro-
blem oder dem Kalman-Filter finden, aber die Formeln aus dem Kalman-Filter
lassen sich durchaus fiir obiges Modell anpassen. Diese und weitere Anpas-
sungen des Kalman-Filters und ihre Umsetzung am Computer ist der Schwer-
punkt dieser Arbeit.
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5.2 Simulation und Darstellung der Daten

Im Zuge dieser Arbeit ist ein Programm entstanden, welches Daten fiir das
Changepointproblem simulieren kann und auf diesen Daten die vielen ver-
schiedenen Ideen, aus dieser Arbeit, im Zusammenhang mit dem Kalman-
Filter umsetzt. Per Knopfdruck ist es moglich, sich die simulierten Daten sowie
die Schitzungen aus den Inferenzalgorithmen anzuschauen. Die Visualisierung
funktioniert mit Hilfe eines OpenGl Frameworks fiir C++ namens Mathgl. Ma-
thgl besitzt eine Qt (ein C++ Framework fiir Graphische Benutzeroberfléchen)
Schnittstelle, so dass das Programm ganz bequem mit Hilfe einer Maus gesteu-
ert werden kann. Da es nur zu Testzwecken geschrieben wurde, ist es aber weit
davon entfernt ein Programm fiir den Endbenutzer zu sein. Die Oberflache des
Programms ist selbsterkldhrend und wird deswegen nicht beschrieben.

Mit dem Programm lassen sich Daten auf verschiedene Art und Weise simu-
lieren. In der gesamten Arbeit werden Daten genutzt, die wie folgt simuliert

wurden:

//Im Programm stellt man iterations, geom_q, sim_variance,
use_outliers, outlier_sim_variance, outlier_sim_prob und die
Vektoren vars, var_probs ein.
double mu=0;
for(int loop=0;loop<=iterations;loop++){
double 1=0;

//Simulation einer geometrischen Verteilung mit Anteilswert geom_q
const int m=sample_geometric(geom_q) ;
for(int i=0;i<m;i++)

//Simulation einer Exponentialverteilung

l+=sample_exponential (sample_uniform(1,10));
1x=100;
const double var=vars[sample_discrete(var_probs)];
for(int counter=0;counter<l;counter++){
if (use_outliers && sample_bernoulli(outlier_sim_prob))
sample_gauss (mu,outlier_sim_variance);
else
sample_gauss (mu,var) ;
3
//Simulation einer Normalverteilung

mu=sample_gauss(0,sim_variance);
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Bem 28: Quellcodefragmente werden in dieser Arbeit in einem C++ dhnlichen
Code angegeben. Es werden einige inuitive Funktionsnamen verwendet, die in

der Form aber nicht im C++-Standard vorhanden sind.

Man gibt im Programm mit iterations die Anzahl der zu erzeugenden Spriinge
an. Dann wird die Anzahl der Zeitschritte von einem Sprung zum né#chsten
simuliert. Hierzu wird eine zufillige Anzahl exponential verteilter Zufallsva-
riablen simuliert und mit 100 multipliziert (Zeile 5 bis 10). Diese zufllige
Anzahl wird durch eine geometrisch verteilte Zufallsvariable simuliert, dessen
Anteilswert geom_g im Programm eingestellt wird. Im Programm heifit dieses
geom_q Geometric q. Es beeinflusst indirekt, wie grof§ die Abstdnde zwischen
zwei Spriingen sind. Ein grofles Geomtric ¢ nahe bei 1 bedingt grofle Absténde
zwischen den Spriingen. geom_q ist die Wahrscheinlichkeit fiir Misserfolg und
der resultierende Sample in Zeile 6 ist die Anzahl der Misserfolge bis zum
ersten Erfolg. In Zeile 19 wird der Erwartungswert der Daten simuliert, mit
Mittelwert 0 und Varianz sim_variance, diese gibt man im Programm an. Der
erste Erwartungswert (die erste Sprunghdhe) ist immer 0. In Zeile 11 wird die
Varianz der Daten simuliert. Im Programm gibt man zwei Vektoren als kom-
maseparierte Listen an. var_probs sind die Wahrscheinlichkeiten der Varianzen
und vars sind die Varianzen. Jetzt werden die Daten simuliert. Im Programm
kann man angeben, ob die Simulation Ausreifler erzeugen soll, mit use_outlier,
outlier_sim_prob und outlier _sim_variance, diese werden auch im Programm
angegeben.

In Abbildung (5) ist zu sehen, wie das Programm simulierte Daten darstellt.

Parameter Simulation
v 50
Abbildung 5: q 0.8
Emissionsvarianzen 1,3
Varianz Wahrscheinlichkeiten 0.5,0.5
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Man sieht nicht die gesamten Daten, sondern nur einen Ausschnitt. Die grau-
en Punkte sind die Y;; zwischen den Punkten sieht man den Erwartungswert
mit dem die Y; simuliert wurden als durchgehende Linie dargestellt. Immer
wenn dieser im Laufe der Zeit seinen Wert dndert, gibt es an der Stelle einen
senkrechten Balken. Die unteren Balken stellen die Varianz der Daten dar.
Die Daten sowie die Varianzen verlaufen auf der selben Zeitachse. Ihre Werte
haben aber unterschiedliche Skalierungen, was die beiden senkrechten Achsen
andeuten. Die Tabelle unter der Abbildung beschreibt die Parameter, die im
Programm eingestellt wurden.

Bem 29: Um das Anfertigen der Grafiken zu vereinfachen, wird die Abszisse
der Daten nur mit ++/v beschriftet. Gemeint ist immer das v aus der Si-
mulation, in obigem Quelltext ist das die stm_variance. Das ,,q* entspricht
geom_q, die ,,Emissionsvarianzen® entsprechen dem Vektor vars und die ,,Va-

rianz Wahrscheinlichkeiten® entsprechen dem var_props Vektor.

5.3 Der Kalman-Filter Online-Algorithmus

Parameter Simulation | Sample
v 50 0.01
Abbildung 6: q 0.8
Emissionsvarianzen 1,3
Varianz Wahrscheinlichkeiten 0.5,0.5

Unter einem Online-Algorithmus versteht man einen Algorithmus, der die
Daten in dem Moment verarbeitet, in dem sie verfiighar sind. Ein Online-
Algorithmus arbeitet also auf einem unvollsténdigen Datensatz. Will man bei-
spielsweise Stromschwankungen in einer Leitung feststellen, um darauf rea-
gieren zu konnen, dann wiirde man einen Online-Algorithmus verwenden, der

im Idealfall in dem Moment eine Schwankung entdeckt, in der sie entsteht.
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Ein Offline-Algorithmus dagegen, wertet den kompletten Datensatz in seiner
Gesamtheit aus. Die Dichten p(x; | y1,...,y;) aus dem Kalman-Filter las-
sen sich fiir einen Online-Algorithmus verwenden, da nur die Beobachtung
bis zum Zeitpunkt ¢; benutzt werden. Die Dichten aus dem Exakt-Sampling
oder dem Smoothing lassen sich fiir einen Offline-Algorithmus verwenden, da
sie die Information bis zum n-ten Zeitschritt nutzen kénnen um Vorraussa-
gen iiber jeden beliebigen Zeitschritt zwischen ¢; und ¢,, zu machen. Man sagt
auch, dass das Exakt-Sampling und das Smoothing sogenannte Two-Pass Fil-
ter sind. Im ersten Durchlauf werden alle Dichten p(x; | y1,...,y;) berechnet
und im zweiten Durchlauf wird damit dann ein Sample von p(z | y) erstellt
bzw. p(z; | y),i =1,...,n berechnet.

Der Online-Algorithmus sampelt lediglich von den Dichten p(z; | y1,...,4:),
das ergibt, je nachdem wie man die Varianz v aus Formel (17) wahlt, einen
glatteren Punkteverlauf als bei den gegebenen Daten.

In Abbildung 6 wird dieses Sampling von p(z; | y1,...,%:),i = 1,...,n demons-
triert. Das Ziel ist es, die schwarzen Linien (also die Mittelwerte der Daten)
durch die gesampelten Werte (die roten Kreuze) anzundhern. Deshalb wurde
die Varianz v der Zustandsiibergénge mit 0.01 sehr klein gewéhlt.

Mit diesem Verfahren lassen sich grobe Voraussagen machen wo ein Change-
point ist. Dazu muss man sich nur darauf festlegen, ab welcher Auslenkung der
roten Kreuze man einen Changepoint melden wiirde (dieses Verfahren wurde
nicht getestet).

Die roten Kreuze bewegen sich immer erst nach einem Changepoint in die
Richtung der neuen Sprunghohe. Das ist fiir einen Online-Algorithmus nor-
mal.

Bem 30: Ein anderes nicht so offensichtliches Problem ist

p(z | y) #pla | yo)p(ze | y1,y2) - p(@n | Y150, Yn) (20)

Das bedeutet, dass die gesampelten Daten nicht geméf der A-posteriori-Vertei-
lung des HGMM verteilt sind, was problematisch ist, denn beispielsweise konnte
man eine Vermutung iiber die Sprunghohe in einem bestimmten Punkt anstel-
len wollen. Durch wiederholtes Sampling ldsst sich zwar eine Schéitzung dazu
angeben, aber wegen Formel (20) ist diese Schitzung nicht mathematisch be-
legt, denn die gesampelten Werte folgen einer anderen, moglicherweise unsin-
nigen gemeinsamen Verteilung.

Deswegen wurde der Name Exakt-Sampling eingefiithrt, um den Umstand zu

verdeutlichen, dass nur dieser Algorithmus einen Sample von P(X | Y) er-
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zeugt, wahrend das Smoothing oder der Online-Algorithmus das nicht leisten

konnen.

5.4 Exakt-Sampling auf simulierten Daten

Parameter Simulation | Sample
v 50 0.01
Abbildung 7: q 0.9
Emissionsvarianzen 1,3
Varianz Wahrscheinlichkeiten 0.5,0.5

Es lasst sich mit Hilfe des Exakt-Samplings aus Kapitel 4.2.3 ein Sample von

p(z | y) erzeugen. Abbildung (7) zeigt das Ergebnis. Man sieht sehr schon,

dass sich die gesampelten Werte schon recht frith auf die neuen Sprunghohen

zubewegen. Dort, wo die Changepoints sind, ist die rote Punktekurve bereits

auf halbem Wege zur néchsten Sprunghohe. Und man kann auch sehen, dass

solchen Daten eher gefolgt wird, bei denen die Varianz klein ist, als solchen

bei denen sie grof} ist.
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5.5 Algorithmus

Der Algorithmus fiir das Exakt-Sampling sieht so aus:

//y,r sind die Vektoren der beobachteten Werte und deren Varianzen

//V ist die Varianz der Zustandsuebergaenge beim Sampling

vector vm;
vector vr;
//erstes Update mit einem Prior mit
//unendlicher Varianz
double mean=y[1];
double var=r[1];
vm<<mean;
vr<<var;
//First Pass
for(int i=2;i<=n;i++){
var+=V;
mean=(mean*r [i]+y[i]*var)/(var+r[i]);
var=1/(1/var+1/r[i]);
vm<<mean;
vr<<var;
}
//Second Pass
vector Xx;
x<<sample_gauss (vm[n] ,vr[n]);

for(int i=n-1;i>0;i--){

//Prediction
//Update

double m=(vm[i]*V+x.last ) *vr[i])/ (V+vr[i]);

double v=1/(1/V+1/vr[il);
x<<sample_gauss (m, V) ;

3

Die Laufzeit und der Speicherbedarf sind O(n).
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5.6 Interpretation einiger Dichten

Folgende Dichten seien gegeben

p(xj | ;) = ¢(xj1575,0)
p(yi | i) = ¢(yis wi,74)

p(i [ y1, - yi) = oy my, v;)
vi, i € Ry omy, i,y € R

firi=1,...,n,5=1,...,n—1
Wie in Kapitel 4.2 bereits berechnet gilt

P(@j | y1, - y)) = d(xj005my, v + )

- My + Yig (v + ) 1
p(‘rH‘l I y1;~--7yz+1) _QS(IH—I) i v+ 7%+

)

vi+v

firi=1,....n—1,j=1,...,n—1

In jeder Prediction vergréflert sich die Varianz um die Varianz der Zustands-
iibergéinge, denn es wird eine Schéitzung fiir den néichsten Zustand gemacht,
ohne dabei einen neuen Datenpunkt zu beriicksichtigen, was die Schéatzung

ungenauer werden lédsst. Im darauf folgenden Update wird die Information iiber

einen neuen Messwert hinzugenommen. Die Prazision von X,y | Yiiq,..., Y1
ist

1 1

T, U+

das entspricht der Summe der Prézisionen von Y1 | X;11 und X4 | Y7,.., Y.
Man kann also sagen, dass in der Prediction die Varianzen aufaddiert werden,
wihrend im Update die Prézisionen aufaddiert werden. Das heifit, dass die
Schétzungen nicht ungenauer werden als die Daten und dass genaue Schétz-
ungen sich fortpflanzen kénnen (wenn v nicht zu gro8 ist). Ist sich das Modell
also nicht so sicher, dann bekommt man dieses Problem mit guten Messungen
in den Griff und falls sich das Modell sicher ist, dann dndert sich das nicht
sofort durch schlechte Messungen. Spéter wird noch entscheident sein, dass

diese Prizision im Laufe der Zeit immer gréfler werden kann.
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Der Erwartungswert im ¢ + 1-ten Update ist

m;r + Yip1(V; + 0 T v; +v
alite) (Y, ()

(e e ) T +v+v rituv+ov

Hier findet eine Gewichtung statt und zwar jeweils mit der Varianz des anderen
Mittelwerts. Denn die Varianz, die zu m; gehort, ist gerade v; + v. Diese Kon-
vexkombination aus den Varianzen bewirkt eine Verschiebung nédher an den
Mittelwert, zu dem die niedrigere Varianz gehort. Das heifit, falls die Varianz
von y; grofer ist als die Varianz, die zu m; gehort (hier v; + v), dann wird
der Mittelwert von p(z; | yi,...,y;) mehr in Richtung des Mittelwerts von
p(zi—1 | y1,-..,yi—1) verschoben und umgekehrt. Das bedeutet, dass die ge-
sampelten Werte nicht so sehr auf Daten reagieren, die auf eine grofle Varianz
zuriickzufiithren sind und den Daten um so mehr folgen, je genauer gemessen
wurde. Die Formel fiir das Exakt-Sampling lasst sich auf dieselbe Art inter-

pretieren

Tir1V; + myv 1
p(:(:z | :L‘i—l-lay) - ¢(xza x ’ 1 1)
) ;_|__
firi=1,....,n—1

Hier entscheidet sich der Mittelwert mehr oder weniger zwischen dem vorheri-
gen gesampelten Wert und dem Mittelwert aus dem Update. Die Prézision von
X; | Xiy1,Y ist die Summe der Préizisionen von X;yq | X; und X; | Y3,..., Y.
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6 MaBtheoretische Grundlagen

Als erstes wird eine Punktnotation eingefiihrt, die den Umgang mit Abbildun-
gen und damit auch Maflen vereinfacht.

Bem 31: Seien Ay, A, und B beliebige Mengen und f : A; x Ay — B ei-
ne Abbildung. Dann definiert f(aq,-) : A5 — B eine neue Abbildung durch
flai,)(ag) = flar,as), Vaj € Aj,ay € Ay. Genauso definiert f(-,as) : Ay —
B eine neue Abbildung durch f(-,as)(a1) = f(a1,a2), Va; € Ay, as € As.

Bem 32: Eine gemischte Verteilung oder auch Mischverteilung (, Mixture Dis-
tribution“ [1]) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung die durch Marginalisie-
rung einer latenten, diskreten Zufallvariable entsteht. Eine gemischte Vertei-
lung besteht also aus einer Summe von Verteilungen, die Komponenten ge-
nannt werden und deren Koeffizienten. Die Koeffizienten ergeben in der Sum-
me 1. Existiert zu einer Komponente eine Dichte, dann kann man diese Dichte
stellvertretend fiir ihre zugehorige Verteilung auch Komponente nennen. Bei
einer gemischten Normalverteilungen sind alle Komponenten Dichten der Nor-
malverteilung. Diese Verteilung kann selbst als Dichte angegeben werden.

Eine gemischte Dichte ist eine Konvexkombination aus Dichten.

Die Idee ist es, das HGMM so zu erweitern, dass die Zustinde X;, 1 =1,...,n
iiber die Zeit konstant bleiben kénnen, ohne sie diskret zu modellieren. Dazu
folgende

Def 11: Ein (Graphisches) Modell mit diskreten sowie stetigen Zufallsvaria-
blen, heift Hybrides (Graphisches) Modell [2].

Bsp 8: Ein Beispiel fiir ein Hybrides Modell sind lineare Gaufische Modelle [2].
Seien D = (Dy, ..., D;)" diskrete Zufallsvariablen und S = (S, ..., Sk)" stetige
Zufallsvariablen. Sei S* := S\{S;} und D’ := D\{D,}, dann ist die Verteilung
P(D, S) ein lineares GauBsches Modell, falls fiir die A-priori-Verteilungen von
den S; gilt

k
P(S; | D7Si) = N(aop + Z ai;pSj, Vip)
j=1j#i
aiop, a;jp und v;p sind von D abhéngige Vektoren bzw. Matrizen. Wobei die
A-priori-Verteilungen der D; nur von D* abhingen und nicht von S. Es wird
noch gefordert, dass die v;p symmetrische positiv definite Matrizen sind und
die Dimensionen und Wertebereiche der Variablen, Vektoren und Matrizen

Zusalmimenpassen.
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Bem 33: In einem Hybriden Modell wird durch Marginalisierung (also Sum-
mation) iiber die diskreten Zufallsvariablen eine gemischte Verteilung erzeugt.
Man sieht leicht, dass P(S | D) aus Beispiel 8 fiir jede Belegung von D einer
multivariaten Normalverteilung folgt, P(S) ist dagegen eine gemischte Nor-

malverteilung, denn

P(S)=> P(D=d)P(S| D =d)

Bem 34: Falls es in einem Hybriden Modell m € N dichotome Zufallsvariablen
gibt, dann erhélt man nach Marginalisierung dieser eine gemischte Verteilung
mit 2™ Komponenten. Der Aufwand der Inferenz in solchen Modellen kann

also mit exponentieller Geschwindigkeit wachsen.

Das Prinzip der Hybriden Modelle soll nun auf Zufallsvariablen erweitert wer-
den.
Def 12: Eine stetige Verteilung ist eine Verteilung mit einer Dichte beziiglich

des Lebesguemafes.

Def 13: Seien X und Y zwei Zufallsvariablen und Y diskret verteilt. Seien

und y, zwei Auspragungen von Y mit positiver Wahrscheinlichkeit und

P(X | Y =1y;) ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung
P(X | Y = yo) ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung

dann heifit X Hybride Zufallsvariable.

Def 14: Sei k € N und z € R* dann heift

lLreM .

0, sonst

Diracmafl oder auch Punktmafl um z. Es repréisentiert den deterministischen
Fall. Die dazugehorige Indikatorfunktion ist 1p/(z) := 0, (M).

Bsp 9: Angenommen im weiblichen Kérper gibt es ein Hormon, dessen Kon-
zentration dort standardgleichverteilt ist, bei Ménnern aber gar nicht vor-
kommt. Sei X die Zufallsvariable, die angibt, ob gerade eine Frau oder ein

Mann untersucht wird und P(X = Mann) = 1. Sei Y die Konzentration des
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Hormons im Kérper der Person, dann gilt

P(Y € - | X = Mann) = §
P(Y € -] X = Frau) = Gl

Y ist hier eine Hybride Zufallsvariable. dy ist das Diracmafl um 0 und Gl
ist die Standardgleichverteilung.

Bem 35: Die Zufallsvariable aus Beispiel 9 lédsst sich auch so darstellen

Y = 1(x=rran)Z
Z ~ Gl[oﬂ

P(Y') ist weder stetig noch kann man P(Y') mit Hilfe von abzdhlbar vielen
Wahrscheinlichkeiten ausdriicken. Wenn man mit Y rechnen will, ist es am

bequemsten, Mafle zu benutzen zum Beispiel
- 1 1
EY)= [ Pldw)Y(w)= [ P (dy)y= [ | 5GClox(dy) + 5o(dy) |y

_ /<%Gl[071}(dy))y+/<%50(dy)>y

1 1
= — O:—
4+ 4

Bem 36: Ein MAP-Schétzer lasst sich fiir Dichten p und diskrete Wahrschein-

lichkeitsverteilungen P mit

arg max p(x)

bzw. argmax P(z)

angeben. Fiir eine Hybride Zufallsvariable ldsst sich der MAP-Schétzer nicht

mehr sinnvoll definieren. Sei zum Beispiel

P() = 30 + 5 [ pla)ds

2
mit Dichte p gegeben, dann ergibt P({0}) = 1. 0 ist also der Wert mit der
hochsten Wahrscheinlichkeit, egal wie die Dichte p aussieht. Das fiithrt im All-
gemeinen nicht zu einer sinnvollen Moglichkeit, einen MAP-Schétzer fiir Ver-

teilungen von hybriden Zufallsvariablen zu definieren.
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Bem 37: Obige Verteilung ist deswegen die Verteilung einer Hybriden Zufalls-
variable, weil man eine neue latente, diskrete Zufallsvariable einfiithren kann,
die geméaf der Koeffizienten der obigen gemischten Verteilung verteilt ist. Die
Komponenten der gemischten Verteilung lassen sich also als bedingte Vertei-
lungen und die Koeffizienten als Wahrscheinlichkeiten, der Ereignisse auf die

jeweils bedingt wird, auffassen.

In den Erweiterungen des Kalman-Filters wird mit Hybriden Zufallsvariablen
gerechnet. Deswegen wird nun auf die mafitheoretischen Grundlagen eingegan-

gen.

6.1 Bedingte Erwartung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Wenn man Graphische Modelle und damit bedingte Verteilungen vom Stand-
punkt der Mafltheorie betrachten will, dann ist auch ein wenig Wissen zum be-
dingten Erwartungswert notwendig. Hier werden die fiir diese Arbeit niitzlichen
Tatsachen zu diesem Thema beschrieben und es wird auch auf ihre mathema-
tischen Zugénge eingegangen. Dieses Kapitel und das Kapitel 6.2 enthalten
bereits bekannte Ergebnisse aus der Mathematik, die man in &hnlicher Form
in [5] oder [3] nachlesen kann.

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und zwei Zufallsvariablen
X,Y : Q — R. Da Zufallsvariablen in ihrer Grundeigenschaft messbar sind, ist
es moglich fiir alle Borelmengen A, B € B(R) nach den Wahrscheinlichkeiten
P(X € A) und P(Y € B) zu fragen.

Bem 38: Die Verteilung einer Zufallsvariable X wird nun mit P~ gekennzeich-
net, man schreibt PX(M) := P(X € M). Die gemeinsame Verteilung zweier
Zufallsvariablen X, Y wird als PXY geschrieben, man schreibt PXY (M x N) :=
P(X € MY € N).

Um die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X € A | Y € B) und den bedingten
Erwartungswert E(X | Y € B) fiir Ereignisse B mit P¥(B) # 0 zu errechnen,

geht man fiir gewohnlich folgendermaflen vor

P(X€A|Y€B):%2g)3)
[ xap
E(X|Y€B)=% (21)

In der allgemeinen Theorie geht man noch einen Schritt weiter, zuerst wird
f 1X€AdP

festgestellt, dass P(X € A |Y € B) = YE?(Y—GB) = E(lxea | Y € B) gilt.
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Damit lédsst sich nun eine Theorie fiir bedingte Erwartungswerte und bedingte

Verteilungen zugleich herleiten. Sei
oYV):={Ac A|A={Y € B} fiir ein B € B(R)}

die o-Algebra die von Y erzeugt wird. Da das Integral in Formel (21) nur fiir

Mengen aus o(Y) berechnet wird, kann das X dort durch eine Zufallsvaria-

ble ersetzt werden, welche lediglich o(Y") messbar sein muss. Dieser Schluss

ist eine Folgerung aus dem Satz von Radon-Nikodym, denn fiir eine positive

Zufallsvariable X ist P'(A) := [ XdP, P’ : o(Y) — [0,00] ein Ma8, fiir wel-
A

ches man eine o(Y)-messbare Dichte f findet mit P'(-) = [ fdP. Man beweist

dies auch leicht fiir nicht positive Zufallsvariablen. f wird bedingte Erwartung
von X gegeben Y genannt [3]. Allgemein bezeichnet man jede Zufallsvariable
Z Q) — R mit

Z ist o(Y') messbar und

/ XdP = / ZdP VA€ oY)
A

als bedingte Erwartung von X unter Y und schreibt E(X | Y). Der bedingte
Erwartungswert ist also wieder eine Zufallsvariable. Das ldsst sich so inter-
pretieren: Da auf etwas bedingt wird, was selbst zufillig ist, ist der bedingte
Erwartungswert auch eine Zufallsvariable. Da seine Eigenschaften nur unter
dem Integral festgelegt sind, gelten alle Behauptungen iiber bedingte Erwar-
tungswerte immer nur fast sicher. Im Zuge dieser Arbeit stellt das allerdings
kein Problem dar, denn mit Zusatzeigenschaften wie Stetigkeit, werden Dichten
und bedingte Dichten eindeutig. Zum Beispiel ist die Dichte der Normalver-
teilung als stetige Funktion eindeutig.

Fiir A € A definiert man die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter Y als

P(A|Y):=E(1,4]|Y)
VA, B € B(R) gilt

/ P(X € AlY)dP = / IxeadP = P(X € AY € B) = PXY(A x B)

YeB YeB

Def 15: Fiir eine Abbildung f : A} x Ay X ... x A,, — B in mehreren Variablen
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wird durch f(ay,as,...,a;) eine neue Abbildung von A;.; X ... X A, nach B
definiert durch f(ay,ag, ...,a;)(@it1, ..., a,) == f(ay,...,a,).

Es ldsst sich zeigen [3], dass es eine fast sicher eindeutig bestimmte Abbildung

Z : B(R)xQ—[0, 1] gibt mit

Z(A)=P(Xe€Al|Y), VAeB[R) (22)
Z(A) ist messbar VA € B(R)
Z(-)(w) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl Vw € €2

Die Gleichheit ist nicht elementweise gemeint, sondern wieder nur fast sicher.
Nun soll eine Darstellung der bedingten Erwartung motiviert werden, welche
ohne den abstrakten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) auskommt.

Lemma 2: Sei f : Q—R messbar und eine weitere Funktion g : Q—R sei o(f)
messbar. Dann gibt es eine messbare Funktion A : R—R mit g = hof.

Beweisidee: Falls g positiv und einfach ist, dann lasst sich g so darstellen

g = Zailfq(Ai) mit Az € B(R),al eR

=1

Also ist g(z) = Z a;1a,(f(x)) und h = Z a;14,. Die Erweiterung auf beliebige

positive Funktlonen gelingt mit Hilfe des Approximationssatzes mit algebrai-
scher Induktion [3]. Allgemeine messbare Funktionen werden fiir den Beweis

in Positiv- und Negativteil zerlegt [3]. O

Mit diesem Lemma ist es moglich, die o(Y')-messbare Zufallsvariable E(X | Y)

so darzustellen
E(X|Y)=hoY

Mit einer B(R) — B(R)-messbaren Funktion h. Mit h(y) = E(X | Y = y) gilt

/ dPX = / dPE(X |Y) = / dPhoY dPYh

A Y (A)

A
_ / PY(Ay)E(X | Y =y), VA€ o(Y)
Y(A)

Fiir die Zufallsvariable Z in Formel (22) ldsst sich auch ein 4 : B(R) x R — [0, 1]
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finden [1] mit
Z(A)=h(A)oY, VAce B(R)

Nun heifit PXY := h bedingte Verteilung von X unter Y. Die Verteilung von
X unter Y hat wieder die Eigenschaften

PXIY(A) ist messbar VA € B(R) (23)
PXIY(\)(y) ist ein WahrscheinlichkeitsmaB Yy € R (24)

Hier gilt wieder

PYY(Ax B) = / dpPY PXY (A)

B

Diese Herleitungen erméglichen es nun, mit (bedingten) Verteilungen von Zu-
fallsvariablen zu rechnen, von denen man nur den Bildraum kennt. Dass es
diese Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsraume gibt, auf denen diese Zu-
fallsvariablen definiert sind, sichert ein Satz von Kolmogorov und ein Satz von
Tonescu Tulcea [5].

Bem 39: Fiir die Lesereihenfolge der Variablen im Eingang von bedingten

Verteilungen, gilt folgende Regel
PXX2Xs(Af 2 o)

Im Eingang der bedingten Verteilung wird zuerst das Ereignis, fiir das die be-
dingte Verteilung die Wahrscheinlichkeit angibt, angegeben. Danach kommen
in der selben Reihenfolge wie oben in der Liste der Bedingungen, die Belegun-
gen der Zufallsvariablen auf die bedingt wird. x ist hier also die Belegung von
X5 und 2’ die Belegung von X3.

Fiir das Produktmaf} ergeben sich leider Uneindeutigkeiten durch bedingte
Unabhéngigkeiten, z.B.

PYlZ’W®PX|Y’W(M % M/, ij) — PX,Y|Z,W<M/ % M, Z,U))

Hier gilt (X L Z | Y,W). Da die beiden Listen von Zufallsvariablen, auf die
bedingt wird, nicht die selben Zufallsvariablen beinhalten, ist es hier unklar
ob zuerst die Belegung von W oder Z im Eingang erscheint. Es wird versucht

dieses Problem durch geeignete Variablennamen zu umgehen. In der obigen
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Formel gehort deswegen das z zu Z und das w zur Zufallsvariablen W. Das
Kreuzprodukt der Mengen, fiir die die Wahrscheinlichkeit angegeben wird, wird
von links nach rechts in der Reihenfolge zugeordnet, in der die Zufallsvariablen
vor dem | Zeichen erscheinen, das M’ oben gehort also zu X. Ein anderes

Beispiel ist

P 2PN @PY (M, x M, x M,) = P*YZ(M, x M, x M.)

Bem 40: Da Wahrscheinlichkeitsmafie o-endlich sind und fiir B(R) ® B(R)
die Menge {A x B | A, B € B(R)} ein durchschnittsstabiler Erzeuger ist, lasst
sich der Eindeutigkeitssatz fiir Mafle [3] anwenden, so dass fiir alle Elemente
C € B(R) ® B(R) und Zufallsvariablen X,Y" gilt

PYE) = [P [P et

Deswegen ist es sinvoll das Produktmafl PY @ PXIY von X und Y so zu defi-

nieren

PYoPXY(0) .= / PY (dy) / PXY (dx,y)1e(x,y), VC € BR)® B(R)

6.2 Rechnen mit bedingten Verteilungen

Def 16: Sei nun im Folgenden A : B(R) — R immer das Lebesgue-Mafl auf
B(R). Fiir das Integral [ fd\ wird auch [ f(x)dx geschrieben.

Bei der Inferenz im HGMM wird ausschlieflich mit Dichten gerechnet. Fiir
die Inferenz im stiickweise konstanten Kalman-Filter (welcher noch definiert
wird), werden nun diese Rechnungen auf Wahrscheinlichkeitsmafe iibertragen.

Hier noch einmal eine Zusammenfassung der Rechenregeln fiir Dichten

p(x | y)p(y) = ply | 2)p(z) = p(z,y) (25)

/ p(z,y)de = / p(x | y)p(y)dr = p(y) (26)

p(x ]y, 2)ply | 2) =plx,y | 2) (27)

(X LY [Z)=plx|y,2)=plx|2) und p(x,y | 2) =p(z | 2)p(y | z) (28)
_ plz,y) i

plz|y) = ) Vy € R mit p(y) #0 (29)
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Bem 41: Es gilt

/ dPY PXY(A) = PXY(A x B) = / dPX PYX(B)

B A

und

PX(A) = PXY(AXxR) = / dpPY PXY (A) (30)

Bem 42: Fir Dichten der Form p(y;|z;) wird nun auch die Schreibweise
Yi|X;
P

gang der Dichte kénnen entfallen, da klar ist, auf welche Zufallsvariable sie sich

i, ;) verwendet. Die Indizes der kleingeschriebenen Buchstaben im Ein-

beziehen.

Bem 43: Zwei Zufallsvariablen XY sind unabhéngig falls gilt
PX7Y — PX®PY
Bem 44: Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X, Y gilt

PXY = pX ynd PYIX = p¥
PX®PY|X — PX®PY — PY®PX|Y

denn

/ dPY PX(A) = P*(A)PY(B)

= PXY(Ax B) = / dPY PXV(A), VA, B € B(R)

B

Bem 45: Die bedingte Unabhéngigkeit ist analog definiert

(X LY |Z)=
PYZgpXZ 0y = pYiZgpXlZ(C), VC € B(R) ® B(R)

Bem 46: Die gemeinsame Verteilung unabhéngiger Zufallsvariablen zerfallt
also nicht in das Produkt der marginalen Verteilungen, sondern ist gleich dem
Produktmafl der marginalen Verteilungen. Das ist eine Konsequenz aus der
Tatsache, dass die Elemente der Produkt-Sigma-Algebra nicht nur einfache

kartesische Produkte aus Elementen der einzelnen Sigma-Algebren sind. Der
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Satz von Fubini [3] stellt aber sicher, dass bei der Integration iiber Produkt-
mafle so vorgegangen werden kann, als wire das Produktmafl das Produkt der

Marginalverteilungen, beispielsweise ist fiir C' € B(R) ® B(R)
[ tapPrar ey = [ [ 1ot @) @
C

_ / / Le(z, y) f (@, y) PY (dy) PX (d)

fiir integrierbares f, also Funktionen fiir die das Integral auf der linken Seite
einen endlichen Wert besitzt [3]. In diesem Sinne ist das Produkt sogar kom-
mutativ, denn es ist egal, ob zuerst iiber X und dann iiber Y integriert wird

oder umgekehrt.

Lemma 3: Seien X,Y zwei reelle Zufallsvariablen und PX ein Mafi mit \-
Dichte p* und PYX die bedingte Verteilung von Y unter X, dann gilt

P¥@PYX(A x B) = / pX(x)PYX(A, x)dz, VA, B e B(R)

B

Beweisidee: Wegen der Kettenregel [3] gilt

PYeP"Y(Ax B) = / P (dx)P"™(B, x)
A

_ /A(/dxpx(s)ds)P”X(B,x):/Apx(x)PY'X(B,x)dx

Lemma 4: Sei # das Zahlma8. Fiir zwei Zufallsvariablen X,Y mit A®# Dichte
f und fiir integrierbare Funktionen g : RxR — R gilt

| P st = Y [ 1wt de, vN €201 e B®

MXN YeN b
Beweisidee: Fiir PY gilt wegen Bemerkung 46

PNy =Y / f(z,y)da

yeN

37



deswegen kann man dort wo [ f(z/,y)dz’ # 0 ist

XY - f(%y)
pX| (M,y)_ﬂl—ff(x,’y)dx/dx

wéhlen und ansonsten beliebig. Integration iiber das Produktmaf} ergibt nun

/ PX’Y(d(:v,y))g(x,y)—/Py(dy)PX'Y(M,y)g(m,y)dw

MxN N

= Z/f(x,y)g(%y)dfr

yENM

]

Bem 47: Mit Lemma 4 umgeht man nun die Schwierigkeiten im Umgang mit
Hybriden Modellen und Hybriden Zufallsvariablen, denn man braucht nicht

mehr explizit zwischen Summation und Integration zu unterscheiden.

Lemma 5: Seien X,Y zwei reelle Zufallsvariablen und P¥ ein Mafi mit M-
Dichte p*, g : B(R)xR — R eine Abbildung mit den Eigenschaften aus den
Formeln 23 und 24 und es gelte

PXY(Ax B) = /g(B,x)dx, VA, B € B(R)
A

Sei G = {z € R| p*(z) = 0}, dann gilt

9(B, x)

PYX(B,z) = . VY eR\G
(B,z) P \
Beweisidee: Sei A € B(R) dann gilt
B, x)
PX(dr) 9B :/ B, z)dx

[ Pranie - [

A\G A

= PY¥Y(Ax B)=P*@P*Y(AxB) = / PX(dx)PY¥(B)

A
0

Bem 48: Mit

E(lao X |Y=y)=PXV(4,y) = /PX'Y(d%y)lA(x)

38



ldsst sich mit Hilfe der algebraischen Induktion zeigen, dass fiir messbare Ab-
bildungen h: R — R

E(hoX | Y=y) = /PX|Y(dx,y)h(ac)

gilt. Das bedeutet, dass der bedingte Erwartungswert von X durch ein Integral

ausgedriickt werden kann, denn fiir h = id ist

E(X | V=y) = / PXY (dz, y)a

Lemma 6: Fiir eine gegebene Abbildung ¢ : B(R)xR — R mit den Eigen-
schaften aus Formel (23) und (24) und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P iiber
B(R), definiert P®g ein Wahrscheinlichkeitsmaf iiber B(R)@B(R).

Beweisidee:
Pog(RRR) = / / (dy,x) =1 (Normierung)
Wegen 14,04,0... = 1a, + 14, + ... fiir paarweise disjunkte A; € B(R)@B(R)

ist PRg(A;UAU...) = // (1A1<l’,y) + 1a,(z,y) + ... )g(dy,x)P(dm) =

//1A1xy (dy,x)P(dx) + //1A2xy (dy,x)P(dx) + ... =

P®g(A) + PRg(As) + ... (o-Additivitét)

Hier wurde der Satz von Beppo Levi [3] angewandt. O

Bem 49: Nun ist klar, wie eine bedingte Verteilung definiert ist und dass
ausgehend von der gemeinsamen Verteilung zweier Zufallsgroflen immer eine
bedingte Verteilung existiert. Das Lemma 6 zeigt, dass ausgehend von einer
Abbildung mit den Eigenschaften aus Formel (23) und (24) und einer Vertei-

lung eine neue Wahrscheinlichkeitsverteilung entsteht.

Bem 50: Die Ergebnisse des 6-ten Kapitels lassen sich auch auf Zufallsvaria-

k
blen mir Werten in R* mit k& € N iibertragen. Eine Verteilung P: @ B(R) —
i=1

k
[0, 1] gilt dann als stetig, wenn sie eine Dichte beziiglich ) A besitzt.
i=1
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7 Stuckweise konstanter Kalman-Filter

6

Abbildung 8: Das zugehérige Graphische Modell fiir den stiickweise konstanten
Kalman-Filter.

Das dem Kalman-Filter zugrundeliegende HGMM wird nun an das Change-
pointproblen angepasst, damit es moglich wird stiickweise konstante Funktio-
nen, durch die Daten, zu sampeln, ohne die X; diskret modellieren zu miissen.

Das neue Modell lautet nun so

P% = Bernoulli(1 — q)
PXilXi-vZi(M 2z, 0) = 6,(M)

pleXj—l,Zj(M7x, 1) = / X(s; Aj1x 4+ a;-1,Q)ds
M

pYi‘Xi (y,z) = x(y; Bix + b;, L;)

dy
mit 0 < ¢ < 1, M € X) B(R)

k=1

firi=1,...,n,7=2,...,n

Bem 51: Die Variablen und Matrizen, die in Bezug auf das vorherige Modell

gleich geblieben sind, werden nicht noch einmal beschrieben.

Abbildung 8 zeigt das zugehorige Graphische Modell.

Bem 52: Die Zustidnde in diesem Modell bleiben also mit Wahrscheinlichkeit
q konstant und verdndern mit Wahrscheinlichkeit (1—¢) fast sicher ihren Wert.
Die Zufallsvariable Z; steuert dieses Verhalten. Die X; | X;_; sind nun Hybride

Zufallsvariablen.

Bem 53: Dieses neue Modell ist also ein Hybrides Modell mit Hybriden Zu-

fallsvariablen.

Bem 54: Wie vorher bilden die Zustdnde eine Markov-Kette und damit gilt

40



zum Beispiel
(Xi+17 Z’H—l L Xi—b Zi—17 s ’Xl) Zl’}/la s 7)/7: | Xl)
Es gilt aber auch

(Ziv1 £ Zi | Xita)
(Ziv1 L Z; | X3)

Diese Unabhéngigkeitseigenschaften und viele weitere lassen sich aus der Gra-
phenstruktur des Graphischen Modells ableiten. In den Rechnungen werden
die benutzten Eigenschaften manchmal in grau daneben- oder darunterge-
schrieben. Eine genaue Beschreibung dariiber, wie man aus dem Graphen die
Unabhéngigkeitseigenschaften der zugehorigen Zufallsvariablen ablesen kann,
findet sich zum Beispiel in [1]. Beispielsweise gilt (Z;41 £ Z; | Y), da Z;;1 und
Z; gegeben Y nicht D-separiert sind. Das gilt weil Y die V-Struktur beziiglich
Ziv1, X; und X, aktiviert. Dieses Phédnomen wird auch ,explaining away*
genannt. Anschaulich ldsst sich das so beschreiben: Ein Sprung an der Stel-
le t;41 (gegeben Y') hingt davon ab, ob an der Stelle ¢;,j = 1,...,4 bereits

gesprungen wurde oder nicht.

7.1 Inferenz im stiickweise konstanten Kalman-Filter

Bem 55: In diesem Kapitel werden folgende Dichten und Mafle hergeleitet

pXril¥i.Y; Prediction
pX,L-|Y1,...,Yi Update
pYiHilYieY; Likelihood
PXilXj1Y Exakt-Sampling
PZj+1|Y1,-~~7Yj Prediction fiir Z
PZJ'+1|Y1,~~,}/]'+1 Update ful" Z

firi=1,...,n,7=1,....,n—1

Rechts neben den Dichten oder Maflen stehen die Namen der Kapitel in denen

sie hergeleitet werden.

Bem 56: Es wird sich zeigen, dass gemischte Normalverteilungen eine invari-

ante Verteilungsform gegeniiber der neuen Prediction und dem neuen Update
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sind. Das heifft, wenn mit einer gemischten Normalverteilung die Prediction
und das Update durchgefiihrt werden, dann ergibt sich wieder eine gemischte

Normalverteilung.

Def 17: Die Zahl k;,7 = 1,...,n gibt nun immer die Anzahl der Komponenten
aus der gemischten Verteilung des i-ten Updates an, es wird sich zeigen, dass

k; auch die Anzahl der Komponenten der Dichte der (i — 1)-ten Prediction ist.

Bem 57: Die Verteilungen fiir die Prediction und das Update, die im Folgen-
den berechnet werden, sind gemischte Normalverteilungen. Deren Mittelwerte,
Préazisionsmatrizen und Koeffizienten werden mit folgender Notation gekenn-
zeichnet. Fiir die j-te Komponenten des i-ten Updates schreibt man m,; fiir
den Mittelwert, @;; fiir die Prazisionsmatrix und g;; fiir den Koeffizienten, das
heisst

k;

p(@ilyr, - ) = Z ij X (@i mij, Qi)

Jj=1
Die Mittelwerte und Préazisionsmatrizen aus der Prediction werden mit einem
" gekennzeichnet, das heisst

ki
p@ilyn, - yic) = > Gimyx (@i iy, Qicry)
=1

Im Exakt-Sampling benutzt man den " um einige Matrizen die dort definiert

werden, zu kennzeichnen.

7.1.1 Prediction

Fiir ein i € {1,...,n — 1} sei die gemischte Normalverteilung

ki
pil i () = Z Qi X (T3 mi5, Qij)

j=1
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— /PZi+1<dz)PXi+1|Zi+17Y1 ,,,,, Yz(M7 Z)

_ qPX¢+1|Zi+1,Y1 ..... Y; (M, O) 4 (1 . q)PXi+1|Zi+17Y1 ..... Y; (M, 1)

S(1=q) [ P) [ oo A+ Q)dods
= /quwxwmm%)
/ Z 0 / (51, Qup)x(as Aus + as, Q)dscl
= /M quuxx,meu) (31)

+ 1 - C] Z QZ]¢ X, A ng + a;, Q_l + AiQijilAit)dl‘ (32)

Jj=1

Also ist

Jj=1
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Bem 58: Es wire es auch sinnvoll gewesen, obige Rechnung mit
PY (M 2) = g8, (M) + (1= 0) [ (st i + a3, Q)
M

durchzufithren.

7.1.2 Likelihood

Mit Hilfe der Dichten aus aus Formel (31) gilt

pr Yo (y)

= /p“'Xi(y,:v)pXm1“"Y1(iv)d:v

k;
= /QZ &(y; Biw + by, L) qi1ix (5 mi 15, Q1)
j=1

ki
+ (1 - Q) Z Qi—1j¢(y; Bix + b, Lfl)ﬁb(ﬂf; Ai—lmi—lj + a;_q,

Jj=1

Q'+ Ai—lQi_—lleg—l))dx
ki
=q Qi—1;0(y; Bimi—1; + by, L7+ BiQ;jljBf)

=1
k;

+(1—9q) Z qi—10(y; Bi(Ai—imi_1j + a;_1) + by,
=1

Li_l + Bi(Q_l + Ai—lQi__lUAi—l)_le)

firi=2,...,n

7.1.3 Update

kit1

Gegeben sei pXitYiYi(3) i= S Gy (z; 1734, Q”) fir eine i € {1,...,n —

Jj=1
d ird die Dichte p¥i+1[¥1:Yit1 berech
araus wir 1e Dichte p erechnet

Xi+1|Yi+1,~~Y1<

p 7,y) = pYir1ViYi(y)

ki1

> Qz’jX(yQ Bi1x + b1, Livy) x(z; M, QU)

j=1

pYz‘+1 ‘YI 77777 Yz (y)
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Def 18: Sei

~

Klj ::Qz 1]B (L 71+BQ1 15 ) '
firi=2,....,n,7=1,...,k;

die ij-te Kalman-Gain-Matrix.

Mit den Formeln (5), (6) und (16) gilt nun

pXi+1|Yi+1 ,,,,, Y1 (Q?, y> (33)
kit1
= Z Qi1 O(; Kiy1j(y — Biyimig — biga) + 1, (1 — Kipaj Bi11)Q;; D)
j=1
o Gij®(y; Big1imi; + bisq, L'+ Bi—i—l@i_leerl) a4
Gi+1j = PYrlViYi () (34)

7.1.4 Exakt-Sampling

ki

Gegeben seien alle Dichten pXiVi-Yi(2) := 3™ giix(@;myy, Q) fir i = 1, ...,n
j=1

Wegen (X; L Yiiq,...,Y, | Xiy1) und Lemma 3 gilt firi =1,...,n—1

— /Mi%‘jx(%;mzj»@j)(q(sﬂc(M/)+(1_Q)/

= /]\[/qzqu X mz];Qz]) ( ) z

x(s; Aix + ay, Q)ds) dx

!

k;
/ / 1 —q Z%]X X, mszm) (S; AZQj—l—aZ,Q)dﬁds
= / QZQZ]XS ml]?Qlj) ( )

+ (1- Q)/ ZQin(x; mij, Qij)X(s; Aix + a;, Q)dxds
M55

Man beachte den Trick in der vorletzten Gleichung, indem das Integral {iber M

zu einem Integral iiber M’ wechselt, damit ein Ausdruck unter einem Integral
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iiber M’ entstehen kann. Auf diesen Ausdruck lisst sich nun Lemma 5 und die

Formeln (5) und (6) anwenden.

Def 19: Sei

Kij = Qz’j_lAit(Q_l + Ain’j_lAz’t)_l
i=1,. . n—1j=1, . .k

eine neue 7j-te Kalman-Gain-Matrix.

Damit gilt
PYiIXY (M ) (35)
ki
= Giodz(M) + Z dij /¢($; Kij(x — Aimy; — a;) +myj, (I — Kiin)Qij_l)dS
j=1 M
fire=1,...,n—1
mit

i

k
q - aix(x;mij, Qiy)

N = | _ pXi|Y17-u7Yi(x)

qio = pXiJrl‘Ylw-’Yi (a:) - pxi+1\Y1,...,m (a:)
o (1= q)qid(x; Aimij + ai, Q7 + AiQ AY)

T = PRt ViYi ()

Bem 59: In der Formel fiir das Exakt-Sampling taucht wieder das Diracmaf}
auf, das bedeutet, dass es hiermit moglich ist, eine stiickweise konstante Funk-

tion aus PXY zu sampeln.

7.1.5 Smoothing

lit1 _

Sei pXi+i (2) := 37 Gi1jx (25 Mig1, Qivyj) fiir ein i € {1,...,n — 1} gegeben
=1

und /;11 € N. Dann gilt

X1|Y177}/7,( Y;'_‘_l,...,Yn|Xi(

x??/la"'?l/i)p yi+17---7?/n733)
pYn,...,Y'i+1\Y'i,...,Y1 (yna o ;yl)

p

Xi|Yn,...,Y1(

p I7yn7"'ay1):

Bem 60: Eine etwas aufwendige Rechnung, mit diesem Ergebnis, wird in
Anhang C ausgefiihrt. Dieses Ergebnis ldasst sich aber auch direkt ohne lange
Rechnung ablesen.

Im Moment ist es nicht klar, ob aus diesen Formeln einen funktionierender
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Algorithmus hergeleitet werden kann. Bisher wurde es umgangen, mit Werten

wie

Yig1,Yn|X; (

p yi+17"'ayn7x)

zu rechnen, denn diese konnen zu klein werden, so dass man nicht mehr genau

rechnen kann oder man hat es mit sehr groflen Prézisionsmatrizen zu tun.

Bem 61: Das Smoothing wird in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Diese
Formeln sind aber niitzlich, denn sie geben Auskunft iiber den Verlauf der
Zustande. Ein Intervall [a;, b;],a; < b;,a;,0; € Ryi € {1,...,n} mit

PXilY ([ag, b)) > 80%

lasst sich als Konfidenzintervall zum Irrtumsneveau 20%, fiir die Position des

i-ten Zustandes (Sprunghohe an der Stelle ¢;) verwenden.

Bem 62: Aus diesen Formeln lésst sich allerdings nicht mehr so leicht wie in
Lemma 1 ein MAP-Schétzer herleiten. Denn hier arbeitet man mit gemischten
Dichten der Normalverteilung. Bei diesen entspricht der Mittelwert im Allge-

meinen nicht mehr dem MAP-Schéitzer.

7.1.6 Prediction fiir Z

Wegen (Zi1 LY1,...,Y;),i=1,...,n—1gilt PZ+1 1Y = pZis,

7.1.7 Update fiir Z

Bem 63: Interessanterweise gilt (Z; £ Yi,...,Y;1 | Y;),i = 1,...,n. Hier
lasst sich also, anders als in der Prediction fiir Z (Kapitel 7.1.6), die Informa-
tion vergangener Beobachtungen (die vy, ..., ¥y;_1) nutzen, um Aussagen iiber

die Gegenwart (das Z;) zu treffen.

Wenn man sich die Formel fiir die Likelihood (Kapitel 7.1.2) anschaut, sieht
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man leicht, dass gelten muss

PAlYii( 5 )
ql.—o - —1 -1 pt
= PV () ]21 Gi—150(y; Bimi_1j + by, Ly~ + BiQ; ", B;)
(1- @l |
+ Pt () Z Gi—1;0(y; Bi(Aimimi—1; + ai—1) + bi,

=1
L'+ Bi(Q ' + Aileiflj_lAE—llef)

firi=2,...,n

Bem 64: Die Formeln aus dem Update fiir Z lassen sich verwenden um in
einem Online-Algorithmus Vorraussagen iiber einen Sprung zu machen, diese
Methode wurde bisher nicht getestet. Im Folgenden wird dieser Weg nicht

weiter verfolgt.

7.1.8 Sampeln von PZY

Wie man in der Formel (35) fiir das Exakt-Sampling erkennt, erhilt man beim
Exakt-Sampling auch einen Sample von X, 7 | Y, verwirft man nun das ge-

sampelte X, bleibt ein Sample von Z | Y iibrig.

7.1.9 Viterbi Algorithmus fiir 7 | Y
Wegen
(Zicv £ Zigrs s Zn | Y, Z5)

ist die Formel fiir P%!%+1-ZnY picht dem Viterbi Algorithmus [1] zugdnglich,
denn dieser nutzt die Markov Eigenschaft der Zusténde in einem Hidden Mar-
kov Modell aus, um seine Laufzeit zu verbessern. Der klassische Viterbi Algo-
rithmus benutzt nicht die bedingte Verteilung sondern die gemeinsame Vertei-
lung, denn das ist bei der Maximierung dquivalent. Der Viterbi im klassischen
HMM nutzt dann aber diese Eigenschaft

(Xi+17}/;+l 1 Xi—l;m—la cee 7Xl7}/1 ’ Xu}/;)
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aus, um PXY(XY) bei festem Y zu maximieren. Im Fall von Z gilt aber

(Z’H-ly}/i—i-l l Zi—17)/;:—17 .. ’721)}/1 | ZMYZ)

Deswegen fiihrt der Weg iiber die gemeinsame Verteilung auch nicht zum Ziel.

7.2 Eindimensionaler stiickweise konstanter Kalman-Filter

Das Modell fiir das Changepointproblem wird nun so gewé&hlt

P% = Bernoulli(1 — q)
P (0, 0) = b,(0M)

plele’Zj(]\/[’xJ):/ o(s;x,v)ds
M

P (y,x) = oy x,74)
mit M € B(R),z,y € R,r;,v € Ry

firi=1,....,n,5=2,...,n

Sei

mit mi; € R, Vi; € Ry

fir ein 7 € {1,...,n — 1} gegeben, dann ist

= 0> qid(w;mig,vi) + (1= ) D qijd(w; mag, vij + v)
j=1 =1
ki
= MM (z) + (1—q) Zq@'ﬂ?(f; Mij, Vij + V)
=1

(36)
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ki
Sei nun pXiViYior(z) = S G (w1, 9i;) filr ein i € {2,...,n} gege-
j=1

ben, dann gilt

pX1|Y7,77Y1 (x, y)
ki N .
_ g YUimg M 1
- Qz]¢(xa @ ‘+7"‘ ’ l_|_ 1 )
j=1 i=1j ¢ T D15
G = Gi—1jO(Y; i1, 1 + Dio1j)
1) T

ki
> Gimud(y; My, i 4 0im1)
=1

(37)

Bem 65: Man kann die Verfahren mit pX1"1(z,y) = ¢(2;y,7,) starten, um

die A-priori-Verteilung fiir X einzusparen.

Die Formeln fiir das Exakt-Sampling sehen so aus

pXilXanY (A )

k.
- mi; U + T;; 1
= Gl (M) + Z/ (s; Y Y )ds
4o ( ) ]Z:;QJ Mgb U‘l‘Uij %‘i‘%

ki
q .ZIQij¢(x;mij’Uij>
Gio = — = i
q Y qad(x;ma,va) + (1 —q) Y- quo(x; ma, vy +v)
=1 =1
. (1 = @)gij(z; mij, vy +v)
ij = k; k;
q > qud(x;ma,vq) + (1 —q) Y qud(x; mi, vy +v)
=1 =1
firi=1,...,n—1

Die Likelihood ergibt sich so

pYi|Y1,...,Yi_1(y>
k;
=q Qi—1;0(y; mi—1j, 1 + vi_1j)
j=1
ki
+(1—-q) Z Qi—1;0(y; My, 1 + v + V1)
j=1

firi=2,...,n

20
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7.3 Ein neuer Kalman-Filter Online-Algorithmus

Mit Hilfe des stiickweise konstanten Kalman-Filters ldsst sich nun ein neuer
Online-Algorithmus herleiten. Hauptproblem bei der Umsetzung der Formeln
aus dem Update wird es sein, mit der groflen Anzahl an Komponenten in
der gemischten Verteilung, die in jeder Prediction neu entsteht, umzugehen.
Denn es verdoppelt sich die Anzahl der Komponenten mit jeder Prediction. Bei
einem Datensatz von 20 Punkten hat man es unter anderem also mit rund einer

XilY1,Yi 741 berechnen

Million Komponenten zu tun. Die exakte Dichte fiir p
ist fiir normale Datensétze also nicht moglich. Es wird sich aber zeigen, dass
der Algorithmus mit kleinen , Rundungsfehlern® trotzdem iiberraschend gut
funktioniert und gegeniiber dem normalen Kalman-Filter Online-Algorithmus
Verbesserungen mit sich bringt. Die Verbesserungen zeigen sich darin, dass die
gesampelten Zustédnde sehr nahe an den echten Zustédnden liegen und trotzdem
die Fahigkeit besitzen, quasi sofort auf die ndchste Spriinghéhe zu springen.
Abbildung 6 zeigt dieses Verhalten nicht. Dort ist beispielsweise die Varianz der
Statiibergénge sehr klein gewéhlt, was zwar dazu fiihrt, dass die gesampelten
Zusténde sich nach vielen Zeitschritten ohne Changepoint sehr nahe an den
echten Sprunghohen bewegen, sich bei einem Sprung aber nur sehr langsam
auf die neuen Sprunghohen einstellen. W&hlt man dort die Varianz grof}, dann
springen die gesampelten Werte zwar schnell auf die neuen Sprunghchen, geben

diese aber nur sehr ungenau wieder.
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7.3.1 Pseudocode

struct triple{

double q; double m; double v;

triple(double arg_q, double arg_m=0, double arg_v=1)
:q(arg_q) ,m(arg_m) ,v(arg_v) {}

bool operator<(const triple &t){ return g<t.q; }
3
list<list<triple> > 1;
// der Vektor y haelt die beobachteten Y Werte
// der Vektor r haelt die Varianzen der beobachteten Y Werte
// Q ist die Wahrscheinlichkeit fuer Z_i=0
// V ist die Varianz aus den Uebergaengen der Zustaende
list<triple> ulist; //Update Verteilung
ulist<<triple(1l,y[0],r[0]); //erstes Update
for(int i=1;i<n;i++){

list<triple> plist; //Prediction Verteilung

for(ulist.begin();'ulist.at_end();ulist.next()){ //Prediction

triple t=ulist.value(Q);
plist<<triple(Q+*t.q, t.m, t.v)
<<triple((1-Q)*t.q, t.m, t.v+V);
}
ulist.clear();
for(plist.begin();!plist.at_end();plist.next()){ //Update
triple t=plist.value(Q);
t=triple(t.qg*phi(y[i],t.m,t.v+r[i]),
(t.m*r[il+t.vxy[i])/(r[il+t.v),
1/ /x[il+1/t.v))
}
normalize(ulist);
shrink(ulist,threshold);
1<<ulist;

3

Der Algorithmus zeigt, wie einfach sich obige Formeln implementieren lassen.
Wie oben bereits erwahnt, ist das Hauptproblem die exponentiell wachsende
Grofle der gemischten Verteilungen. Die hier verwendete heuristische Losung
(Zeile 29), bei der einfach alles verworfen wird, was einen Koeffizienten kleiner
threshold hat, funktioniert vorerst recht gut. Denn von solchen Komponenten

mit einem kleinen Koeffizienten wiirde nur sehr selten gesampelt werden. Und
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wenn ein Koeffizient erst einmal klein ist, wird er im Laufe der Zeit nur schwer

wieder grof3.

Die Laufzeit und der Speicherverbrauch ist O ( , denn es gibt héchstens

_n_
threshold

Komponenten in jedem Schritt. Da man als von oben be-

1 1
threshold threshold
schriankt annehmen kann, ergibt sich also eine lineare Komplexitét fiir Speicher

und Laufzeit.

7.3.2 Sampeln auf simulierten Daten

Parameter Simulation | Sample
v 50 50
. ) q 0.8 0.99
Abbildung 9: threshold 4-1074
Emissionsvarianzen 1,10
Varianz Wahrscheinlichkeiten 0.5,0.5

Abbildung 9 zeigt nun geméf der Dichten p(x; | y1, ..., v;) gesampelte Werte.
Wenn man die Werte von links nach rechts anschaut, dann sieht man, dass die
Samples immer dichter an den echten Sprunghohen liegen, je ldnger die echten
Sprunghohen konstant bleiben. Dieses Verhalten ist darauf zuriickzufiihren,
dass die Mittelwerte der Komponenten der gemischten Verteilung mit einer
groffen Varianz mehr in Richtung der Messwerte wandern, als die mit einer
kleinen Varianz. Durch das hin und herspringen der Messwerte, werden nun
die Koeflizienten der Dichten, bei denen der Mittelwert zu weit in die falsche
Gim1j ¢ (yiiTvi—15;ri+0i—15)
;il Gim15P(ysii—15,mi+0i—15)
aus Formel (34) bestraft dieses Wandern der Mittelwerte. Als Folge erhalten

gerade solche Dichten mit kleiner Varianz einen vergleichsweise groflen Koeffizi-

Richtung gewandert ist, sehr klein gemacht. Denn ¢;; =

enten, welche einen Mittelwert besitzen, der dicht an den echten Sprunghdhen
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liegt. Die gesampelten Werte aus der Abbildung wurden also teilweise von
Dichten mit sehr kleiner Varianz gesampelt. Das erklart die hohe Genauigkeit
der gesampelten Werte kurz vor einem Sprung und die niedrige Genauigkeit
kurz nach einem Sprung.

Im Gegensatz zum normalen Kalman-Filter, ist hier die Wahl fiir die Varianz
der Zustandsiibergénge verniinftig, wenn sie gleich der Varianz der Daten ist.
Hier gilt ungefihr ¢ = 0.99 ~ 1 — Anﬁ;ﬁf‘iﬁ;;gﬁﬁiw = o= Wie bereits
erwahnt, zeigt das Bild aus der Abbildung nur einen Ausschnitt aus dem ge-

samten Datensatz.
Bem 66: Man beachte den Unterschied von ¢ fiir die Simulation und fiir die

gesampelten Werte. Das ¢ fiir die gesampelten Werte steht fiir PZ(0).

7.4 Exakt-Sampling auf simulierten Daten

Bem 67: Der Name Exakt-Sampling deutet nur den analogen Vorgang zum
Exakt-Sampling im normalen HGMM an. Wegen des Verwerfens von Kompo-
nenten der gemischten Verteilungen ist der Sample, den man hier erhélt, nicht

exakt, sondern nur genahert.

Bem 68: Eine gemischte Verteilung aus Diracmaflen und Normalverteilungen
wie in Formel (35), lisst sich durch eine gemeinsame Verteilung mit einer neuen

latenten Variable T; beschreiben
PXi’T”XiJrl’Y(MXt, l’) = 1t=OQi051(M)

ki
+ D Lyt /¢(59 Kij(x — Aymij — a;) +my, (I = KijAi)Qyy ™ )ds
Jj=1 M

Von dieser Verteilung kann man leicht einen Sample erhalten. Wegen

PX“Tilxi“’Y(Mxt, ) = PTi‘Xi+1vy®pXi|Ti:Xi+1vY(txM’ )

TiXit 1Y gesampelt,

sampelt man zuerst von PTXi+1Y ynd damit wird von P!
um einen Sample von PTXilXit1.Y 2y erhalten. Verwirft man nun einfach den
von PTiXit1Y gesampelten Wert, dann bleibt ein Sample iibrig, welcher der

Verteilung PXilXi+1:Y geniigt.

Abbildung 10 zeigt die gem#B der MaBe PXilXi+1Y gesampelten Werte. Die
neu dazugekommenen roten Geraden sind die gesampelten Geradenstiicke. Je-
desmal wenn es einen Sprung in den gesampelten Zustdnden gibt, horen sie

mit einer Markierung auf.
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7.4.1 Pseudocode

° e
i \/E s, 0, .. o. . :°.° N ....#.
¢ ° - .‘+‘.‘.{“1. - AP VI O Selpon > "' Ve
-0 _3: ..o.. A f: Y ':'.:.“ e, ‘ .‘ . @ e T, of .o. ) -o. » .
L /v :

_ - —10
!

Parameter Simulation | Sample

v 10 10
. ‘ q 0.9 0.99
Abbildung 10: threshold 4-1071
Emissionsvarianzen 1,10
Varianz Wahrscheinlichkeiten 0.5,0.5

sample_exact(list<list<triple> > &11){

list<triple> &l=11.rbegin().value(); //r steht fuer reverse
double sample=sample_gauss_mixture(1);
11.rnext () ;
for(;!1l.at_rend();11l.rnext()){
list<triple> &1=11.value();
list<triple> out;
out<<triple (Q*phi(sample,l));
for(l.begin();!1l.at_end();1l.next()){
triple &t=1.value();
out<<triple((1-Q)*phi(sample, t.m, t.v+V),
(t.mxV+samplext.v)/(V+t.v), 1/(1/V+1/t.v));
}
normalize(out) ;

sample=sample_gauss_dirac_mixture(out, sample);

Das Exakt-Sampling hat genauso wie der Online-Algorithmus einen linearen
Speicherverbrauch und lineare Laufzeit in n, wenn man als von oben

beschrankt betrachtet.

1
threshold

5]



8 Heteroskedastischer stiickweise konstanter

Kalman-Filter

Bis jetzt galten die Kovarianzmatrizen der Messungen immer als bekannt, denn
das Kalman-Filter nutzt diese Information sehr geschickt aus. Nun werden die
Kovarianzmatrizen der Daten als zufillig modelliert, sie konnen ihren Wert
bei jedem Sprung dndern, so wie es bereits in den Simulationen der Fall ist.
Das entspricht der Vorstellung, dass die Daten fiir verschiedene Zusténde auch
verschiedene Streuungen aufweisen.

Def 20: Mit Discrete(py, Wi, ... ,py, W) ist eine diskrete Wahrscheinlich-

keitsverteilung gemeint. Sei X eine Zufallsvariable, mit
X ~ Discrete(pr, Wi, ..., pi, W)

dann hat X die ¢t moglichen Auspriagungen Wiy, ..., W;, welche jeweils mit

Wahrscheinlichkeit py, ..., p; auftreten kénnen.

Abbildung 11: Das zugehorige Graphische Modell fiir den heteroskedastischen
stiickweise konstanten Kalman-Filter.
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Das neue Modell lautet nun so

P% = Bernoulli(1 — q)

PRilB-vZi(R R 0) = 1p—p

PRilZi(. 1) = Discrete(py, W, ..., pr, Wy)
PXilXi=vZi (M 2, 0) = 6,(M)

pXjIXj—th(M’x’ 1) = / X(s; A1 + a;—1,Q)ds
M

pYiXoBi(y 2 R) = é(y; Bix + b, R™Y)
mit Wi,..., W, e RW*% R R e {W,,...,W;}

firi=1,....n,7=2,..,n

Die W; sollen positiv definite, symmetrische Matrizen sein. Abbildung 11 zeigt
das zugehorige Graphische Modell. Dieses Modell ist ein sogenanntes faktori-
elles Hidden Markov Modell [1]. Mit jedem Changepoint kann sich die Kovari-
anzmatrix der Messwerte dndern. Da das Modell unbegrenzt viele verschiedene
Zustinde zulisst, sollten die Kovarianzmatrizen W, ' alle méglichen Kovari-

anzmatrizen, welche in den Daten erkennbar sind, gut reprasentieren.

8.1 Inferenz

Bem 69: In diesem Kapitel werden folgende Dichten und Mafle hergeleitet

pXj+17Rj+1|Y1 ~~~~~ Y Prediction
pXi7Ri|Y1 ----- Y; Update
ij+1 [Y1,..,Y; Likelihood

PXiF51 X RiY Exakt-Sampling

firi=1,....n,5=1,...,n—1

Rechts neben den Dichten oder Mafien stehen die Namen der Kapitel in denen

sie hergeleitet werden.

8.1.1 Prediction

Sei

57



fir ein ¢ € {1,...,n — 1} gegeben und W:={Wy,..., W;}. Dann gilt

pXen Bl XiBi(\f RY(z, R')
— plngpXauRinlXoRZin (10 1\ MxR)(z, R)) (Z1 | R, X))
= pZngpXinlXiZing plialfiZia ({0, 1} x Mx R)(z, R')
(Riv1 L Xiy1 | Ziga, Ri, X3),(Xogr L R | Xi, Zia),(Riga L Xo | Ry, Ziga)

= q0u(M)1p—p + (1 — q) PFl7e (R, 1)/ x(s; Aix + a;, Q)ds (42)
M
Damit gilt
PXi+1,Ri+1\Y1 ----- Y; (MXR)
PXz R;|Y1,..., 5@®PX1‘+1,Ri+1\Xi,Ri(RXWXMXR)

(1 - PRl (R, 1) / (5 s+ a5, Q)ds)

M

Und weiterhin gilt
pXit1: Rt Y1, (M x R)

- Ziqz’j(VVl)/qx(azmz-j(Wz),Qij(Wz))éx(M)lWl:Rdx (Lemma 4)

=1 j=1

+(1—Q)PR”IIZM(R1)/X(93,mij(Wl),sz(Wz))/ X(8; Air + a5, Q)dsdx
M

ki
== ] R 3 ij R ) i R
;qx )/qu<s miy(R), Quy(R))
+ (1 - q)PRHl'ZiH(R? 1) ZX(S7 AZmZ](VVl) + a;, Q_l + AzQz_JI(VVl)ADdS

=1

Deswegen gilt

— qui:Ri|Y1w~~7Yi (z,R) + (1 — q)PRi+1|Zi+1 (R,1)

kit
' Z Z 0 (W) x(z, Aimy; (W) + a;, Q' + A;Q;; (Wh) AY)

j=1 I=1
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Bem 70: Bei der i-ten Prediction erhdlt man also eine gemischte Verteilung

mit k;(t + 1) Komponenten.

8.1.2 Likelihood

Sei
ki1

per Mo Y (g B) =Y " iy (R)x(w, iy (R), Qi (R))
=1

fir ein ¢ € {1,...,n — 1} gegeben. Dann gilt

= pXuvfinM-Yig pYlXon R R Wx M) (Vi LYi,. o Vi | R, X))

t kit
= / /ZZﬁij(Wz)X(%mu(Wz),Qij(VVl))Cb(S;Bz’+1$+bi+17m/z_1)d$d5
MJ 1 j=1
t kit1 .
= / quz‘j(WlW(SaBHlmij(W/ﬂ+bi+1aVVl_1+Bz’+1Qi—j1(W/l)Bf+1)d3
M=y j=1

Also gilt

8.1.3 Update
Def 21: Sei

i—1j

Ki;(R) == Q;';(R)B (R + B,Q;;(R)B,") *
fire=2,....n,5=1,... )k

eine neue ij-te Kalman-Gain-Matrix in Abhéngigkeit von R.
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Genauso wie in Formel (33) gilt

ki1
= Z Qi1 (25 K1y — Bivamg — bia) + 1, (1 — Ki—l—ljBi—l—l)Qi_jl)
j=1
Gy Bivamng + bip, R7 4 Bi11Q;;' Bint")
e = PAP)
firi=1,....n—1

Um die Formeln {iibersichtlich zu halten, wurde auf das R in den Eingéngen
VoI Git1j, Gijy i, Qij und K, 1; verzichtet. Fiir das Sampling von pXofilYi--11

werden folgende Verteilungen und Dichten benutzt

PRIYY(R) =3 " qy(R)
j=1
pXZ‘RZ,YZ ,,,,, Y1 (I, ‘R7 y)

8.1.4 Exakt-Sampling

Wegen (X; £ Xiio,..., X, | Xiy1) lésst sich das Exakt-Sampling nicht wie
gewohnt durchfiihren, denn die X; bilden keine Markov-Kette mehr. Man nutzt

dafiir aus, dass gilt
(Xia Rl i Xi+27 s 7Xn> Ri+27 LR Rn7 Y;-i-la <y Yn ’ Xi+l> Ri-l—l)

Es wird dann von X; und R; gesampelt.
Def 22: Sei

Kij(R) == Q' (R)A Q' + AQ; (R) AN ™
fire=1,....,.n—-1,7=1,...,k

eine neue ij-te Kalman-Gain-Matrix in Abhéngigkeit von R.
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Mit Formel (42) gilt firi=1,...,n—1

= i:Qij(R)/A4X($;mij(R)7Qij(R))qécc(AJl)lR’R

+ (1 — q)PRi“'Z”l(R’, 1) / X(z;mij(R), Qij (R))x(s; Aix + a;, Q)dsdx

M/
= [ 0> s (R (B, Qo RSO L + PR (R, 1)(1 — g)
k;
3 R (B, Qu (R (si A + 01, Q)dnds
M=
Deswegen gilt mit Lemma 5 und den Formeln (5) und (6)
profilXien B Y (V x R)(x, R)
= Gio(R, R')6.(M)

k;
+ Z qw(R, R/) /¢(S, KU((L’ - Azm” - CL,;) + mij, (I - KZJAz)Q;I)dS
j:l M

mit
Lr=rrq 3 qij(R)x(z3m45, Qi) Xi,Ri|Y1,....Y
o R, R') = o = g D )
qio\ 17, = Xt Risa[ Vi Yi(z, R = lR=R qum,leYl ..... Yi(z, R)
Riy1|Zia1 . Ao - O-1 O 1AL
Gi;(R, R) = PhRlZic (R1)(1 = q)qi(R)g(; Aimus + a5, Q1 4+ AiQ  ALY)

pX¢+17R¢+1|Y1 ----- Y; (33, R/)

Um die Formeln iibersichtlich zu halten, wurde auf das R in den Eingéngen von

m;;, Qi und KZ] verzichtet. Fiir das Sampling benutzt man die Verteilungen
PRilXit1,Rig1,Y1,...Y3 (R, z, R/) — pXoRilXit1,Rig1,Y1,..Y5 (RXR, z, R/)

ki
= Y iy(R.R)
=0
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und

ki
'21 4i;(R, R')
i=

PRi|Xi1,Riy1,Y1,....Y; (R’ x, R/)

_ QiO(R7 Rl)
- PRi\X¢+1,R¢+1,Y1 ..... YZ(R, z, R,) 5I(M) +

8.2 Eindimensionaler heteroskedastischer stiickweise

konstanter Kalman-Filter

Jetzt sieht das Modell so aus

PZ% = Bernoulli(1 — q)

PRIB=0Zi (1 4! 0) = 1,_p

pRﬂZJ‘(., 1) = Discrete(py, w1, . . ., pg, wy)
PXiXi=1Zi (M 2, 0) = 6,(M)

PXij‘l’Zj(M,x,l)—/ o(s;x,v)ds
M

p Xy, ) = o (y; @, r)
mit wy,...,w; € Ry, r,r' € {wy, ..., w}
firi=1,...,n,7=2,...,n

8.2.1 Prediction

pXi+1,R¢+1|Y1 ..... Y; (I T) — quz RZ|Y1 ..... Yi(SL’,T)
k; t

+ (1 Q)PRAZZ(T 1) Z ZQij(wl)¢(x;mij(wl)a v+ v (wr))
j=1 [=1
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8.2.2 Likelihood

Sei

'L+1

p 1+17R1+1|Y1, qu] IE mzj( ) @ZJ(T))

fir ein ¢ € {1,...,n — 1} gegeben, dann gilt

'L+1

priiie T quw wi) (i (wr), wy + O35 (wy)) (43)

=1 j=1
8.2.3 Update

pXi+17Ri+1 [Yig1,...,Ys ((L’, r, y)

iq ( Vi (1)y + 1 (1) 1 )
lr o) +r o Tam e
Gij (1) p(y; Mg (1), 7+ 0i5(7))
pYirt VY (y)

firi=1,....n—1

qi+1j (7”) =

Fiir das Sampling von pXe+t-fr1lVernYi werden folgende Dichten benutzt

1+1

Y 9 7
4 RivilYia E ql-‘rlj

P Xit1|Rit1,Yig1,..,Ys ((L’ r, y)

_ i Qiv1j(7 ne: 03 (1)y + 11 (r) 1
“FllY“Ll’ ’Y (’l”) ’ ’IA}ij (’f') +r ’ A; + %

0i5(r)

Bem 71: Um die A-priori-Verteilung fiir Xy, R; einzusparen setzt man dies-

mal

X1,R1|Y1(

p z,T, y) = DiSCT@t@(pl, W1y« y Pty wt)(r)¢(xa Y, T)
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8.2.4 Exakt-Sampling

PX“R”R”I’X”“’Y(MXT)(7” x)
TV + My v 1
- w00+ Rt [ oL )i

firi=1,...,n—1

Mit
Lr=rq 21 Qij(r)ﬁb(x; myj, Uij) pXiyRi|Y17~~v,Y;<x .
. n o — B 7
qi0<7"7 r ) - pXi+1,Ri+1\Y1,...,Yi ($7 T’) = 1r=r’qui+1,Ri+1\Y1,...,Yi (.T, T’)
i '(r T/) B PRi+1|Zi+l(T/7 1)(1 . q)qij(T)qzﬁ(x; Mij v + Uz’j)
g\ =

Xi41,Rit1|Y1,.,Y; /
p i+1 7,+1‘ 1 1(3:’7")

Die Formeln fiir das Sampling lauten

PRi‘Xi+17Ri+17Y17 " ’l“ z, ’l“ E qw r, ’I“

und
PXi|Ri,Xi+17Ri+17Y1""’Y;(M)(r x 71/)
TV + My 1
. l ’ ds
= {Gio(r,7")0 +ZQJTT /d) Vij + U %—Fi)
Mit
(r r) (ij(T TI)
i PRI s VoV (7,7
Gij (T 7“)

qU (T r ) PR |X1+1sz+17Y17 ng (T, w, T/)
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8.2.5 Algorithmus

// der Vektor y haelt die beobachteten y Werte
// der Vektor r enthaelt w_1,...,w_t

// der Vektor p enthaelt p_1,...,p_t

// Q ist die Wahrscheinlichkeit fuer Z_i=0

// V ist das v aus den Uebergaengen der Zustaende

// T ist die Anzahl der verschiedenen Varianzen fuer die Y_i, also t

list<vector<list<triple> > > 1;
vector<list<triple> > ulist[T]; //T Update Verteilungen
for(size_t i=0;i<T;i++) //Prior
ulist[i]l<<triple(p[i],y[0],r[i]);
1<<ulist;
for(int i=1;i<n;i++){
vector<list<triple> > plist[T]; //T Prediction Verteilungen
for(size_t j=0;j<T;j++){ //Prediction
for(ulist[j].begin();'ulist[j].at_end();ulist.next()){
triple t=ulist.value();
plist[jl<<triple(t.g*Q,t.m,t.v);
for(size_t k=0;k<T;k++)
plist[k]<<triple(t.qg*(1-Q)*pl[k],t.m,t.v+V);

}

ulist=vector<list<triple> >(T); //Update

for(size_t j=0;j<T;j++){

for(plist[j].begin();!plist[j].at_end();plist[j].next()){

triple t=plist.value();
t.q=t.g*S_DS.phi(y[i],t.m,t.v+r[jl);
t.m=(y[il*t.v+t.mxxr[j1)/(t.v+r[jl);
t.v=1/(1/t.v+1/r[j1);
ulist[jl<<t;

}
normalize(ulist);
shrink_mixture(ulist);

1<<ulist;

Die Laufzeit betrigt O(n(t*m + f(m))), wobei m die maximale Anzahl der

Komponenten ist, welche eine gemischte Verteilung beinhalten kann. f(m)
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ist die Komplexitédt von shrink mixture. Es hat sich herausgestellt, dass die
Heuristik mit threshold, welche einfach alle Komponenten verwirft, die einen
Koeffizienten kleiner threshold besitzen, hier nicht sehr gut funktioniert. Denn
nun zerfillt jede gemischte Verteilung in ¢ Klassen, diese Klassen miissen se-
perat behandelt werden, sonst kann es passieren, dass nach shrink,izture()

einzelne Klassen leer sind.

//m ist die maximale zulaessige Anzahl an Komponenten einer
gemischten Verteilung
template<typename T>
void shrink_mixture(vector<T> &v, size_type count){
for(size_t i=0;i<v.size();i++)
shrink_mixture_with_count(v[i],count);
}
void shrink_mixture(list<triple> &1){
if(1.size()<m)
return;
1l.sort_ascending(); //benutzt triple::operator<(const triple &)
double resid=0;
for(l.begin();1l.size()>=m;1l.erase())
resid+=1.value().q;
double normalisator=0;
for(l.begin();!1l.at_end();1l.next())
normalisator+=1l.value().q;
//verlorene Masse wird auf die uebrigen Komponenten aufgeteilt
for(l.begin();!1l.at_end();1l.next())

1.value()*=1+resid/normalisator;

Da sort aus der C++ Standardbibliothek mit einer Komplexitét von mlog(m)
sortiert, ist hier f(m) = tmlog(m).
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8.3 Exakt-Sampling auf simulierten Daten

Parameter Simulation | Sample
v 10 10
. ) q 0.8 0.999
Abbildung 12: Mixture Size 100
Emissionsvarianzen 1,10 1,10
Varianz Wahrscheinlichkeiten 0.5,0.5 0.5,0.5

Abbildung 12 zeigt das Ergebnis der obigen Rechnungen. Das Sampling be-
nutzt nun zwei Varianzen (1 und 10), mit den A-priori-Wahrscheinlichkeiten
%. Die roten Linien, oben in der Abbildung, entsprechen den gesampelten Va-
rianzen. Die Anpassung ist besser als in Abbildung 10. Das ¢ ist hier grofler
gewihlt, denn das Modell hat eine héhere Bereitschaft, Spriinge anzunehmen,
da ein Sprung jetzt auch durch Unregelméfigkeiten in der Varianz erklart wer-
den kann. Mizture Size ist die Anzahl an Komponenten, auf die die gemischte
Verteilung, in jeder Klasse, nach jedem Update geschrumpft wird.

Das Modell erkennt nun auch Spriinge, bei denen sich lediglich die Varianz
aber nicht die Sprunghohe veréndert. Abbildung 12 verdeutlicht dies.

Nun muss das Modell noch in Bezug auf Ausreifler in den Daten untersucht
werden. Falls man Ausreifler in den Y; zulassen will, dann kann man das, indem

man deren Verteilung anpasst.
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9 Neue Emissionsverteilung mit AusreiBBern
(Modell A)

Im Folgenden werden nur noch eindimensionale Modelle betrachtet und es
wird auf die Algorithmen und die Angabe der Laufzeit verzichtet. Unter der
Annahme, dass t und die maximale Grofle der gemischten Verteilungen in
den Algorithmen von oben beschrankt sind, laufen alle Algorithmen dieser
Thesis fiir das Update und das Exakt-Sampling in linearer Zeit beziiglich n,

der Speicherverbrauch ist ebenfalls linear bezogen auf n.

0.1 Eindimensionaler heteroskedastischer stiickweise

konstanter Kalman-Filter mit AusreiBern (Modell A)

Es soll nun miteinbezogen werden, dass die Daten durch eine multiplikative
Grofle beeinflusst werden. In jedem Zeitschritt wird Y; mit einer Zahl u; mul-

tipliziert. Im Eindimensionalen gilt

Var(w;Y;) = u?Var(Y;)

Bem 72: Diese multiplikative Grofle kann zum Beispiel durch Verwendung
einer Spannungsrampe entstehen, wie sie zum Beispiel bei dem ,, Voltage-depen-
dent anion channel“ (VDAC) [9] verwendet wird, um herauszufinden welche

Zustéande der Ionenkanal {iberhaupt annehmen kann.

Das Modell lautet nun so

P% = Bernoulli(1 — q)

PRIR-1Zi(R R 0) = 1pep

pRJ‘\ZJ‘(-7 1) = Discrete(py, wy, . .., p, wy)
PXilXi-vZi (M 0) = §,(M)

pleXj—th(Mﬂ’l) :/ X(S;x,v)ds
M

p Ry 2 r) = chly; wir, wi) + (1 = )b (y; wiz, ujr)

mit 0 <c< 1,0 € Ry

firi=1,...,n,7=2,...,n

Abbildung 11 zeigt das zugehorige Graphische Modell. Die Emissionsdichte ist
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nun eine gemischte Normalverteilung mit 2 Komponenten. Dazu gekommen ist
die Dichte ¢(y;u;z,u?v’), das v’ ist die Varianz eines Ausreifiers, diese sollte
grofer sein als wy, ..., wy.

Man braucht nur die Likelihood und das Update neu zu berechnen, da alle an-
deren Verteilungen nicht von der Anderung der Emissionsverteilung betroffen

sind.

0.2 Inferenz

Bem 73: In diesem Kapitel werden folgende Dichten hergeleitet

ij+1|Y17---7Yj Likelihood
pXi,Ri\YL---,Yi Update

fire=1,....n,5=1,...,n—1

Rechts neben den Dichten stehen die Namen der Kapitel in denen sie herge-

leitet werden.

9.2.1 Likelihood

Y¢+1|Y1,~~,Yi<

p Y)

t kit
= CZZqij(wl)¢(yaui+lmij(wl)vuz?-i—lvl+u12+1ﬁij(wl))
=1 j=1

ki1

t
+(1 -0 Z Z Gij (W) Py, wiprmnig(wr), u?+1wl + u?+1@ij(wl))

=1 j=1

fire=1,....n—1
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9.2.2 Update

Mit Beispiel 2 gilt

pXi+1aRi+1|Yi+la---7Y1 (% r y)

82 o WO 1)
= iy 15\T Z; - )

7=1 I Uij (T) + v f)ijl(r) + %

s ( Oy () g +rg(r) 1 )
T

=+ Z Qit1;(1r)@ - y T I
j=1 U (r) + 7 i5(r) T
firi=1,...,n—1
Mit
' i Qi Co a2 2 A
Qit15 = pYi-»-l\Yla--in (y) (b(y? Wit 1My, Ui q U + ui+1vlj>
(1 — )i

. A~ 2 2 A
Qi+1j = m¢(y, Ui 11ij, U7y T+ Uiy Oij)

Wie bereits in Beispiel 2 berechnet wurde.

9.3 Ungenauigkeiten durch das Verkleinern der gemischten

Verteilungen

Wie zu erwarten, hat das Verwerfen von Komponenten der gemischten Ver-
teilungen irgendwann sichtbare Ungenauigkeiten in den Samples zur Folge.
Besonders, da die Anzahl der Komponenten in den gemischten Verteilungen
nun in jedem Schritt und mit jedem neuen Modell ansteigt. In diesem Modell
entsteht in der Prediction eine gemischte Verteilung mit k;(¢ + 1) Komponen-
ten, im Update verdoppelt sich diese Zahl noch einmal. Die Abbildungen 13
und 14 zeigen Samples von einem simulierten Datensatz, die jeweils von den
Dichten p*iV1-Yi § = 1,... n gezogen wurden. In beiden Fillen wurde die
Varianz der Zustandsiibergénge beim Sampling etwas unterschiitzt, so dass es
fiir das Modell schwieriger ist, einen Ausreifler von einem Sprung zu unter-
scheiden.

Abbildung 13 zeigt das Sampling bei dem die gemischte Verteilung nach jedem
Update auf ¢ - 10 = 20 Komponenten geschrumpft wurde und Abbildung 14,
zeigt das Sampling bei dem die gemischte Verteilung aus dem Update in jedem
Schritt auf ¢ - 200 = 400 Komponenten geschrumpft wurde. Die beiden Samp-

les unterscheiden sich in der Genauigkeit, wobei die Samples aus Abbildung 14
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Parameter Simulation | Sample
v 100 20
q 0.9 0.99
) Mixture Size 10
Abbildung 13: Emissionsvarianzen 1,10 1,10
Varianz Wahrscheinlichkeiten 0.5,0.5 0.3,0.7
Ausreifler Wahrscheinlichkeit 0 0.05
Ausreifler Varianz 1000

den letzten und vorletzten Sprung von links frither anzeigen, als die Samples
aus Abbildung 13.

Die Dichten der Form pXilY1-

Yi sind entscheidend fiir das Exakt-Sampling,
gibt es bei der Berechnung dieser Dichten grobe Fehler, dann liefert das Exakt-
Sampling auch keine brauchbaren Ergebnisse.

Da diese Ungenauigkeiten h#ufig auftreten, wurde das Modell A ein wenig
verdndert. Diese Verdnderung fiihrt zu einer kleineren gemischten Verteilung
nach dem Update und zu einer viel besseren Genauigkeit.

Bem 74: Die Unterschiede in den Abbildungen 13 und 14 sind kein Zufall.

Das ldsst sich erkennen, indem man sich viele Samples anschaut.
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B0, SRR, RIS,

S A A A Ak

A A 0
A b b A SHENES AA A ISR

L] L] ™
e 10
= 2
Parameter Simulation | Sample
v 100 20
q 0.9 0.99
) Mixture Size 200
Abbildung 14: Emissionsvarianzen 1,10 1,10
Varianz Wahrscheinlichkeiten 0.5,0.5 0.3,0.7
Ausreifler Wahrscheinlichkeit 0 0.05
Ausreifler Varianz 1000

10 Neues Modell mit AusreiBern (Modell B)

Abbildung 15: Das zugehorige Graphische Modell fiir das Modell B.
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Das Modell lautet nun so

P% = Bernoulli(1 — q)
P% = Bernoulli(1 — c)

PRI 12503 (1 1 ) = Discrete(py,wn, ...,p,w)(r) ,cj=z=1

1= , sonst

PleXj_l’ZﬁCj(M,JJ,Z,Cj) — fM X(S;‘T’v)d‘s 7Cj =z=1

(51(M) , sonst
cux,uiv) e =
pYi‘XiVRhCi (y7 xz,T, Ci) = ¢(y ! )
gb(y;uix,ufr) ,C =
fur@: 1’...7'['1/7].:2’.'.’”

Abbildung 15 zeigt das zugehorige Graphische Modell.

Bem 75: In diesem Modell werden Ausreifler im Zusammenhang mit den
Zustanden und Varianzen, der Emissionen, betrachtet. Bei einem Ausreifer ist
die Varianz und der Zustand gleich der Varianz und des Zustands des vorheri-

gen Schritts.

10.1 Inferenz

Bem 76: In diesem Kapitel werden folgende Dichten und Mafle hergeleitet

pXj+17Rj+17Cj+1 Y1,....Y; Prediction
Xi,Ri,Ci|Y1,....Y;

P Update

ij+1|Yl7--~7Yj Likelihood

PXi R G5l X1, 41,C0,Y Exakt-Sampling

firi=1,...,n,7=1,....,n—1

Rechts neben den Dichten oder Maflen stehen die Namen der Kapitel in denen

sie hergeleitet werden.
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10.1.1 Prediction

Sei

fire=1,....n—1
gegeben. Wegen (Cjy1 L Z;11) ist dhnlich wie in Formel (42)

PX¢+1,R¢+1|XZ‘,R¢,C¢+1 (MXT‘) (.Z', T'/, O) _ 1r:r/5x(M)
pXisvRialXoRCor (N oser) (2,17 1) = gl dp (M) 4 (1 — q) / o(s,z,v)ds
M

firi=1,...,n—1

Wegen (XZ, RZ 1 Ci+1 | Yi, Ce ,Y;) und (XZ'+1,R1'+1 L Yi, Ce ,Y; | XZ',RZ',Ci+1)
gilt nun

fire=1,....n—1

Weiterhin gilt

pXi+1,Ri+1|Ci+1,Y1 ----- Y; (M, r, 1) _ qui7Ri|Y1 ,,,,, Y; (M, 7")
k; t
+ (1 - q>PRi+l|Zi+l7Ci+l (Ta 17 1) Z Z qij (wl)¢(x7 mij (wl)a v+ /Uij (wl))
j=1 1=1

firi=1,....n—1
Wegen (Ciyq L Y7,...,Y;) gilt

pXitt:Rit1,Ci1Y1,0Ys — pCina ®PX1‘+17R1'+1|C¢+1,Y1 ----- Y;
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10.1.2 Likelihood

Sei

kit1—k;
pren GV 1) = Y 0 Gy (r)o(w, g (r), 0 (1))

fir ein ¢ € {1,...,n — 1} gegeben, dann gilt

t ki
prICE YoMy 0) =3 O " gy (wy)d(y, wiprmig (wy), uf v+ ud v (w;)
j=1 j=1

t kig1—k;

prtl Gt Yo Yy 1) = 3 TN G (wy) @y, wiarivg (wy), udw; + i (w;)
j=1 j=1

Nun gilt mit (C;11 LYy, ..., Y))

prnioe () = PO (Q)p¥inlCin Yoy 0) 4 POt (1)p¥inlCisYinYi(y 1)

10.1.3 Update

pXiJrl»RiJrl|Ci+17Y17~~~7Yi+1 (.CC, r, 0) (44)
k; y v I ..
= Z qii(r 0)¢ (;1: vij () Uit1 + v'miy(r) 1 )
j=1 N Yij (T) +v vz‘jl(T) T %
pXi+1,Ri+1|C'i+17Y1,m,Yi+1 (33, r, 1)
kiy1—k; @l r)—4- + ’f’ﬁ%' r
_ Z q£+1j(7”, 1)¢<1’, J( >AW+1 .7( )7 . 1 1>
= ’Uij(T’) +7r s (1) + r
firi=1,...,n—1
/ @i O(Y; wiimy, ui v+ U vy)
Tit1j (T’ 0> o pYi+1|Ci+1,Yl7~~aYi (y7 0) <45)

(1) = Gy (Y3 wisathviy, ufsyr + Uiy, Bij)
qz-‘rl] ) pYi+1|Ci+1,Y1,...,Yi (y’ 1)

(46)

Bem 77: Um die A-priori-Verteilung fiir Ry, X, C; einzusparen setzt man
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diesmal

p AN (g d,y)

= Discrete(pr,wy, ..., py,we)(r) <1doc¢(w; y,v") + 1g=1(1 — ¢)p(z; v, r))

Nun ist noch die Verteilung PC+11Y1-Yit1 wichtig

PCit1,Yiq1|Y1,..Yi (d, y)
PYi1Y1,..Y; (y)
P (d)p¥n O iy, )
PO (0)pYinl ot Yi(y, 0) 4 POt (1)pYinl Gt Yi(y, 1)

PCH-lD/H—l:-"le (d, y) —

Um die Dichten pXi+tHitt.Cirtl¥iYita 7y errechnen, geniigt es die beiden Ko-

effizienten von Formel (45) und (46) so umzuschreiben
qi11(r,0) = PC1(0)gi; $(ys wiamig, uf v + ufvig)
(AEVASE PCit1 (O)pYi+1|Ci+1:Y1w-,Yi (y’ ()) 4+ PCina (1)pY¢+1|Ci+1,Y1,~--,Y¢ (y’ 1)

(1) = PCH—l(l)inqu(y;Ui+1mij’u?+1r + U?Hﬁij)
i1\, 1) = PCH—l(O)pYi+1|Ci+I,Y1,‘..,§/i (y7 O) i PCi+1(1)p3@+1|0i+1,Y1,...,Yi (y) 1)

und in Formel (44) einusetzen.
Fiir das Sampling aus der Update Dichte im i-ten Schritt wird zuerst C;|Y3, ..., Y;
gesampelt, dann R; | C;, Y7, ..., Y; und damit dann X; | R;,C;, Y1, ..., Y.

10.1.4 Exakt-Sampling
In diesem Modell gilt

(Xo, Ry, Cs LYo, Yo | Xigr, Rig, Ciga)
und damit

PXi+1:Ri+lvci+1‘Yl7~--,Yi®PX2‘7R7;70¢‘X1’+17R¢+17Ci+1:Y(M’XrlxdlxMXer)
— PXi,Riyci|Y17~~~,Yi®PXi+17Ri+lyci+1‘XiyRi,Ci(MXTXdX M/XT/Xd/)

(Xit1, Rig1, Cin L Gy | X4, Ry), (Cigr L X5, Ry)
— PXi,RmCHYl,---,Yi ®Pci+1 ®PXi+17Ri+1|Ci+17Xi7Ri (MXT xdxd x M’XT’)
— PC'1'+1 (dl)PXiyRivci|Y17---7Yi®PXi+17Ri+1|Xi7Riyci+1 (MX?“XdX M/XT,, d’)

firi=1,...,n—1
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Wegen (Xi—i-la Ri—i—l 1 Cl | Xi, Ri, Ci-‘,—l) und (XZ, Ri, OZ 1 Ci-i—l ‘ Yi, Ce ,Y;) ist

PXmRi,Ci\Ylpn,Yi ®PXi+1,Ri+1\Ci+1,Xi,Ri (MXT‘ xdx M’ XT/, 0)

P
M
— / pXiyRivcilyl"'”)/i(S, T, d)lr/:T‘(SS(M)dS

firte=1,...,n
Wegen Lemma 5 gilt

PXiaRivci|Xi+17Ri+lyci+17Y(Merd) (:L’, 7’,, O)
Xi,Ri,Ci|Y1,..., d
p h Yi(z, 1, d) 6, (M)
D Xit1,Ri+1|Cit1,Y1,....Y; (ZE r ’O)
szyRuC |Y17 .y (I ,r d)

pXi Bl Yi (g )

fire=1,...,n—1

- 1r’:r

0 (M)

= 1r’:r

An dieser Formel interessant ist nun

pXi,R,' C'|Y17... Y(x T,/ d)

PC |01+17 L+17 L+17 d O
( x r) pXZ,R ‘Yl, .y (:L' 70)

Galt im (i + 1)-ten Schritt C;,; = 0, dann bleiben R; und X; unverédndert und
man muss lediglich das neue C; sampeln.
Mit

ki
p o RuCilVL-Yi (g g ) Zq” r,d)p(z;mgj(r, d), v;;(r, d))
j=1
ergibt sich

PXil il Xip1,Rign,Cigr, Y(Mxrxd)(z,r',1)

= Qi0<r 7”, d)5 (M)

zv;;(r, d) + my(r, d)v 1
; d J J d
+ZQJ7’T /Qb( U@J(T,d)"f—v >%+ ‘1 S

pXuRmC |Y17 .y (x /r- d)

pXi+1, Rit1|Cit1,Y1,....Y; ($’7«/’1)

QiO (Tv r/a d) = 1r:7“’q
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PRi+11Zi41,Cig1 (r',1,1)(1 — q)ql-j(r, d)o(x; mij(r, d),v + Uij(r, d))
pX¢+1,R¢+1|Ci+1,Y1 ..... Y; (.CI?, 7, 1)

qZ] (Ta ,,,,/7 d) -

10:1
gy |

Parameter Simulation | Sample
v 100 20
q 0.9 0.99
. Mixture Size 4
Abbildung 16: Emissionsvarianzen 1,10 1,10
Varianz Wahrscheinlichkeiten 0.5,0.5 0.3,0.7
Ausreifler Wahrscheinlichkeit 0 0.05
Ausreifler Varianz 1000

mit den selben Daten wie in Abbildung 13 und 14. Die senkrechten roten Linien

zeigen einen Ausreifler an. Das heifit, falls an der i-ten Stelle

gesampelt wurde, dann gibt es dort einen senkrechten roten Strich, der durch
den i-ten Punkt verlduft. Die GroBle der gemischten Verteilungen nach dem
Update betragt hier lediglich 2-¢-4 = 16 (es gibt 2 Klassen fiir Ausreifier /kein
Ausreifler und 2 Varianzen). Trotzdem ist das Ergebnis genauer als in Abbil-
dung 14, wo bis zu 400 Komponenten erlaubt waren.

Das i-te Update verdoppelt nun nicht mehr die Grofle der gemischten Vertei-
lung aus der vorherigen Prediction, da im Falle C; = 0 nur mit der gemischten
Verteilung aus dem vorherigen Update gerechnet wird. Die neue gemischte
Verteilung fiir das Update hat dann im i-ten Schritt k;_; (¢ +2) Komponenten,
wahrend die gemischte Verteilung aus Modell A 2k;_;(¢+1) Komponenten hat.

Die Einsparung an Komponenten in den gemischten Verteilungen in Modell B,
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im Vergleich zu Modell A, verbessert also die Ergebnisse.

10.2 Vergleich der Modelle

Nun soll ein Vergleich von 3 Modellen durchgefiihrt werden. Es wird die erste
Erweiterung des Kalman-Filters mit konstanter Varianz mit dem Heteroske-
dastischen Modell und dem Ausreifler Modell (Modell B) verglichen. Bei allen
Modellen wird das Exakt-Sampling durchgefiihrt. Da die Daten Ausreifler zei-
gen, muss die Varianz beim ersten Modell geniigend grofl gewéhlt werden, um
Spriinge durch Ausreifler zu vermeiden. Die Varianzen der Daten werden auf
1, 5 und 25 geschétzt, die 25 erhélt die hochste Wahrscheinlichkeit. Abbildung
17 zeigt das Modell mit konstanter Varianz und ohne Ausreifler, Abbildung 18
zeigt das Heteroskedastische Modell ohne Ausreiler und Abbildung 19 zeigt
das Modell mit Ausreifiern (Modell B). Ein senkrechter roter Strich in Abbil-
dung 19 bedeutet, dass dort ein Ausreifler, geméfl der Formeln aus Kapitel

10.1.4, erkannt wurde.

v .
—_— 20-
Parameter Simulation Sample
v 5} 5)
q 0.9 0.99
) Mixture Size 50
Abbildung 17: Emissionsvarianzen 1,5,10,20 15
Varianz Wahrscheinlichkeiten | 0.25,0.25,0.25,0.25
Ausreiler Wahrscheinlichkeit 0.05
Ausreiler Varianz 100
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Parameter Simulation Sample
v ) 5)
q 0.9 0.9999
) Mixture Size 50
Abbildung 18: Emissionsvarianzen 1,5,10,20 1,5,25
Varianz Wahrscheinlichkeiten | 0.25,0.25,0.25,0.25 | 0.25,0.25,0.5
Ausreifler Wahrscheinlichkeit 0.05
Ausreifler Varianz 100

Wihrend das Modell mit konstanter Varianz und ohne Ausreifler keine zusétz-
lichen Spriinge durch Ausreifler erkennt, ist die Anpassung an die Daten recht
grob. Da es immer mit der selben groflen Varianz arbeitet, liegen die gesam-
pelten Sprunghohen oft sichtlich daneben. Das Heteroskedastische Modell lésst
sich sehr stark von den Ausreiflern irritieren. Das Modell mit Ausreiflern er-
kennt die Changepoints und Sprunghchen am besten und findet alle sichtbaren

Ausreifier.
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25
1

=

Parameter Simulation Sample
v ) )
q 0.9 0.9999
) Mixture Size 50
Abbildung 19: Emissionsvarianzen 1,5,10,20 1,5,25
Varianz Wahrscheinlichkeiten | 0.25,0.25,0.25,0.25 | 0.25,0.25,0.5
Ausreifler Wahrscheinlichkeit 0.05 0.01
Ausreifler Varianz 100 100

11 Das Verkleinern von gemischten Verteilungen

Bisher wurde die Grofle der gemischten Verteilungen durch einfache Strategi-

en reduziert. Im Laufe der Arbeit ist mir ein Verfahren eingefallen, welches

es ermoglicht, gemischte Dichten der Normalverteilung durch eine Dichte der

Normalverteilung zu approximieren.

11.1 Einfaches Moment-Matching

In der Literatur [1] wird oft das folgende Verfahren beschrieben. Man berechnet

die Varianz und den Erwartungswert der zu approximierenden Dichte und setzt

diese in die Dichte der Normalverteilung ein, um damit weiterzuarbeiten. Daher

der Name Moment-Matching [1].

Soll eine gemischte Dichte der Normalverteilung p(x) := > ¢;¢(x; m;, v;) durch
i=1

eine einzelne Diche der Normalverteilung approximiert werden, dann sédhe das
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wie folgt aus

m = /p(:v):cd:c = Z Qi/¢($; mi, v;)rdr = Z%mi
i=1 =1

vi= [ p(r)(x —m)*de = gi | o(x;mi,v)(z —m)’de

/ o

= Z qi(v; + (m; —m)?)
i=1
Hier wurde die Formel,
E(Y —d)?=Var(Y)+ (E(Y — d))*

die fiir beliebiges d € R und Zufallsvariablen Y gilt, benutzt. Werden M und
V' als Zufallsvariablen mit den Auspridgungen my,...,m, bzw. vy,...,v, auf-
gefasst, welche geméafl der durch die von den ¢; induzierten Verteilung verteilt

sind. Dann léasst sich schreiben

m =FE(M)
v=Var(M)+ E(V)

> TN

2 D 1

Abbildung 20: Blau ist die gegebene gemischte Dichte, rot ist die approximie-
rende Dichte.
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Bem 78: Fiir eine gemischte Normalverteilung bedeutet dies, dass die Mit-
telwerte der einzelnen Komponenten nun gewichtet in den Mittelwert der
neuen Dichte eingehen. Bei Komponenten mit sehr grofler Varianz ist diese
Einschétzung aber nicht sehr gut, denn bei solchen Komponenten ist der Mit-
telwert weniger wichtig, da sie einen viel flacheren Verlauf hat.

Bsp 10:

p(r) = 16(r:2,1) + 26(r:4,5)

Das ergibt fiir die approximierende Dichte ¢(x;3.5,4). Abbildung 20 zeigt das
Ergebnis.

11.2 Approximation durch das ,,Prinzip der gemeinsamen

Ursache“

Sei p(z) = iqigb(x;mi,vi),x,mi € Rvy, € Ryyq; € Qi = 1,...,n ei-
ne gemischtezzﬁichte der Normalverteilung. Dann gibt es ein m € N mit
gm € N,Vi=1,...,n. Angenommen man sampelt m-mal den selben Wert z’
aus p. Dann wird dieser im Schnitt ¢;m-mal von der Gaufidichte ¢(z;m;,v;)
gezogen. Das lédsst sich in Form einer neuen Dichte beschreiben. Sei i; €

{1,...,n},7=1,...,m eine Folge mit

{7 eil,...omy i =i =gm, Vi=1,...n
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Die entsprechende Prézision fiir die Varianz aus Formel (48) entspricht der ge-

wichteten Summe der Prézisionen der einzelnen Komponenten der gemischten

Verteilung, gewichtet mit den Koeffizienten der Komponenten.

Wegen ¢ + ...

84

+¢, =lund v, >0,i=1,...

,n ist diese Dichte stetig bzgl.



der ¢;. Deswegen ist auch ¢; € R, fiir i = 1,...,n zuléssig.

Yy

2 ) 1

Abbildung 21: Rot ist die Dichte aus dem Moment-Matching, griin die Dichte
mit dem neuen Verfahren. Blau ist die gemischte Dichte.
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/ |
—2 ) 1

Abbildung 22: Rot ist die Dichte aus dem Moment-Matching, griin die Dichte
mit dem neuen Verfahren. Blau ist die gemischte Dichte.

Die Formeln (47) und (48) lassen sich auch leicht schrittweise berechnen, dazu

zuerst folgende Uberlegung

k k
N 4j _
ak.—g qim; H v, k=1....n
i=1 j=Li#i
k

_ de+1 qj o
= Qg1 = AU, 7 T Qi1 ij], k=1,...,n—1
Jj=1

a,, entspricht dem Zahler aus Formel (47) und lasst sich schrittweise berechnen
durch
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10

11

12

13

/—\

-2 d 1

Abbildung 23: Rot ist die Dichte aus dem Moment-Matching, griin die Dichte
mit dem neuen Verfahren. Blau ist die gemischte Dichte.

double msum=0, vsum=0, variance=0;

double var_prod=1;

for(int i=0;i<n;i++){

const double &g=next_q(); //naechster Koeffizient
const double &m=next_m(); //naechster Mittelwert
const double &v=next_v(); //naechste Varianz
msum+=msum*pow (v, q) +var_prod*m*q;
vsum+=vsum*pow (v, q)+var_prod*q;
var_prod*=pow(v,q);

variance+=q/v;

}

const double &mean=msum/vsum;

variance=1/variance;

msum entspricht obigem ay. Die neue Dichte kann man also mitberechnen,
wihrend man einzelne Komponenten verwirft, deswegen ist diese Methode
auch recht effizient.

Bem 79: Dieses Verfahren lédsst sich dazu benutzen, eine gemischte Normal-
verteilung durch eine gemischte Normalverteilung mit weniger Komponenten
zu approximieren. Eine erste Heuristik das zu erreichen wire es, einen Clus-
teralgorithmus zu verwenden. Hierbei sucht man Cluster in den Mittelwerten

der Komponenten und approximiert dann mit diesem Verfahren die Dichten,
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die zu einem Cluster gehoren, durch eine Dichte der Normalverteilung. Falls
die Methode fiir das Finden der Cluster ein Distanzmafl verwendet, dann wére
es sinnvoll die Mahalanobis-Distanz zu verwenden und damit nicht nur die
Mittelwerte der Komponenten zu nutzen, sondern auch deren Varianz. Diese
Methode wurde bis jetzt nicht getestet.

Bsp 11: Die Abbildungen 21, 22 und 23 zeigen drei Beispiele, die roten Gra-
phen sind jeweils die Dichten aus dem Moment-Matching und die Griinen sind
die Dichten aus der ,,Prinzip der gemeinsamen Ursache“-Methode. Abbildung
21 zeigt die drei Dichten (in der Reihenfolge blau, griin, rot)

1 3

qu(x; 2,1) + z_ﬁb(m; 4,5) (Gegebene Dichte)
¢(;2.94,2.5) (Prinzip der gemeinsamen Ursache)
¢(x;3.5,4.75) (Moment Matching)

Abbildung 22 zeigt die drei Dichten (in der Reihenfolge blau, griin, rot)

1 3

Zqﬁ(m; 2,1) + Z¢<x; 4,2) (Gegebene Dichte)
o(z;3.28,1.6) (Prinzip der gemeinsamen Ursache)
o(x;3.5,2.5) (Moment Matching)

Abbildung 23 zeigt die drei Dichten (in der Reihenfolge blau, griin, rot)

1 1 3

§¢<I; —2,5) + ggzﬁ(x; 3,1) + ggzﬁ(ac; 8,3) (Gegebene Dichte)
o(x;3.21,2.857) (Prinzip der gemeinsamen Ursache)
¢(x;2.375,25.23) (Moment Matching)

Bem 80: Die Dichte, die durch dieses Verfahren entsteht, hat eine einfache
Interpretation. ¢(x; Myey, Vnew) bewertet den Wert = dahingehend, dass er fiir
i =1,...,n zu 100 - ¢;% von der Dichte ¢(z;m;,v;) stammt, deswegen der

Name ,,Prinzip der gemeinsamen Ursache®.

Nun soll untersucht werden, welche Dichte der Normalverteilung die Reverse-

Kullback-Leibler-Divergenz [1] minimiert. Man sucht also u,0? die folgenden
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Term minimieren

wa«mm»:—/mwm(ﬂﬁﬂfﬁw

p(z)

= - Z%’ /P(iﬂ;mi,Uz')ln(¢(x;,u,a2))da: + const
=1

_ éq /p(l‘; i, ) ( - %<ln(27r02) " “;—2“)2))& + const

Jetzt wird der Gradient von K (p||¢(+; i, o)) beziiglich x und o2 gebildet und
0 gesetzt.

5 n
Su ( Z ‘G /p(x; mi, vi)a® = 2up(a; mi, vi)x + pPp(ae; mi, vi)de + COHSt)
H i=1

5 n

= o ( > ai(v; +m? — 2pum; + u2> + const) =0
=1
=1

§ [ — 1 <
o ( Z qiln(2ma®) + — Z qi(v; + m; — 2um; + /f))
=1 =1
& 2 2
= a2 B on-p) -
=1

Die Minimierung der Reverse-Kullback-Leibler-Divergenz entspricht also dem
Moment-Matching. Die reverse Kullback-Leibler Divergenz wird zum Beispiel
in der Expectation Propagation [1] genutzt, um Verteilungen zu approximieren.

Dieses Ergebnis lésst sich in einer allgemeineren Form in [1] nachlesen.
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12 Zusammenfassung

In meiner Masterarbeit bin ich bei der Beschéftigung mit dem sogenannten
Changepointproblem auf eine Moglichkeit gestoflen, das Kalman-Filter zu mo-
difzieren, um damit stiickweise konstante Funktionen zu simulieren. Der ur-
spriingliche Kalman-Filter arbeitet auf einem Modell dhnlich dem Hidden-
Markov-Modell, mit dem Unterschied, dass die Verteilungen alle Normalver-

teilungen sind

Xi=AiaXia1+a-1+€
Y, =B, X;+ b+

mit unabhéngigen

e ~N(0,V)

6 ~N(0, R;)

mit Zufallsvariablen X;,Y;, den Kovarianzmatrizen V', R;, Matrizen A;, B; und
Vektoren aj, bj, e =1,...,n,j =1,...,n—1. Nun interessiert man sich primér
fiir die Dichten p(x; | y1,...,y;) und p(x; | y1,...,yn) Wobei es n Messungen
(Beobachtungen der Y;) gab, deren Kovarianzmatrix R; bekannt ist.

Die Idee ist es, das Modell so zu verédndern

Z; ~ Bernoulli(1 —q), 1<g<1
X = A X1+ aim + Zie;

Y = B X; + b +9;

mit unabhéngigen

e ~N(0,V)

8 ~ N(0, R;)

Hier sind die Dichten p(z;|y1, ..., v:),7 = 1,...,n und die Wahrscheinlichkeits-

mafe
PleXJ'“’Yl"“’Yj, firj=1,...,n—1

interessant. Letzteres, da man mit diesen Maflen schrittweise eine Probe von

der A-posteriori Verteilung

PX17~~-7Xn|Y17~-~7Yn — PXn|Y17~~~7Yn®PXn—1|Xn7Y17~~-7Yn—1® . ®PX1‘X27Y1
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simulieren kann und damit die fiir das Changepointproblem gewiinschten stiick-
weise konstanten Funktionen erhélt. Die Herleitung dieser Verteilungen, &hnlich
wie es im Kalman-Filter gemacht wird, ist gelungen und die Ergebnisse sind
sehr vielversprechend. Desweiteren wurde das Modell so erweitert, dass die R;
zufillige Matrizen sind und Ausreifler, in den Daten, erkannt und ignoriert
werden konnen.

Dariiberhinaus ist mir ein Verfahren eingefallen, welches es erméglicht eine ge-
mischte Normalverteilung durch eine Dichte der Normalverteilung zu approx-

1mieren.
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13 Weiterfithrende Gedanken

Um ein Ergebnis aus den Daten zu erhalten, konnte man ein Konfidenzband fiir
den Verlauf der Zusténde, Konfidenzintervalle fiir die Changepoints und einen
Punktschitzer fir PXY angeben. Verfahren wie SMUCE [13] liefern solche
Schétzungen. Dieses Kapitel beschéftigt sich damit, wie man solche Schétzer
defineren und angeben konnte.

Bem 81: Ein Konfidenzband zum Irrtumsniveau « ist eine Menge von Inter-
vallen [a;, b;],7 = 1,...,n, so dass PXY([a1,b1] X ... X [an, b)) > 1 — « gilt.
Dieses Band kann dazu verwendet werden, den echten Verlauf der Zustédnde

einzugrenzen.

Bem 82: Ein Konfidenzintervall fiir einen Sprung ist eine Menge von aufeinan-
derfolgenden Zeitpunkten, welche mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Sprung
(bedingt auf Y') enthélt. Diese Intervalle lassen sich dazu verwenden, die Chan-

gepoints einzugrenzen.

Bem 83: Ein Punktschétzer fiir den Verlauf der Zustédnde ist eine Realisa-
tion von XY, welche moglichst plausibel den echten Verlauf der Zusténde
reprasentiert.

Wie in Bemerkung 36 bereits erwéhnt, ldsst sich fiir die Erweiterungen des
Kalman-Filters kein MAP-Schiitzer angeben, denn die Verteilung von PXIY

hat eine zu komplizierte Form.

13.1 Posterior-Mean als Punktschatzer fiir die Zustande

Eine Moglichkeit einen Punktschétzer fiir den Verlauf der Zusténde zu erhal-

ten, ist der Posterior-Mean. Wie in Bemerkung 48 errechnet sich dieser so
E(X|Y)= /PXY(dx)x

Mit den Samples z1,...,x, € R" aus dem Exakt-Sampling lasst sich dieses

Integral durch
1 n
o
e

anndhern. Das ergibt ein z € R", welches als Punktschétzer fiir den Verlauf
der Zustidnde genutzt werden kann.
Bem 84: Dieses Verfahren wurde nicht getestet. Der Nachteil dieses Verfah-

92



rens wird allerdings sein, dass der Punktschétzer viel mehr Spriinge anzeigt,
als es die einzelnen Samples tun, deswegen eignet sich dieses Verfahren vor-
aussichtlich nicht, denn schliellich sollte dieser Punktschétzer auch eine gute

Schétzung fiir die Changepoints beinhalten.

13.2 Ein Punktschatzer fiir die Zustiande

Um einen Punktschétzer fiir die Zusténde zu erhalten, wire es vielleicht sinn-
voll, einen von vielen Samples aus dem Exakt-Sampling auszusuchen und als
Repriisentanten zu verwenden, zum Beispiel den der P?Y maximiert. PZIY
durch viele Samples anzunédhern wird allerdings bedingt durch die groie An-

zahl der Moglichkeiten schwierig sein.

13.3 Ein Konfidenzintervall fiir die Sprungstellen

Nun soll ein Verfahren motiviert werden, mit dem man Intervalle auf der
Zeitachse schitzt, so dass jedes Intervall mit hoher Wahrscheinlichkeit einen
Sprung enthélt.

Mit Hilfe von vielen Samples aus dem Exakt-Sampling lassen sich Schétzungen
fiir die Wahrscheinlichkeiten, dass es zum Zeitpunkt ¢; einen Sprung (gegeben
die Daten) gab, angeben. Dazu wird einfach die relative Haufigkeit der Spriinge
an der Stelle t; genutzt. Oder man verwendet, falls vorhanden, direkt die Wahr-
scheinlichkeiten fiir P%Y (1).

Esgilt mit 0 <1< j<n

E(Anzahl der Spriinge im Intervall [t;,¢;] | Y)

= E<1In t; gibt es einen Sprung + ...+ 1In t; gibt es einen Sprung ’ Y)
J J
= Z P(Es gibt einen Sprung in t; | Y) = Z PZIY (1) (49)
k=i k=i

Ein Intervall [¢;,¢;] fiir das Formel (49) zum Beispiel einen Wert gréfier 0.8
ergibt, bedeutet also, dass dort bedingt auf Y 0.8 Changepoints erwartet wer-
den. So ein Intervall eignet sich als Konfidenzintervall.

zn: PZY (1) lisst sich vielleicht als Schiitzung fiir die Anzahl der Changepoints
fr? 1den Daten nutzen.

Bem 85: Jetzt gilt es noch geeignete Intervalle zu finden, deren Erwartungs-
wert eine gewisse Zahl iiberschreitet. Im Moment ist es noch nicht genau klar,

wie man diese Intervalle findet oder was geeignet bedeutet.
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13.4 Automatische Anpassung der Parameter

Mit den Erweiterungen des Kalman-Filters sind immer mehr Parameter da-
zugekommen. Zu den Parametern zédhlen unter anderem die Prézisionsmatrix
der Zustandsiibergénge, die Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ fiir einen Sprung, die Ko-
varianzmatrizen der Emissionen und deren Wahrscheinlichkeiten. Hat man ein
wenig Erfahrung, kann man diese Parameter zumindest im Eindimensionalen
per Hand anpassen. Es sollte aber auch moglich sein, die Parameter automa-
tisch anhand eines Datensatzes zu trainieren. Dazu eignen sich vielleicht Samp-
ling Methoden wie das Metropolis-Hastings [1]. Dort werden die Parameter als
zufillig modelliert und durch Sampling in dem neuen Modell gefunden. Da-
zu konnte man die Moglichkeiten des Exakt-Samplings nutzen, denn bedingt
auf die Parameter braucht man keine Samples verwerfen, was den Metropolis-
Hastings Algorithmus verschnellern kann. Diese Methode wurde bisher nicht
getestet. Fiir das Kalman-Filter existiert bereits ein EM-Algorithmus fiir das
Finden der Parameter [1]. EM-Algorithmen fiir die Erweiterungen des Kalman-

Filters existieren bisher nicht.
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14 Die Quellen des Programms

Auf der beiliegenden CD befinden sich die Quellen des Programms, welches im
Zuge dieser Arbeit entstanden ist. Ein grofler Teil des Programmcodes wur-
de fiir die Gui und den Umgang mit der SQLite Datenbank im Hintergrund
geschrieben. Dieser Quellcode wurde nicht kommentiert, denn er ist fiir diese
Thesis nicht interessant.

Die Datei, welche die hier beschriebenen Inferenzschritte implementiert, ist
die ,inference.cpp®, diese enthélt Quellcode-Kommentare. Es existiert zu al-
len Modellen sowohl der Online-Algorithmus als auch der Algorithmus fiir das
Exakt-Sampling. Dariiber hinaus gibt es noch ein paar Methoden, die zu Test-
zwecken geschrieben wurden.

Die Datei ,,simulate.cpp® enthélt den Programmcode fiir die Simulation von
Daten, hier ist nur die Funktion ,,simulate_coninuous();“ interessant, denn die-
se implementiert den Algorithmus aus Kapitel 5.2.

Die Datei ,dist_sampler.cpp“ enthélt den Quellcode fiir die Simulation von
Verteilungen wie der Normalverteilung (mithilfe von ,,Boost::Random*), ge-
mischten Normalverteilungen, gemischten Verteilungen aus Normalverteilun-
gen und Diracmaflen und so weiter. Diese Datei enthélt auch die Implemen-
tation fiir das Zusammenfassen von gemischten Normalverteilungen zu einer
Normalverteilung und andere Algorithmen zum verkleinern von gemischten
Normalverteilungen. Sie enthélt aber nicht den Algorithmus aus Kapitel 11.2.
In der Gui des Programms sind einige Knopfe nur zu Testzwecken bestimmt
und werden nicht weiter beschrieben, diese Knopfe erscheinen als flache Knopfe.
Die Algorithmen sind nicht darauf ausgelegt besonders effizient zu sein, es
wurde eher darauf geachtet besonders fehlerfrei zu programmieren. Mit Da-
tensétzen mit bis zu 2000 Datenpunkten konnen alle Algorithmen verzogerungs-

frei getestet werden.

15 Installation des Programms

Auf der beiliegenden CD befinden sich die Quellen des Programms, welches
im Zuge dieser Arbeit entstanden ist. Hier wird die Installation der nétigen
Packete und das Ausfiihren des Programms unter Ubuntu (14.04) beschrieben.
Auf der CD befindet sich die Datei ,,install_and_run.sh“ diese fithrt man zuerst
aus. Mit dem Befehl ,,chmod 775 install_and_run.sh“ wird die Datei ausfiihrbar
gemacht und mit ,,./install and run.sh® ausgefithrt. Man wird daraufhin nach

Rootrechten gefragt, damit die benttigten Packete nachgeladen werden konnen.
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Nach einer kurzen Wartezeit sollte das Programm starten. Will man es erneut

ausfiithren, gibt man nur ,,./change_point_with MH* ein.
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16 Anhang

16.1 Anhang A

Dieser Anhang bezieht sich auf Kapitel 3.1.

Gegeben sei eine multivariate Normalverteilung mit Dichte

1

gb(z,m,K) = Wex

1
p (- 56— mrt-m)
ne€NKQeRY K=Q ' m,z¢ecR" Fiir jedes | € N,0 < [ < n lassen

sich die Matrizen ), K und die Vektoren m, z zerlegen in

Q:<sz Qxy>’ K:<me I(asy>7 m:<mm>7 ZZ([L’)
Quz Quy Kyo Ky, my )
mit T, My € Rl, Y, My € Rn_ly Qxy = Zz’ ny = K,

yz?

Ix1 Ixn—I —Ixn—lI
Ka:a:7 Q:t:c S ]R * ) ny7 Qxy S R o I Kyya ny € Rn "

Die Teilmatrizen Qgz,@yy, Kz und K, sind regulér also invertierbar, da @)

und K reguldr sind. Damit gilt

1 ¢
- 5(z—m) Q(z—m)
- %<(I - mm)thz(x - mﬂ:) + 2(‘7: o mm)tme(y B my))
- %(y —my) Qyy(y — my)
1 1

= = §xtQ$xI + xthzm:c + thxymy - fL'thyy - Ethyyy
+mtQuyy + ¥ Qyymy + const
1
- Extme + xt(Qmmm + Qay(my — y))
1
- §thyyy + ¥ (Qyamy + Qyymy,) + const
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Alles was in const verschoben wird, soll nicht von x oder y abhéngen. Sei

fy = QuaMy + Quy(my, — y) dann gilt

1 1
— éxtme + 2, — §thyyy + ¥ (Qyama + Qyym,) + const
1 3 _ 1 _
= — (o= Qu ) Quale — Qi) + S Qs
1
~ 35 "Quyy + ¥ (Quema + Qyymy) + const
1 _ _ 1
= - 5(1‘ - chlﬂ:t)thw<x - Qxxl:ux> - §thyyy + yt(nymm + nymy)
t t —1 1 t Nt —1
-y Qywmx -y Qyﬂ?Qrz Qa:ymy + éy szsz mey + const
1 _ _ 1
= - 5(:6 - chlﬂz)tQMﬁ@; - mellux> - §thyyy + thyymy
t —1 1 t Nt -1
-y nyQq;q; Qxymy + §y Qnya;x Qa:yy + const
1 _ _
= - é(x - lelv‘ryQM@ - le/iz)
1

b1 my) (Quy — QueQiy Quy) (y — M) + const

Damit ist es nun méglich aus einer multivariaten Normalverteilung, mit Dichte
p(z,y), die marginale Dichte p(y) und die bedingte Dichte p(x | ) herzuleiten.

Die Kovarianzmatrix von y ist

Kyy = (ny - Qwa;;Qxy)_l

Wird p, wieder ausgeschrieben, dann ist

p(y) = o(y;my, Kyy), (Marginalisierung)
p(x | y) = x(2; Qrp (Quae + Quy(my — ), Qua), (Evidenz)

Bem 86: Da im Exponenten immer mit quadratischen Formen plus linearem
Term in z oder y gerechnet wird, bedeutet das, dass die Dichten bei Evidenz
und Marginalisierung immer Dichten der Normalverteilung bleiben. Dariiber
hinaus kommt als Faktorisierung nur diese eine Form in Frage, denn Integration

tiber z liefert in beiden Fillen das selbe p(y).

Dies ist ein bekanntes Ergebnis und kann zum Beispiel in [1] nachgelesen wer-

den.
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16.2 Anhang B

Dieser Anhang bezieht sich auf Kapitel 3.2.

Seien p(x) = x(x;m, Q) und p(y | ) = x(y; Az+b, L) zwei gegebene GauBdich-
ten mit den beiden Prizisionsmatrizen @ € R>*! und L € R* > p ¢ R,
Ae R meRhL

Als erstes wird die Prézisionsmatrix und der Erwartungswert von p(z,y) be-

rechnet

- %((m —m)'Q(x —m) + (y — Az — b)'L(y — Az — b))
= - % (xt(Q + A'LA)y'Ly — 2ytLAx)
+2'Qm + y'Lb — ' A'Lb + const

A'LA —A'L — A'Lb
= - %(x,y)t (Q J:LA r ) (z,y) + (z,y)’ (Qm I ) + const

Sei z := ( g ) ,0(2) = x(z; 1, X), es gilt
Y
1 t L ¢
—5(2 —pu)'X(z—p) = —57 Yz + 2'Ypu + const

deswegen ist

.. Q+ A'LA —A'L
o —LA L

die Prazisionsmatrix und

- Qm — A'Lb
Lb

der Erwartungswertvektor von p(x,y). Man kann leicht nachrechnen, dass gilt

271 _ Q—l Q—lAt
AQ—l L—l —l—AQ_lAt

o1 Qm — A'Lb\ m
Lb \Am+b

Also ist
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Damit gilt

_ Lo Q+A'LA —A'L
p(z,y) = x| (z,9)" Am+b)\ _rLA L

Jetzt folgt

p(y) = ¢(y; Am+ b, L™" + AQ™'A")
p(z | y) = ¢(x; M(A'L(y — b) + Qm), M)

mit M = (Q + A'LA)~!. Dies ist ein bekanntes Ergebnis und kann zum Bei-

spiel in [1] nachgelesen werden.

16.3 Anhang C

Dieser Anhang bezieht sich auf Kapitel 7.1.5.

lit1 _

Sei pXe+ il () := 37 Givrjx (25 Mis1, Qivnj) fiiv ein i € {1,...,n — 1} gegeben
j=1

und /;41 € N. Dann gilt

PYIY (M) = pYinlY @ pXlXiY (R x M) = / Pl (o) pXiXeY (£ )

it+1

I
- /Z@'H;’X(x;miﬂja@z’+1j)PXiXM’Y(Max)dx
=1

liv1 5
> GirinX (@ Migan, Qivin) ki
h=1
- / Kot (QZQin<x;mijaQij)5:c(M)

Zl qumX(l'a mima sz) 7=l

k;
+ (1—61)/ Z(Iin(S;mij,Qz‘j)X(m;AiS+%Q)d5>d$
M3
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liv1

ki S Girnx (85 Mg, Qivn)
h=1 .
= Z Qij /M E - X (83 mij, Qi)
=1 Zl Cjsz(Sa mima sz)

lit1 5
Z (jz‘+1hX(fU; Mit1h, Qi+1h)
+(1—9q) / h=1 X(s3m45, Qij)x(x; Ais + a;, Q)dxds

kit1 . A .
m=1
PRl (s)p X i(s)
= /]‘w pXi—O—llYl’""Yi (8)

Xit1|Y A ] Q)
_ XilY1,..,Y; p (LC)X(SL’, iS + Qg
O e o e
Es gilt
pXi+1|Yn,M7Y1 (l‘i-f—lv Yny - - - 7y1)

pXi+1|Y17“'7Yi (l’i-&-l, Yty --- ayi)
PRt MYy )P e Y e (g Y, i)
pym_..7§/l.+1\§/,-,...,Y1 (ym o 7yl)pxi-u|Y17---7Yi (JJZ'+17 Y1y .- 7yi)
pYiH,...,Yn|Xi+1 (yz‘-i-l’ ey Un, JIZ‘+1)
pYn,...,Yi-H\Yi ----- Y (yn, R ,y1)

Damit gilt

1

Yo,y Yit1| Yy, Y3
p Nyeees z+1| Tyeeey 1(yn"._’y1)

. <qui+1’m’Yn|Xi+1 (yi+17 <oy Yn, S>pXi‘Y17m’Yi (57 Yi, - -- 7yl)

Xi|Yn,...,Y1(

yY xiayna"'7yl):

+ (1 — )p™MYi(s,y1, ., y0)

: /Pn“’""Y"IX”l(yHb o Uns T)X (5 Ais + ay, Q)dl’d5>

Das dhnelt dem Vorwérts-Riickwérts-Algorithmus in einem gewohnlichen HMM
[1]

Yy, y)p e K )

Yo, Yitr1|Yi,-., Y
p Tyeeey z+1| Dyeeey l(yn,._"yl)

XZ-|Yn,.‘.,Y1( yY

p x7y77,7“'7y1):

16.4 Anhang D

Diese Kapitel bezieht sich auf Kapitel 4.2.2.
Sei nun p(x; | y1, ..., vi—1) = x(z; M1, Qi_l) fiir ein ¢ € {2,...,n} gegeben.
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Dann ist

i lyr, - yim)p(@i | ya, i) = (@i | vas - yim1) (Y | @) (50)

Hier wurde die Unabhéngigkeitseigenschaft (Y; L Yi,...,Y, 1 | X;) aus-
genutzt. Daraus folgt

p@i | y1,-- o, Y) (51)
= ¢(x;; (@i—l + BitLiBi)71<BitLi(yi —b;) + @i—lmi—l>7 (Qz‘—l + BitLiBi)il)

Bem 87: Die sogenannte Woodbury-Matriz-Identitdt macht eine Aussage iiber

die Invertierbarkeit von Summen von Matrizen
(A+ BOBY '=A"'—A'B(C '+ B'A'B)'B'A™!

Es wird hierbei vorausgesetzt, dass A und C' invertierbar sind und dass die
Dimensionen der Matrizen zusammenpassen. Eine weitere Matrix Identitét ist

die Folgende

(A+ BCB") 'BC = A'B(B'A'B+C 1)} (52)

Nun sei m;_1 = Aiflmifl—i-bi,l und Q;_ll = Q_l +Ai,1Q;_11Ai,1t wie in Formel

(12). Dann gilt wegen der Woodbury-Matrix-Identitét

~ ~

Qi — Qi\BNLi ™ + BiQi, B ) ' BQ

(Qi—l + BitLiBz'>_1

Def 23: Die i-te Kalman-Gain-Matriz K; wird definiert als

~

K; = Q:\BHLi ' + BQ; B! (53)
1=2,...,m (54)

Also ist die Varianz aus Formel (51)
Qi = (I - KiB)Q:

Weiter erhélt man fiir den Erwartungswert aus Formel (51) unter Verwendung
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von Formel (52) und der Woodbury-Matrix-Identitét

(Qi—l + Bi'LiB;) " (Bi' Li(y; — bi) + Qi—lmz‘—1)
= Q\BHNBiQ\ B + L") My — bi) + (Qi1 + Bi'LiBi) ' Qi1
= Ki(yi — b)) + (Qim1 + Bi'LiB;) ' Qi1
= Ki(yi — bi) + M — KBy
= Ki(yi — bi — Bimi—1) + 1M

Damit gilt
plai | yis 5 i) (55)
= ¢(vi; Ki(yi — Binie1 — by) + 11, (I — KiB) Qi)
= ¢(x;; Ki(y; — Bi(Aimami—1 + ai—1) — b)) + Aimamy—q + a1,
(I - K:B)O)

Bem 88: Fiir das Exakt-Sampling (Kapitel (4.2.3)) wird hier noch folgende
Rechnung ausgefiihrt

(Qi + Ai'QA)H(Qimi + Ai'Q(ziy1 — i)
= (Qi + A QA) T Qimy + (Qi + A QA) A Qi — ay)
= m; — Qi AN QT + AQiT A T Aim + (Qi + A'QA) A Qi — ay)
= m; — Qi AN (Q T + AiQ T A T Ay
+ Qi AQ T + AQ AN (@i — ai)
= my; + Ki(xis1 — Ami — a;)
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