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Das Auswahlaxiom AC

Der Vortrag beschäftigt sich mit der folgenden Anmerkung:

Anmerkung (Shapiro 1991, S. 130 – 131)
. . . I have been informed that Günter Asser and Christine Gassner have
established the independence of WOP from AC without the assumption of
the consistency of real-determinacy. In Chapter 3, it was mentioned that
Hilbert and Ackermann (1928) include a stronger version of the axiom of
choice in their presentation of second-order logic. The scheme can now
be put succinctly: ∀x∃X(Φ(x,X))→ ∃R∀x(Φ(x,Rx)). Asser and Gassner
have established the independence of WOP from this as well. . . .

Frage (S. Shapiro und P. Mancosu, 2018, per E-Mail)
Existiert eine Henkin-Struktur A mit der folgenden Eigenschaft?

A |= ∀x∃X(Φ(x,X)) → ∃R∀x(Φ(x,Rx))︸ ︷︷ ︸
(x)(EF)A(x,F(. . .))→ (EG)(x)A(x,G(x, . . .))

vgl. Hilbert/Ackermann 1938, S. 104 – 105

+ ¬WO1

“J. Shapiro” was replaced by “S. Shapiro” in 2024. Please excuse the mistake!
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Das Auswahlaxiom AC

Axiom (Das Auswahlaxiom, vgl. Jech 1973, S. 1)
Für jede Familie F von nichtleeren Mengen existiert eine Funktion f , so
dass f (S) ∈ S für jedes S aus der Familie F gilt.

⇒
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Das Auswahlaxiom AC

Axiom (Das Auswahlaxiom, vgl. Jech 1973, S. 1)
Für jede Familie F von nichtleeren Mengen existiert eine Funktion f , so
dass f (S) ∈ S für jedes S aus der Familie F gilt.

N Menge von Elementen
(Menge der Individuen)

I Indexmenge

Si ⊆ N Teilmenge von N

F Familie von Mengen Si ⊆ N
F = (Si)i∈I

f Funktion von F in N
f : F → N
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Das Auswahlaxiom AC

Axiom (Auswahlaxiom von Zermelo, vgl. Zermelo 1904, S. 514)

Für jede Menge N existiert eine Funktion f , so dass f (S) ∈ S für jedes S
aus der Potenzmenge von N gilt.

Beispiel:
N = {1, 2, 3, . . .} Menge der positiven ganzen Zahlen

Si = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, . . .} Menge der ungeraden Zahlen
Sj = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, . . .} Menge der Primzahlen
Sk = {1, 4, 9, . . . , 100, 121, 144, . . .} Menge der Quadratzahlen (6= 0)
Sl = {19, 06, 2019}
Sm = {n1, n2, n3, . . . , ns−1, ns, ns+1, . . .}
...



Einfache Anwendungen von AC
Das Auswahlaxiom AC∗ für disjunkte Familien von Mengen (Russell 1906)

Axiom (Das Auswahlaxiom von Russell, vgl. Russell 1906, S. 49)
Für jede Familie F von nichtleeren disjunkten Mengen existiert eine
Menge M, so dass der Durchschnitt M ∩ S für jedes S aus der Familie F
genau ein Element enthält.

Beispiel:



Einfache Anwendungen von AC
Die Vier-Färbbarkeit einer Folge dessen Glieder der vollständige Graph K4 sind

Ein Graph G
(1,A), (1,B), (1,C), (1,D), (2,A), (2,B), (2,C), (2,D), (3,A), . . . die Knoten von G

(hier durch kleine Kreise dargestellt)

Ein Graph ist vierfärbbar, wenn vier Farben ausreichen, um alle Knoten so
einzufärben, dass miteinander verbundene Knoten nicht dieselbe Farbe haben.

Satz (Spezialfall des Theorems von de Bruijn & Erdős 1951)
Ein Graph, der aus unendlich vielen Kopien des vollständigen Graphen
mit 4 Knoten besteht, ist vierfärbbar.



Einfache Anwendungen von AC
Der Wohlordnungssatz WO (vgl. Zermelo 1904)

Zunächst haben wir ein neues Axiom.

Axiom (Der Wohlordnungssatz)
Jede Menge kann so total geordnet werden, dass jede Teilmenge dieser
Menge ein Minimum bezüglich der Ordnung hat.

Wenn das Auswahlaxiom gilt, so haben wir gegebenenfalls einen Satz.

Satz (Metatheorie) (Der Wohlordnungssatz)
Jede Menge kann so total geordnet werden, dass jede Teilmenge dieser
Menge ein Minimum bezüglich der Ordnung hat.

Ansatz für einen Beweis (Metatheorie):
Unter der Voraussetzung einer Auswahlfunktion f : P(N)→ N mit
f (S) ∈ S für alle S ⊆ N, kann eine Wohlordnung auf S ⊆ N zu einer
Wohlordnung auf S ∪ {f (N \ S)} erweitert werden.

Ist N endlich, so erhalten wir n1 ≤ · · · ≤ n|N| mit
n1 = f (N), n2 = f (N \ {n1}), . . . , n|N| = f (N \ {n1, n2, . . . , n|N|−1}).



Die Existenz von Auswahlfunktionen (vgl. Russell 1906)
Endliche Familien – Unendliche Familien

Satz (Metatheorie) (Auswahlfunktion für endliche Familien)
Für endliche Familien von Mengen kann die Existenz von
Auswahlfunktionen per Induktion gezeigt werden.

1. Induktionsanfang:
Voraussetzung: Die Familie besteht aus einer Menge S1.
Dann wähle man ein beliebiges Element s1 ∈ S1 und definiere f (S1) = s1.

2. Induktionsschritt:
Voraussetzung: Die Familie besteht aus den Mengen S1, . . . , Sn+1.
Induktionsvoraussetzung:

Es existiert eine Auswahlfunktion g : {S1, . . . , Sn} → N.
Dann wähle man ein beliebiges Element sn+1 ∈ Sn+1 und definiere

f (S1) = g(S1), . . . , f (Sn) = g(Sn) und f (Sn+1) = sn+1.

Satz (Metatheorie) (Auswahlfunktion für unendliche Familien)
Die Existenz ist (mit den üblichen Mitteln) nicht beweisbar.

Bei Bedarf wird das Auswahlaxiom als zusätzliche Voraussetzung bereitgestellt.
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Formalisierung des Auswahlaxioms AC∗ (nach Russell)
Prädikatenlogik erster Stufe — Prädikatenlogik zweiter Stufe

Für jede Familie F von nichtleeren disjunkten Mengen existiert eine Menge M,
so dass M ∩ S für jedes S aus der Familie F genau ein Element x enthält.

Prädikatenlogik erster Stufe
einsortige Sprache: Variablen F, S, . . . für Individuen (Mengen)
ein Prädikatensymbol ∈

∀F∃M(∀S1∀S2(S1 ∈ F ∧ S2 ∈ F ∧ S1 6= S2 → ¬∃Y(Y ∈ S1 ∧ Y ∈ S2))
→ ∀S∃X(S ∈ F ∧ ∃Y(Y ∈ S)→ X ∈ S ∧ X ∈ M)

∧∀X1∀X2(X1 ∈ S ∧ X1 ∈ M ∧ X2 ∈ S ∧ X2 ∈ M → X1 = X2))

Prädikatenlogik zweiter Stufe
mehrsortige Sprache: Variablen s, s1, s2, y, . . . für Individuen

Variablen F,M,R für Prädikate
R kann als ”∈” interpretiert werden

∀F∀R∃M(∀s1∀s2(Fs1 ∧ Fs2 ∧ s1 6= s2→ ¬∃y(Rs1y ∧ Rs2y))
→ ∀s∃x(Fs ∧ ∃yRsy→ Rsx ∧Mx)

∧∀x1∀x2(Rsx1 ∧Mx1 ∧ Rsx2 ∧Mx2 → x1 = x2))
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Prädikatenlogik zweiter Stufe
mehrsortige Sprache: Variablen s, s1, s2, y, . . . für Individuen

Variablen F,M,R für Prädikate
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Prädikatenlogik erster Stufe
einsortige Sprache: Variablen F, S, . . . für Individuen (Mengen)
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Die Henkin-Interpretation (vgl. Asser 1981)
Die Prädikatenlogik zweiter Stufe mit Henkin-Interpretation (HPL)

Sprache: mehrsortige, d. h. Variablen für
Individuen,
Prädikate (Relationen) fester Stelligkeit (Hier: keine Funktionen)

prädikatenlogische Formeln erster Stufe
+ Quantifizierung beliebiger Variablen + Identitätsrelation

Axiome:

Axiome der Aussagenlogik und der Identitätstheorie

Axiome der Extensionalität
∀Pn

0∀Pn
1(Pn

0 = Pn
1 ↔ ∀x1 · · · ∀xn(Pn

0x1 · · · xn ↔ Pn
1x1 · · · xn)) 1

Axiome der Komprehension
∃Pn

0∀x1 · · · ∀xn(Pn
0x1 · · · xn ↔ H(x1, . . . , xn))

(wobei Pn
0 in H(x1, . . . , xn) nicht vorkommt)

Modelle (bis auf Isomorphie):
Henkin-Strukturen (vgl. Asser)
1Wir schreiben hier Pn

0x1 · · · xn anstelle von Pn
0(x1, . . . , xn) usw.



Eine Henkin-Struktur A mit A |= AC1,1 + ¬WO1

A sei die kleinste Henkin-Struktur mit der Grundmenge N = {0, 1, . . .},
die die folgenden Relationen (Prädikate) enthält.

Jede 1-stellige Relation in A ist eine endliche oder eine co-endliche
Menge.
Alle 2-stelligen Relationen in A sind endliche Vereinigungen von
Mengen der Form:

(β1 × β2) \ {(x, x) | x ∈ N},
{(x, x) | x ∈ β},
(α× β) \ {(x, x) | x ∈ N},
α1 × α2,

wobei α, α1, α2 ⊆ N endlich und β, β1, β2 ⊆ N co-endlich sind.

A ist ein Permutationsmodell, d. h. es gilt (vgl. Asser):
Eine n-stellige Relation α gehört zu A, wenn es ein endliches P ⊆ N gibt, so
dass für alle Permutationen π auf N, die π(n) = n für n ∈ P erfüllen, auch

{(π(ξ1), . . . , π(ξn)) | (ξ1, . . . , ξn) ∈ α} = α

gilt.
Die Permutationen auf N sind die Bijektionen von N auf N.



Eine Henkin-Struktur A mit A |= AC1,1 + ¬WO1

Definition (AC für (1+1)-stellige Prädikate)

AC1,1 =df ∀A∀R∃S(∀x(Ax↔ ∃yRxy)→ ∀x(Ax→ ∃!!y(Rxy ∧ Sxy)))

Definition (WO für 1-stellige Prädikate)

WO1 =df ∀A∃T(wo(T,A))

∃!! steht für: ”es existiert genau ein”

wo(T,A) steht für: T ist Wohlordnung auf A.

wo(T,A)
=df lo(T,A) ∧ ∀B((Bx→Ax) ∧ (∃xBx)→ ∃x0(Bx0 ∧ ∀x1(Bx1 → Tx0x1)))

lo(T,A) steht für: T ist totale (lineare) Ordnung auf A.

lo(T,A)
=df ∀x1∀x2(Tx1x2 → Ax1 ∧ Ax2) ∧ ∀x(Ax→ Txx)
∧∀x1∀x2∀x3(Tx1x2 ∧ Tx2x3 → Tx1x3) ∧ ∀x1∀x2(Tx1x2 ∧ Tx2x1 → x1 = x2)

∧∀x1∀x2(Ax1 ∧ Ax2 → Tx1x2 ∨ Tx2x1)



Eine Henkin-Struktur A mit A |= AC1,1 + ¬WO1

Definition (AC für (1+1)-stellige Prädikate)

AC1,1 =df ∀A∀R∃S(∀x(Ax↔ ∃yRxy)→ ∀x(Ax→ ∃!!y(Rxy ∧ Sxy)))

Zweistellige Prädikate in A

”Auswahlfunktionen” (rot):



Eine Henkin-Struktur A mit A |= AC1,1 + ¬WO1

Definition (WO für 1-stellige Prädikate)

WO1 =df ∀A∃T(wo(T,A))

Eine mögliche Wohlordnung:

Nach einer eventuellen Umsortierung der Individuen!
Kann in A nicht existieren!



Überblick zum Auswahlaxiom (ZFA – HPL)
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre mit Atomen – Prädikatenlogik zweiter Stufe (Henkin-Interpr.)

ZFA HPL

H1 6−→ H2 bedeutet, dass H1 → H2 Wenn wir weder H1−?→ H2 noch H1 −→ H3
in ZFA nicht abgeleitet werden kann. und H3 −→ H2 für ein H3 haben, dann kann

H1 → H2 in HPL nicht abgeleitet werden.
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(1) vgl. Mostowski
(2) vgl. Halpner and Levi
(3) vgl. Levi vgl. Gaßner
(4) vgl. Felgner and Jech

ZL Zornsches Lemma TR Vergleichbarkeitssatz
KW Kinna-Wagner-Axiom LO Satz, dass jede Menge linear (total) geordnet werden kann
MC Axiom der multiplen Auswahl LW Wohlordnungssatz für linear geordnete Mengen

(Definitionen und weitere Ergebnisse in Gaßner 1984 /1994)



Eine Henkin-Struktur A mit A |= choice1,1
h +¬WO1?

Definition ((1+1)-choice, vgl. Asser, Hilbert, Ackermann)

choice1,1
h sei die Menge aller Formeln choice1,1

h (H), für die in der
Teilformel H(x,D) die Variablen x und D nur frei vorkommen.

choice1,1
h (H) =df ∀x∃DH(x,D)→ ∃S∀x∃D(∀y(Dy↔ Sxy) ∧ H(x,D))

Satz (Asser 1981)

In allen Henkin-Strukturen zweiter Stufe gilt choice1,1
h → AC1,1.

Frage (S. Shapiro und P. Mancosu, 2018, per E-Mail)

Existiert eine Henkin-Struktur A mit A |= choice1,1
h + ¬WO1?

Satz (Gaßner 2019)

Es existiert eine Henkin-Struktur A mit A |= choice1,1
h + ¬WO1.

“J. Shapiro” was replaced by “S. Shapiro” in 2024. Please excuse the mistake!



Geschichtlicher Hintergrund
1938 Hilbert und Ackermann

choice1,n
h für PKII (y muss durch n Variablen ersetzt werden)

1950 Henkin

Nichtstandardstrukturen als Modelle für PKII mit Komprehension

1981 Asser, Einführung in die math. Logik, Teil III (PKII)

Zu den Inhalten gehören:
Henkin-Interpretation und Henkin-Strukturen zweiter Stufe
Permutationsmethode zur Konstruktion von Henkin-Strukturen
verschiedene Formulierungen des Auswahlaxioms und Endlichkeitsdefinitionen

1984 Gaßner, Dissertation über das Auswahlaxiom

Zu den Inhalten gehören:
viele wichtige Formulierungen des Auswahlaxioms (in PKII)
Erweiterung der Permutationsmethode zur Konstruktion von Henkin-Strukturen
Unabhängigkeitsbeweise mittels Permutationsmethode

1985 Asser, Vortrag in Oberwolfach über die Ergebnisse

1991 Shapiro
Erwähnung einiger der Ergebnisse in Anmerkungen seines Buches



Diskussion
Fragen/Überlegungen/Anmerkungen

Wie wird die Bedeutung von PKII und HPL heute eingeschätzt?
(Bedeutung für die Mathematik, Bedeutung für die Philosophie)

Die Begriffe Henkin-Interpretation und Henkin-Struktur werden
nicht einheitlich verwendet.

Hat Asser den Begriff ”Henkin-Strukturen zweiter Stufe” für
Modelle der oben angegebenen Axiome geprägt?

Können wir von der Fraenkel-Mostowski-Specker-Asser-Methode
sprechen? Es geht dabei um die folgende Konstruktionsmethode:

Methode zur Konstruktion von Permutationsmodellen zweiter Stufe
(nach Asser)
Abgeleitet von der Fraenkel-Mostowski-Specker-Methode (für ZFA)

Neben den hier betrachteten Anwendungen des Auswahlaxioms gibt
es auch wichtige Formulierungen von Hausdorff.



Einige ausgewählte Quellen
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ASSER, G., Einführung in die mathematische Logik III. Leipzig, Teubner, 1981.
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Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ZF – Einige Axiome
Unsere Metatheorie – übliche Mengenlehre – Formalisierung in der Prädikatenlogik erster Stufe

Extensionalität: Mengen, die die gleichen Elemente enthalten, sind gleich.
∀A∀B(A = B↔ ∀C(C ∈ A↔ C ∈ B)).
Leere Menge: Es existiert eine Menge, die kein Element enthält.
∃B∀A¬(A ∈ B).
Paarung: Mit A und B gibt es eine Menge, die exakt A und B enthält.
∀A∀B∃C∀D(D ∈ C↔ (D = A ∨ D = B)).
Vereinigung: Mit X existiert auch die Vereinigung

⋃
X.

∀A∃B∀C(C ∈ B↔ ∃D(D ∈ A ∧ C ∈ D)).
Potenzmenge: Mit X existiert auch die Potenzmenge P(X).
∀A∃P∀B(B ∈ P↔ ∀C(C ∈ B→ C ∈ A)).
Fundierung: Jede nichtleere Menge besitzt ein ∈-kleinstes Element.
∀A(A 6= ∅ → ∃B(B ∈ A ∧ ¬∃C(C ∈ A ∧ C ∈ B))).
Unendlichkeit: Es gibt eine unendliche Menge; N = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, ...}.
∃A(∅ ∈ A ∧ ∀X(X ∈ A→ X ∪ {X} ∈ A)).
Aussonderung: Für Mengen Z und Formeln H(X), in denen Y nicht (frei)
vorkommt, existiert Y = {X ∈ Z | H(X)}.
∀Z∃Y∀X(X ∈ Y ↔ X ∈ Z ∧ H(X)).


