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1 Hinfiihrung und Motivation

1 Hinfuhrung und Motivation

Als zentrale Ergebnisse der Analyse von Zufallsvariablen, d. h. messbaren Funktionen
X : 2 — FE von einem Ereignisraum (2 in einen Zustandsraum F, gelten in der klassi-
schen (Kolmogorovschen!) Wahrscheinlichkeitstheorie die Grenzwertsitze, insbesonde-
re die Gesetze der Groften Zahlen und der Zentrale Grenzwertsatz, die Beispiele dafiir
liefern, wie aus zufilligem Geschehen spezifische Gesetzméabigkeiten gefolgert werden
konnen. Der Zentrale Grenzwertsatz stellt eine begriffliche Kumulation von mathema-
tischen Aussagen und Sétzen dar, welche jeweils die Konvergenz einer Verteilungsfunk-
tion betrachten, die sich aus der Summierung statistisch unabhéngiger Zufallsvariablen
ergibt. Sei hierfiir (X,,),en eine Folge von reellen Zufallsvariablen auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F,P), d. h. einer Menge 2, einer o-Algebra F aus messbaren Teil-
mengen von {2 und einem Wahrscheinlichkeitsmaf P : F — [0,1], in den Raum (R, *B)
mit der Borel-o-Algebra B, d. h. der kleinsten o-Algebra, die alle offenen Teilmengen
von R enthélt. Das durch eine Zufallsvariable X und ein Wahrscheinlichkeitsmafs P
induzierte Wahrscheinlichkeitsmafs Py auf 28, definiert durch

Px(B) :=P(X € B) = P(X"Y(B))

fiir Borel-Mengen B € ‘B, heilst Verteilung der Zufallsvariable X. Die Verteilung P x
auf (R",B(R")) von X = (Xi,...,X,) wird als gemeinsame Verteilung der Zufalls-
variablen X1, ..., X, bezeichnet und ist fiir alle By, ..., B, € B von der Gestalt

Px(By x -+ x By) =P(X, € By,..., X, € By).
N—
CR"™

Als eine wesentliche Voraussetzung fiir die Formulierung des Zentralen Grenzwertsatzes
in seiner elementaren Form werden unabhéngige und identisch verteilte (u. i. v.) Zu-
fallsvariablen bendtigt: Eine Folge (X,,)new von Zufallsvariablen heifst (stochastisch)
unabhingig (beziiglich P), wenn fiir jedes n € IN und die gemeinsame Verteilung von
X1, X,

Px(By x -+ x By) =Px,(By)---Px,(By)

! Andrey N. Kolmogorov (1903-1987) gilt als ,Vater“ der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie und
axiomatisierte die Wahrscheinlichkeitstheorie auf der Basis der allgemeinen Maf- und Integrati-
onstheorie von Henri L. Lebesgue und Félix E. J. E. Borel.
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fiir alle By,..., B, € % gilt und identisch verteilt, wenn
Px, =Px, (i,j=1,2,...)

erfiillt ist. Fiir eine Folge (X,)new von unabhéngigen und reellwertigen Zufallsvaria-
blen auf (2, F,P) ist die Verteilung Px, ... x, der Summe X; + --- + X,, die Fal-
tung Px, *---xPx, von Px,,..., Px,. Wenn X;, Xs, ... zudem identisch verteilt sind,
dann bezeichnet (IPXZ.)m = Px,+..+x, die n-fache Faltung der Verteilung Py,. Fiir
jedes k € IN, wenn | X |* integrierbar ist, wird das k-te Moment der Zufallsvariablen X

angegeben durch

Mp(X) == E(X*) = Q/XkdIP = R/xkdIPX.

Insbesondere heift E(X) = M;(X) Erwartungswert und Var(X) = E((X — E(X))?)=
My(X) — M;(X)? Varianz der Zufallsvariablen X. Sei nun (X,),en eine Folge von
reellen u. i. v. Zufallsvariablen mit E(X,,) = 0 und Var(X,) = 1. Dann lésst sich der

Zentrale Grenzwertsatz wie folgt formulieren:

<IPXZ-) = Pxyeooxy 0 N(0, 1),
NG NG n—00

mit N (0,1) als Standardnormalverteilung (oder Gauk-Verteilung).

Um auf diese Weise Summen unabhéngiger Zufallsvariablen (bzw. Faltungen von Wahr-
scheinlichkeitsmafen) zu betrachten, wird in der Regel die analytische Methode der
Fouriertransformation genutzt, mit deren Hilfe sich der Zentrale Grenzwertsatz (im
klassischen Fall) beweisen lédsst. Bemiiht man sich hingegen um eine Verallgemeine-
rung derartiger Konvergenzaussagen ins Nicht-Kommutative, kann die Fouriertransfor-
mation nicht mehr sinnvoll definiert werden. Wilhelm von Waldenfels wéahlte deshalb
u. a. in [vWa| einen Ansatz iiber die Momente der Verteilungen von Zufallsvariablen,?
deren Konvergenz in vielen Féllen dquivalent zu der Konvergenz der Verteilungen ist.
Mit Hilfe des Satzes von Stone- Weierstraf kann geklart werden, unter welchen Bedin-
gungen die Konvergenz in Momenten aquivalent zu der Konvergenz in Verteilung ist:
Sei K eine kompakte Teilmenge von R, d. h. £ C R ist abgeschlossen und beschrénkt.
Nach dem Satz von Stone-Weierstraf§ existiert fiir jede stetige Funktion f auf R und

2Fiir den rein kombinatorischen Ansatz des freien Zentralen Grenzwertsatzes sei an dieser Stelle auf
[NiSp| verwiesen.
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jedes € > 0 ein Polynom Py, so dass

Sup |f(z) = Pre(z)] <e.

Seien ferner X; und X, zwei Zufallsvariablen, fiir die es eine kompakte Teilmenge
K C R gibt, so dass deren Verteilungen Py, und Py, Wahrscheinlichkeitsmafe auf
(K,®B(K)) sind, fiir die simtliche Momente iibereinstimmen, d. h.

My, = / ¥ dPy, () = / 2*dPy, ()

K K

fiir alle £ € IN, dann folgt Py, = Px,. Ist I nicht kompakt, so kann aus der Gleichheit
aller Momente i. Allg. nicht auf die Gleichheit zweier Wahrscheinlichkeitsmafse geschlos-
sen werden. Sei (Xy,), .y eine Folge von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, F,P) mit endlichen Momenten, so dass deren Verteilungen Py, auf einer
kompakten Teilmenge K von R konzentriert sind, d. h. X, : (0, F,P) — (K, B(K))
mit K kompakt in R. Dann folgt aus der Anwendung des Satzes von Stone- Weierstrafs
die Konvergenz in Verteilung der Zufallsvariablen (X,,), . gegen die Zufallsvariable

X: (0 F,P)— (K,B(K)), wenn

lim [ 2"dPyx, () = /xkd]PX(x)

n—oo
K K

fiir alle £ € IN gilt, wobei die Verteilung IPx durch die endlichen Momente von X be-
stimmt ist. Dies bedeutet: Sei (X,), .y eine Folge von Zufallsvariablen mit endlichen
Momenten, deren Verteilungen Py, wiederum einen gemeinsamen kompakten Trager
K haben, und konvergieren die Momente von (X,,),, .y gegen die Momente einer Zufalls-
variablen X mit Trager KC, dann folgt die schwache Konvergenz der Verteilungen Py,
gegen Px. Der Zentrale Grenzwertsatz fiir Summen u. i. v. Zufallsvariablen kann auch
formuliert werden (Momentenversion), wenn man die Zufallsvariablen als Funktiona-
le auf Polynomen betrachtet, als sog. Momentenfunktionale: Fiir eine Zufallsvariable
X : Q) — R ist das k-te Moment gegeben durch

M, = B(X") = /xkd]PX,
R

wobei z* als ein Polynom aus C[x] aufgefasst werden kann. Das normierte, positive
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lineare Funktional ¢ : Cl[z] — C, definiert durch

fiir alle Polynome P(z) € Clz], heifit dann das Momentenfunktional von X.

Um einen Ubergang von der klassischen in die nicht-kommutative Wahrscheinlich-
keitstheorie zu ebnen, betrachte man zunédchst die kommutative unitale x-Algebra
W = L*(Q,F,P) der C-wertigen beschrinkten Borel-messbaren Funktionen auf
(mit Supremumsnorm) und das normierte, positive lineare Funktional ¥ auf W, gege-
ben durch

U(F) = / FdP

Q

fir FF € W, welches das Wahrscheinlichkeitsmaf P : F — [0,1] geeignet ersetzt und
das Paar (W, V) zu einem kommutativen Quanten- Wahrscheinlichkeitsraum vervoll-
standigt. Eine Zufallsvariable X wird im zum klassischen ,dualen Bild durch die Ab-
bildung

jx : L(R,B) - W
beschrieben, die fir g € L>(R,B) gegeben ist durch
jx(g) =goX.

Die Abbildung jx wird auf diese Weise zu einem unitalen x-Algebrahomomorphismus,

d. h. zu einer Quanten-Zufallsvariable, mit der Verteilung
ox : L(R,B) — C.

Die Folge (jx,),en von Quanten-Zufallsvariablen heifst (tensor-)unabhéngig, wenn fiir
allen € N und ¢1,...,9, € L*(R,B) die Gleichung

D (jx, (91) - xa(gn)) = ex2(91) - - ©x,,(gn)

oder

PoMo(jx, @ Rjx,)=px, DX px, ( Tensorunabhdngigkeit)

mit der Multiplikation M in W erfiillt ist. Dies ist gleichbedeutend mit der klassischen
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Unabhéngigkeit der Folge (X))

Fiir Zufallsvariablen X;, X5,... aus W koénnen nun folgende Momentenversionen des

nelN*

Zentralen Grenzwertsatzes formuliert werden: Sei (X,,)new u. i. v. mit E(X;) = 0,
Var(X;) = 1 und existenten Momenten. Sei weiterhin ¢, das Momentenfunktional von

p =Py, auf Clz] (mit ¢,(1) =1, p,(x) =0 und ¢,(z*) = 1), dann gilt

v ((X1 +;/~~N+ XN)k) L R/x’“d/\/(o,l)

bzw.

2 (0 () o

wobei g(P(z)) das Momentenfunktional von A (0,1) an der Stelle P(z) € C[z] bezeich-
net.
Fiir stetige, integrierbare Funktionen f : R™ — R ist die gemeinsame Verteilung der

Zufallsvariablen Xi,..., X,, € W gegeben durch

\IJXI 77777 Xn(f) = f(Xl,,Xn)d]P: f(fL‘l,...737n)dIPX1 77777 Xn(l'l,...,In).
/ f

RTL
Betrachtet man die Funktionen f : R™ — R der Form

flxy,...,zn) =2 a1y, .1, € Ny),

d. h. Monome aus C[zy,...,2,], so erhilt man, falls simtliche ! - -- z!» integrierbar

sind, die gemischten Momente von Xy, ..., X,, € W durch

M. ln(Ile ..... Xn):‘lfxl ,,,,, Xn(f):/xlf"'ﬁffdle ..... Xn<x17'--7'rn)‘

heifst dann das Momentenfunktional von pp = Px,  x,.
Fiir die Formulierung des Zentralen Grenzwertsatzes im Falle eines Quanten-Wahr-
scheinlichkeitsraumes (Q, ®), bestehend aus einer nicht notwendigerweise kommuta-

tiven unitalen *-Algebra Q und einem Zustand ® auf O, gilt es nun zwei Probleme
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zu betrachten, die durch die Ubertragung vom Klassischen ins Nicht-Kommutative
entstehen: Zum einen bleibt zu klédren, was es bedeutet, dass eine Folge (j,)nen von
Quanten-Zufallsvariablen auf einer x-Algebra A tiber (Q, ®) unabhéngig ist, und zum
anderen wie die N-fache Faltung des zugehorigen Momentenfunktionals aussieht, nach-

dem folgende Ersetzungen vorgenommen wurden:

W~ Q
VU~ O
Xi €W~ qeQ
Clzy, ... xn] ~ Clzy, ... xp)
Hierbei bezeichne C(xy, ..., x,) die Polynomalgebra tiber C in den nicht-kommutieren-

den Unbestimmten xy,...,z,. Wahlt man beliebige Elemente ¢i,...,q, aus (Q, ®),
dann existieren Quanten-Zufallsvariablen ji, ..., j, : C[z] — Q, so dass j;(x) = ¢; fiir
i =1,...,n erfiillt ist. Das Momentenfunktional ¢ : C(z1,...,x,) = C von q1,...,q,
ist definiert durch

o(P(x1,...,20)) = (P(q1,-- -, qn)),

wobei C(z1, ... ,z,) durch das n-fache freie Produkt der x-Algebra C[z] entsteht. Wah-
rend im klassischen Fall die gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen auf dem Ten-
sorprodukt gegeben ist, wird im nicht-kommutativen Fall die gemeinsame Verteilung
von Quanten-Zufallsvariablen auf dem freien Produkt von Algebren definiert. Dies
wird notwendig, da die Grofen gqi,...,q, nicht mehr unbedingt miteinander kom-
mutieren und i. Allg. z. B. ®(q1¢2¢1¢q2) nicht gleich ®(qiq3) = P(q3)P(¢3) ist. Man
kann sehen, dass je nach gewéhlter nicht-kommutativer Unabhéngigkeit auch die Werte
D(q7)P(g2)* + 2(01)*®(a3) — P(01)*P(g2)%, P(91)*P(q2)%, P(q7)P(g2)? oder (q1)*®(q3)
auftreten konnen.

Neben der Betrachtung der verschiedenen Begriffe nicht-kommutativer Unabhéngig-
keit muss fiir die Formulierung quanten-stochastischer Zentraler Grenzwertsitze ge-
klart werden, wie (Momenten)Funktionale auf algebraischen Strukturen miteinander
zu falten sind. Wahrend im klassischen Fall zwei lineare Funktionale ¢; : Ay — C
und ¢y : Ay — C iiber den Algebren A;, Ay durch das Tensorprodukt zu einem ,ge-
meinsamen‘ linearen Funktional ¢ ® s : A3 ® Ay — C ,multipliziert* werden, gibt
es im Fall der Nicht-Kommutativitat weitere Moglichkeiten ,Produkte zwischen linea-

ren Funktionalen zu bilden. Naofumi Muraki konnte in [Mur3| zeigen, dass genau fiinf
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universelle (natiirliche) Produkte (das Tensorprodukt, das freie, Boolesche, monotone
und antimonotone Produkt) existieren, die bestimmten Axiomen geniigen und auf dem
freien Produkt von Algebren definiert sind.?

Die fiinf verschiedenen Faltungsprodukte linearer Funktionale kénnen mit Hilfe des uni-
versellen Produktes auf dualen Halbgruppen im Sinne Dan-Virgil Voiculescus? definiert
werden, wobei die Polynomalgebra C(x1, ..., z,) als Beispiel einer solchen dualen Halb-
gruppe aufgefasst werden kann. Das nicht-kommutative Analogon zum klassischen Zen-
tralen Grenzwertsatz beriicksichtigt also nicht nur die fiinf verschiedenen Begriffe nicht-
kommutativer Unabhingigkeit sondern auch die zugehérigen Faltungsprodukte linea-
rer Funktionale, so dass selbst fiir standardisierte und u. i. v. Quanten-Zufallsvariablen
J1,J2, ... indes fiinf verschiedene Versionen des Zentralen Grenzwertsatzes expliziert
werden konnen, in denen die Momentenfunktionale der ,standardisierten Summen‘ ge-
gen das Momentenfunktional der Gauf-Verteilung mit Dichte exp(—x2/2)/v/27 (Ten-
sorfall), der Wigner-Halbkreis- Verteilung mit Dichte x[_29(z)vV4 — 22 /27 (freier Fall),
der Bernoulli-Verteilung (0—1 + 61)/2 (Boolescher Fall) oder der Arcus-Sinus-Vertei-
lung mit Dichte x_ 5.3 (7)/ 7v/2 — 22 (monotoner und antimonotoner Fall) konver-
gieren, wobei ya(z) = 1, falls x € A, und ya(z) = 0, falls x ¢ A, fir A C R. Die
Bedeutung der (INg-graduierten) dualen Halbgruppe liegt also hierbei v. a. darin, dass
auf dieser algebraischen Struktur quanten-stochastische Zentrale Grenzwertsétze fiir
fiinf verschiedene Begriffe nicht-kommutativer Unabhéngigkeit dargestellt und bewie-

sen werden konnen, was letztlich das Hauptanliegen dieser Arbeit bildet.

Struktur der Arbeit

Im Anschluss an einige hinfithrende Bemerkungen werden im zweiten Kapitel dieser
Arbeit grundlegende Definitionen algebraischer Strukturen wie Tensorprodukte von
Vektorrdumen, Algebren, Koalgebren und Hopf-Algebren eingefiihrt, die zusétzlich mit
INg-Graduierungen versehen sind. Die Angabe des Faltungsproduktes linearer Funktio-
nale auf Koalgebren und des damit zusammenhéngenden Fundamentalsatzes sowie die
Definition des freien Produktes von Algebren vervollstdndigen dieses Kapitel.

Darauf aufbauend liegt im dritten Kapitel der Schwerpunkt auf den universellen Pro-
dukten und den zugehorigen Unabhéngigkeiten . Wahrend die verschiedenen Be-
griffe nicht-kommutativer Unabhéngigkeit erst im vierten Kapitel eine entscheidende
Rolle spielen, bilden die universellen Produkte bereits hier die Grundlage fiir die Fal-

tung linearer Funktionale auf der algebraischen Struktur einer dualen Halbgruppe, die

3Vgl. hierzu auch [BGS1| und [BGS2].
4Vgl. hierzu [Voi87] und [BGS3].
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mit Hilfe von INo-Graduierungen verallgemeinerbar ist . Letztlich zeigt dieses Kapi-
tel Zusammenhénge zwischen INy-graduierten dualen Halbgruppen und INy-graduierten
kommutativen x-Bialgebren mit Hilfe eines der symmetrischen Tensoralgebra entlehn-
ten Funktors (3.3).

Nachdem die Grenzwertsétze fiir Ng-graduierte Koalgebren zu Beginn des vierten Ka-
pitels gezeigt sind, kann mit Hilfe des Funktors der Hauptsatz, d. h. der Zen-
trale Grenzwertsatz iiber INy-graduierte duale Halbgruppen, bewiesen werden (4.2)).
Den Abschluss dieser Arbeit bildet die Anwendung des Hauptsatzes auf Quanten-
Wahrscheinlichkeitsrdaume, in denen Momentenfunktionale — den verschiedenen Unab-
héngigkeiten entsprechend — gegen das Momentenfunktional einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung konvergieren (4.3]).

Die strukturellen Zusammenhénge des dritten und vierten Kapitels konnen in folgender

Graphik veranschaulicht werden:

[3.1]—[3.2]—3.3]—[4.2]—]4.1]

|

Notation

An dieser Stelle sollen einige grundlegende Begriffe und Notationen, die fiir die ge-
samte Arbeit Giiltigkeit behalten, vorangestellt werden. Allgemein stehen N, IN, R,
C und K fiir die natiirlichen Zahlen (mit bzw. ohne die Null), die reellen und die
komplexen Zahlen sowie einen beliebigen Koérper. Die Bezeichnungen U, V, W repra-
sentieren Vektorrdume bzw. Untervektorraume und V' steht fiir den Dualraum eines
Vektorraumes V. Ist in V' ein Element 1 ausgezeichnet, dann wird die Teilmenge von
V', die aus allen normierten linearen Funktionalen besteht, mit der Notation V| ver-
sehen, d. h. Vj = {p € V' | (1) = 1}. Seien zy, ...,z Elemente eines Vektorrau-
mes V, dann bildet die lineare Hiille Lin{x,..., 2%} einen Untervektorraum von V.
Algebren und #-Algebren werden durch A oder @ (nur in Bezug auf den Quanten-
Wabhrscheinlichkeitsraum) gekennzeichnet. Mit 7 (V') sei die Tensoralgebra tiber V' und
mit S(V) die symmetrische Tensoralgebra iiber V' bezeichnet. Die Abbildung 1 4 re-
priasentiert die Einheit der Algebra A, wobei der Index immer dann weggelassen wird,
wenn aus dem Zusammenhang deutlich werden sollte, zu welcher Algebra die Einheit
gehort. In gleicher Weise wird mit der Identitédtsabbildung idy : X — X verfah-
ren. Koalgebren bzw. Unterkoalgebren werden mit C bzw. U, Bialgebren mit B und

duale (Halb)Gruppen mit D versehen, wobei A stets die Komultiplikation der Koal-
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gebra und A die Komultiplikation der dualen Halbgruppe reprasentiert. Der Ausdruck
Hom(A, B) bezeichnet hier die Menge aller Homomorphismen von einem Objekt A zu
einem Objekt B in einer Kategorie K. Fiir eine beliebige Indexmenge I sei IK(x; | i € I)
die Algebra der K-wertigen Polynome in den nicht-kommutierenden Unbestimmten
{z; |1 € I} und K[z; | i € I] die Algebra der K-wertigen Polynome in den kommutie-
renden Unbestimmten {z; | ¢ € I}. Fiir eine Teilmenge M einer Algebra A bezeichne
(M) := {A C A| M C A, A ist Unteralgebra von A} die Unteralgebra von A, die

von M erzeugt wird.
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2 Algebraische Grundlagen

Da jede Untersuchung Zentraler Grenzwertsidtze in der nicht-kommutativen Wahr-
scheinlichkeitstheorie prinzipiell schwierig erscheint, wenn sie einem mathematischen
Fundament entbehrt, soll diese Arbeit indes mit der Definition wesentlicher algebrai-
scher Begrifflichkeiten beginnen, die fiir die gesamte Arbeit von grundlegendem und
vorbereitendem Charakter sind. In diesem Sinne wird zunéchst das Tensorprodukt von
Vektorrdumen definiert und mit wesentlichen Bemerkungen versehen ([2.1)), so dass
algebraische Strukturen wie Algebren, Koalgebren, Bialgebren und Hopf-Algebren ein-
gefiihrt werden koénnen (2.2). Um Bezichungen zwischen (verschiedenen) algebraischen
Strukturen zu ermdoglichen, bedarf es der Betrachtung von Homomorphismen, da z. B.
aus klassischen Zufallsvariablen Homomorphismen zwischen *-Algebren werden. Diese
sind v. a. zur Einfiihrung des Positivitatsbegriffes im Zusammenhang mit Quanten-
Wahrscheinlichkeitsrdumen an spéterer Stelle dieser Arbeit notwendig. Des Weiteren
soll in diesem Kapitel der Fundamentalsatz iiber Koalgebren angefithrt und dessen
wesentliche Konsequenzen erlautert sowie INg-Graduierungen auf algebraischen
Strukturen definiert werden ([2.4), die die Grundlage fiir die Einfiihrung INy-graduierter
dualer Halbgruppen bzw. INy-graduierter dualer Gruppen bilden und damit die Thema-
tisierung quanten-stochastischer Zentraler Grenzwertsétze vorbereiten. Fiir die Einfiih-
rung der algebraischen Struktur einer dualen Halbgruppe bzw. dualen Gruppe werden
schlieflich freie Produkte von Algebren bendtigt (2.5)), die das Tensorprodukt in der
Definition einer *-Bialgebra bzw. Hopf-x-Algebra weitesgehend ersetzen.

Verschiedene Termini wie Vektorraum, Menge, Korper, Halbgruppe, Folge, Familie etc.
miissen angesichts des beschrankten Umfangs dieser Arbeit vorausgesetzt werden. Fiir

weitere und detaillierte Informationen zu den mathematischen Grundlagen sei an dieser
Stelle auf [Abe|, [BA] und [Swe| verwiesen.

2.1 Tensorprodukte von Vektorraumen

Im Anschluss an die Definition eines linearen Operators und einer bilinearen Abbildung
wird in diesem Abschnitt das Tensorprodukt von Vektorrdumen definiert und zentrale

Eigenschaften angemerkt.

Definition 2.1. Seien V' und W Vektorriume dber dem Korper K. Eine Abbildung
T :V — W heifit lineare Abbildung, lineare Transformation oder linearer Operator

von V nach W genau dann, wenn gilt:

Tv+w)=T()+T(w) (Additivitét)

10



2.1 Tensorprodukte von Vektorrdumen

T\-v)=X-T(v), (Homogenitét)
fur alle v,w € V und X € K.

Definition 2.2. Seien V., W und U Vektorraume tiber dem Kdorper IK. Die Abbildung
T :V xW — U heifit bilinear, falls sie linear in beiden Argumenten ist, d. h. fir
v1,v9 €V, wy,we € W und a € K gilt:

T(vy 4+ v, wy) = T(vy,wy) + T(vg, wy)
T(a-vy,wy) =a-T(vy,w)

T(vy,wy + we) = T(vy,wy) + T (v1, ws)
T(vy, - wy) = - T(vy,wr).

Definition 2.3. Seien V und W Vektorriume tiber dem Kérper K. Das Tensorpro-
dukt (VQW,T) von V und W ist gegeben durch einen K- Vektorraum V@ W mit einer
bilinearen Abbildung T : V x W — V @ W ,5 die der folgenden universellen Eigenschaft
genitigt: Fiir jeden weiteren Vektorraum U und jede bilineare Abbildung F': V xW — U
gibt es genau eine lineare Abbildung F: VoW — U, so dass das Diagramm

S~ A

U

VW VeoWw

kommutiert, d. h. F' = FoT.

Bemerkung 1. Fiir Tensorprodukte konnen folgende elementare Zusammenhdinge ge-

zeigt werden:S

(i) Zu jedem Paar (V, W) von Vektorrdumen iiber K existiert stets ein Tensorprodukt
T :VxW — VRW. Dieses ist bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt,
d. h. fiir jedes Tensorprodukt T" von V und W findet sich ein eindeutig bestimmter
Vektorraumisomorphismus ® : VW — V&' W, fir den das folgende Diagramm

kommutiert:

VxW s VoW

Ve W

Hier ist T(v,w) =v@w €V @W mitve V und w e W.
6Vgl. hierzu [BA], S. 306-309.
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2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

(ii) Jeder Vektort € V@ W kann als endliche Summe Y v; ® w; mit v; € V und
i=1
w; € W dargestellt werden. Die Darstellung ist (in der Regel) nicht eindeutig.

(iii) Fir eine Basis By wvon V und eine Basis By wvon W bildet die Menge
{v@w|v e By,we By} eine Basis von V@ W.

(iv) IstdimV =n und dim W = m, so gilt diim (VW) = (dim V) - (dim W) = n-m.

(v) Fiir drei IK-Vektorraume Vi, Vo und Vi gelten folgende kanonische Isomorphis-

men:
ViV, =V, @,
gegeben durch vy ® vy — vy ® vy,
Vi@ V)@ Vs=Vie (V2@ V),

gegeben durch (v; ® v9) ® vz — V1 ® (Vg ® v3),

VieW)eV;=(VieVs)e (Voo Vi),
gegeben durch (vy + v9) ® vz — (V1 ® v3) + (v ® v3), und

VoK)=V =(Ke W),

gegeben durch (vy @ A) = Ay bzw. (A ® vy) — vy, fir alle v; € V; (i = 1,2,3)
und A € K.

2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

In diesem Abschnitt der Arbeit werden nun wichtige algebraische Strukturen wie Alge-
bren, Koalgebren, Bialgebren und Hopf-Algebren eingefiihrt. Die Struktur einer Alge-
bra bildet den Grundbaustein der gesamten Arbeit und weist Ahnlichkeiten zur Struk-
tur einer Koalgebra auf. Die Bialgebra stellt hingegen eine Fusion von Algebra und
Koalgebra dar und wird mit einer Antipode zu einer Hopf-Algebra. Verbindungen zwi-
schen algebraischen Strukturen bilden Algebra- und Koalgebrahomomorphismen, die
ihre spezielle Gestalt durch die Strukturen bekommen zwischen denen sie operieren, d.

h. sie werden insbesondere zu x-Algebra- bzw. *-Koalgebrahomomorphismen durch die

12



2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

Definition von sog. Involutionen (d. h. selbstinverse antilineare Antihomomorphismen)

auf Algebren bzw. Koalgebren.

Definition 2.4. Sei V' ein Vektorraum und K sein zugehdriger Skalarkiorper, dann
wird eine lineare Abbildung ¢ : V. — K als lineares Funktional (oder Linearform)

bezeichnet.

Definition 2.5. Der Dualraum V' zu einem IK-Vektorraum V' ist die Menge aller

linearen Funktionale ¢ -V — K, d. h. V' ={p:V = K| ¢ linear}.

Definition 2.6. FEine Algebra ist ein Paar (A, M), kurz mit A bezeichnet, bestehend

aus einem Vektorraum A iber dem Korper K und der linearen Abbildung

M: A A— A (Multiplikation)

mat der Eigenschaft
Mo (M®id) = Mo (id® M). (Assoziativitat)
Man schreibt fir ai,as,a3 € A tblicherweise M(a; ® ay) = ajas und aj(azag) =

(a1az)as fir die Bedingung der Assoziativitit.

Bemerkung 2. Fiir eine Algebra A kénnen mit Hilfe kommutativer Diagramme” fol-

gende Eigenschaften festgehalten werden:

(i) Die Assoziativitit der Multiplikation M : A® A — A kann durch das folgende

kommutative Diagramm veranschaulicht werden:

M®d d®M
e ADAR A

\/

(ii) Die Multiplikation M : A® A — A heifst kommutativ, wenn das Diagramm

\ /A®A

kommutiert, wobei die Abbildungv : AQ A — AQ A mitv(zr®Ry) =y fir
alle x,y € A hier die Vertauschungsabbildung gemdff Bemerkung 1. bezeichnet.

"Vgl. hierzu auch [BA], S. 431-432.
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2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

(iii) Fine lineare Abbildung 1 : IKX — A heifst Einheit der Algebra A, wenn die folgen-

den Diagramme kommutieren:

1®id de 1
KoAd—2%+ Ao 4~ AgK
~Y M ~Y
A

Fine Algebra (A, M, 1), die eine Einheit 1 mitfihrt, wird auch als unitale Al-

gebra bezeichnet.

Bemerkung 3. Eine Algebra (A, M), die mit einer kommutativen Multiplikation M
versehen ist, wird auch als kommutative Algebra bezeichnet. Fihrt die Algebra zudem

eine Einheit 1 mit, wird sie auch als kommutative unitale Algebra bezeichnet.

Definition 2.7. Sei (A, M) eine Algebra. Ein Untervektorraum A heift Unteralgebra

von A, wenn gilt:

~ ~

M(A® A) C A

N

Definition 2.8. Ein Algebrahomomorphismus zwischen zwei Algebren Ay und A,

iiber dem Korper K ist eine Abbildung f < Ay — Ay, so dass
L. f(Aa) = Af(a)
2. fla+0b) = fla)+ f(b)
3. f(ab) = f(a)f(b)

fiir alle a,b € Ay und A € K gilt. Besitzen Ay und Ay zusdtzlich je eine Einheit und
bildet f das Finheitselement von A; auf das Finheitselement von As ab, dann wird f

auch als unitaler Algebrahomomorphismus bezeichnet.

Definition 2.9. Ein Vektorraum V iiber C mit einer selbstinversen, antilinearen Ab-

bildung v — v*.,® genannt Involution, heifit *- Vektorraum. Fiir zwei *-Vektorriume

8Das heifit fiir die Abbildung v — v* gelten die Bedingungen
1. (z4y) =z*+y*
2. (\z)* = \a*
3. (¢ =z

fiir alle z,y € V und A € C.

14



2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

V und W wird eine lineare Abbildung f .V — W mit

f) = (f(v))" = fl)

fiir alle v € V' als *-Vektorraumhomomorphismus bezeichnet.

Definition 2.10. Eine *-Algebra (A, M, x) ist eine Algebra (A, M) iber C und zu-

gleich ein x-Vektorraum, dessen Involution der Bedingung

*

fiir alle x,y € A geniigt.

Definition 2.11. Seien A; und Ay zwei *-Algebren. Ein Algebrahomomorphismus
f A — Ay heifit x-Algebrahomomorphismus, falls [ ein x-Vektorraumhomomor-

phismus ist.

Bemerkung 4. Ist f : A, — Ay ein *x-Algebrahomomorphismus, dann ist das Bild
f(Ay) eine Unter-x-Algebra von As, d. h. eine Unteralgebra von Asy, die beziiglich der

Involution abgeschlossen ist.

Definition 2.12. Eine Koalgebra (C,A,J), kurz mit C bezeichnet, ist ein K- Vektor-
raum C mit einer linearen Abbildung A : C — C ® C, genannt Komultiplikation, und

einem linearen Funktional § : C — K, genannt Koeinheit, so dass gilt:

(A®id)o A= (1d®@A)o A, (Koassoziativitét)
(0®id)o A =id = (id® ) o A. (Koeinheitseigenschaft)

Bemerkung 5. Fiir eine Koalgebra C konnen mit Hilfe kommutativer Diagramme®

folgende FEigenschaften festgehalten werden:

(i) Die Koassoziativitdt der Komultiplikation A : CQC — C kann durch das folgende

kommutative Diagramm veranschaulicht werden:

CoC = = C = - CaC

CerlCacl

(ii) Die Komultiplikation A : C ® C — C heifit zudem kokommutativ, wenn das Dia-

gramm

9Vgl. hierzu auch [BA], S. 580-582.
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2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

C®cC ~C®C

kommutiert, wobei die Abbildung v :CRC — C®C mit v(z®y) =y x fir alle

x,y € C erneut die Vertauschungsabbildung gemdfl Bemerkung 1. bezeichnet.

(iii) Die Koeinheitseigenschaft der Koeinheit § : C — K kann durch die folgenden

kommutativen Diagramme veranschaulicht werden:

C

A

0 ®id id®é

Bemerkung 6. Eine Koalgebra (C,A,0), die mit einer kokommutativen Komultipli-

kation A wversehen ist, wird auch als kokommutative Koalgebra bezeichnet.

Definition 2.13. FEin Koalgebrahomomorphismus zwischen zwei Koalgebren Cy
und Cy tiber dem Korper K ist eine Abbildung g : C1 — Co, welche folgenden Bedingun-
gen geniigt:

L. (g®g)oAc, =Ac, 09
2. 56’1 :562 Og.

Bemerkung 7. (Primitive Elemente) Fin Element ¢ € C einer Koalgebra (C, A, )
heifst gruppendhnlich, wenn

gilt. Es bezeichne G(C) die Menge aller gruppendhnlichen Elemente in C. Sei nun ¢ € C

und d,e € G(C), dann wird c als (d, e)-primitiv bezeichnet, wenn
Alc)=d®@c+c®e

ist, wodurch gemdf der Koeinheitseigenschaft auch §(c) =0 folgt.

Definition 2.14. Eine Bialgebra (B,A,d, M, 1), kurz mit B bezeichnet, ist eine uni-
tale (assoziative) Algebra (B, M, 1) und eine Koalgebra (B,A,d) dber dem Korper KK,

wobei die Komultiplikation A und die Koeinheit & Algebrahomomorphismen sind.
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2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

Bemerkung 8. Man kann zeigen, dass folgende Konditionen dquivalent sind:*°

(i) Die linearen Abbildungen A und § der Koalgebra (B, A, d) sind Algebrahomomor-

phismen.

(ii) Die linearen Abbildungen M und 1 der Algebra (B, M,1) sind Koalgebrahomo-

morphismen.

Definition 2.15. Fine %-Bialgebra (B,A,d, M, 1,x) ist eine Bialgebra (B, A,d, M, 1)
tiber C mit einer Involution b — b* von B nach B gemdf$ Definition [2.10,, so dass A

und & *-Vektorraumhomomorphismen sind.

Definition 2.16. Sei (B, A, 9, M, 1) eine Bialgebra und k : B — B eine lineare Abbil-

dung, welche die Bedingungen

Kxid:=Mo(k®id)oA =104
idxk:=Mo(id®Kk)oA=100

erfillt, dann ist (B,A,0, M, 1,k) eine Hopf-Algebra iber dem Korper K, d. h. die

Diagramme

B®B reid ~-B®B
v Y
B 0 - K 1 - B
N o

B®B Men ~-B®B

kommutieren. Die Abbildung k heifst Antipode der Hopf-Algebra.
Bemerkung 9. Sei B eine Bialgebra, so gilt:
(i) Wenn B eine Antipode k : B — B besitzt, dann ist diese eindeutig bestimmd.

(ii) Fine Antipode k : B — B ist ein Antihomomorphismus der Bialgebra B, d. h.
k(1) =1 und r(ab) = k(b)k(a) fir alle a,b € B.M

10Vgl. hierzu [Abe], S. 57-58.
1Vgl. hierzu [Abe], S. 62-63.
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2.3 Der Fundamentalsatz iiber Koalgebren und seine Konsequenzen

Definition 2.17. Eine Hopf-x-Algebra (B,A,, M,1,k,*) ist eine Hopf-Algebra
(B, A, 6, M, 1, k) tber C, so dass (B, A,d, M, 1, %) eine x-Bialgebra ist und

k(k(b)*)" =b

fur alle b € B gilt.

2.3 Der Fundamentalsatz Uber Koalgebren und seine
Konsequenzen

Mit Hilfe der Faltung von linearen Funktionalen auf Koalgebren kann das Faltungs-
exponential exp, ¢ definiert werden, das auf Grundlage des Fundamentalsatzes iiber
Koalgebren fiir jedes lineare Funktional ¢ konvergiert. Dieser Zusammenhang ist we-
sentlich fiir die Zentralen Grenzwertsitze und damit fundamentum fir die gesamte
Arbeit. Zunichst wird jedoch ein kurzer Exkurs zum induktiven Limes gefiihrt,'? mit
dessen Hilfe wichtige Konsequenzen aus dem Fundamentalsatz {iber Koalgebren formu-
liert werden kénnen. Hierfiir sei im Folgenden (M, <) eine gerichtete Menge, d. h. fir

beliebige «, 8 € M existiert ein v € M, so dass a <y und < 7.

Definition 2.18. Erfillt eine Familie (Co)acn von Koalgebren und eine Familie
(fap : Coa = Cg)apema<s von Koalgebrahomomorphismen mit o, B,y € M die Bedin-

gungen
1. a < B <y impliziert fo, = fo 0 fap
2. fao=1d¢,,
dann wird (Cu, fa8)apema<p 0ls tnduktives System von Koalgebren bezeichnet.

Definition 2.19. Eine Koalgebra C zusammen mit einer Familie (fo : Co — Caem

von Koalgebrahomomorphismen erfille die folgenden FEigenschaften:
1. fa=fso fap mita<p

2. Geniigt eine Koalgebra C und eine Familie (go : Co — é)aeM von Koalgebra-
homomorphismen der Bedingung go = gp © fo 3, dann gibt es einen eindeutigen

Koalgebrahomomorphismus g : C — é, so dass g, = g o f, fiir jedes o € M gilt.

Die Koalgebra C zusammen mit der Familie (fa)aenm von Koalgebrahomomorphismen
heifit dann induktiver Limes des induktiven Systems (Cy, fo.8)agem a<p und wird mit

lim C,, bezeichnet.
o

12Vgl. hierzu [Abe|, S. 13-15; 272-274.
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2.3 Der Fundamentalsatz iiber Koalgebren und seine Konsequenzen

Bemerkung 10. Der Begriff vom induktiven System und seinem Limes kann analog
auch auf anderen algebraischen Systemen wie kommutativen Ringen, Gruppen, etc.

definiert werden.

Proposition 1. (Existenz des induktiven Limes fiir Koalgebren) Fir ein in-
duktives System (Cy, fo.8)a,pema<p von Koalgebren existiert eine Koalgebra C zusam-
men mit einer Familie (f, : Co — C)acm von Koalgebrahomomorphismen, so dass

C =1limC, gilt.
a

Beweis. Sei C* = {(c,a) | ¢ € Co} C < U Ca) x M, d. h. C* ist die disjunkte
aEM
Vereinigung der C, und beziiglich der Injektion ¢, : C, — C* durch ¢,(c) = (¢, @)

konnen sédmtliche C, als Teilmengen von C* aufgefasst werden. Auf C* sei nun folgende
Relation definiert:

(c,a) ~(d,B) & Iye M mit a <+, <yund f,,(c) = fz,(d). (1)

Dieser Zusammenhang stellt eine Aquivalenzrelation auf C* dar. Setzt man C := C* / ~,
dann ist C die Menge aller Aquivalenzklassen von C*, wobei [(c, )] die Aquivalenzklasse
von (¢, ) bezeichnet. Die Komposition aus der kanonischen Injektion ¢, : C,, — C* mit
der kanonischen Projektion 7 : C* — C sei f, = mo ¢, : C, — C. Es gilt folglich
fao=Tfs0 fap:Co—Cflira,f e Mund o <f.

Zunéchst wird die folgende Zwischenbehauptung gezeigt: Ist (¢, ) ~ (d, 3), dann folgt

D le: )] @ [(cey, )] =Y [(day, B)] @ [(dez), B)], (2)
(©) (@)

wobei die Sweedler-Notation!?
Aa(0) =D ey @ e

(c)
Ap(d) = day ® dez)
(d)

verwendet wird. Dies ist nun wie folgt zu zeigen: Entsprechend der oben definierten
Relation (1)) impliziert (¢, ) ~ (d, 3), dass ein v € M mit a <, 3 <~ und f,,(c) =
f8,(d) existiert. Da f,, und fs, Koalgebrahomomorphismen sind, folgt

A (far) (€) = (fary ® fary)(Aal0))

13Vgl. hierzu [Swe], S. 10.
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2.3 Der Fundamentalsatz iiber Koalgebren und seine Konsequenzen

=D farle) © far(cp)
(©)

= A7 (fﬁﬁ(d))

= (f3, ® f3.,)(A(d))

= Z fa~(d1)) ® f54(d2)).
(d)

Auf Grund der Gleichungen

TOLyO fany =TO Ly

MO Ly o fgy=mo0us

folgt durch Anwendung von (7 o ¢,) ® (7o t,), dass

Y (o ta)(cw) ® (Tota)(e@) = (T ous)(dwy) ® (m 0 15)(d),
(¢) (d)

d. h. die Behauptung ist erfiillt. Nun kann man

Alle, )] =Y _[(cay, @)] @ [(c@), )]

(©)

definieren und erhélt — wie man leicht einsieht — eine Koalgebrastruktur auf C.

Sei C eine weitere Koalgebra mit einer Familie (g, : C,, — C Jaenm von Koalgebrahomo-
morphismen, fiir die g, = gg o fap : Co — C gilt. Sei § : C* — C die Abbildung mit
J((c;a)) :==galc) € C, dann respektiert § die Aquivalenzrelation ~ und g : C — € mit
gom = g wird ein Koalgebrahomomorphismus, fiir den g, = g o f, : Co — C fiir alle
a € M gilt. Dieser ist durch die Forderung g, = g o f, eindeutig festgelegt. Folglich
ist C zusammen mit der Familie (f, : C, — C)aenm von Koalgebrahomomorphismen

induktiver Limes li%)nca des induktiven Systems (Ca, fa.8)a.8eMa<s- O

Definition 2.20. Sei (C,A,d) eine Koalgebra. Ein Untervektorraum U heifst Unter-

koalgebra von C, wenn gilt:
AlU) CUSU.

Satz 2.1. (Fundamentalsatz iiber Koalgebren) Sei (C,A,d) eine Koalgebra. Die

kleinste Unterkoalgebra U von C, die ein Element ¢ € C enthdlt, ist endlich dimensional.

Beweis. Vgl. hierzu [Kie], S. 18-25. O
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2.4 Graduierungen

Die Menge M = {U | U ist endlich dimensionale Unterkoalgebra von C} ist mit der
Inklusion eine gerichtete Menge, da die Summe von zwei endlich dimensionalen Un-
terkoalgebren eine endlich dimensionale Unterkoalgebra ist. Wenn fiir U4, £ € M mit
U C & die Abbildung fy ¢ : U — £ als die Einbettung von U in C definiert wird, dann
erhélt man ein induktives System mit der Familie ()yep von Koalgebren und der
Familie (fy.e)usemucs von Koalgebrahomomorphismen. Man sieht mit Hilfe des Fun-
damentalsatzes tiber Koalgebren, dass C mit den Einbettungen f; : Y — C induktiver
Limes dieses induktiven Systems ist. Folglich gilt:

Korollar 2.1. Jede Koalgebra ist der induktive Limes seiner endlich dimensionalen

Unterkoalgebren.

Definition 2.21. (Faltung auf Koalgebren) Seien @1, ps : C — K lineare Funktio-

nale auf einer Koalgebra C, so wird die Faltung durch
V1% o= (p1®p2)oA:C— K

definiert. Es ist o1 % py € C', da

(1@ @) oA:C—25CoC 222 KoK= K
Die Faltung macht aus C’ eine assoziative Algebra mit Einheitselement . Die n-fache

Faltun * %@ von @ € C" wird mit ©*" bezeichnet.
gy 2 2 2

n-mal
Als eine Konsequenz aus dem Fundamentalsatz iber Koalgebren ergibt sich nun das

folgende Korollar:

Korollar 2.2. Sei ¢ : C — K ein lineares Funktional auf einer Koalgebra C. Dann
konvergiert fiir alle ¢ € C die Reihe

e pxp(c)+--

=1 1 1
Zk_ “( )+<P()+§SO*90(C)+6
k=0

gegen das sog. Faltungsexponential (exp, ¢)(c).
Beweis. Vgl. hierzu [Sch85], S. 477. O

2.4 Graduierungen

Die Einfiihrung von INy-Graduierungen auf algebraischen Strukturen ist grundlegend
fiir die Formulierung der Grenzwertsétze fiir INp-graduierte Koalgebren, fiir INg-gradu-

ierte duale Halbgruppen und fiir Quanten-Zufallsvariablen auf Tensor-x-Algebren. Ein
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2.4 Graduierungen

INg-graduierter Vektorraum ist hierbei ein Vektorraum, der sich als direkte Summe
von Untervektorrdumen verschiedenen Grades darstellen ldsst. Ein spezielles Beispiel
eines derartigen Vektorraums bietet die Tensoralgebra 7 (V'), die Tensoren iiber einem

Vektorraum V' in der Struktur einer unitalen (assoziativen) Algebra zusammenfasst.

Definition 2.22. Fine Ng-Graduierung auf einem Vektorraum V' tiber dem Kérper
K ist ein System (V(“))nelNO
den Vektorraum V ergeben, d. h.

von Untervektorrdumen V™ die in der direkten Summe

V=@ vt

n€lNg

Die Untervektorridume V™ sind die graduierten Bestandteile von V und die Elemente
von V\{0} heifen homogen vom Grad n. Jedes Element v # 0 von V kann eindeutig

als Summe homogener Elemente verschiedenen Grades dargestellt werden.
Als Bezeichnung fiir den Grad n von v wird im Folgenden deg(v) = n verwendet.

Definition 2.23. Sei V = @ V™ ein Ny-graduierter Vektorraum. Ein Untervektor-
n€lNg

raum U von V wird als No-graduierter Untervektorraum bezeichnet, wenn

U= (Unvt).

n€lNg

Definition 2.24. Seien V.= @ V® und W = @ W™ zwei Ny-graduierte Vek-
nelNg n€lNg
torraume. Die direkte Summe von V und W st Ny-graduiert mit

Vew)® =y gwym

fur alle n € INg.

Definition 2.25. Seien V.= @ V® und W = @ W™ zwei Ny-graduierte Vek-
n€lNg n€lNg
torraume. Das Tensorprodukt von V und W ist Ny-graduiert mit

(V& W)(n) - @ V(1) g 117 (k2) (3)

ki+ko=n

fiir alle n € No (und ky, ke € INy).
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2.4 Graduierungen

Beispiel 1. (Tensoralgebra) Sei V' ein Vektorraum tber dem Kdorper K. Dann wird

der Ng-graduierte Vektorraum
TV)=@PVvr=KeVelVeV)a(VaVeV)s-:-
n=0

miat der Multiplikation - - T (V) @ T(V) = T(V), definiert durch

v-w::y1®---®%®w1®~--®w@

~~ v~
=v =w

fir m,n > 1, v € V¥, w € V", und der Einheitsabbildung 11wy : K — T(V),
definiert durch

]17‘(\/)(06) = (OZ,0,0, e )

fir alle o € K, eine unitale (assoziative) Algebra, genannt Tensoralgebra. Der Vektor-
raum Ve C T (V) ist hierbei vom Grad n > 0 und hat die Notation V" := T (V).

Definition 2.26. (Homogene Abbildung) Seien V= @ V™ und W = @ W™

nelNg n€lNg
Ny-graduierte Vektorraume diber K und f € Hom(V, W'). Dann heifit f homogen vom

Grad h, wenn gilt:
f (V(n)) C Wwnth),

(Die Abbildung f ist insbesondere homogen vom Grad 0, wenn f(V ™) C W™ erfiillt
ist.)

Definition 2.27. (INg-graduierte Algebra) Fine Algebra (A, M) heifst No-graduiert,
wenn A ein Ng-graduierter Vektorraum und die Multiplikation M homogen vom Grad
0 ust.

Bemerkung 11. Eine unitale Algebra (A, M, 1) heifst WNo-graduiert, wenn A ein
Ng-graduierter Vektorraum ist, so dass die Multiplikation M und die Einheit 1 ho-

mogen vom Grad 0 sind.

Definition 2.28. (INg-graduierte Koalgebra) Eine Koalgebra (C, A, 0) heifit No-gra-
duiert, wenn C ein Nqg-graduierter Vektorraum und die Komultiplikation A homogen

vom Grad O ist.
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2.4 Graduierungen

Proposition 2. Fir eine Koalgebra (C,A,d) mit No-Graduierung

c=&c™

n€lNg
gilt: Ist A homogen vom Grad 0, so ist es auch 0.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass d(c) = 0 fiir alle ¢ € C™ mit n > 1 ist. Da A

homogen vom Grad 0 ist, folgt fiir jedes ¢ vom Grad n > 1:
Z (Zc ®c 2] ) fiir cg;),c% cct®
1=0 7
Durch Anwendung von (id ® ¢) auf beiden Seiten der Gleichung erhélt man
((id®5)oA)(c):(id®5 (Z <ZC (n z))

und damit ist

n

(Zc cg; ) ) = (Z (5(0&7} 0)05?) :
J 0

1= 1= J

Mit (0 ® id) folgt analog

:Zn: (Z(s e )

=0

Da ¢ vom Grad n ist, kann ¢ als Linearkombination von Elementen aus C™ dargestellt

werden, d. h. es gilt
c= Z(S c2j clj Z(S clj CQJ . (4)

Insbesondere ist damit

0=> d(c5e) =>"a(c?)eh) (5)

J J
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2.5 Freie Produkte von x-Algebren und unitalen x-Algebren

so dass mithin auf Grund der Linearitat von §

5(e) = o (Z 5<c§3>>cé?>> (nach (@)

J

=Y 6(dD)a(el)
J

=4 (Z 6(05?))053))
=4(0) (nach (7))

Folglich ist § homogen vom Grad 0. O]

2.5 Freie Produkte von x-Algebren und unitalen «-Algebren

Freie Produkte'* von Vektorriumen und Algebren stellen das nicht-kommutative Ana-
logon zu Tensorprodukten'® dar und dienen als Grundlage fiir die im Abschnitt die-
ser Arbeit benotigten universellen Produkte, die auf dem freien Produkt , LI von Alge-
bren definiert sind. Der Vektorraum A; Li1).Asz, als Konstrukt aus (unitalen) *-Algebren
A; und Ay, ist dabei wieder eine (unitale) %-Algebra, wobei hinsichtlich der Multipli-

kation zweier Tensoren'®

zwei Elemente, je nachdem ob sie aus verschiedenen Algebren
oder der gleichen Algebra aufeinander treffen, miteinander tensorisiert oder multipli-
ziert werden. Zur Deskription freier Produkte von Vektorrdaumen soll zunédchst folgende

Notation zu Grunde gelegt werden:
A, = {5: (e1,...yem) |me N, e, €{1,...,n},er # €1,k € {1,...,m}}.

Definition 2.29. Seien V| und Vo, Vektorrdume tiber IK. Dann wird das frete Produkt

von Vi und V5 als der Vektorraum

uh =pv.=-pPv.eV,e -,

e€Aoy e€cAo

=VieVeoWeWeo(WKheVi)eo(VieheV)e(KheVieVy)d---

Freie Produkte von Algebren sind die Koprodukte in der Kategorie der Algebren. Vgl hierzu [MacL].

5 Tensorprodukte von Algebren sind die Koprodukte in der Kategorie der kommutativen unitalen
Algebren. Vgl. hierzu [MacL)].

16Dje Elemente a1 @ - - - ® a,y, aus A; Uy A2 mit ay,...,an, € Aj 2 werden als Tensoren bezeichnet.
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2.5 Freie Produkte von x-Algebren und unitalen x-Algebren

definiert.

Definition 2.30. (Freies Produkt von Algebren und *-Algebren) Das freie Pro-
dukt zweier Algebren A, und Ay ist definiert durch das freie Produkt der Vektorrdume
A1 und Ay und die Multiplikation

R Ry b @+~ @b,, wenn e, # 01
(a1 @ Rap) (@ - b, =
Gl@@(amb1>®®bn7 wenn em = 01

in Ay U Ay, wobet a1 @ -+ @ ap, € A, € = (€1,...,6m), und by @ --- @ b, € A,
0=1(01,-..,0n). Sind Ay und Ay sogar x-Algebren, dann ist durch

(a1®...®am)* ;:a:‘n@...@)a*{

eine Involution im freien Produkt definiert, mit der Ay LU Ay zu einer x-Algebra wird.

Das freie Produkt von Algebren existiert auch im unitalen Fall, weshalb im Folgenden
optional A; Ly A angegeben wird. Aus der Algebra A; LI Ay erhdlt man durch die
Identifikation 1 4, = 1 4, die unitale Algebra A; Ll Ay. Sind zwei unitale Algebren A,
und A, gegeben, die Zerlegungen der Form A; = K1 & A} und A; = K1 ¢ A2 mit den
Unteralgebren A} und A2 von A; bzw. A, erlauben, dann gilt

AU Ay = K1 @ (AL U A2).

Im Allgemeinen ist eine derartige Zerlegung einer Algebra jedoch nicht eindeutig.

Definition 2.31. (Freies Produkt von unitalen *-Algebren) Seien A; und As

unitale x-Algebren und I das von der Menge
{1, -1, |1, € Ay, 15 € Ay}
erzeugte Ideal. Dann wird der Quotientenraum
AUy Ay =AU A /T

zu einer unitalen x-Algebra mit der Einheit 1 =1, +Z =1+ 1.

Es bezeichne A die Algebra A, die durch Hinzufiigen einer kiinstlichen Einheit 1 ent-
steht, d. h. A = K1 ¢ A. Dann gilt fiir nicht notwendigerweise unitale Algebren A,
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2.5 Freie Produkte von x-Algebren und unitalen x-Algebren

und A, der Algebraisomorphismus
Ay Up Ay = A U As. (6)

Satz 2.2. Seien Ay und Ay (unitale) Algebren. Das freie Produkt Ay Uy As mit den
Einbettungen v; : Ay — Ay Uy Az und 1o : Ay — Ay Upy Ay ist eine (unitale)
Algebra und durch die folgende universelle FEigenschaft — bis auf Isomorphie — be-
stimmt: Sind j; © Ay — A und js : Ay — A (unitale) Algebrahomomorphismen in
eine (unitale) Algebra A, dann gibt es genau einen (unitalen) Algebrahomomorphismus
JiUay J2 : At Uay Az — A, d. h. das Diagramm

w M
A Uiy Ao Silwk
St
kommutiert.
Beweis. Vgl. hierzu [Vok|, S. 20. O

Fiir beliebige (unitale) Algebren Ay, A;, Ay, A; und (unitale) Algebrahomomorphismen
j1: A — Ay und Jo i Ay — Aj sei im Folgenden

J1 Uy J2 := (810 j1) Uy (i2 0 J2)

gesetzt, wobei 7; die Einbettung von fll in fll U flg und iy die Einbettung von flg
in A, e Ay bezeichne, d. h. die Abbildungsvorschrift

g1 Iy go = Ar Uy As — Ay Uy Ay

ist gegeben durch die folgenden kommutativen Diagramme:!”

"Fiir den *-Algebrahomomorphismus A : D — D Uy D einer dualen Halbgruppe (D, A, (6)) — so
kann an dieser Stelle vorweg gegriffen werden — gelten z. B. die folgenden Abbildungsvorschriften

(A H(ﬂ) idjoA:D—D Ue) D U) D,
(id H(]l) AN)oA:D—=D U D Uy D.

(Vgl. hierzu auch Abschnitt dieser Arbeit.)
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2.5 Freie Produkte von x-Algebren und unitalen x-Algebren

Ay

L1

i .
Ay |_|(]1) A, J1 (W) J2 - A l_|(]1) A,

‘Lk A, J2 A, %;

Es gilt fiir Elemente (a1 ® -+ ® a,,) € A

J1y jo (a1 - ® am) = j€1(a1) Q- ®j5m(am)7

wobel € = (g1,...,6m) € Ay ist.
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3 Universelle Produkte und duale Halbgruppen

3 Universelle Produkte und duale Halbgruppen

Dieses Kapitel ist von vorbereitendem Charakter und soll zunéchst eine kurze Ein-
fiihrung in die Theorie der universellen Produkte'® bieten. Naofumi Muraki konnte
nach Vorarbeiten von Roland Speicher, Anis Ben Ghorbal und Michael Schiirmann in
[Mur3| zeigen, dass es genau fiinf universelle Produkte gibt, die auf dem freien Pro-
dukt von Algebren definiert sind und fiir je einen Begriff nicht-kommutativer Unab-
héngigkeit stehen, namentlich der Tensor-, der freien, der Booleschen, der monotonen
und der antimonotonen Unabhéngigkeit . Um an spéaterer Stelle — den fiinf uni-
versellen Produkten entsprechend — Faltungen von Momentenfunktionalen betrachten
zu konnen, werden in diesem Kapitel x-Bialgebren durch duale Halbgruppen im Sinne
D.-V. Voiculescus!? ersetzt und durch die Einfithrung von INo-Graduierungen zusitzlich
verallgemeinert . Duale Halbgruppen sind (unitale) x-Algebren, die mit einer Ko-
multiplikation (sowie einer Koeinheit) ausgestattet sind und insofern Ahnlichkeiten zur
Struktur einer Bialgebra aufweisen, wobei das Tensorprodukt jedoch im Wesentlichen
durch das freie Produkt von Algebren ersetzt wird. Mit Hilfe eines — der symmetrischen
Tensoralgebra S(V') entlehnten — Funktors, der auch die INo-Graduierungen erhélt,
werden anschliefend Zusammenhénge zwischen dualen Halbgruppen und kommutati-
ven *-Bialgebren sowie zwischen dualen Gruppen und kommutativen Hopf-x-Algebren
beschrieben (3.3),%° die letztlich die Anwendung der (an spéterer Stelle zu beweisen-
den) Grenzwertsétze fiir No-graduierte Koalgebren und damit den Beweis des Zentralen
Grenzwertsatzes auf Ng-graduierten dualen Halbgruppen fiir eines der fiinf universellen

Produkte erméglichen (Hauptsatz).

3.1 Die funf universellen Produkte und die zugehorigen
Unabhangigkeitsbegriffe

Mit Hilfe des axiomatisch bestimmten universellen Produktes gemif [BGS1]?! las-
sen sich nach [Mur3| fiinf verschiedene quanten-stochastische Unabhéngigkeitsbegriffe
beschreiben, die als Verallgemeinerung des ,klassischen Unabhéngigkeitsbegriffes auf
nicht-kommutative Algebren aufgefasst werden konnen. Diese sind fundamental fiir die
Formulierung Zentraler Grenzwertsatze in der Quanten-Wahrscheinlichkeitstheorie. Zu
den fiinf Begriffen nicht-kommutativer Unabhéngigkeit gehoren die Tensorunabhdngig-

keit, bekannt geworden v. a. durch R. L. Hudson und C. D. Cushen sowie N. Giri und

18Die Definition des universellen Produktes lehnt sich dabei an die Darstellungen in [BGS2| an.
19Vgl. hierzu [Voi87].

20Vgl. hierzu v. a. [BGS3] und [Fra2].

21Vgl. hierzu auch [Spe2|.
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3.1 Die fiinf universellen Produkte und die zugehérigen Unabhéngigkeitsbegrifte

W. von Waldenfels,?? die freie Unabhiingigkeit (,freeness*) von D.-V. Voiculescu,?® die
Boolesche Unabhingigkeit, die auf M. Bozeijkos regulire freie Produkte zuriickgeht,?*
die monotone Unabhingigkeit von Y.-G. Lu und N. Muraki?® und schlieklich die anti-
monotone Unabhiingigkeit.?® In [Fral] und [Len| wurden Versuche unternommen diese

verschiedenen Unabhéngigkeitsbegriffe zu verbinden und zu klassifizieren.

Definition 3.1. Ein universelles Produkt ist eine Vorschrift, die jedem Paar von
Algebren (Ay, Ay) und jedem Paar linearer Funktionale (@1, ¢2) mit ¢1 : Ay — C und
0y Ay — C ein lineares Funktional p; ® oo : A; U Ay — C derart zuordnet, dass die

folgenden Axiome erfillt sind:

(A1) (preps)eps = e (pyep3), wobei ps : Az — C ein weiteres lineares Funktional
tber der Algebra As ist.

(A2) (p1 @ p3) 011 = p1 und (p1 ® p3) 01y = o, wobei 11 : Ay — Ay U Ay und
Ly : Ay — Ay U Ay die Einbettungen bezeichnen.

(A3) (p10j1) ® (p202) = (01 @ @2) © (ju I ), wobei jy : Ay — Ay und jy : Ay — Ay
zwei Algebrahomomorphismen auf den Algebren A; und Ay sind.

(Ad) (prepa)(araz) = wi(a1)pa(az) und (pep1)(azar) = pa(az)pi(ar), wobeia; € A,
as € Ay, aray € Ay U Ay und asaqy € Ay U Ay sind.?”

Satz 3.1. [N. Muraki| Es ezistieren genau finf universelle Produkte: das Tensorpro-
dukt (T), das freie (F), das Boolesche (B), das monotone (M) und das antimonotone
Produkt (AM).

Beweis. Vgl. hierzu [Mur3], S. 5-31. O

Die Gestalt der fiinf verschiedenen universellen Produkte wird im Anschluss an einige

allgemeine Betrachtungen in Definition [3.5 angegeben.

Definition 3.2. Gilt fiir das universelle Produkt zweier linearer Funktionale ¢, € A}
und po € Al auf den Algebren Ay und Ay neben (Al) bis (A4) das Aziom

P10 P2 = P2 ® Py,

22Vgl. hierzu [CuH], [GvW], [vWa] sowie [HuPa|, [Par| und [Mey].

23Vgl. hierzu [Voi86], [Spel] und |[NiSp].

24Vgl. hierzu [Boz| oder auch [Fral].

25Vgl. hierzu [Lu] und [Murl].

26Vgl. hierzu u. a. [Mur2)|.

2"Das Axiom (A4) des universellen Produktes wurde hier ausschlieRlich zum Zweck der Kategorisie-
rung angegeben, wird jedoch fiir den weiteren Verlauf der Arbeit nicht explizit benétigt.
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3.1 Die fiinf universellen Produkte und die zugehérigen Unabhéngigkeitsbegrifte

dann heifit das universelle Produkt kommutativ.?®

Satz 3.2. Es existieren genau drei kommutative universelle Produkte: die Produkte

(T), (F) und (B).
Beweis. Vgl. hierzu [BGS2|, S. 537; 557-560. O

Betrachtet man nicht notwendigerweise unitale Algebren A;, A; und lineare Funk-
tionale ¢, € Al, ¢2 € A}, dann kann folgender Zusammenhang hergestellt werden:
Bezeichne ¢; e ¢y das lineare Funktional auf A; U A, fiir eines der fiinf universellen
Produkte und sei ,2(1,2 = C1 ® A, » sowie

51,2 I A1,2 = P12
Pra(l) =1

gesetzt, dann erhalt man das lineare Funktional

Predy: A UA, — C. (7)
Des Weiteren gibt es das lineare Funktional

Gregn: AUA - C,

wobei o1 @ @y | A LI Ay = @1 @ 0, und @) @ po(1) = 1. Wenn @; ® 55 die Relation

A

17 = 13 respektiert, d. h. verschwindet ©1 ® pp auf dem von 14 1/\—/]1 I, erzeugten
Ideal, dann definiert ;@ o5 ein lineares Funktional auf A; Ly Ay = A; L Ay und ©; e oy

entspricht ¢, ® @,. Dies funktioniert jedoch nur im Tensor- und im freien Fall:

Satz 3.3. Seien o1 : A1 — C und ¢o : Ay — C lineare Funktionale auf den unitalen
Algebren Ay und Ay. Dann respektieren nur die universellen Produkte (T) und (F) die
Relation 14, = 1 4,.

Beweis. Vgl. hierzu [BGS2|, S. 537; 560. O

Definition 3.3. Fin Zustand ist ein lineares Funktional ® : A — C auf einer unitalen

x-Algebra A mit den Eigenschaften

1. ®(a*a) >0 (Positivitét)

28Dieses Axiom ist eine algebraische Interpretation der Tatsache, dass zwei klassische Zufallsvariablen
X und Y genau dann unabhingig sind, wenn ¥ und X es sind (d. h. Unabhéngigkeit hingt nicht
von der Reihenfolge ab).

31



3.1 Die fiinf universellen Produkte und die zugehérigen Unabhéngigkeitsbegrifte

2. d(1y) =1, (Normiertheit)
fur alle a € A, wobei 14 das Einheitselement von A bezeichnet.

Bemerkung 12. Sei ¢ : A — C ein lineares Funktional auf der Algebra A, dann
bezeichne @ : A — C das normierte lineare Funktional aufj( =CleAmiteo=0p] A

Proposition 3. Fir eine unitale x-Algebra A ist ein normiertes lineares Funktional

® genau dann ein Zustand auf A, wenn ® ein Zustand auf.Z i5t.

Beweis. Sei A eine unitale x-Algebra und ® : A — C ein lineares Funktional mit
®(14) = 1. Offensichtlich ist ®(1) = ®(14) = 1. Fiir alle A\l +a € A = C1 & A mit
A€ Cundae€ A ist

(M +a) (M +a)) = S(A*1 +a*a + Aa + Aa?)
= [AP®(14) + ®(a*a) + A®(a) + A®(a*)
= CD((/\]IA +a)* (Al 4+ a))

Folglich gilt: Ist ®(a*a) > 0 fiir alle a € A, dann ist auch ®(a*a) > 0. Sei umgekehrt
® : A — C ein lineares Funktional, dann gilt offensichtlich: Ist (T)(a*a) > 0, so ist es
auch die Einschrankung von ® auf A, d. h. ®(a*a) > 0. [

Mit Hilfe des universellen Produktes und der Definition 3.3l eines Zustandes ® lisst

sich nun beschreiben, wann eine Familie von speziellen Abbildungen unabhéngig ist.

Definition 3.4. (Unabhingigkeit) Sei A eine unitale x-Algebra und ® ein Zustand
auf A. Seien Ay, ..., A, zudem x-Algebren und die Abbildungen jj : Ar — A fiir alle

ke {1,...,n} x-Algebrahomomorphismen. Dann heiflen ji, ..., j, unabhdingig, wenn
Do (j1U---Ujy)=(Poyjy)e---e(Doj,)

erfillt ist.

Fiir jede alternierende Folge ¢ = (g1, ...,e,) € Ay der Lange m > 2 wird im Folgenden
Vi:=Vi(e) :={i| e =1} und V4 := Va(e) := {i | &; = 2} gesetzt. Zudem bezeichnet
5

I ax das Algebrenprodukt der a; in derselben Reihenfolge wie sie in a3 ® -+ ® ay,
kevV

auftreten. So ist z. B. fiir ¢ = (€1, e9,€3,64,...,6m) = (2,1,2,1,...,1)
— —
H QA = A2a40608 * * * Uy und H a; = a1azasay - - Qpyy—1-
keVy leVs
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3.1 Die fiinf universellen Produkte und die zugehérigen Unabhéngigkeitsbegrifte

Definition 3.5. Das Tensorprodukt ®, das frete Produkt % das Boolesche Pro-
dukt o, das monotone Produkt > und das antimonotone Produkt < iber C sind
wie folgt definiert:2°

(p1 @) (01 @ @ ap) = ¢ (f[ ak> P2 (ﬁ al>

keVy 1€Vy

(901*902)(% RN am) = Z (—1)m_#1+1 (S01*<,02) (H ak) (H 9051(@1))
1¢{1L,..;m} kel 1¢1

(Rekursionsformel mit p1% @2 (H ak> =1)

kel
(Lrop2)(m® @ am) = (H 901(%)> (H @2(061))

keVi leVa

(1> 02) (01 @ -+ @ am) = 1 (H ak) (H 902(al)>
(Pra@2) (a1 ®  ® am) = (H 901(6%)) P2 <H al) :

Die Rekursionsformel des freien Produktes kann unter Beachtung von (6]) und (7)) auch

wie folgt beschrieben werden:
o1kps (a1 ® -+ ®ay,) =0, falls ¢, (ar) =0

firalle k =1,...,m.

Beispiel 2. Fir a,a3 € Ay und as,aqy € As kénnen die finf universellen Produkte

wie folgt dargestellt werden:

(1 ® p2)(a1 ® az @ ag @ as) = 1(aras)pa(asaq) (T)
(p1%kp2)(a1 ® as ® as @ ag) = pr1(ar1a3)p2(az)pa(as) + @i(ar)er(as)pz(azas)

— p1(a1)p1(as)p2(a)p2(as) (F)
(10 p2)(a1 ® az ® az ® ag) = p1(a1)p1(as)p2(az)p2(as) (B)
(1> p2)(a1 ® az ® az @ aq) = p1(araz)p2(az)pa(as) (M)
(1 9p2)(a1 ® az ® az @ as) = p1(a1)p1(az)p2(azaq). (AM)

29Hier bezeichnet #I die Michtigkeit der endlichen Indexmenge I.
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3.2 Duale Halbgruppen und graduierte duale Halbgruppen

3.2 Duale Halbgruppen und graduierte duale Halbgruppen

In diesem Abschnitt wird die im Jahr 1987 von D.-V. Voiculescu eingefiihrte algebrai-
sche Struktur einer dualen Halbgruppe®® betrachtet und zum Zweck groferer Allge-
meinheit mit einer Ng-Graduierung versehen. Duale Halbgruppen ersetzen in gewis-
ser Weise die Koalgebrastruktur einer x-Bialgebra®' und ermoglichen die Definition
eines Faltungsproduktes von linearen Funktionalen entsprechend einem universellen
Produkt. Eine duale Halbgruppe ist hierbei eine x-Algebra D, auf der eine Komul-
tiplikation A definiert ist, die D in das freie Produkt D U D {iberfithrt und damit
insbesondere das Tensorprodukt ,geeignet” ersetzt. Es werden im Folgenden je zwei
Varianten einer dualen Gruppe und einer INg-graduierten dualen Gruppe présentiert

und bewiesen, dass diese unter bestimmten Voraussetzung dquivalent sind.

Definition 3.6. [Variante 1| Fine duale Halbgruppe (D, A, M, ), kurz mit (D, A)
bezeichnet, ist eine x-Algebra (D, M, %) versehen mit einem x-Algebrahomomorphismus
A:D —DUD, der mit den Projektionen 0 Uidp und idp L0 von DU D auf D und
der Nullabbildung O folgende Gleichungen erfiillt:

(AIlidp) o A = (idp IT A) 0 A (8)
(0 LJ ldp) oA = ldD = (ldD LJ O) o A. (9)

Ezistiert zudem ein Algebrahomomorphismus k : D — D (Antipode), so dass
(KUidD)OAIOI(idDUKJ)OA (10)

gilt, dann wird (D, A, k) als duale Gruppe bezeichnet.

Definition 3.7. [Variante 2| Fine duale Halbgruppe (D, A,6, M, 1, %), kurz mit
(D, A, ) bezeichnet, ist eine unitale x-Algebra (D, M,1,%), auf der die unitalen
x-Algebrahomomorphismen A : D — D Uy D und 6 : D — C mit

(A H1 ldD) O A == (ldD H]l A) ¢] A (11)
((5 H]l ldD) oA = ldD = (ld'D H]l 5) oA (12)

30Vgl. hierzu [Voi87].
31Vgl. hierzu insbesondere [BGS3| und [Voi87].
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3.2 Duale Halbgruppen und graduierte duale Halbgruppen

gegeben sind.3? Analog wird fiir die Antipode der dualen Gruppe (D, A, 6, k)
(liuﬂidD)OAZEDO(SZ(idDuﬂ li)OA (13)

gefordert, wobei sp : C — D mit sp(a) = al.

Proposition 4. Ist (D, A, k) eine duale Gruppe gemdfi Variante 1, so ist (ﬁ,K, 9, R)

eine duale Gruppe gemdfs Variante 2, wobei

D=ClaD

AID=Amit A(d)=A(d) eDUDC DLy D (14)
5 D=0 (15)
k[ D=k mit k(d) = k(d) € D (16)
A1) =1,6(1) = 1,7(1) = 1. (17)

Ist umgekehrt (D, A, 0, k) eine duale Gruppe gemdff Variante 2, dann ist (Do, Ao, ko)

eine duale Gruppe gemdfs Variante 1, wobei

Dy = Kern(6)
AOZA[D()ID()—)D()UDO
KOZHrDO:DO—)Do.

Beweis. Sei nun (D, A, k) eine duale Gruppe geméf Variante 1 und D =Cla D,
dann ergibt sich fiir 1 € D und alle d € D die Koassoziativitit von A aus:

(A 1ly ids) o A(1) = (A 1Ty id5)(1)

=1eDy DLy D (nach ([L7))
= (ids ITy A) 0 A(1)

(ATl idg) o A(d) = (A TIy idg) o A(d) (nach (T4))
= (AIlidp) o A(d) (nach ([14)))
= (idp IT A) 0 A(d) (nach (§))
= (ids IT A) o A(d).

32Vgl. hierzu Definition einer Koalgebra C.
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3.2 Duale Halbgruppen und graduierte duale Halbgruppen

Die Koeinheitseigenschaft von ¢ folgt fiir 1 € D und alle d € D aus:

(8113 idgs) o A(1) = (6 Iy id)(1) (nach (7))
=ids(1) (nach (17))
= (idg 1Ty &) o A(1)
(011 idg) o A(d) = (5 TTy idg5) o A(d) (nach (T4))
=(0U 1dD) A(d) (nach (15))
— idp(d) = id5(d) (nach (9))
= (idp U 0) A(d)

= (idj ITy 8) o A(d).

Damit ist (15,]{,5) eine duale Halbgruppe nach Variante 2. Es bleibt nur noch die
Antipodeneigenschaft von k zu zeigen, so dass (5,K, J, k) eine duale Gruppe geméfs
Variante 2 wird. Diese ergibt sich fiir 1 € D und alle d € D wie folgt:

(L d3) o K(1) = (R L id) (1 (nach (D)
=1=s50 5(]1) (nach (17))

= (id U1 R) o A(1)
(R Uq idﬁ) = (R Uq idg) o A(d) (nach (14))
= (kUidp) o A(d) (nach (16))
=0=s500(d) (nach ([10))

= (idp U k) o A(d)
= (ids Ux %) o A(d).

Sei nun umgekehrt (D, A, 0, k) eine duale Halbgruppe nach Variante 2 und Dy, =
Kern(§) ={d € D | §(d) = 0}. Da ¢ : D — C unitaler x-Algebrahomomorphismus ist,
wird Kern(9) Unter-x-Algebra von D und damit Dy *-Algebra.

Zunéchst gilt es zu zeigen, dass A(Dy) C Dy U Dy ist. Sei hierfiir dy € Dy, d. h.
d(do) = 0. Durch Anwendung von § II; idp auf A(dp) und unter Verwendung der

Koeinheitseigenschaft erhélt man

(5 H]l ldp) e} A(do) = ldp(d()) = do. (18)
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3.2 Duale Halbgruppen und graduierte duale Halbgruppen
Es gilt A(Dy) CD Uy D= C1 & (Dy LU Dy), woraus

A(do) =AM+ X mit A € C und X € DO L DQ (].9)

folgt. Anhand der Gleichungen und ergibt sich aus 6(Dy) =0

0 = 0(do)
= 5( (611 idp) (A(d)) ) (nach (T8))
= (013 §)(A\1 + X) (nach (19))
=\
womit ingesamt gilt:
A(Dy) CDyUDy C DLy D. (20)

Die Koassoziativitat von A erhélt man schlieflich aus:

(Ao Iidp,) o Ag = (A | Dy Iidp,) o A | Dy
= ((ALy idp) o A) | Dy (nach (20))
= ((idp Ly A) o A) | Dy (nach (1))
= (idp, ILA | Do) o A | Dy
= (idp, I Ag) o Ag

Die Projektionseigenschaft der Nullabbildung 0 folgt aus:

(0Uidp,) o Ag = (0Uidp,) o A | Dy

= ((6 1y idp) o A) | Dy (nach (20), (L5))
=idp [ Dy = idp, (nach (12))

== (idDo LJ O) o) Ao.

Somit ist (Dy, Ag) eine duale Halbgruppe nach Variante 1.
Es bleibt zu zeigen, dass k(Dy) C Dy und die Antipodeneigenschaft von kg = & [ Dy
erfiillt ist. Zunéchst wird gezeigt, dass § = § o k gilt:

d=0d0ospod=09o(klgidp)oA (nach (13))
= ((6or)Ugd) oA
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3.2 Duale Halbgruppen und graduierte duale Halbgruppen

=(0ok)o(idUgd)oA
=00k, (nach (12)))

Insgesamt ergibt sich fiir dy € Dy:
d o r(dy) = d(dp) =0, womit k(Dy) C Dy ist. (21)

Die Antipodeneigenschaft von ko = k | Dy folgt letztlich aus:

(Ko Uidp,) o Ag = ((k Uy idp) o A) | Dy (nach (21)))
= (5D o (5) rDQ =0 (nach )

= (idpo LJ /ﬂ)g) @) Ao.

Damit ist (Dy, Ag, ko) eine duale Gruppe geméif Variante 1 und die Behauptung
schlieflich gezeigt. O

In der fortlaufenden Arbeit konnen nach obigem Beweis Variante 1 und Variante 2
weitesgehend dquivalent verwendet werden, nur beziiglich des Faltungsproduktes linea-
rer Funktionale auf dualen Halbgruppen ist eine kurze Bemerkung notwendig. Zunéchst
wird fiir eine duale Halbgruppe (D, A) geméf Variante 1 das Faltungsprodukt linearer
Funktionale auf D wie folgt definiert:

Definition 3.8. (Faltung auf dualen Halbgruppen) Sei (D, A) eine duale Halb-
gruppe. Das Faltungsprodukt von linearen Funktionalen ¢y und ps auf D ist definiert
durch:

1% g := (10 @z) 0 A, (22)

wobei w1 ® Yo das lineare Funktional auf DUD fir eines der finf universellen Produkte

bezeichne.

Die N-fache Faltung ¢ % - - x ¢ von ¢ € D’ wird mit ¢*V bezeichnet.
|\ S—

N-mal

Bemerkung 13. Man kann zeigen, dass der Dualraum D' mit dem Faltungsprodukt
einen Monoid mit Einheitselement O bildet.?

Die Distributivgesetze sind jedoch i. Allg. nicht erfiillt, so dass D’ mit der Faltung i.
Allg. keine Algebra bildet.

33Vgl. hierzu [BGS3|, S. 155.
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3.2 Duale Halbgruppen und graduierte duale Halbgruppen

Ist die duale Halbgruppe (D, A, ) mit Einheitselement 1, geméf Variante 2, ausge-
stattet, dann wird das Faltungsprodukt normierter linearer Funktionale, d. h. ¢(1) = 1,

mit der folgenden Einschrénkung versehen:

Bemerkung 14. Fiir normierte lineare Funktionale @1, o auf D wird das normierte

lineare Funktional @1 % o auf D durch

(1% 2) 1 Do = ((¢1 | Do) @ (w2 | Dy)) o Ag

definiert, wobei

Dy = Kern(d) = {d € D | d(d) = 0}
AOZArD()ZD()—)D()UD().

Definition 3.9. [Variante 1*| Eine duale Halbgrupe (D, A) gemdfS Definition [3.6

heifit graduiert, wenn D ein No-graduierter Vektorraum und

A:D—-DUD
homogen vom Grad 0 ist. Ist zudem r : D — D homogen vom Grad 0, so wird (D, A, k)
eine No-graduierte duale Gruppe.
Definition 3.10. [Variante 2*| FEine duale Halbgruppe (D, A,d) gemdfS Definition
(5.7 heifit graduiert, wenn D ein Ny-graduierter Vektorraum und

A:D—->DuyD
homogen vom Grad 0 ist. Ist zudem k : D — D homogen vom Grad 0, so wird
(D, A, 6, k) eine Ng-graduierte duale Gruppe.

Proposition 5. Die Homogenitiat vom Grad 0 von § in Variante 2%* folgt aus der

Homogenitit vom Grad 0 von A.

Beweis. Dies ergibt sich aus Proposition [2, wenn ,,®“ durch ,,IT;“, ;A“ durch ,A“ und

,C*“ durch ., D* im zugehorigen Beweis ersetzt werden. O

Ist (D,A) eine INg-graduierte duale Halbgruppe geméff Variante 1* mit dem

INg-graduierten Vektorraum

D= o™,

n€lNg
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3.2 Duale Halbgruppen und graduierte duale Halbgruppen

dann wird D = C1 & D INg-graduiert durch

D=C1e P D™ =P D™, (23)

nelNg n€lNg
wobei D™ = D™ fiir n > 1 und D© = C1 @ DO ist.

Proposition 6. Die Varianten 1* und 2* der Definition einer Ng-graduierten dualen

Gruppe sind unter den Bedingungen von Proposition [{. und unter Verwendung der
Graduierung aquivalent.

Beweis. Man verwende zunédchst Proposition [dl und zeige, dass sich die INo-Graduie-
rung von D und die Homogenitdt vom Grad 0 von A in beide Varianten iibertrigt.
Sei nun (D, A) eine INg-graduierte duale Halbgruppe geméf Variante 1* so wird
D = C1 & D mit zu einer INp-graduierten unitalen x-Algebra. Da A I D =
A : D — D UD homogen vom Grad 0 ist und A von D nach D Ly D geht, wird

A:CleD— Cla (DUD)

mit C1 C DO ebenfalls homogen vom Grad 0. Auch fiir die Antipode mit
k:Cl®D — C1 @D gilt offensichtlich die Homogenitdt vom Grad 0. Folglich
ist unter Verwendung von Proposition . (5, K, J, k) eine Ng-graduierte duale Gruppe
nach Variante 2*.

Sei nun umgekehrt (D, A, ) eine Np-graduierte duale Halbgruppe nach Variante 2*
und Dy = Kern(d). Da § homogen vom Grad 0 ist, wird Dy geméf Definition [2.23] eine
INo-graduierte Unter-x-Algebra der INyp-graduierten unitalen x-Algebra D, so dass Dy
zum INyp-graduierten Untervektorraum von D wird. Auferdem folgt aus der Homogeni-

tat vom Grad 0 von A und der INy-Graduierung von Dy, dass
AOZA [D02D0—>DOL’DQ

homogen vom Grad 0 ist. Auch die Antipode kg = k [ Dy : Dy — Dy ist offensichtlich
homogen vom Grad 0. Damit ist (Do, Ag, ko) eine INy-graduierte duale Gruppe nach
Variante 1*. O
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3.3 Zusammenhénge zwischen dualen Halbgruppen und Bialgebren

3.3 Zusammenhange zwischen dualen Halbgruppen und
Bialgebren

Im Anschluss an einige kurze Vorbetrachtungen zur Kategorientheorie , die im
Wesentlichen [Abe| und [MacL] entlehnt sind, wird in diesem Abschnitt der Arbeit die
Struktur der Symmetrischen Tensoralgebra S(V) eingefiihrt ([3.3.2), mit deren Hilfe
die Funktoren S : D¢ — ComB¢ und Spopr : B¢ — ComfHe konstruiert werden kon-
nen . Diese ermoglichen die algebraische Reduktion einer INg-graduierten dualen
Halbgruppe bzw. INp-graduierten dualen Gruppe mit einem der fiinf universellen Pro-
dukte auf eine INp-graduierte kommutative x-Bialgebra bzw. INy-graduierte kommuta-
tive Hopf-x-Algebra. Die hier gewonnenen Resultate orientieren sich vorrangig an den
Darstellungen in [BGS3].

3.3.1 Vorbetrachtungen

Fiir die Betrachtungen im Punkt werden mathematische Objekte wie Kategorien
und ,struktur-erhaltende Morphismen® zwischen Kategorien, sog. Funktoren, benétigt,
mit deren Hilfe aus den Objekten der einen Kategorie Objekte einer anderen Katego-
rie unter Beriicksichtigung ihrer Morphismenstruktur konstruiert werden konnen. Ziel
dieses Abschnittes ist es, einige grundlegende Begriffe der Kategorientheorie zu prézi-
sieren, wobei keinerlei Anspruch auf Vollstdndigkeit erhoben wird. Es konnen hier nur
die zur Definition der Funktoren S : D¢ — ComB¢ und Spopr : ¢ — ComHe notwen-
digen begrifflichen Vorkldrungen Erwdhnung finden. Fiir detailliertere Ausfiihrungen

sei auf [MacL] verwiesen.
Definition 3.11. Fine Kategorie K besteht aus den folgenden Vorgaben:

1. einer Klasse von Objekten A, B,C € Obj(R),

2. einer Menge von Morphismen Mor(A, B) von A nach B, die jedem Paar (A, B)

von Objekten zugeordnet wird, und

3. ewner Kompositionsabbildung
Mor(A, B) x Mor(B,C) — Mor(A,C), (f,9)—go f

fir alle A, B,C € Obj(R).
Diese Daten einer Kategorie gentigen wiederum den folgenden Aziomen:

(i) Die Mengen Mor(A, B) und Mor(A’, B") sind disjunkt, falls A # A" und B # B'.
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3.3 Zusammenhénge zwischen dualen Halbgruppen und Bialgebren

(ii) Fir jedes Objekt A € Obj(R) gibt es einen Morphismus idy € Mor(A, A), so dass
fiir beliebige f € Mor(A, B) und g € Mor(B, A) gilt

foida=f und idpog=y.

(iii) Die Komposition von Morphismen ist assoziativ, d. h. fir je vier Objekte A, B,
C, D € Obj(R) und Morphismen f € Mor(A, B),g € Mor(B,C),h € Mor(C, D)
gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beispiel 3. Werden Kdrper als Objekte, Korperhomomorphismen als Morphismen und
die Komposition von Kdérperhomomorphismen als Komposition von Morphismen ver-
wendet, dann erhdlt man die Kategorie 8 der Korper. Fiir C € R ergeben sich beispiel-

haft nunmehr die folgenden Kategorien:

e Die Kategorie der Algebren

Ce Die Kategorie der Koalgebren

Be  Die Kategorie der Bialgebren

e Die Kategorie der Hopf-Algebren

D¢ Die Kategorie der dualen Halbgruppen
B¢ Die Kategorie der dualen Gruppen

Definition 3.12. Seien K und Ry Kategorien. Eine Vorschrift F, die jedem Objekt
A aus Obj(R;) ein Objekt F(A) aus Obj(R2) und jedem Morphismus g € Mor(A, B)
aus R einen Morphismus F(g) € Mor(F(A), F(B)) aus R zuordnet, so dass die
Figenschaften

L Flida) = idray

2. F(hog)=F(h)oF(g) (firC € Obj(8;) und h € Mor(B,(C))
(sofern die Komposition h o g in R definiert ist)

erfillt sind, wird als (kovarianter) Funktor von 8 nach R bezeichnet, geschrieben
F .ﬁl — .ﬁg.

Bemerkung 15. Analog zum (kovarianten) Funktor kann ein kontravarianter
Funktor von R, nach Ky definiert werden, der ebenfalls Objekten aus K1 Objekte
aus Ry zuordnet, zusdtzlich aber die Richtung der Morphismen dndert, d. h. zu je-
dem Objekt A € Obj(R;) wird ein Objekt F(A) € Obj(Rs) und zu jedem Morphismus
g € Mor(A, B) ein Morphismus F(g) € Mor(F(B), F(A)) assoziiert, so dass gilt
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3.3 Zusammenhénge zwischen dualen Halbgruppen und Bialgebren

(i) F(ida) = idra

(ii) F(hog)=F(g)oF(h) (firC € Obj(R:) und h € Mor(B,(C)).

3.3.2 Die symmetrische Tensoralgebra S(V)

Die symmetrische Tensoralgebra S(V) iiber den Vektorraum V' verallgemeinert den Be-

griff der Polynomalgebra C[x1,...,z,] iiber C in den kommutierenden Unbestimmten
T1,. .., Ty, Ist dimV = n, dann gilt S(V) = Clzy,...,z,]. Die Menge aller Mono-
me aus den Unbestimmten zy, ..., z, bildet eine Basis von §(V'), deren Elemente mit

Polynomen identifiziert werden kénnen. Die kommutative Algebra S(V') ist Quotien-
tenalgebra der Tensoralgebra 7 (V) und ein INy-graduierter Vektorraum, der sich als

direkte Summe von Untervektorraumen verschiedenen Grades darstellen lasst.

Definition 3.13. Sei V' ein Vektorraum, T (V) die Tensoralgebra®* iiber V und T das

von der Menge
{zy —yz |2,y e T(V)}

erzeugte Ideal in T (V). Dann ist die symmetrische Tensoralgebra S(V') die Quo-
tientenalgebra von T (V') und dem Ideal Z, d. h.

Satz 3.4. Die symmetrische Tensoralgebra S(V') ist eine kommutative Algebra und ge-
niigt der folgenden universellen FEigenschaft: Sei A eine unitale Algebra und f : V — A
eine lineare Abbildung, welche die Eigenschaft

fiir alle x,y € V erfillt, dann existiert genau ein unitaler Algebrahomomorphismus

S(f): S(V) — A, so dass das Diagramm

Cw
N

kommutiert, d. h. S(f) o vy = f mit der kanonischen Einbettung vy von V in S(V).

34Vgl. hierzu Beispiel
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Durch die universelle Eigenschaft ist die symmetrische Tensoralgebra S(V') bis auf

Isomorphie eindeutig festgelegt.
Beweis. Vgl. hierzu [BA], S. 497-498. O

Nach |BAJ? gilt fiir die Vektorrdume V; und V; iiber C der unitale Algebraisomorphis-

SWVie V) =85(V1) @ S(Va).

Fiir einen weiteren Vektorraum W und eine lineare Abbildung g : V' — W setze man
S(g) := S(tw o g), dann ist S(g) eine lineare Abbildung von S(V') nach S(W') mit der
kanonischen Einbettung ty : W — S(W). Diese Zusammenhénge lassen sich durch

das folgende, kommutative Diagramm veranschaulichen:
Ly
Vv S(V)
T
9 A &(9)

lw

W S(W)

Als Spezialfall fiir die lineare Abbildung f kann das lineare Funktional ¢ : V — C
betrachtet werden, d. h. A = C. Dann ist S(¢) : S(V) — C ein Homomorphismus,

bestimmt durch

S(¢) (v (v)) = S(p)(v) = ¢(v) (24)
fir alle v € V, wobei v mit dem zugehorigen Bild ¢y (v) in S(V') identifiziert wird.

Bemerkung 16. Ein Element P in der symmetrischen Tensoralgebra S(V') wird durch
die Zahlen [S(p)|(P) bestimmt, wenn ¢ alle linearen Funktionale auf V' durchlduft. Ist
T1,..., %, insbesondere eine Basis von V, d. h. Lin{zy,...,x,} =V mit z1,..., 2,
linear unabhdngig, dann ist S(V) = Clxy,...,z,). Ein lineares Funktional ¢ auf V

kann demnach mit einem Element aus C" identifiziert werden und [S(p)](P) ist gleich
P(SO(%), C.. 7(10(‘1.n)) '36

35Vgl. hierzu [BA], S. 503-504.
36Nsheres hierzu wird im Punkt dieser Arbeit ausgefiihrt.
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Sei z. B. der Vektorraum V = R¢, dann ist die symmetrische Tensoralgebra S(RR?)
isomorph zu der Algebra der R-wertigen Polynome mit den kommutierenden Unbe-

stimmten x1, ..., x4, wobei der Isomorphismus, gegeben durch
(tl,. .. ,td) — tl.iEl + - +tdxd,

von R? nach R[zy,...,x,] verliuft und ein lineares Funktional ¢ € V' = (R%) = R4

einem Element aus R entspricht.

3.3.3 Die Funktoren S : ©¢ — ComB¢ und Sy : G — ComHc

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Funktor von der Kategorie ®¢ der dualen Halbgrup-
pen in die Kategorie Com‘B¢ der kommutativen x-Bialgebren sowie einen Funktor von
der Kategorie &¢ der dualen Gruppen in die Kategorie Com$¢ der kommutativen
Hopf-x-Algebren anzugeben. Mit Hilfe der im Abschnitt definierten symmetri-
schen Tensoralgebra S(V') wird die Existenz dieser Funktoren konstituiert und gezeigt,
dass diese auch die INp-Graduierung auf den entsprechenden algebraischen Struktu-
ren respektieren. Es lisst sich zunsichst zeigen,?” dass jedem universellen Produkt von

Algebren A; und A; eine Familie € 4, 4, von linearen Abbildungen
Eaa AU Ay — S(A) ® S(Ag) =2 S(A @A) (25)
mit
[S(o1 @ w2)] (41,4, (A)) = [S(p1) © S(ip2)] (641,45 (A)) = 101 @ 2] (A), (26)

fir o1 € A}, p2 € A, und A € A; U A, entspricht, deren Eigenschaften sich geméfs
den Axiomen (A1) bis (A3) bestimmen lassen. Diese axiomatischen Charakteristika des
universellen Produktes sind dquivalent zu den folgenden Eigenschaften von €4, 4,:
(A1) (S(eana,) ®idsay)) © Eautats = (idsear) © S(€as.45)) © €4y AsL45,

(A2))  eq,u, 004, =ta, Und €4, 4, Olay = Lay,d

(A3) a4, 0 (1 j2) = (6(j1) @ 6(j2)) 0 €4, 4y )

wobei 1y, die kanonische Einbettung von A in S(A; @ Ap) ist und ji : Ax — Ay

Homomorphismen (fiir k& = 1, 2) reprisentieren.

Satz 3.5. Sei D¢ die Kategorie der dualen Halbgruppen®® und ComB¢ die Kategorie

3TVgl. hierzu [BGS2], S. 539.
3 Hierbei bezeichnet iy, , : A2 — A; U Ay die Einbettung gemiR Axiom (A2).
39Dieser Satz orientiert sich an der Definition einer dualen Halbgruppe (Variante 2).
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der kommutativen *-Bialgebren. Gegeben sei aufSerdem ein universelles Produkt mit
einer Familie €4, 4, gemdfy (25)). Dann wird fir alle (D, A,d) € Obj(D¢) durch die
Vorschrift

fir alle ¢ € Mor(Dy,Ds) ein Funktor S von ®¢ nach ComBe beschrieben, d. h.
(8(Do), S(epy,py © Ao),S(0)) € Obj(ComB) ist eine kommutative *-Bialgebra.*®
Auferdem gilt, dass die Abbildung

S : Dy — Hom(S(Dy), C)

ein Homomorphismus von der Halbgruppe Dy der normierten linearen Funktionale auf

(D, A, 6) mit der Faltung

(1% p2) [ Dy = ((901 [ Dy) e (2| Do)) o Ag

fiir alle 1, o2 € Dy in den Monoid Hom(S(Dy), C) ist, wobei Hom (S(Dy), C) wieder-

um mit der Faltung

f1® fa=(f1® fa) o S(epy,p, © o) (27)

fiir alle fy, fo € Hom(S(DO), C) versehen wird.

Die durch den Funktor S hergestellten Zusammenhénge zwischen dualen Halbgruppen

und kommuativen *-Bialgebren lassen sich in folgendem Diagramm veranschaulichen:

Dy Dy)
P1*x P2

Ao

LDy
C
p1® P2 W

€Dy, Do !

Do LDy : - S D0)®S(DQ)

S
f

AV

(
S(epy,py © Ao)
(

40Hjier erfolgt die Ubertragung von einer dualen Halbgruppe (D, A,J) gemif Variante 2 auf S(Dy)
mit (Dy = Kern(6),Ag = A | Dy) als duale Halbgruppe geméf Variante 1. Dies ist auf Grund
des Satzes erforderlich.
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Das Faltungsprodukt f; ® fo auf Hom(S (Do), C) entspricht hierbei dem Faltungspro-
dukt

S(p1) ® S(2) = (S(¢1) ® S(2)) © S(ep,,p, © Ao)

fir alle o1, o € Df.

Beweis. Um die Koassoziativitit, d. h.

(8(590,90 © AO) ® idS(Do)) © 8(690@0 © AO)
= (ids(py) ® S(epy,py © Mo)) © S(epy,p, © Ao)

zu Uberpriifen, ist es hinreichend
(S(epy,p, © Ao) @ ids(py)) © Epy,pe © Ao = (ids(py) ® S(epyy © Ao)) © Epy.py © Ao
zu zeigen. Unter Verwendung der Gleichung
S(epy 1y © No) = S(epy.1,) © S(Ay), (28)

der Axiome (A1’) und (A3’), der Linearitét des Tensorproduktes und der Koassoziati-
vitat der dualen Halbgruppe (Dy, Ag) erhélt man:

(S(gpoﬂ)o © AO) ® idS(Do)> © €Dy, Dy © Ao

= ((3 (eD0,m0) © &(Ao)) ® ids(p, ) © €D, 1, © Ag (nach (28))
— (Stepym) @ 1d3(po)) (8(8o) @idsipy) ) © 2pymy © Ao

— (S(epnm) @ idsoy ) © (cnwmum, © (Ao lids,) ) o Ao (nach (A3))
— ((dspy ® S(epypa) © 2pypum, ) © ((idp, TTAg) 0 o) (nach (AL, §)
= (idS(Do ® S(ep, D0)> o ( ids(p,) ® S(Ay)) OeDo#’o) oAy

= (idson) ® (S(em,n) © 6(A0)) ) 0 2mym, 0 o

= (ids(po) (059 S<€DO,D0 @) AO)) O EDy, Dy © AU'

Um die Koeinheitseigenschaft, d. h.

<8(0> & idS(Dg)) e} 8(5DO,D0 ¢) AO) =lp, = <id3(1)0) & S(O)) e} S(é‘po,po @) AO);
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3.3 Zusammenhénge zwischen dualen Halbgruppen und Bialgebren

zu iiberpriifen, reicht es

(8(0) ® idS(Dg)) O 5D0,D0 o AO = LDO = (ids(po) ® S(O)> @) 5D0,D0 (@) AO

zu zeigen. Unter Nutzung der Axiome (A2’) und (A3’) und der Koeinheitseigenschaft
(©) der dualen Halbgruppe (D, Ag) gilt:

(8(0) ® idS(Do)> 0 €py,p, © Ao = <‘€{0}7D0 o(0U idDo)) o Mg (nach (A37))
= €{0},D, © ((0 L idpo) o A())
= £{0},p, © idp, (nach (9))
= ip, (nach (A2"))

= £p,,{0} © idp,
= (5@0’{0} O (id']_)o L 0)) o AO

= (idS(DO) ® S<0)> O €Dy, Dy © Ao.

Das Tripel (S(Dy), S(ep,,p, © Ao), S(0)) bildet somit eine kommutative *-Bialgebra.
Es bleibt weiterhin zu zeigen, dass der Funktor §& aus Abbildungen der Gestalt
Mor(Dy, D) — Mor(S(Dl), S(DQ)) besteht, die jedem Morphismus f € Mor(Dy, Ds)
in D¢ einen Morphismus &(f) € Mor(S(D;), S(Ds)) in €omB¢ zuordnen, so dass die
Eigenschaften &(idp) = ids(p,) und &(go f) = &(g) o &(f) mit g € Mor(D;, D;) und
Dy, Dy, D3 € Obj(D¢) erfiillt sind, d. h. die folgenden Diagramme kommutieren

l1

Dl > S(Dl)
f S(f) =820 f)
252 ® > é(Dg)
g S(g) =S(zog)
253 " > cS‘(Dg)

Da D in S(D;) mit ¢; kanonisch eingebettet wird, gilt ¢;(D;) C S(Dy), so dass aus
ids(p,) [ Dy = idp, die Gleichung &(idp,) = ids(p,) folgt. Durch Anwendung von &
auf go f : D1 — Dy erhélt man &(go f) : S(Dy1) — S(D;). Da &(g) o S(f) ebenso wie
S(go f) von §(D;) nach S(D,) verlauft und fiir jedes d € Dy 3 die Einbettung ts3(d)
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3.3 Zusammenhénge zwischen dualen Halbgruppen und Bialgebren

mit dem Bild von d in §(D,3) identifiziert werden kann,*' gilt

S(gof) =6(g)o6(f)
=8(izog)oS(zof)

Fiir die Behauptung, S : D} — Hom(S(Dy), C) sei ein Homomorphismus, muss

S((p1 % p2) | Do) = S(ip1) ® S(p2) (29)

fiir alle ¢, o € D] gezeigt werden. Hierfiir wird bewiesen, dass die Einschrankung von

S(p1) ® S(p2) auf Dy (als eine Teilmenge von S(Dy)) dquivalent zu (1 * v2) | Dy ist.
Fiir ein dy € Dy gilt:

S(1) ® S(2)|(do) = |[S(1) @ S(p2)] © S(epomy 0 Ao)| (do)  (nach 7))

= [[S(#1) ® S(2)] 0 2p,m, © o] (do) (nach (24))

( )

( )

= |[p1 @) 0 AO} (do) nach
= (1 * 2] (dp). nach

Man erhilt schlieflich Gleichung (29)), da S((¢1*¢2) | Do) und S(¢1) ® S(g2) Homo-

morphismen sind. O

Korollar 3.1. Sei B¢ die Kategorie der dualen Gruppen*? und Com$¢ die Kategorie
der kommutativen Hopf-x-Algebren. Dann wird fir alle (D, A,d,k) € Obj(&¢) durch
die Vorschrift*3

S: DC — €om%@

K+ S(Ko)

ein (kovarianter) Funktor S von B¢ nach Com$He, bezeichnet mit Spops, beschrieben,
d. h. (8(Dy), S(epyp, © Mo),S(0),S(ko)) € Obj(ComSc) ist eine kommutative Hopf-
x-Algebra.

Beweis. Nach Satz [3.5] reicht es zu zeigen, dass

(S(ko) ® ids(py)) © €Dy, © Ao = 0 = (ids(py) ® S(Ko)) © Epyp, © Ao

41Vgl. hierzu Gleichung .
42Dieser Satz orientiert sich an der Definition einer dualen Gruppe (Variante 2).
“3Hier ist ko = £ | Do = £ | (Kern(9)).
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3.3 Zusammenhénge zwischen dualen Halbgruppen und Bialgebren

gilt. Es ergibt sich

(S(lio) X idS(Do)) O €Dy, Dy © AO = <€DO,D0 e} (/{0 L idDg)) o) AO (nach (AS’))
= €Dy, Dy © <(/€0 L idDO) o AQ)

= epy.p, © 0 (nach ([10))
=0 (nach (A2"))

= €pyp, ©0

— ey, © ((id, U ko) © Ao)

= (51707@0 o (idp, L Fﬁo)) oA

= (ids(po) ® S(mﬁ) 0 £py.py © No-

Somit ist (S(Do),S(epy,p, © Ao), S(0),S(ko)) eine kommutative Hopf-+-Algebra mit
der Antipode S(xyo). O

Bemerkung 17. Ist (D, A) eine duale Halbgruppe bzw. (D, A, k) eine duale Gruppe
gemaf$ Variante 1, dann wird durch den Funktor S bzw. Spops schlieflich

(S(D), S(epp o A), 8(0))
(S(D), S(epp o M), S(0),S(r))

eine kommutative *x-Bialgebra bzw. kommutative Hopf-x-Algebra.

Es soll an dieser Stelle bemerkt sein, dass der beschriebene Funktor § : ®¢ — ComB¢
sogar die Graduierung einer INy-graduierten dualen Halbgruppe (D, A, ) auf die kom-
mutative x-Bialgebra (S(Dy), S(ep,,p,0M0), S(0)) iibertrigt. Um dies zu verdeutlichen,

werden zunéchst folgende Uberlegungen angestellt: Sei

v= vt

n€lNg

ein INg-graduierter Vektorraum, dann wird die im Beispiel [I} eingefiihrte Tensoralgebra

T (V) mit der No-Graduierung (geméf Voraussetzung (3))

T(V)= éfr(vw =Clo é ( b Ve e v<kr>> (30)

= k1++kr:'fl

(mit kq,...,k. € Ng und r € IN) zu einer graduierten Algebra, der sog. INg-graduierten
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3.3 Zusammenhénge zwischen dualen Halbgruppen und Bialgebren

Tensoralgebra.** Da das Ideal Z = ({zy — yz | 2,y € T(V)}) geméik Definition [3.13]
in diesem Fall von homogenen Elementen erzeugt wird, kann man die INg-Graduierung

(30) von T(V) auf S(V) = T(V)/Z iibertragen.

Bemerkung 18. Sei (D, A, ) mit

D= o™

n€lNg

eine Wo-graduierte duale Halbgruppe gemdf Variante 2* (analog fir Variante 1*
und die duale Gruppe mit Antipode k), dann ist durch den Funktor S : D¢ — ComB¢
das Tripel (S(Do), S(epy,p, © o), S(0)) eine No-graduierte kommutative -Bialgebra.

Dies gilt, da fiir Ng-graduierte Algebren Ay und Ay die Abbildungen

Eap A, AU A — S(A;) ® S(Ay)
homogen vom Grad 0 sind, was zur Folge hat, dass auch
S(S’DmDo o Ao) : S(Do) — S(DO) X S(Do)

homogen vom Grad 0 ist. Auflerdem gilt die Homogenitit vom Grad 0 auch fir S(0)
(und S(k)).

4“Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung siche Abschnitt dieser Arbeit.
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4 Nicht-kommutative Zentrale Grenzwertsatze fiir Momentenfunktionale

4 Nicht-kommutative Zentrale Grenzwertsatze fur
Momentenfunktionale

Nachdem in Anlehnung an [Sch93] in diesem Kapitel die Grenzwertsétze fiir INy-gradu-
ierte Koalgebren vorgestellt und bewiesen werden , kann mit Hilfe des Funktors
S : D¢ — ComBg, der duale Halbgruppen auf kommutative x-Bialgebren zuriickfiihrt,
der Zentrale Grenzwertsatz auf INg-graduierten dualen Halbgruppen fiir eines der fiinf
universellen Produkte formuliert und bewiesen werden . Schliefsen wird dieses Ka-
pitel mit einer ausfithrlichen Darstellung des Zentralen Grenzwertsatzes im Spezialfall

der Tensor-#-Algebren fiir Summen unabhéngiger Quanten-Zufallsvariablen (4.3)).

4.1 Grenzwertsatze flr graduierte Koalgebren

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Grenzwertsétze fiir INg-graduierte Koalgebren ge-
miR [Sch93| zu zeigen,® die v. a. als ,Hilfsmittel* zum Beweis des Hauptsatzes im
Punkt dienen. Zuniichst wird jedoch in Anlehnung an [Chu|*6 das Lemma iiber das
Quasi-Dreiecksschema von Matrizen bewiesen, bevor die Konvergenzaussagen von Fal-
tungsprodukten linearer Funktionale auf (INg-graduierten) Koalgebren formuliert und

bewiesen werden konnen.

Lemma 4.1. Sei (Apk)neN k=1, k, € Mn(K) ein Schema

All : 'Alkl

Agp-vven- Ao,
Agpvven e Asp,

Ay veoee e A,

von Matrizen, welches den folgenden Bedingungen gendiigt:
(i) An1,- .., Apk, kommutieren fir alle n € N

(i) lim max [[Au — En| =0

n—oo 1<k<k,

45Vgl. hierzu insbesondere [Sch93], S. 128-129.
46Tn [Chu], S. 208-209 findet man Ansiitze fiir den Beweis des Lemmas im Fall komplexer Zahlen.
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4.1 Grenzwertsétze fiir graduierte Koalgebren

kn
(iii) sup > || Ak — Enll < oco.

nelN k=1
Gilt fiir eine weitere Matriz B € M,,(K) die Bedingung

kn

(iv) lim > (Awx — En) = B,
dann st
kn
Jim ;}_[1 Ap = exp(B).

Beweis. Auf Grund von Bedingung (i) kann nun ||A,; — E,,|| < 3 fiir alle n € N und
k=1,...,k, angenommen werden und man erhilt unter Verwendung der Reihenent-

wicklung des natiirlichen Logarithmuses an der Stelle F,, folgende Gleichungen:

0 _1)j+1
=2
kn, kn, kn o0 _1)j+1 '
k=1 k=1 k=1 j—2 J
kn o
- Z(Ank — En) + Ry (31)
k=1

Der Restterm R,, wird folgender Abschétzung unterzogen:

oo

kn IEYAS! |
Z Z ( .1> (Ank _ Em)J
=1 j=2 7

kn oo '
<D IAu = Ealf

k=1 j=2

kn oo
j—1

< (g o= Bll) 33 1A~ Bl

1Bl =

k=1 j=2

En oo
e, 14w = EmH) 2 (HAnk = Bl D 14w Emu”> |

1<k<kp

k=1 j=2
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4.1 Grenzwertsétze fiir graduierte Koalgebren

Da > || Awk — En|)’ 2 Z(%) = 2, folgt

=2

kn
IRl < (s 140s = Eul) 2+ 3 1 Eul
k=1

1<k<
Damit gilt nach (ii) und (iii) |R,| — 0 fir n — oo.

Durch Anwendung der Exponentialabbildung auf die linearen Operatoren und unter

Verwendung der Bedingung (i) erhélt man:
kn k“'n
H Ap = H exp(In(A))
k=1 k=1
kn
= exp (Z ln(Ank)> (nach (i))
k=1
kn
= exp (Z(A”k —E,)+ Rn> ) (nach )

k=1

Es folgt nach (iv)

kn
lim H Anp = hm exp (Z(Ank —E,)+ Rn>

k=1
kn
=oxp | fm ) (Aue = Bn) + i B
= H_G—/
= exp(B), (nach (iv))
womit die Behauptung bewiesen wiére. O

Satz 4.1. Firn e N und k= 1,... k, (k, € IN) seien simtliche @, lineare Funktio-

nale auf einer Koalgebra C, welche den folgenden Bedingungen gentigen.:
(1) ©nty-- - Ok, kommutieren fir jedes n € N beziiglich der Faltung

(i) lim max |[(pu —0)(c)|=0

n—oo 1<k<k,

(iii) sup % |(@nk — 6)(c)] < o0

nelN k=1

fur alle ¢ € C. Gilt fiir ein weiteres lineares Funktional v auf C die Bedingung
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4.1 Grenzwertsétze fiir graduierte Koalgebren

kn

(iv) lim >~ (pnx — 0)(c) = ¥(c),

n—oo k=1

dann st

lim (H wnk) ¢) = (exp, ¥)(c)

fur alle ¢ € C, wobei H* fiir das Faltungsprodukt der linearen Funktionale steht.

Beweis. Die linearen Funktionale ,; erfiillen nun die obigen Bedingungen (i) bis
(iv). Nach dem Fundamentalsatz iiber Koalgebren existiert fiir ein ¢ € C eine end-
lich dimensionale Unterkoalgebra U. von C, die ¢ enthélt, wobei der lineare Operator
Tk = (id ® @ui) o A auf C den Untervektorraum U, invariant ldsst. Ferner gelten

auf Grund der Bedingungen (ii) bis (iv) fiir die linearen Operatoren T, die folgenden

Zusammenhéange:
lim max ||T [U.—1d|| =0
n—oo 1<k<k,
su T, —id|| < o0
ndgz T 1 U~ ]
hmz ” —id)=Q U, mitQ=(id®y)oA
n—oo

Auf Grund von Lemma [4.1] folgt

kn
lim [ (T 1 Ue) = exp(@Q [ Ue)
k=1
mit Q = (id ® ¥) o A.

Durch Anwendung der Koeinheit auf beiden Seiten der Gleichung in Abhéngigkeit von
celC

lim 0 o (ﬂ(Tnk [Z/{C)) (c) =80 (exp(@Q I Ue))(c)

n—00
k=1

erhdlt man, da @, = d o T, schlieklich

kn
lim H* ¢nk(c) = (exp, ¥)(c)
k=1
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4.1 Grenzwertsatze fiir graduierte Koalgebren

mit ¢ =9 o Q. O]

Satz 4.2. Sei (¢n)nen €ine Familie von linearen Funktionalen auf einer Koalgebra C,

so dass fiir alle ¢ € C und ein lineares Funktional ¢ auf C

1im (g, — 0)(e) = U0 (32)
gilt. Dann ist
Tim (9)""(c) = (exp, 1)(¢) (3)

fiir alle ¢ € C.

Beweis. Da aus insbesondere
n|(en — 9)(c)| < oo fiir n — oo (34)

folgt, sind hier die Bedingungen (i) bis (iv) des Satzes fir &, :=n und ¢, = ©,
erfiillt, d. h. die Bedingung . ..

(i) gilt fir pnx = @, offensichtlich,

(ii) ist erfiillt, da lim max |(@ur — 0)(c)| = lim |(p, —J)(c)| =0, (nach 1}

n—oo 1<k<k, n—00

(i) gilt, da sup 3> [(9ue — 8)(A)] = sup 3° |(9n — 5)()|

nelN k=1 nelN k=1
= sup n|(p, — 6)(c)| < oo (nach H
nelN
und
kn n
(iv) ist schlielich erfiillt, da lim >_ (¢nx — 6)(c) = lim >~ (¢, — d)(c)
n—00 1 n—00 1

= lim n(p, —0)(c)

n—oo

= 1(c). (nach )

Durch Anwendung von Satz [£.1] erhédlt man

Tim (p,)™(c) = lim (H %) = (exp, ¥)(c)

fiir alle ¢ € C. O]
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4.1 Grenzwertsétze fiir graduierte Koalgebren

Fiir eine INp-graduierte Koalgebra C und eine komplexe Zahl z sei der lineare Operator
S, auf C definiert durch

S.(c) == z%e¢, (35)
Dann gilt fiir lineare Funktionale ¢ und ¢ auf C
(pxtp) oS, =(poS:)* (o). (36)

Aus den Satzen und [£.2] ergibt sich der nun folgende Satz:

Satz 4.3. (Grenzwertsatz fiir Koalgebren) Sei C = @ C™ eine No-graduierte
meENg
Koalgebra und v € IN. Sind fiir ein lineares Funktional ¢ auf C die Bedingungen

() p1C®W =0 firo<k<v
(i) p 1CO =51

erfullt, dann gilt fir alle c € C

lim (¢*" o S ,%)(C) = (exp, 9,)(c),

n—00 n

wobei g, das lineare Funktional auf C bezeichnet mit

9o 1C® =0 firallek+#v
6o 1€ = [ CV.

Beweis. Man setze ¢, := ¢oS _1 und zeige, dass die Bedingungen des Satzes @ er-
fiillt sind. Zunéchst gelten fiir alle ¢ € C'™\{0} mit m > 1 auf Grund der Homogenitit

vom Grad 0 von § die folgenden Zusammenhénge:

n(pn = 0)(c) = nlpn)(c) =nlpo S _1)(c)

= np(n~"" ) (nach (33))
_ deg(c)
= -0V p(c)

Fiir deg(c) = v ist

n(epn = 0)(c) = ¢(c)
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4.2 Anwendung auf die Zentralen Grenzwertsatze fiir graduierte duale Halbgruppen

und fiir deg(c) > v gilt

deg(c)

Tim n(p, —0)(c) = lim n-n="v"p(c) = 0.
Falls 0 < deg(c) < v, ergibt sich
n(en, —0)(c) =n- n_(ienggo(c) = 0. (nach (1))
Fiir c € C©, d. h. deg(c) = 0, ist
n(en —0)(c) =n(d —0)(c) = 0. (nach (ii))

Somit gilt nach Satz fir alle ¢ € C und ein lineares Funktional g, mit den obigen
Bedingungen

lim (™o S _1)(c) = lim (poS _1)™(c) (nach (36)))

n—00 n

n—oo

= lim ()" (c)
) (nach )

= (exp, g,)(c
0, falls ce C®) k # v

(exp, ¢)(c), falls c € CW.

]

4.2 Anwendung auf die Zentralen Grenzwertsatze fur graduierte
duale Halbgruppen

In diesem Abschnitt der Arbeit wird der Hauptsatz iiber die Konvergenz gegen das Fal-
tungsexponential auf INyp-graduierten dualen Halbgruppen formuliert und bewiesen. Mit
Hilfe des Funktors S : ®¢ — ComB¢ kann die Komultiplikation einer INg-graduierten
dualen Halbgruppe auf die ,,gewohnliche Komultiplikation einer INp-graduierten Bial-
gebra reduziert und auf den Grenzwertsatz iiber INy-graduierte Koalgebren angewendet
werden. Analog ist auch die Komultiplikation einer INg-graduierten dualen Gruppe un-
ter Hinzunahme des Funktors Spepr : ¢ — Com$¢ auf die Komultiplikation einer
INg-graduierten Hopf-Algebra reduzierbar.*”

Im Folgenden sei fiir ein lineares Funktional v auf einer INg-graduierten dualen Halb-

4TF{ir dieses Vorgehen sei v. a. auf das dritte Kapitel in [BGS3] verwiesen.
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4.2 Anwendung auf die Zentralen Grenzwertsatze fiir graduierte duale Halbgruppen

gruppe D das lineare Funktional D(¢) auf S(Dy) definiert durch:

D()(1) =1, D()(d) =4(d), D@)(dr---dn) =0 (37)

fir alle d, dy, ... ,d, € Dy, n > 2 mit Dy C S(Dy) kanonisch eingebettet.
Weiterhin sei zu jeder Zahl z € C der lineare Operator S, : D — D mit S, (d) := z9&(dq
fiir alle d € D definiert.

Satz 4.4. (Hauptsatz) Sei (D, A,d) eine WNy-graduierte duale Halbgruppe und sei
£py. Dy Aurch eines der fiinf universellen Produkte gegeben. Sind fir ein lineares Funk-

tional p : D — C und fiir v € N die Bedingungen
i) p I DP =0 firo<k<v
(ii) o [ DO =6 DO  (d. h. ¢ ist insbesondere normiert)

erfillt, dann gilt fir die N-fache Faltung von ¢ gemdff Bemerkung[14. und alle d € D

lim (¢ oS, 1) (@) = (exp, g,)(d).

N—o0
wobei g, das lineare Funktional auf D bezeichnet mit

Jo DR =0 fir alle k # v
9o rp(l/) = rD(V)_

Beweis. Sei (D, A, §) eine Ny-graduierte duale Halbgruppe geméft Variante 2%, ep, p,
wie in Abschnitt dieser Arbeit definiert und ¢ ein normiertes lineares Funktional
auf D mit den Eigenschaften (i) und (ii).

Durch Anwendung des Funktors S mit Hilfe von ep, p, auf die Voraussetzungen erhélt
man die Ny-graduierte kommutative x-Bialgebra (S(Dy), S(ep,,p, © Ao), S(0)) und das
lineare Funktional S(¢) auf S(Dy) mit den Eigenschaften

(i) S(p) I S(D)® =0 fir0<k<v
(i") S(p) I S(D)” = S(0) | S(Dy) .

Die Bedingung (i’) folgt aus

S(DO)(k) _ @ D(()ll) R, - Dy D(()zr)7
ll++l'r:k
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4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz fiir Summen unabhéangiger Quanten-Zufalls-

variablen auf Tensor-x-Algebren

da wegen k < v gelten muss, dass [; < v, und weil wegen k£ > 0 fiir wenigstens ein ¢

gelten muss, dass [; > 0.8 Die Eigenschaft (ii’) ergibt sich wiederum aus

S(Dy)? = C1 & @ <D((]0)>®sn.

nelN

Da S(p1) ® S(p2) = S(p1 x ), folgt S(¢)*N o Sy-1 = (S(p) o SN,%)@)N. Somit gilt
nach Satz fiir g, und unter Verwendung der Eigenschaften (37)

lim (S(p)*V oS

N—oo N~

1) (b) = (expg D(g,)) (b) (38)

fir alle b € S(Dy).
Durch Einschrankung auf D = C1 & Dy C S(Dy) erhélt man aus Gleichung
schliefslich

fir alle d € D. O

Bemerkung 19. Der Hauptsatz ist analog auf No-graduierte duale Gruppen (D, A, 0, k)
anwendbar, wober der Funktor Suopt : ¢ — Com$He die No-graduierte duale Gruppe
gemdfS Korollar(3.1. zu einer Ng-graduierten kommutativen Hopf-x-Algebra formt und
so ebenfalls die Anwendung des Grenzwertsatzes [{.3. tiber No-graduierte Koalgebren

ermaglicht.

4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz fir Summen unabhangiger
Quanten-Zufallsvariablen auf Tensor-x-Algebren

Zur Beschreibung eines stochastischen Vorgangs werden in der klassischen Wahrschein-
lichkeitstheorie Raume (2, F,P) betrachtet, die aus einem Grundraum §2 aller mogli-
chen Ereignisse, einer o-Algebra F von Teilmengen von (2, die die moglichen Ereignis-
se beschreibt, und einem Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (2, F), welches die Ereignisse
stochastisch bewertet, bestehen. In diesem Abschnitt der Arbeit wird nun mit eini-
gen Grundbegriffen in die nicht-kommutative Wahrscheinlichkeitstheorie eingefiihrt,
in der man ein zum klassischen Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) ,dualen Quanten-
Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, ®) konstruiert, der aus einer unitalen *-Algebra Q und
einem Zustand ® auf Q besteht. Klassische Zufallsvariablen X : 2 — F mit Werten

“8Hierbei bezeichnet ®, das symmetrische Tensorprodukt, d. h. V@, W = (V@ W) / Z. Vgl. hierzu

Definition
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4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz fiir Summen unabhéangiger Quanten-Zufalls-

variablen auf Tensor-x-Algebren

in einem messbaren Raum (£, ) werden durch (unitale) *-Algebrahomomorphismen
j A — Q iiber dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ®) auf der (unitalen)
x-Algebra A ersetzt und der klassische Unabhéngigkeitsbegriff von Zufallsvariablen
ins Nicht-Kommutative verallgemeinert. Wahrend im klassischen Fall der Unabhén-
gigkeitsbegriff durch das Tensorprodukt linearer Funktionale auf unitalen kommutati-
ven Algebren gegeben ist, existieren in der nicht-kommutativen Wahrscheinlichkeits-
theorie fiinf verschiedene quanten-stochastische Unabhéngigkeitsbegriffe. Im Zusam-
menhang mit algebraischen Strukturen dualer Halbgruppen sind diese Begriffe nicht-
kommutativer Unabhéingigkeit fiir die Formulierung Zentraler Grenzwertsitze in fiinf
Varianten entscheidend.

An diese Bemerkungen anschliefsend werden im vorliegenden Abschnitt zunéchst ei-
nige Grundbegriffe aus der nicht-kommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie eingefiihrt
(4.3.1)), auf denen aufbauend die Zentralen Grenzwertsétze fiir Summen unabhéngiger
Quanten-Zufallsvariablen auf Tensor-*-Algebren formuliert werden kénnen. Die Tensor-
x-Algebra T (V) ist eine INg-graduierte unitale x-Algebra®® und wird mit einer geeigne-
ten Komultiplikation und einer geeigneten Koeinheit — so kann hier gezeigt werden —
zu einer INy-graduierten dualen Halbgruppe. Dies ermoglicht schliefslich die Anwen-
dung des Hauptsatzes [£.4] tiber INy-graduierte duale Halbgruppen im Spezialfall der
Tensor-*-Algebren. Hinsichtlich der Isomorphieeigenschaft von 7 (V') zur Polynomal-
gebra C(xy,...,z,) iber C in den nicht-kommutierenden Unbestimmten zi,...,x,
konnen zusatzlich Momentenfunktionale definiert und der Hauptsatz insbesondere fiir
Polynome formuliert werden . Letztlich gilt es das Faltungsexponential exp, g,
fiir die verschiedenen Begriffe quanten-stochastischer Unabhéngigkeit von Quanten-
Zufallsvariablen zu untersuchen und die Zentralen Grenzwertsitze fiir die einzelnen

Fille explizit zu formulieren (4.3.3]).

4.3.1 Grundbegriffe der nicht-kommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie

Sei (§2, F, P) ein klassischer Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachtet man die unitale kom-
mutative x-Algebra W := L>(Q, F,P) von C-wertigen integrierbaren Funktionen auf
(2 und das normierte, positive lineare Funktional U auf W, gegeben durch ¥V (F) :=
J FdP, dann ist das Paar (W, ¥) ein Beispiel fiir einen Quanten-Wahrscheinlichkeits-
Q

raum. Eine Verallgemeinerung hierfiir bietet die folgende Definition:

Definition 4.1. Fin Quanten- Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (Q,®), be-

stehend aus einer unitalen x-Algebra Q mit Finheitselement 1o und einem Zustand ®

49Die in Bezug auf die Tensoralgebra formulierten Definitionen und Eigenschaften sind in Grundziigen
[BA], S. 484-490 entlehnt.
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auf Q, d. h. einem positiven linearen Funktional mit ®(1g) = 1.

Bemerkung 20. Angenommen A ist eine Unter-x-Algebra von Q und fihrt die Einheit
1o mit, dann ist offensichtlich auch (A, ® [ A) ein Quanten- Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 4.2. Eine Quanten-Zufallsvariable iiber dem Quanten- Wahrscheinlich-

keitsraum (Q, ®) auf einer x-Algebra A ist ein *-Algebrahomomorphismus j : A — Q.

Bemerkung 21. Besitzt A keine Einheit 1, dann kann j auf eindeutige Weise zu einem

unitalen x-Algebrahomomorphismus } A= 0Q mit} I' A =7 erweitert werden.

Eine klassische Zufallsvariable X : 2 — E {iber dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)

mit Werten in einem messbaren Raum (£, £) wird durch die Definition

ix(f)=foX

fir f € A (wobei A eine geeignete *-Algebra von C-wertigen Funktionen auf £ ist, z.
B. A= L>(E,E)) zu einer speziellen Quanten-Zufallsvariable jx mit jx(A) C W :=
L>(Q, F,P).

Definition 4.3. Fiir eine Quanten-Zufallsvariable j : A — Q bezeichne p; = ®oj die

Verteilung von j im Zustand ®.5*

Die Verteilung der Quanten-Zufallsvariable j beziiglich ® ist dann der Zustand ® o j
bzw. ® o j auf A bzw. A.

Definition 4.4. (Faltung von Quanten-Zufallsvariablen) Se:i (D,A,0) eine
Ng-graduierte duale Halbgruppe. Dann wird fir die Quanten-Zufallsvariablen 3, und
g2 auf (D, A, §) dber dem Quanten- Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ®) die Faltung von j,
und jo wie folgt definiert:

J1 % Jo i= (J1 Ug J2) o A.

Die Faltung j; % jo der Quanten-Zufallsvariablen j; und js ist wiederum eine Quanten-
Zufallsvariable auf D iiber dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ®). Um die Ver-

teilung @1 %9 von j1 * jo zu erhalten, betrachte man das universelle Produkt ¢, @ oy auf

50Man erhélt aus A durch Hinzufiigen einer kiinstlichen Einheit 1 die unitale Algebra A, d. h. A =
C1 @ A. (Vgl. hierzu auch Abschnitt dieser Arbeit.)

5! Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird der Indize ,,j* bei der Verteilung ¢; im Folgenden wegge-
lassen.

62



4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz fiir Summen unabhéangiger Quanten-Zufalls-

variablen auf Tensor-x-Algebren

Dy U Dy (mit Dy = Kern(6)). Sind die Quanten-Zufallsvariablen j; o : D — Q geméf
Definition 3.4 unabhéngig und ¢, = ® o ji 5 deren Verteilungen auf Dy, dann gilt:

Do (jilja) = (Poji)e(Poj2)=ieps
Do (ji*ja) = Po(jiUjz2)oAg

::«@0j1 (®ojs)) oAy
P oji) x (P o)

in Dy mit Ag = A | Dy. Nach Bemerkung 21} kann nun die Quanten-Zufallsvariable
J1 * jo auf Dy eindeutig zu einem unitalen *-Algebrahomomorphismus von D nach Q

erweitert werden, d. h.

—_—

@1 % P2 = o (j1 * Jo),

wobei ¢ * @y ein Zustand auf D ist.

4.3.2 Momentenfunktionale auf Tensor-x-Algebren

Sei T(V) = @ T (V) = @ V" die Tensoralgebra® iiber dem IK-Vektorraum V
n=0
und die Menge {3:Z | i € I} fiir eine Indexmenge I eine Basis von V', dann ist

{r, ® @z | k€ No,i; € I mit 1 <j <k}

eine Basis von T (V).?® Mithin entspricht 7(V) in polynomialer Schreibweise der Al-
gebra der C-wertigen Polynome mit den nicht-kommutierenden Unbestimmten x; fiir

alle 7 € I, d. h. beispielsweise
TV)=Cly,...,z,)," (39)

falls dim V' = n.
Fiir einen Vektorraum V = 7 (V) kann man eine Einbettung ¢y : V' — T (V) finden,

so dass die Tensoralgebra der folgenden universellen Eigenschaft geniigt:

52Vgl. hierzu Beispiel
53Vgl. hierzu [BA], S. 491-492.
54Vgl. hierzu Bemerkung
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Satz 4.5. Sei A eine unitale Algebra und f : 'V — A eine lineare Abbildung, dann
existiert ein eindeutiger unitaler Algebrahomomorphismus T (f) : T(V) — A, so dass

das Diagramm

NP

kommutiert, d. h. f="T(f)ouwy.
Beweis. Vgl. hierzu [BA]|, S. 485 und Satz O

In Bezug auf die obige Definition der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra T (V)
ist auch umgekehrt jeder beliebige Algebrahomomorphismus g : 7 (V) — A eindeutig

durch seine Einschrénkung auf V' definiert.

Korollar 4.1. Seien V und W Vektorriume tiber K und g : V- — W eine lineare Abbil-
dung. Dann gibt es einen eindeutigen Algebrahomomorphismus T (g) : T(V) — T (W),
definiert durch T (g) :== T (tw o g), so dass folgendes Diagramm kommutiert:

|4 %74
Ly Lw
T(g) :=T(wo
V) (9) (tw o g) W)

Beweis. Hierfiir wende man die universelle Eigenschaft der Tensoralgebra T (V') geméf
Satz auf die lineare Abbildung tyyog: V — T (W) an. O

Korollar 4.2. Seien V., W und U Vektorriume dber X und g : V. — W sowie
h: W — U lineare Abbildungen. Dann gilt

T(hog)="T(h)oT(g).

Beweis. Vgl. hierzu [BA], S. 486. O

Der Algebrahomomorphismus 7 (g) wird auch als kanonische Erweiterung der linearen
Abbildung ¢ auf 7 (V) bezeichnet. Die Einschrinkungen 7 (g) [ 7™ (V) := T™(g)
von 7™ (V) nach 7 (W) sind hier die linearen Abbildungen ¢®™ mit g fiir n = 1 und
id fiir n = 0.
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Es sei im Folgenden 7o(V') wie folgt definiert:

o

(V) =P TV @v®" Ve(VeV)e(VeVeV)d

n=1

Lemma 4.2. Fir zwei Vektorraume V und W idber IK gelten die folgenden (unitalen)

Algebraisomorphismen:
To(V e W) =To(V)UTo(W)
TWVeW)2T(V)U T(W).»®
Beweis. Vgl. hierzu [Vok|, S. 26-27. O

Sei nun V sogar ein INp-graduierter %-Vektorraum, d. h. V' ist INg-graduierter Vektor-
raum und die Involution v — v* homogen vom Grad 0. Dann wird die Tensoralge-
bra 7 (V') durch die Fortsetzung der Involution auf 7 (V') eine *-Algebra und mit der
INo-Graduierung

DT (40)

mit
TV = GB VE g...oVE) und  T(V)O =C1a @
k‘l++kr:n
wobei k, ..., k. € INg, n,r € IN, zu einer graduierten *-Algebra, der sog. INg-graduierten

Tensor-+-Algebra. Die universelle Eigenschaft von T (V) gemif Satz . hat nun
die folgende Form: Fiir eine INy-graduierte unitale x-Algebra A und eine lineare Ab-
bildung f:V — A, die homogen vom Grad 0 ist, existiert ein eindeutiger unitaler

*-Algebrahomomorphismus 7 (f) mit

T(H 1@ ®@w,) = for)--- f(vn) (41)

fir v @ - ®v, € TW(WV) =V n>1und T(f)(alry)) = aly fiir alle « € C. Da
T()(TM(V)) € AM fiir alle n > 0 ist der unitale *-Algebrahomomorphismus 7 (f)

zudem homogen vom Grad 0.

55Es gilt insbesondere T (V) Uy T(V)Uy T(V) =2 T(V &V @ V). Dieser Zusammenhang wird fiir den
Beweis des Satzes benotigt.
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Satz 4.6. Die No-graduierte Tensor-x-Algebra T (V') iiber dem WNg-graduierten x-Vek-

torraum V ist eine Ny-graduierte duale Gruppe, wenn die Abbildungen
Aw) = u@®) + @) e TWV)UTWV)C TV L TV)ZT(VaV)

6(v) =0 mit 6(1) = 1
(v) = —v mit k(1) =1

x>

zu unitalen x-Algebrahomomorphismen

ATWV) =TV TV ZCLe To(Va V) mit A=T(A) =T+ )
§:T(V)— C mitd=T(b) =T(0)
k:T(V)—=T(V) mit k="T(R)

erweitert werden. Fiir die Abbildung A(v) = 11(v) + 12(v) bezeichnen 11, 1o die Einbet-
tungen von V. in T (V) Uy T(V') mit

TWV)ur T(V).
—— N
CL1(V) CLQ(V)

Beweis. Geméfs der universellen Eigenschaft der Tensor-x-Algebra 7 (V') kommutieren

zunéchst die folgenden Diagramme:

NN N (AN
TV)uy T(V) C T(V)

Sei die Tensor-+-Algebra T (V) = @ T (V)™ {iber dem INy-graduierten *-Vektorraum
n=0
V = @ V™ mit der Graduierung versehen. Es ergibt sich fiir den Grad der

n€lNg
Multiplikation zweier Elemente aus 7 (V') zunéchst folgender Zusammenhang:

even gy em
7\ o\

- N7 R

deg((vr @ -+ @ v0) (101 @ - - @ W) = deg(vr) + - - + deg(vy)
+ deg(w) + - - - + deg(wy,)
= deg(v1 ®@ - @ vy) + deg(w1 @ -+ @ W),

d. h. die Multiplikation in 7 (V') ist graderhaltend.
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Fiir A(v) = 11(v) + 12(v) mit v € V gilt deg(A(v)) = deg(t1(v) + t2(v)), so dass A
homogen vom Grad 0 ist. Die Abbildung A : T(V) — T(V) Uy T(V) ist dann unter
Verwendung von homogen vom Grad 0, da

fiir v; € V mit v; # 0. Die Einheit 0 und die Antipode x sind offensichtlich ebenfalls
homogen vom Grad 0. Es reicht nun zu zeigen, dass die Koassoziativitit, die Koein-
heitseigenschaft und die Antipodeneigenschaft fiir erzeugende Elemente v € V' erfiillt

sind. Zunéchst ergibt sich die Koassoziativitét von A durch folgenden Zusammenhang:

(ATl idy) o A(v) = (A Ty idy) (1 (v) + t2(v))
)

Es gilt zudem die Koeinheitseigenschaft, da

(6 Iy idy) o A(v) = (8 Ly idy) (1 (v) + t2(v))
=0+v=1id(v)
= (idy IIy )(L1 + 1o(v )
= (idy 1Ty 0) 0 A(v).

Die Antipodeneigenschaft von & ergibt sich wie folgt:

(AU idy) o A(v) (£ Ug idy) (L1 + 12(v ))

SchlieRlich ist (7(V), A, d, k) eine duale Gruppe. O

Auf der Tensoralgebra 7 (V') kann zur Veranschaulichung auch eine Koalgebrastruktur
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definiert werden:

Bemerkung 22. Sei V' ein Ng-graduierter - Vektorraum. Dann wird (T (V), A, 0) mit

der Komultiplikation®®
A:TWV)=>TWV)@T(V)mit Alv) =10v+v®1

und der Koeinheit § : T (V) — C mit 6(v) =0 und 6(1) =1 fir allev e VC T(V) zu
einer No-graduierten Koalgebra. Neben der Koeinheit 6 ist auch die Komultiplikation

A ein x-Algebrahomomorphismus, so dass fir allen > 1 und v; € V.C T (V)

n

A(Uln-vn):H(]l@vi—l—vi@]l)

i=1
gilt. Folglich wird T (V') sogar zu einer Ny-graduierten *-Bialgebra.

Fiir die Formulierung des folgenden Satzes, der eine Spezialisierung des Hauptsatzes[4.4]
darstellt, ist die INg-graduierte duale Halbgruppe (7 (V), A, §) iiber dem INy-graduierten
«-Vektorraum V' die Graduierung von 7 (V') in der k-ten Komponente folgender Gestalt:

T(V)(k) _ é (V®n)(k) 7

n=0

d. h. die 0-te und 1-te Komponente konnen exemplarisch wie folgt beschrieben werden:

o

T =@ (v

n=0
=C1eVO0a VOV e (VOeVOgV®)g...

o0

TV = (e

n=0

S VAN (V(O) ® V(l)) D (V(l) ® V(O)) D (V(l) V0 g V(U)) Q-

Satz 4.7. Sei (T(V),A,6) gemdf Satz[{.6 die No-graduierte duale Halbgruppe diber
dem Ny-graduierten x-Vektorraum V und ¢ : T (V') — C ein normiertes lineares Funk-

tional mit den Figenschaften

p I T(V)W =0
e I TWO =517,

56Vgl. hierzu Bemerkung
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dann gilt fir die N-fache Faltung von ¢ gemafl Bemerkung . und alle d € T (V)

lim (go*N o SN_%) (d) = (exp, 9,)(d),

N—o0

wobei g, das lineare Funktional auf T (V') bezeichnet mit

9o 1 TP =0 fiir k #2
g [TV = T (V).

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz [£.4], indem man (D, A, §) durch (7(V), A, d)
ersetzt. O

Von hieran wird fiir den %-Vektorraum V' die folgende INy-Graduierung angenommen:
VO =V ound VO = {0}  fiir I # 1.

Dann gilt insbesondere 7 (V)™ = 7™ (V). Sei nun {z1,...,2,} eine Basis von V
und 7(V) = C(xy,...,z,) gemik der eingangs beschriebenen Polynomschreibweise
(39). Die Algebra C(zy,...,x,) in n nicht-kommutierenden Unbestimmten iiber dem
Korper C setzt sich aus Linearkombinationen von 1 und Monomen®” der Form

(42)

m:x”xzk

mit k€ Nund 1 <i; <n (1 <j <k)zusammen. Man beachte, dass die Reihenfolge
der Faktoren Relevanz hat, so ist z. B. x;x; # x;z; fiir i # j.

Sei nun (Q, ®) ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum mit Elementen ¢, .. ., ¢, aus Q.
Fiir jedes Polynom®® P € C(xy, ..., ,) bezeichne P(q, ..., q,) ein Element aus Q, das

man erhélt, indem x4, ..., x, durch q,...,q, ersetzt wird, d. h.
Clxy,...,2,) D P— P(q1,...,q,) € Q

ist der eindeutige unitale *-Algebrahomomorphismus, der x; auf ¢; (1 < i < n) abbildet.

Definition 4.5. Sei (Q, ®) ein Quanten- Wahrscheinlichkeitsraum, qi, ..., q, € Q und

m = x;, - x;, ein Monom aus Cl{xy,...,x,) mit1 <i; <n (1 <j<k). Dann wird

57 Alle Monome bilden eine Basis von C{x1,...,T,).
%8 Jedes Element aus C{(xy,...,2,) ist Polynom und endliche Summe von Monomen der Form .
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der Wert
(g, -+ qi,)
als m-Moment von qq,...,q, bezeichnet.
Definition 4.6. Das normierte lineare Funktional ¢ : Clxq,...,x,) — C, definiert
durch

@(P(xla s 7‘rn>) = (I)(P(qla s 7qn))
fir alle P(zy,...,x,) € Clxy,...,2z,) heifft Momentenfunktional von q,...,q, in
(Q, D).

Das Momentenfunktional ¢ von ¢y, ..., g, ist folglich dadurch bestimmt, dass es jedes
Monom m = x;, ---x;, aus C(xy,...,x,) eindeutig auf das zugehorige m-Moment

O(qsy -+ qi,) von qi, ..., g, abbildet, d. h.

SO(fil e l"zk) = q)(% e 'Ch’k)7

wobei ¢ das m-Moment von x4, ..., x, ist.
Das Momentenfunktional ¢ heifst zentriert, wenn ¢(z;) = 0 fir alle ¢ = 1,...,n gilt.
Es bezeichne im Folgenden ¢*V die N-fache Faltung von ¢ mit sich selbst beziiglich

eines universellen Produktes,? d. h. beispielsweise

P21 T(V) = (px) [To(V) = (9 1T5(V)) @ (1 To(V) ) 0 o,

Korollar 4.3. Sei ¢ ein zentriertes Momentenfunktional auf C{xy, ..., x,), dann gilt

Tn

NHLEOSO*N (P (% . \/_N» = (exp, gp) (P(x1, ., 24)),

fir alle P(xq,...,2,) € C(z1,...,2,), wobei das lineare Funktional g, durch

0, falls k # 2
g@(xil o xlk) =
o(xiy --xy),  falls k=2

firallei;=1,...,n (j=1,....,k) und g,(1) = 0 bestimmt ist.

59Fiir die N-fache Faltung des Momentenfunktionals ¢ sei wie in Bemerkung vorzugehen. Vgl.
hierzu auch Punkt dieser Arbeit.
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz [4.7] in polynomialer Schreibweise. O

Sei g ein selbstadjungiertes Element aus dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ®),
d. h. ¢ = ¢*, und A = (¢) die von ¢ erzeugte Unter-*-Algebra von Q. Dann existiert

zu einem solchen ¢ € Q genau ein *-Algebrahomomorphismus
Jq: Clz] = AC Q

mit j,(z) = ¢, d. h. j, ist Quanten-Zufallsvariable auf C[z] mit z = z* iiber dem
Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ®).
Seien nun qi,...,q, € Q selbstadjungiert, dann existiert genau eine Quanten-Zufalls-

variable

.73C<3717---7913n>—><CJ1,---7%>QQ

mit j(z;) = ¢; fiir alle : = 1,...,n. Das Momentenfunktional von ¢, ..., g, ist somit
p=®oj,
d. h. ¢ ist die Verteilung von ¢y, ..., g, bzw. von der Quanten-Zufallsvariable j.

Seien A; = (¢1),..., A, = (qn) die von q,...,q, erzeugten Unter-x-Algebren von
(Q,®) und j; : Clz] — Ay, ..., jn : Clz] — A, Quanten-Zufallsvariablen mit j;(z) = ¢
(1 < i < n) und den zugehodrigen Verteilungen p; = ® o j;. Da die unitale x-Algebra
C(x1,...,x,) aus dem freien Produkt der *-Algebren C[z] entsteht, d. h.

C(xy,...,x,) = Clz] Uy - - Uy Clz],
n-;al

gilt fiir die Quanten-Zufallsvariable j : C({xy,...,z,) = Q mit ¢; = j(x;) (1 <i<n)
j= -y jn.
Somit ist das Momentenfunktional
o(P(z1,...,2,)) = Poj(Plz1,....,2,)) = ®(Plar, ..., qn))

fir alle P(xy,...,x,) € Clxy,...,x,) die gemeinsame Verteilung von qi, ..., q, auf
dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ®).
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4.3.3 Explikation der Zentralen Grenzwertsatze fiir die finf Unabhéangigkeiten
von Quanten-Zufallsvariablen

Sei (Q, ®) ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum und ¢y, . . ., g, selbstadjungierte Ele-
mente aus Q, wobei qi,...,q, die Unter-+-Algebren A; = (q1),..., A, = {(g,) von
Q erzeugen. Mithin sind ¢q,...,q, € Q genau dann unabhdingig, wenn die zugehori-
gen Quanten-Zufallsvariablen j; : Clz] — Ay,..., 7, : Clz] — A, mit j;(z) = ¢ fur
i =1,...,n unabhéngig geméf Definition [3.4] sind. Diese wiederum werden als unab-
héngig bezeichnet, wenn es die Unter-x-Algebren A; = (¢1),..., A, = (g,) sind. Be-
trachtet man hingegen eine nicht notwendigerweise endliche Folge (3, ),y von Quanten-
Zufallsvariablen, dann wird diese als unabhéngig bezeichnet, wenn fiir alle n € IN
J1,- -, Jn unabhéingig sind und in dhnlicher Weise ist eine Folge (A,,)new von Unter-
x-Algebren unabhéngig, wenn fiir jedes n € IN Ay, ..., A, unabhéngig sind.

Fiir die Quanten-Zufallsvariablen ji,..., 7, iiber dem Quanten-Wahrscheinlichkeits-
raum (Q,®) auf der unitalen *-Algebra C|x] bezeichnen sédmtliche ¢; = ® o j; mit
¢t =1,...,n die zugehorigen Verteilungen im Zustand ®. Die Quanten-Zufallsvariablen
J1y-++,Jn sind tensor, frei, Boolesch, monoton oder antimonoton unabhéngig, wenn
der Zustand ® o (j; Uy --- Uy j,) auf dem freien Produkt C[z] Uy --- Uy C[z] dem
Tensorprodukt (T), dem freien (F), dem Booleschen (B), dem monotonen (M) oder

dem antimonotonen Produkt (AM) von ¢, ..., p, entspricht.%

Definition 4.7. Sei x = z* die Unbestimmte des Polynomrings Clz], j : Clz] - Q
eine Quanten-Zufallsvariable iber dem Quanten- Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ®) mit

j(z) =q € Q und p = Do j deren Verteilung. Dann wird

als das k-te Moment der Quanten-Zufallsvariable j bezeichnet.

Fiir Quanten-Zufallsvariablen ji, ..., j, : Clx] — Q ist also das k-te Moment
%(xk) =0 sz'(xk) = q’(]z(x)k) = (b(qzk)
fiir alle Monome z* € C[z]. Allgemeiner gilt fiir jedes Polynom P(z) € C|x]

%(P(m)) = CD(P(Qi))

firallei=1,...,n.

60Vgl. hierzu Definition
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Korollar 4.4. Sei (Q,®) ein Quanten- Wahrscheinlichkeitsraum und die Quanten-
Zufallsvariablen ji,...,j5, : Clz] — Q wunabhdngig und identisch verteilt, d. h. fir
die Verteilungen @; = ® o j; gilt o1 = -+ = @, = @. Ist nun auferdem das erste
Moment p(z) = 0, dann gilt:

dm o (P () = (exp.0,) (P(0)

fiir alle P(x) € Clz], wobes

0, falls k # 2
go(z") =
o(x?),  falls k = 2.

Beweis. Dies folgt aus Korollar [4.3] fiir eine Unbestimmte x, da ¢ ein Momentenfunk-
tional ist. O

Im Folgenden wird nun die Gestalt von exp, g, fiir die fiinf verschiedenen Begriffe
nicht-kommutativer Unabhéngigkeit zu beschreiben gesucht und in Zentralen Grenz-
wertsétzen (ZGS) festgehalten.

Satz 4.8. Sei (Q, ®) ein Quanten- Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir ein selbstadjungiertes
Element q € Q existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf 1 auf R mit endlichen Momenten,
so dass firk=1,2,... gilt:

o) = [ aulds).
Beweis. Vgl. hierzu [AHO], S. 26. O

Man beachte, dass das Wahrscheinlichkeitsmafs p i. Allg. nicht eindeutig ist.

Definition 4.8. (Tensorunabhingigkeit) Sei (Q, ®) ein Quanten- Wahrscheinlich-
keitsraum. Eine Folge (Ay), o von unitalen Unter-x-Algebren von Q ist beziiglich ®

tensorunabhdngig, wenn

1. ab=ba fir allea € A;,be A; miti,j € N undi# j
2. ¢ (H aj) = [ ©(a;)
jed jeg

fiir alle endlichen Teilmengen J C N und alle a; € A,.
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Zwei Quanten-Zufallsvariablen ji, jo : Clz] — Q sind somit tensorunabhéngig, wenn

0192 = g2q1 und @ (qulz) = (q;ﬂ) P (qé)

gilt mit jy(z) = q1, jo(z) = ¢ und fiir alle &k, € IN.

Satz 4.9. (kommutativer ZGS) Sei (j; : Clz] — Q)z’e]N eine Folge von tensorun-
abhdngigen und identisch verteilten Quanten-Zufallsvariablen auf dem Quanten- Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, ®) und die Verteilung p = ® o j; mit i € N erfille die Bedin-

gungen
(i) ¢(z) =0
(i) @(a?) =1,

dann gilt fir alle k € IN

lim N(‘”k> L ka e ( I2>dx (43)
—_— = —_— . X [ — s
N—>oogo v N \ 27 p 2

wobei N die N-fache Faltung von ¢ beziiglich des Tensorproduktes @ bezeichnet.
Beweis. Vgl. hierzu [AHO], S. 214-215. O
Im Falle der Tensorunabhéngigkeit ist demnach das Faltungsexponential (exp, g.,) (a:"“)

geméf Korollar . von der Gestalt . Das Wahrscheinlichkeitsmaf mit der Dichte-

funktion

1 t?
T(t) = NG exp <—§) firte R

heifst Standardnormalverteilung und entspricht der folgenden graphischen Darstellung

(Gaufssche Glockenkurve):
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Die Momentenfolge der Standardnormalverteilung entspricht hierbei fiir £ = 1,2,. ..

m(>™),  falls k = 2m

p(x") = "
0 sonst.

Definition 4.9. (freie Unabhingigkeit) Sei (Q,®) ein Quanten- Wahrscheinlich-
keitsraum. Eine Folge (Ay),cn von unitalen Unter-x-Algebren von Q ist beziiglich ®

frei unabhdngig, wenn
D(ay---a,) =0, falls ®(a;) =0 (j=1,...,r)

fiir alle r € N mit a; € A;; und i; € N gilt, wobei benachbarte Elemente aus verschie-

denen Unter-x-Algebren sind, d. h. iy # o0y # i3, ..., ir_1 7 ip.

Quanten-Zufallsvariablen ji,...,j, : Clz] — Q sind frei unabhéngig (beziiglich ®),
wenn die von den Elementen ¢; = j1(x),...,¢, = jn(x) erzeugten Unter-x-Algebren

frei unabhéngig sind.

Satz 4.10. (freier ZGS) Sei (j; : Clz] — Q)Z.e]N eine Folge von frei unabhdngigen und
identisch wverteilten Quanten-Zufallsvariablen auf dem Quanten- Wahrscheinlichkeits-

raum (Q, ®) und die Verteilung ¢ = ® o j; mit 1 € N erfille die Bedingungen
(i) ¢(z) =0
(i) (a?) =1,

dann gilt fir alle k € IN

2

k

m oV () =L [vais e

A}l_f&(p (\/N)Qﬂ/x 4 — z2dz, (44)
22

wobei 0N die N-fache Faltung von ¢ beziiglich des freien Produktes % bezeichnet.
Beweis. Vgl. hierzu [AHO], S. 215. O

Im Falle der freien Unabhéngigkeit ist demnach das Faltungsexponential (exp, g.,) (:Bk)
geméf Korollar . von der Gestalt . Das Wahrscheinlichkeitsmafs, dessen Dichte-

funktion durch

VA —t2, falls [t] <2
F(t) =
0 sonst
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gegeben ist, wird als standardisierte Wigner-Halbkreis-Verteilung bezeichnet und kann

graphisch wie folgt veranschaulicht werden:

Im Fall der freien Unabhéngigkeit fallt das (2k)-te Moment der Wigner-Halbkreis-

Verteilung mit den Catalan-Zahlen C) = L(2];“) fiir k = 1,2,... zusammen, wiahrend

R+
das (2k + 1)-te Moment 0 ist.

Definition 4.10. (Boolesche Unabhéingigkeit) Sei (Q,®) ein Quanten- Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Folge (Ay), o von Unter-x-Algebren von Q ist beziiglich ®

Boolesch unabhdngig, wenn
(I)(al ce ar) = CI)(CH) - q)(ar>

f’L'[:T alleajEAij mitijG]N, ’él%ig,ig#ig,...,ir_l%ir UndTEIN, 1§]§’I"

Satz 4.11. (Boolescher ZGS) Sei (j; : Clz] — Q)ielN eine Folge von Boolesch un-
abhdingigen und identisch verteilten Quanten-Zufallsvariablen auf dem Quanten- Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, ®) und die Verteilung ¢ = ® o j; mit i € N erfille die Bedin-

gqungen
(i) (z) =0
(il) ¢(z*) =1,

dann gilt fir alle k € IN
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wobei 0*N die N-fache Faltung von ¢ beziiglich des Booleschen Produktes o bezeichnet
und fir z(x) gilt:

1, fallsx=—1;+1
z(x) =

0 sonst.

Beweis. Vgl. hierzu [AHO], S. 216. O

Im Falle der Booleschen Unabhéngigkeit ist das Faltungsexponential (exp, g.) (x’“)
geméaft Korollar . somit von der Gestalt , wobei das Wahrscheinlichkeitsmafs

B(t) = 3z(t) der rechten Seite der Gleichung graphisch der Bernoulli-Verteilung
entspricht:

0.5

0.4r

B(t)

0.2

0.1r

Um zu definieren, unter welchen Bedingungen eine Folge (A, ), oy von (nicht notwendi-
gerweise unitalen) Unter-x-Algebren eines Quanten-Wahrscheinlichkeitsraumes (Q, )
monoton unabhéngig ist, wird es notwendig, die folgende Notation einzufiihren: Fiir

ein endliches Tupel (1,...,&,) € A, und r > 2 wird p als Spitze bezeichnet, wenn
(1) epm1 < epund g, > g4 fiir 1 < p < r oder
(ii) p=1 und g, > &5 oder
(iii) p=rund ,_4 < &,
erfiillt ist.

Definition 4.11. (monotone Unabhéingigkeit) Sei (Q,®) ein Quanten- Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Folge (Ay), o von Unter-x-Algebren von Q ist beziiglich ®

monoton unabhdngig, wenn fir alle n € N und jedes endliche Tupel (1, ...,e,) € A,
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mitr > 2
@(al e ar) = (P(a/p>®(a1 e ap—lap+l e CLT)

gilt, wobei p Spitze in (e1,...,&) ist unda; € A, mit j =1,...,r.

Proposition 7. Sei (Q, ®) ein Quanten- Wahrscheinlichkeitsraum, Ay, ..., A, Unter-
x-Algebren von Q und seien j, : Ay — Q, ..., jJn : A, — Q die Inklusionen. So ist eine
Folge (Ay)new gemajf$ Definition . genau dann unabhdngig, wenn ji, ..., j, fur alle
n € N unabhdngig im Sinne von Definition[3.4]. sind.

Beweis. Um die Aquivalenz von Definition . und [3.4] zu zeigen, werden drei Be-
weisschritte durchgefiihrt.

1. Schritt: Sei n € IN fest. Fiir die Einbettungen j; : A1 — Q,...,j, : A, — Q in
(Q, ®) sind die Verteilungen wie folgt definiert:

fira € A;undi = 1,...,n. Zunéchst wird gezeigt, dass es genau ein lineares Funktional
o AU---UA, - C
gibt, das die Gleichungen

(p(ai) = Pe; (al) mit Pe; = P rAEz (46>
90(@1 R ® ar) = Qp(a,p)g&<a1 R ® ap—1 & Ap41 RN ar) (4'7)

fir alle r > 2, p Spitze in € = (ey,...,6,) € A, und a; € A, (i = 1,...,r) erfiillt. Dies
erfolgt mittels Induktion iiber 7:

Induktionsanfang fir r = 2: Ist ¢ = (1,2), dann gilt
pla1 ® az) = @(az)p(ar) = pa(az)e1(ar)
und fiir e = (2,1) ist

p(ar ® az) = p(ar)p(az) = a(ar)pi(az),

so dass ¢ fiir r = 2 eindeutig bestimmt ist.

Induktionsschritt fiir » — r + 1: Nach Induktionsvoraussetzung liegen fiir alle [ < r die
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Werte p(a; ® -+ ® a;) fest. Fiir p Spitze in (ey,...,¢&,) € A, gilt dann

PO ® @) = p(a) PO1® - ®p) ® a1 @~ B i)
——

Y
”

~
=pe, (ap) Induktionsvoraussetzung

womit ¢ durch die Gleichungen und eindeutig festgelegt ist.

2. Schritt: Nun wird gezeigt, dass das lineare Funktional
o=p > >, AU UA, > C,

die Gleichung erfiilllt, d. h. unter Ausnutzung der Assoziativitdt des monotonen

Produktes soll durch vollstandige Induktion iiber n Folgendes gezeigt werden:

(1> pop)(a @ ©ay)
= ¢e,(ap) (1> b gn)(a1 @ R ap1 @ ap1 @ -~ @ ay), (48)

falls p Spitze in (e1,...,&,) ist und a, € A.,.

Induktionsanfang fiir n = 2: Die Gleichung

(pr1op)(a1 @ ®a,) = ¢ ( H ak) H pa2(ar)

kiep=1 kiep=2

erfiillt (48), da sich alle Spitzen in der Menge {k | &, = 2} befinden.
Induktionsschritt fiir n — n 4 1: Sei fiir 1 > --- > ¢, die Gleichung erfiillt, dann

st

(1o >pn) i) (0 ®- - @ay)
—_——
=¢

= (> ny1)(1 ® - @ ay)

N
=¥ H ak H Prt1(ar).
k:epe{l,...,n} kiep=n+1

Da n + 1 immer eine Spitze ist und das lineare Funktional ¢ = ¢ > --- > ¢, nach
Induktionsvoraussetzung die Gleichung erfiillt, tut dies auch das lineare Funktional

Q1> D Op > Ppgl
3. Schritt: Seien ji, ..., j, monoton unabhingig im Sinne von Definition [3.4] Dies be-
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deutet, dass

@o(jlu...ujn):gplp...bgpn

fiir alle p; = ® o j; erfiillt ist. Im zweiten Beweisschritt wurde gezeigt, dass 1>+ -> ¢,
die Gleichungen und erfiillt, was die monotone Unabhéngigkeit von Ay, ..., A,
geméfs Definition [4.11] bedeutet.

Sind umgekehrt Ay, ..., A, im Sinne von Definition [4.11] monoton unabhingig, dann
gelten die Gleichungen und fir o =®o (53 U---Uj,). Wegen der im ersten

Beweisschritt gezeigten Eindeutigkeit, muss wiederum
Po(jilU--Ujn) =p1b- >y

gelten, d. h. ji, ..., j, sind unabhingig geméf Definition [3.4] O

Satz 4.12. (monotoner ZGS) Sei (j; : Clz] — Q)ZE]N eine Folge von monoton un-
abhdngigen und identisch verteilten Quanten-Zufallsvariablen auf dem Quanten-Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, ®) und die Verteilung ¢ = ® o j; mit i € N erfille die Bedin-

gungen
(i) o(x) =0
(il) ¢(2*) =1,

dann gilt fir alle k € IN

k 1+\/§ k
lim o [ __/f_d 4
Jim o <\/N) - s (49)
V2

wobei ¢*N die N-fache Faltung von o beziiglich des monotonen Produktes > bezeichnet.
Beweis. Vgl. hierzu [AHO] S. 216; 228-229 oder [Mur2|, S. 42-44. ]

Im Falle der monotonen Unabhéngigkeit ist das Faltungsexponential (exp, g.) (x’“)
geméf Korollar . folglich von der Gestalt . Das Wahrscheinlichkeitsmafl mit der
Dichtefunktion

L =, falls |t| < V2
M(t) _ T 2—t ‘ |

0 sonst
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wird als standardisierte Arcus-Sinus-Verteilung bezeichnet und lésst sich graphisch wie

folgt veranschaulichen:

0.5

0.4r

M(t)

Das monotone Produkt geméf Definition [3.5] héngt von der Reihenfolge der Faktoren
ab. Kehrt man die Reihenfolge um, so erhédlt man das antimonotone Produkt und
damit den antimonotonen Unabhéngigkeitsbegriff. Die Eigenschaften der monotonen

Unabhéngigkeit sind dabei analog zum antimonotonen Fall gegeben.

Bemerkung 23. Das k-Tupel (j1,. .., jr) von Quanten-Zufallsvariablen auf (Q, ®) ist
genau dann antimonoton unabhdngig, wenn das k-Tupel (ji, ..., j1) monoton unabhdn-

gig 1st.

Folglich erhélt man auch im antimonotonen Fall als Grenzverteilung die (standardi-

sierte) Arcus-Sinus-Verteilung.
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