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1 Hinführung und Motivation

1 Hinführung und Motivation

Als zentrale Ergebnisse der Analyse von Zufallsvariablen, d. h. messbaren Funktionen
X : Ω→ E von einem Ereignisraum Ω in einen Zustandsraum E, gelten in der klassi-
schen (Kolmogorovschen1) Wahrscheinlichkeitstheorie die Grenzwertsätze, insbesonde-
re die Gesetze der Großen Zahlen und der Zentrale Grenzwertsatz, die Beispiele dafür
liefern, wie aus zufälligem Geschehen spezifische Gesetzmäßigkeiten gefolgert werden
können. Der Zentrale Grenzwertsatz stellt eine begriffliche Kumulation von mathema-
tischen Aussagen und Sätzen dar, welche jeweils die Konvergenz einer Verteilungsfunk-
tion betrachten, die sich aus der Summierung statistisch unabhängiger Zufallsvariablen
ergibt. Sei hierfür (Xn)n∈N eine Folge von reellen Zufallsvariablen auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω,F ,P), d. h. einer Menge Ω, einer σ-Algebra F aus messbaren Teil-
mengen von Ω und einem Wahrscheinlichkeitsmaß P : F → [0,1], in den Raum (R,B)

mit der Borel-σ-Algebra B, d. h. der kleinsten σ-Algebra, die alle offenen Teilmengen
von R enthält. Das durch eine Zufallsvariable X und ein Wahrscheinlichkeitsmaß P
induzierte Wahrscheinlichkeitsmaß PX auf B, definiert durch

PX(B) := P(X ∈ B) = P
(
X−1(B)

)
für Borel-Mengen B ∈ B, heißt Verteilung der Zufallsvariable X. Die Verteilung PX
auf

(
Rn,B(Rn)

)
von X = (X1, . . . , Xn) wird als gemeinsame Verteilung der Zufalls-

variablen X1, . . . , Xn bezeichnet und ist für alle B1, . . . , Bn ∈ B von der Gestalt

PX(B1 × · · · ×Bn︸ ︷︷ ︸
⊂Rn

) = P(X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn).

Als eine wesentliche Voraussetzung für die Formulierung des Zentralen Grenzwertsatzes
in seiner elementaren Form werden unabhängige und identisch verteilte (u. i. v.) Zu-
fallsvariablen benötigt: Eine Folge (Xn)n∈N von Zufallsvariablen heißt (stochastisch)
unabhängig (bezüglich P), wenn für jedes n ∈ N und die gemeinsame Verteilung von
X1, . . . , Xn

PX(B1 × · · · ×Bn) = PX1(B1) · · ·PXn(Bn)

1Andrey N. Kolmogorov (1903-1987) gilt als „Vater“ der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie und
axiomatisierte die Wahrscheinlichkeitstheorie auf der Basis der allgemeinen Maß- und Integrati-
onstheorie von Henri L. Lebesgue und Félix E. J. E. Borel.
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1 Hinführung und Motivation

für alle B1, . . . , Bn ∈ B gilt und identisch verteilt, wenn

PXi = PXj (i, j = 1, 2, . . .)

erfüllt ist. Für eine Folge (Xn)n∈N von unabhängigen und reellwertigen Zufallsvaria-
blen auf (Ω,F ,P) ist die Verteilung PX1+···+Xn der Summe X1 + · · · + Xn die Fal-
tung PX1 ? · · · ? PXn von PX1 , . . . , PXn . Wenn X1, X2, . . . zudem identisch verteilt sind,
dann bezeichnet

(
PXi

)?n
= PX1+···+Xn die n-fache Faltung der Verteilung PXi . Für

jedes k ∈ N, wenn |X|k integrierbar ist, wird das k-te Moment der Zufallsvariablen X
angegeben durch

Mk(X) := E(Xk) =

∫
Ω

XkdP =

∫
R

xkdPX .

Insbesondere heißt E(X) = M1(X) Erwartungswert und Var(X) = E
(
(X − E(X))2

)
=

M2(X) − M1(X)2 Varianz der Zufallsvariablen X. Sei nun (Xn)n∈N eine Folge von
reellen u. i. v. Zufallsvariablen mit E(Xn) = 0 und Var(Xn) = 1. Dann lässt sich der
Zentrale Grenzwertsatz wie folgt formulieren:(

P Xi√
n

)?n
= PX1+···+Xn√

n

schwach−−−−−→
n→∞

N (0, 1),

mit N (0,1) als Standardnormalverteilung (oder Gauß-Verteilung).
Um auf diese Weise Summen unabhängiger Zufallsvariablen (bzw. Faltungen von Wahr-
scheinlichkeitsmaßen) zu betrachten, wird in der Regel die analytische Methode der
Fouriertransformation genutzt, mit deren Hilfe sich der Zentrale Grenzwertsatz (im
klassischen Fall) beweisen lässt. Bemüht man sich hingegen um eine Verallgemeine-
rung derartiger Konvergenzaussagen ins Nicht-Kommutative, kann die Fouriertransfor-
mation nicht mehr sinnvoll definiert werden. Wilhelm von Waldenfels wählte deshalb
u. a. in [vWa] einen Ansatz über die Momente der Verteilungen von Zufallsvariablen,2

deren Konvergenz in vielen Fällen äquivalent zu der Konvergenz der Verteilungen ist.
Mit Hilfe des Satzes von Stone-Weierstraß kann geklärt werden, unter welchen Bedin-
gungen die Konvergenz in Momenten äquivalent zu der Konvergenz in Verteilung ist:
Sei K eine kompakte Teilmenge von R, d. h. K ⊆ R ist abgeschlossen und beschränkt.
Nach dem Satz von Stone-Weierstraß existiert für jede stetige Funktion f auf R und

2Für den rein kombinatorischen Ansatz des freien Zentralen Grenzwertsatzes sei an dieser Stelle auf
[NiSp] verwiesen.
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1 Hinführung und Motivation

jedes ε > 0 ein Polynom Pf,ε, so dass

sup
x∈K
|f(x)− Pf,ε(x)| ≤ ε.

Seien ferner X1 und X2 zwei Zufallsvariablen, für die es eine kompakte Teilmenge
K ⊆ R gibt, so dass deren Verteilungen PX1 und PX2 Wahrscheinlichkeitsmaße auf(
K,B(K)

)
sind, für die sämtliche Momente übereinstimmen, d. h.

Mk =

∫
K

xkdPX1(x) =

∫
K

xkdPX2(x)

für alle k ∈ N, dann folgt PX1 = PX2 . Ist K nicht kompakt, so kann aus der Gleichheit
aller Momente i. Allg. nicht auf die Gleichheit zweier Wahrscheinlichkeitsmaße geschlos-
sen werden. Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,F ,P) mit endlichen Momenten, so dass deren Verteilungen PXn auf einer
kompakten Teilmenge K von R konzentriert sind, d. h. Xn : (Ω,F ,P)→

(
K,B(K)

)
mit K kompakt in R. Dann folgt aus der Anwendung des Satzes von Stone-Weierstraß
die Konvergenz in Verteilung der Zufallsvariablen (Xn)n∈N gegen die Zufallsvariable
X : (Ω,F ,P)→

(
K,B(K)

)
, wenn

lim
n→∞

∫
K

xkdPXn(x) =

∫
K

xkdPX(x)

für alle k ∈ N gilt, wobei die Verteilung PX durch die endlichen Momente von X be-
stimmt ist. Dies bedeutet: Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen mit endlichen
Momenten, deren Verteilungen PXn wiederum einen gemeinsamen kompakten Träger
K haben, und konvergieren die Momente von (Xn)n∈N gegen die Momente einer Zufalls-
variablen X mit Träger K, dann folgt die schwache Konvergenz der Verteilungen PXn
gegen PX . Der Zentrale Grenzwertsatz für Summen u. i. v. Zufallsvariablen kann auch
formuliert werden (Momentenversion), wenn man die Zufallsvariablen als Funktiona-
le auf Polynomen betrachtet, als sog. Momentenfunktionale: Für eine Zufallsvariable
X : Ω→ R ist das k-te Moment gegeben durch

Mk = E(Xk) =

∫
R

xkdPX ,

wobei xk als ein Polynom aus C[x] aufgefasst werden kann. Das normierte, positive
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1 Hinführung und Motivation

lineare Funktional ϕ : C[x]→ C, definiert durch

ϕ
(
P (x)

)
= E

(
P (X)

)
für alle Polynome P (x) ∈ C[x], heißt dann das Momentenfunktional von X.
Um einen Übergang von der klassischen in die nicht-kommutative Wahrscheinlich-
keitstheorie zu ebnen, betrachte man zunächst die kommutative unitale ∗-Algebra
W := L∞(Ω,F ,P) der C-wertigen beschränkten Borel-messbaren Funktionen auf Ω

(mit Supremumsnorm) und das normierte, positive lineare Funktional Ψ auf W , gege-
ben durch

Ψ(F ) =

∫
Ω

FdP

für F ∈ W , welches das Wahrscheinlichkeitsmaß P : F → [0,1] geeignet ersetzt und
das Paar (W ,Ψ) zu einem kommutativen Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum vervoll-
ständigt. Eine Zufallsvariable X wird im zum klassischen „dualen“ Bild durch die Ab-
bildung

jX : L∞(R,B)→W

beschrieben, die für g ∈ L∞(R,B) gegeben ist durch

jX(g) = g ◦X.

Die Abbildung jX wird auf diese Weise zu einem unitalen ∗-Algebrahomomorphismus,
d. h. zu einer Quanten-Zufallsvariable, mit der Verteilung

ϕX : L∞(R,B)→ C.

Die Folge (jXn)n∈N von Quanten-Zufallsvariablen heißt (tensor-)unabhängig, wenn für
alle n ∈ N und g1, . . . , gn ∈ L∞(R,B) die Gleichung

Φ
(
jX1(g1) · · · jXn(gn)

)
= ϕX1(g1) · · ·ϕXn(gn)

odermmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm!!

Φ ◦M ◦ (jX1 ⊗ · · · ⊗ jXn) = ϕX1 ⊗ · · · ⊗ ϕXn (Tensorunabhängigkeit)

mit der Multiplikation M inW erfüllt ist. Dies ist gleichbedeutend mit der klassischen
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1 Hinführung und Motivation

Unabhängigkeit der Folge (Xn)n∈N.
Für Zufallsvariablen X1, X2, . . . aus W können nun folgende Momentenversionen des
Zentralen Grenzwertsatzes formuliert werden: Sei (Xn)n∈N u. i. v. mit E(Xi) = 0,
Var(Xi) = 1 und existenten Momenten. Sei weiterhin ϕµ das Momentenfunktional von
µ = PXi auf C[x] (mit ϕµ(1) = 1, ϕµ(x) = 0 und ϕµ(x2) = 1), dann gilt

Ψ

((
X1 + · · ·+XN√

N

)k)
−−−→
N→∞

∫
R

xkdN (0,1)

bzw.

ϕ?Nµ

(
P

(
x√
N

))
−−−→
N→∞

g
(
P (x)

)
,

wobei g
(
P (x)

)
das Momentenfunktional von N (0,1) an der Stelle P (x) ∈ C[x] bezeich-

net.
Für stetige, integrierbare Funktionen f : Rn → R ist die gemeinsame Verteilung der
Zufallsvariablen X1, . . . , Xn ∈ W gegeben durch

ΨX1,...,Xn(f) =

∫
Ω

f(X1, . . . , Xn)dP =

∫
Rn

f(x1, . . . , xn)dPX1,...,Xn(x1, . . . , xn).

Betrachtet man die Funktionen f : Rn → R der Form

f(x1, . . . , xn) = xl11 · · ·xlnn (l1, . . . , ln ∈ N0),

d. h. Monome aus C[x1, . . . , xn], so erhält man, falls sämtliche xl11 · · ·xlnn integrierbar
sind, die gemischten Momente von X1, . . . , Xn ∈ W durch

Ml1,...,ln(PX1,...,Xn) = ΨX1,...,Xn(f) =

∫
Rn

xl11 · · ·xlnn dPX1,...,Xn(x1, . . . , xn).

Das lineare Funktional ϕµ : C[x1, . . . , xn]→ C mit

ϕµ(xl11 · · ·xlnn ) = Ml1,...,ln(µ)

heißt dann das Momentenfunktional von µ = PX1,...,Xn .
Für die Formulierung des Zentralen Grenzwertsatzes im Falle eines Quanten-Wahr-
scheinlichkeitsraumes (Q,Φ), bestehend aus einer nicht notwendigerweise kommuta-
tiven unitalen ∗-Algebra Q und einem Zustand Φ auf Q, gilt es nun zwei Probleme
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1 Hinführung und Motivation

zu betrachten, die durch die Übertragung vom Klassischen ins Nicht-Kommutative
entstehen: Zum einen bleibt zu klären, was es bedeutet, dass eine Folge (jn)n∈N von
Quanten-Zufallsvariablen auf einer ∗-Algebra A über (Q,Φ) unabhängig ist, und zum
anderen wie die N -fache Faltung des zugehörigen Momentenfunktionals aussieht, nach-
dem folgende Ersetzungen vorgenommen wurden:

W  Q

Ψ Φ

Xi ∈ W  qi ∈ Q

C[x1, . . . , xn] C〈x1, . . . , xn〉

Hierbei bezeichne C〈x1, . . . , xn〉 die Polynomalgebra über C in den nicht-kommutieren-
den Unbestimmten x1, . . . , xn. Wählt man beliebige Elemente q1, . . . , qn aus (Q,Φ),
dann existieren Quanten-Zufallsvariablen j1, . . . , jn : C[x] → Q, so dass ji(x) = qi für
i = 1, . . . , n erfüllt ist. Das Momentenfunktional ϕ : C〈x1, . . . ,xn〉 → C von q1, . . . , qn

ist definiert durch

ϕ
(
P (x1, . . . , xn)

)
= Φ

(
P (q1, . . . , qn)

)
,

wobei C〈x1, . . . ,xn〉 durch das n-fache freie Produkt der ∗-Algebra C[x] entsteht. Wäh-
rend im klassischen Fall die gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen auf dem Ten-
sorprodukt gegeben ist, wird im nicht-kommutativen Fall die gemeinsame Verteilung
von Quanten-Zufallsvariablen auf dem freien Produkt von Algebren definiert. Dies
wird notwendig, da die Größen q1, . . . , qn nicht mehr unbedingt miteinander kom-
mutieren und i. Allg. z. B. Φ(q1q2q1q2) nicht gleich Φ(q2

1q
2
2) = Φ(q2

1)Φ(q2
2) ist. Man

kann sehen, dass je nach gewählter nicht-kommutativer Unabhängigkeit auch die Werte
Φ(q2

1)Φ(q2)2 + Φ(q1)2Φ(q2
2)−Φ(q1)2Φ(q2)2, Φ(q1)2Φ(q2)2, Φ(q2

1)Φ(q2)2 oder Φ(q1)2Φ(q2
2)

auftreten können.
Neben der Betrachtung der verschiedenen Begriffe nicht-kommutativer Unabhängig-
keit muss für die Formulierung quanten-stochastischer Zentraler Grenzwertsätze ge-
klärt werden, wie (Momenten)Funktionale auf algebraischen Strukturen miteinander
zu falten sind. Während im klassischen Fall zwei lineare Funktionale ϕ1 : A1 → C

und ϕ2 : A2 → C über den Algebren A1,A2 durch das Tensorprodukt zu einem „ge-
meinsamen“ linearen Funktional ϕ1 ⊗ ϕ2 : A1 ⊗ A2 → C „multipliziert“ werden, gibt
es im Fall der Nicht-Kommutativität weitere Möglichkeiten „Produkte“ zwischen linea-
ren Funktionalen zu bilden. Naofumi Muraki konnte in [Mur3] zeigen, dass genau fünf
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1 Hinführung und Motivation

universelle (natürliche) Produkte (das Tensorprodukt, das freie, Boolesche, monotone
und antimonotone Produkt) existieren, die bestimmten Axiomen genügen und auf dem
freien Produkt von Algebren definiert sind.3

Die fünf verschiedenen Faltungsprodukte linearer Funktionale können mit Hilfe des uni-
versellen Produktes auf dualen Halbgruppen im Sinne Dan-Virgil Voiculescus4 definiert
werden, wobei die Polynomalgebra C〈x1, . . . , xn〉 als Beispiel einer solchen dualen Halb-
gruppe aufgefasst werden kann. Das nicht-kommutative Analogon zum klassischen Zen-
tralen Grenzwertsatz berücksichtigt also nicht nur die fünf verschiedenen Begriffe nicht-
kommutativer Unabhängigkeit sondern auch die zugehörigen Faltungsprodukte linea-
rer Funktionale, so dass selbst für standardisierte und u. i. v. Quanten-Zufallsvariablen
j1, j2, . . . indes fünf verschiedene Versionen des Zentralen Grenzwertsatzes expliziert
werden können, in denen die Momentenfunktionale der „standardisierten Summen“ ge-
gen das Momentenfunktional der Gauß-Verteilung mit Dichte exp(−x2/2)/

√
2π (Ten-

sorfall), der Wigner-Halbkreis-Verteilung mit Dichte χ[−2,2](x)
√

4− x2/2π (freier Fall),
der Bernoulli-Verteilung (δ−1 + δ1)/2 (Boolescher Fall) oder der Arcus-Sinus-Vertei-
lung mit Dichte χ(−

√
2,
√

2)(x)/π
√

2− x2 (monotoner und antimonotoner Fall) konver-
gieren, wobei χA(x) = 1, falls x ∈ A, und χA(x) = 0, falls x /∈ A, für A ⊂ R. Die
Bedeutung der (N0-graduierten) dualen Halbgruppe liegt also hierbei v. a. darin, dass
auf dieser algebraischen Struktur quanten-stochastische Zentrale Grenzwertsätze für
fünf verschiedene Begriffe nicht-kommutativer Unabhängigkeit dargestellt und bewie-
sen werden können, was letztlich das Hauptanliegen dieser Arbeit bildet.

Struktur der Arbeit

Im Anschluss an einige hinführende Bemerkungen werden im zweiten Kapitel dieser
Arbeit grundlegende Definitionen algebraischer Strukturen wie Tensorprodukte von
Vektorräumen, Algebren, Koalgebren und Hopf-Algebren eingeführt, die zusätzlich mit
N0-Graduierungen versehen sind. Die Angabe des Faltungsproduktes linearer Funktio-
nale auf Koalgebren und des damit zusammenhängenden Fundamentalsatzes sowie die
Definition des freien Produktes von Algebren vervollständigen dieses Kapitel.
Darauf aufbauend liegt im dritten Kapitel der Schwerpunkt auf den universellen Pro-
dukten und den zugehörigen Unabhängigkeiten (3.1). Während die verschiedenen Be-
griffe nicht-kommutativer Unabhängigkeit erst im vierten Kapitel eine entscheidende
Rolle spielen, bilden die universellen Produkte bereits hier die Grundlage für die Fal-
tung linearer Funktionale auf der algebraischen Struktur einer dualen Halbgruppe, die

3Vgl. hierzu auch [BGS1] und [BGS2].
4Vgl. hierzu [Voi87] und [BGS3].
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1 Hinführung und Motivation

mit Hilfe vonN0-Graduierungen verallgemeinerbar ist (3.2). Letztlich zeigt dieses Kapi-
tel Zusammenhänge zwischen N0-graduierten dualen Halbgruppen und N0-graduierten
kommutativen ∗-Bialgebren mit Hilfe eines der symmetrischen Tensoralgebra entlehn-
ten Funktors (3.3).
Nachdem die Grenzwertsätze für N0-graduierte Koalgebren zu Beginn des vierten Ka-
pitels (4.1) gezeigt sind, kann mit Hilfe des Funktors der Hauptsatz, d. h. der Zen-
trale Grenzwertsatz über N0-graduierte duale Halbgruppen, bewiesen werden (4.2).
Den Abschluss dieser Arbeit bildet die Anwendung des Hauptsatzes auf Quanten-
Wahrscheinlichkeitsräume, in denen Momentenfunktionale – den verschiedenen Unab-
hängigkeiten entsprechend – gegen das Momentenfunktional einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung konvergieren (4.3).
Die strukturellen Zusammenhänge des dritten und vierten Kapitels können in folgender
Graphik veranschaulicht werden:

4.3
?

4.2-3.3-3.2-3.1 � 4.1

Notation

An dieser Stelle sollen einige grundlegende Begriffe und Notationen, die für die ge-
samte Arbeit Gültigkeit behalten, vorangestellt werden. Allgemein stehen N0, N, R,
C und K für die natürlichen Zahlen (mit bzw. ohne die Null), die reellen und die
komplexen Zahlen sowie einen beliebigen Körper. Die Bezeichnungen U, V,W reprä-
sentieren Vektorräume bzw. Untervektorräume und V ′ steht für den Dualraum eines
Vektorraumes V . Ist in V ein Element 1 ausgezeichnet, dann wird die Teilmenge von
V ′, die aus allen normierten linearen Funktionalen besteht, mit der Notation V ′1 ver-
sehen, d. h. V ′1 = {ϕ ∈ V ′ | ϕ(1) = 1}. Seien x1, . . . , xk Elemente eines Vektorrau-
mes V , dann bildet die lineare Hülle Lin{x1, . . . , xk} einen Untervektorraum von V .
Algebren und ∗-Algebren werden durch A oder Q (nur in Bezug auf den Quanten-
Wahrscheinlichkeitsraum) gekennzeichnet. Mit T (V ) sei die Tensoralgebra über V und
mit S(V ) die symmetrische Tensoralgebra über V bezeichnet. Die Abbildung 1A re-
präsentiert die Einheit der Algebra A, wobei der Index immer dann weggelassen wird,
wenn aus dem Zusammenhang deutlich werden sollte, zu welcher Algebra die Einheit
gehört. In gleicher Weise wird mit der Identitätsabbildung idX : X → X verfah-
ren. Koalgebren bzw. Unterkoalgebren werden mit C bzw. U , Bialgebren mit B und
duale (Halb)Gruppen mit D versehen, wobei ∆ stets die Komultiplikation der Koal-
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1 Hinführung und Motivation

gebra und Λ die Komultiplikation der dualen Halbgruppe repräsentiert. Der Ausdruck
Hom(A,B) bezeichnet hier die Menge aller Homomorphismen von einem Objekt A zu
einem Objekt B in einer Kategorie K. Für eine beliebige Indexmenge I sei K〈xi | i ∈ I〉
die Algebra der K-wertigen Polynome in den nicht-kommutierenden Unbestimmten
{xi | i ∈ I} und K[xi | i ∈ I] die Algebra der K-wertigen Polynome in den kommutie-
renden Unbestimmten {xi | i ∈ I}. Für eine Teilmenge M einer Algebra A bezeichne
〈M〉 :=

⋂
{Â ⊆ A | M ⊆ Â, Â ist Unteralgebra von A} die Unteralgebra von A, die

von M erzeugt wird.

9



2 Algebraische Grundlagen

2 Algebraische Grundlagen

Da jede Untersuchung Zentraler Grenzwertsätze in der nicht-kommutativen Wahr-
scheinlichkeitstheorie prinzipiell schwierig erscheint, wenn sie einem mathematischen
Fundament entbehrt, soll diese Arbeit indes mit der Definition wesentlicher algebrai-
scher Begrifflichkeiten beginnen, die für die gesamte Arbeit von grundlegendem und
vorbereitendem Charakter sind. In diesem Sinne wird zunächst das Tensorprodukt von
Vektorräumen definiert und mit wesentlichen Bemerkungen versehen (2.1), so dass
algebraische Strukturen wie Algebren, Koalgebren, Bialgebren und Hopf-Algebren ein-
geführt werden können (2.2). Um Beziehungen zwischen (verschiedenen) algebraischen
Strukturen zu ermöglichen, bedarf es der Betrachtung von Homomorphismen, da z. B.
aus klassischen Zufallsvariablen Homomorphismen zwischen ∗-Algebren werden. Diese
sind v. a. zur Einführung des Positivitätsbegriffes im Zusammenhang mit Quanten-
Wahrscheinlichkeitsräumen an späterer Stelle dieser Arbeit notwendig. Des Weiteren
soll in diesem Kapitel der Fundamentalsatz über Koalgebren angeführt und dessen
wesentliche Konsequenzen erläutert (2.3) sowie N0-Graduierungen auf algebraischen
Strukturen definiert werden (2.4), die die Grundlage für die Einführung N0-graduierter
dualer Halbgruppen bzw. N0-graduierter dualer Gruppen bilden und damit die Thema-
tisierung quanten-stochastischer Zentraler Grenzwertsätze vorbereiten. Für die Einfüh-
rung der algebraischen Struktur einer dualen Halbgruppe bzw. dualen Gruppe werden
schließlich freie Produkte von Algebren benötigt (2.5), die das Tensorprodukt in der
Definition einer ∗-Bialgebra bzw. Hopf-∗-Algebra weitesgehend ersetzen.
Verschiedene Termini wie Vektorraum, Menge, Körper, Halbgruppe, Folge, Familie etc.
müssen angesichts des beschränkten Umfangs dieser Arbeit vorausgesetzt werden. Für
weitere und detaillierte Informationen zu den mathematischen Grundlagen sei an dieser
Stelle auf [Abe], [BA] und [Swe] verwiesen.

2.1 Tensorprodukte von Vektorräumen

Im Anschluss an die Definition eines linearen Operators und einer bilinearen Abbildung
wird in diesem Abschnitt das Tensorprodukt von Vektorräumen definiert und zentrale
Eigenschaften angemerkt.

Definition 2.1. Seien V und W Vektorräume über dem Körper K. Eine Abbildung
T : V → W heißt lineare Abbildung, lineare Transformation oder linearer Operator
von V nach W genau dann, wenn gilt:

T (v + w) = T (v) + T (w) (Additivität)

10



2.1 Tensorprodukte von Vektorräumen

T (λ · v) = λ · T (v), (Homogenität)

für alle v, w ∈ V und λ ∈ K.

Definition 2.2. Seien V , W und U Vektorräume über dem Körper K. Die Abbildung
T : V ×W → U heißt bilinear, falls sie linear in beiden Argumenten ist, d. h. für
v1, v2 ∈ V , w1, w2 ∈ W und α ∈ K gilt:

T (v1 + v2, w1) = T (v1, w1) + T (v2, w1)

T (α · v1, w1) = α · T (v1, w1)

T (v1, w1 + w2) = T (v1, w1) + T (v1, w2)

T (v1, α · w1) = α · T (v1, w1).

Definition 2.3. Seien V und W Vektorräume über dem Körper K. Das Tensorpro-
dukt (V ⊗W,T ) von V und W ist gegeben durch einen K-Vektorraum V ⊗W mit einer
bilinearen Abbildung T : V ×W → V ⊗W ,5 die der folgenden universellen Eigenschaft
genügt: Für jeden weiteren Vektorraum U und jede bilineare Abbildung F : V ×W → U

gibt es genau eine lineare Abbildung F̃ : V ⊗W → U , so dass das Diagramm

U

V ×W V ⊗W-T

Q
Q
QQsF

�
�
��+ ∃! F̃

kommutiert, d. h. F = F̃ ◦ T .

Bemerkung 1. Für Tensorprodukte können folgende elementare Zusammenhänge ge-
zeigt werden:6

(i) Zu jedem Paar (V,W ) von Vektorräumen über K existiert stets ein Tensorprodukt
T : V×W → V⊗W . Dieses ist bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt,
d. h. für jedes Tensorprodukt T ′ von V undW findet sich ein eindeutig bestimmter
Vektorraumisomorphismus Φ : V ⊗W → V ⊗′W , für den das folgende Diagramm
kommutiert:

V ⊗′W

V ×W V ⊗W-T

Q
Q
QQsT ′

�
�
��+ Φ

5Hier ist T (v, w) = v ⊗ w ∈ V ⊗W mit v ∈ V und w ∈W .
6Vgl. hierzu [BA], S. 306-309.
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2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

(ii) Jeder Vektor t ∈ V ⊗W kann als endliche Summe
m∑
i=1

vi ⊗ wi mit vi ∈ V und

wi ∈ W dargestellt werden. Die Darstellung ist (in der Regel ) nicht eindeutig.

(iii) Für eine Basis BV von V und eine Basis BW von W bildet die Menge
{v ⊗ w | v ∈ BV , w ∈ BW} eine Basis von V ⊗W .

(iv) Ist dimV = n und dimW = m, so gilt dim (V ⊗W ) = (dimV ) · (dimW ) = n ·m.

(v) Für drei K-Vektorräume V1, V2 und V3 gelten folgende kanonische Isomorphis-
men:

V1 ⊗ V2
∼= V2 ⊗ V1,

gegeben durch v1 ⊗ v2 7→ v2 ⊗ v1,

(V1 ⊗ V2)⊗ V3
∼= V1 ⊗ (V2 ⊗ V3),

gegeben durch (v1 ⊗ v2)⊗ v3 7→ v1 ⊗ (v2 ⊗ v3),

(V1 ⊕ V2)⊗ V3
∼= (V1 ⊗ V3)⊕ (V2 ⊗ V3),

gegeben durch (v1 + v2)⊗ v3 7→ (v1 ⊗ v3) + (v2 ⊗ v3), und

(V1 ⊗K) ∼= V1
∼= (K⊗ V1),

gegeben durch (v1 ⊗ λ) 7→ λv1 bzw. (λ ⊗ v1) 7→ λv1, für alle vi ∈ Vi (i = 1, 2, 3)

und λ ∈ K.

2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

In diesem Abschnitt der Arbeit werden nun wichtige algebraische Strukturen wie Alge-
bren, Koalgebren, Bialgebren und Hopf-Algebren eingeführt. Die Struktur einer Alge-
bra bildet den Grundbaustein der gesamten Arbeit und weist Ähnlichkeiten zur Struk-
tur einer Koalgebra auf. Die Bialgebra stellt hingegen eine Fusion von Algebra und
Koalgebra dar und wird mit einer Antipode zu einer Hopf-Algebra. Verbindungen zwi-
schen algebraischen Strukturen bilden Algebra- und Koalgebrahomomorphismen, die
ihre spezielle Gestalt durch die Strukturen bekommen zwischen denen sie operieren, d.
h. sie werden insbesondere zu ∗-Algebra- bzw. ∗-Koalgebrahomomorphismen durch die

12



2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

Definition von sog. Involutionen (d. h. selbstinverse antilineare Antihomomorphismen)
auf Algebren bzw. Koalgebren.

Definition 2.4. Sei V ein Vektorraum und K sein zugehöriger Skalarkörper, dann
wird eine lineare Abbildung ϕ : V → K als lineares Funktional (oder Linearform)

bezeichnet.

Definition 2.5. Der Dualraum V ′ zu einem K-Vektorraum V ist die Menge aller
linearen Funktionale ϕ : V → K, d. h. V ′ = {ϕ : V → K | ϕ linear }.

Definition 2.6. Eine Algebra ist ein Paar (A,M), kurz mit A bezeichnet, bestehend
aus einem Vektorraum A über dem Körper K und der linearen Abbildung

M : A⊗A → A (Multiplikation)

mit der Eigenschaft

M ◦ (M ⊗ id) = M ◦ (id⊗M). (Assoziativität)

Man schreibt für a1, a2, a3 ∈ A üblicherweise M(a1 ⊗ a2) = a1a2 und a1(a2a3) =

(a1a2)a3 für die Bedingung der Assoziativität.

Bemerkung 2. Für eine Algebra A können mit Hilfe kommutativer Diagramme7 fol-
gende Eigenschaften festgehalten werden:

(i) Die Assoziativität der Multiplikation M : A ⊗ A → A kann durch das folgende
kommutative Diagramm veranschaulicht werden:

A⊗A⊗A� M ⊗ id -id⊗M

A

A⊗A PPPPPPPPPqM

A⊗A���������) M

(ii) Die Multiplikation M : A⊗A → A heißt kommutativ, wenn das Diagramm

A

A⊗A A⊗A-ν

Q
Q
QQsM

�
�

��+ M

kommutiert, wobei die Abbildung ν : A ⊗A → A⊗A mit ν(x ⊗ y) = y ⊗ x für
alle x, y ∈ A hier die Vertauschungsabbildung gemäß Bemerkung 1. bezeichnet.

7Vgl. hierzu auch [BA], S. 431-432.
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2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

(iii) Eine lineare Abbildung 1 : K→ A heißt Einheit der Algebra A, wenn die folgen-
den Diagramme kommutieren:

K⊗A -

A

A⊗A

?

1⊗ id

M

A⊗K� id⊗ 1
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Qs

∼=

�
�

�
�

�
�

�+

∼=

Eine Algebra (A,M,1), die eine Einheit 1 mitführt, wird auch als unitale Al-
gebra bezeichnet.

Bemerkung 3. Eine Algebra (A,M), die mit einer kommutativen Multiplikation M

versehen ist, wird auch als kommutative Algebra bezeichnet. Führt die Algebra zudem
eine Einheit 1 mit, wird sie auch als kommutative unitale Algebra bezeichnet.

Definition 2.7. Sei (A,M) eine Algebra. Ein Untervektorraum Â heißt Unteralgebra
von A, wenn gilt:

M(Â ⊗ Â) ⊆ Â.

Definition 2.8. Ein Algebrahomomorphismus zwischen zwei Algebren A1 und A2

über dem Körper K ist eine Abbildung f : A1 → A2, so dass

1. f(λa) = λf(a)

2. f(a+ b) = f(a) + f(b)

3. f(ab) = f(a)f(b)

für alle a, b ∈ A1 und λ ∈ K gilt. Besitzen A1 und A2 zusätzlich je eine Einheit und
bildet f das Einheitselement von A1 auf das Einheitselement von A2 ab, dann wird f
auch als unitaler Algebrahomomorphismus bezeichnet.

Definition 2.9. Ein Vektorraum V über C mit einer selbstinversen, antilinearen Ab-
bildung v 7→ v∗,8 genannt Involution, heißt ∗-Vektorraum. Für zwei ∗-Vektorräume

8Das heißt für die Abbildung v 7→ v∗ gelten die Bedingungen

1. (x+ y)∗ = x∗ + y∗

2. (λx)∗ = λx∗

3. (x∗)∗ = x

für alle x, y ∈ V und λ ∈ C.
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2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

V und W wird eine lineare Abbildung f : V → W mit

f(v∗) =
(
f(v)

)∗
= f(v)∗

für alle v ∈ V als ∗-Vektorraumhomomorphismus bezeichnet.

Definition 2.10. Eine ∗-Algebra (A,M, ∗) ist eine Algebra (A,M) über C und zu-
gleich ein ∗-Vektorraum, dessen Involution der Bedingung

(xy)∗ = y∗x∗

für alle x, y ∈ A genügt.

Definition 2.11. Seien A1 und A2 zwei ∗-Algebren. Ein Algebrahomomorphismus
f : A1 → A2 heißt ∗-Algebrahomomorphismus, falls f ein ∗-Vektorraumhomomor-
phismus ist.

Bemerkung 4. Ist f : A1 → A2 ein ∗-Algebrahomomorphismus, dann ist das Bild
f(A1) eine Unter-∗-Algebra von A2, d. h. eine Unteralgebra von A2, die bezüglich der
Involution abgeschlossen ist.

Definition 2.12. Eine Koalgebra (C,∆, δ), kurz mit C bezeichnet, ist ein K-Vektor-
raum C mit einer linearen Abbildung ∆ : C → C ⊗ C, genannt Komultiplikation, und
einem linearen Funktional δ : C → K, genannt Koeinheit, so dass gilt:

(∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆, (Koassoziativität)

(δ ⊗ id) ◦∆ = id = (id⊗ δ) ◦∆. (Koeinheitseigenschaft)

Bemerkung 5. Für eine Koalgebra C können mit Hilfe kommutativer Diagramme9

folgende Eigenschaften festgehalten werden:

(i) Die Koassoziativität der Komultiplikation ∆ : C⊗C → C kann durch das folgende
kommutative Diagramm veranschaulicht werden:

C� ∆ -∆

C ⊗ C ⊗ C

C ⊗ C PPPPPPPq∆⊗ id

C ⊗ C�������) id⊗∆

(ii) Die Komultiplikation ∆ : C ⊗ C → C heißt zudem kokommutativ, wenn das Dia-
gramm

9Vgl. hierzu auch [BA], S. 580-582.
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2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

C

C ⊗ C C ⊗ C-ν�
�
��3∆

Q
Q

QQk ∆

kommutiert, wobei die Abbildung ν : C ⊗ C → C ⊗C mit ν(x⊗ y) = y⊗ x für alle
x, y ∈ C erneut die Vertauschungsabbildung gemäß Bemerkung 1. bezeichnet.

(iii) Die Koeinheitseigenschaft der Koeinheit δ : C → K kann durch die folgenden
kommutativen Diagramme veranschaulicht werden:

K⊗ C �

C

C ⊗ C
?

δ ⊗ id

∆

C ⊗K-id⊗ δ�
�
�
�
�
�
�3

∼=

Q
Q

Q
Q
Q

Q
Qk

∼=

Bemerkung 6. Eine Koalgebra (C,∆, δ), die mit einer kokommutativen Komultipli-
kation ∆ versehen ist, wird auch als kokommutative Koalgebra bezeichnet.

Definition 2.13. Ein Koalgebrahomomorphismus zwischen zwei Koalgebren C1

und C2 über dem Körper K ist eine Abbildung g : C1 → C2, welche folgenden Bedingun-
gen genügt:

1. (g ⊗ g) ◦∆C1 = ∆C2 ◦ g

2. δC1 = δC2 ◦ g.

Bemerkung 7. (Primitive Elemente) Ein Element c ∈ C einer Koalgebra (C,∆, δ)
heißt gruppenähnlich, wenn

∆(c) = c⊗ c

δ(c) = 1

gilt. Es bezeichne G(C) die Menge aller gruppenähnlichen Elemente in C. Sei nun c ∈ C
und d, e ∈ G(C), dann wird c als (d, e)-primitiv bezeichnet, wenn

∆(c) = d⊗ c+ c⊗ e

ist, wodurch gemäß der Koeinheitseigenschaft auch δ(c) = 0 folgt.

Definition 2.14. Eine Bialgebra (B,∆, δ,M,1), kurz mit B bezeichnet, ist eine uni-
tale (assoziative) Algebra (B,M,1) und eine Koalgebra (B,∆, δ) über dem Körper K,
wobei die Komultiplikation ∆ und die Koeinheit δ Algebrahomomorphismen sind.
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2.2 Algebren, Koalgebren, Hopf-Algebren und Involutionen

Bemerkung 8. Man kann zeigen, dass folgende Konditionen äquivalent sind:10

(i) Die linearen Abbildungen ∆ und δ der Koalgebra (B,∆, δ) sind Algebrahomomor-
phismen.

(ii) Die linearen Abbildungen M und 1 der Algebra (B,M,1) sind Koalgebrahomo-
morphismen.

Definition 2.15. Eine ∗-Bialgebra (B,∆, δ,M,1, ∗) ist eine Bialgebra (B,∆, δ,M,1)

über C mit einer Involution b 7→ b∗ von B nach B gemäß Definition 2.10., so dass ∆

und δ ∗-Vektorraumhomomorphismen sind.

Definition 2.16. Sei (B,∆, δ,M,1) eine Bialgebra und κ : B → B eine lineare Abbil-
dung, welche die Bedingungen

κ ? id := M ◦ (κ⊗ id) ◦∆ = 1 ◦ δ

id ? κ := M ◦ (id⊗ κ) ◦∆ = 1 ◦ δ

erfüllt, dann ist (B,∆, δ,M,1, κ) eine Hopf-Algebra über dem Körper K, d. h. die
Diagramme

K -1

B ⊗ B -κ⊗ id B ⊗ B
@
@@R

B
�
���

@
@@R

-δ

B ⊗ B id⊗ κ -

B

B ⊗ B
�
���

M

M

∆

∆

kommutieren. Die Abbildung κ heißt Antipode der Hopf-Algebra.

Bemerkung 9. Sei B eine Bialgebra, so gilt:

(i) Wenn B eine Antipode κ : B → B besitzt, dann ist diese eindeutig bestimmt.

(ii) Eine Antipode κ : B → B ist ein Antihomomorphismus der Bialgebra B, d. h.
κ(1) = 1 und κ(ab) = κ(b)κ(a) für alle a, b ∈ B.11

10Vgl. hierzu [Abe], S. 57-58.
11Vgl. hierzu [Abe], S. 62-63.
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2.3 Der Fundamentalsatz über Koalgebren und seine Konsequenzen

Definition 2.17. Eine Hopf-∗-Algebra (B,∆, δ,M,1, κ, ∗) ist eine Hopf-Algebra
(B,∆, δ,M,1, κ) über C, so dass (B,∆, δ,M,1, ∗) eine ∗-Bialgebra ist und

κ
(
κ(b)∗

)∗
= b

für alle b ∈ B gilt.

2.3 Der Fundamentalsatz über Koalgebren und seine
Konsequenzen

Mit Hilfe der Faltung von linearen Funktionalen auf Koalgebren kann das Faltungs-
exponential exp? ϕ definiert werden, das auf Grundlage des Fundamentalsatzes über
Koalgebren für jedes lineare Funktional ϕ konvergiert. Dieser Zusammenhang ist we-
sentlich für die Zentralen Grenzwertsätze und damit fundamentum für die gesamte
Arbeit. Zunächst wird jedoch ein kurzer Exkurs zum induktiven Limes geführt,12 mit
dessen Hilfe wichtige Konsequenzen aus dem Fundamentalsatz über Koalgebren formu-
liert werden können. Hierfür sei im Folgenden (M,≤) eine gerichtete Menge, d. h. für
beliebige α, β ∈M existiert ein γ ∈M , so dass α ≤ γ und β ≤ γ.

Definition 2.18. Erfüllt eine Familie (Cα)α∈M von Koalgebren und eine Familie
(fα,β : Cα → Cβ)α,β∈M,α≤β von Koalgebrahomomorphismen mit α, β, γ ∈ M die Bedin-
gungen

1. α ≤ β ≤ γ impliziert fα,γ = fβ,γ ◦ fα,β

2. fα,α = idCα,

dann wird (Cα, fα,β)α,β∈M,α≤β als induktives System von Koalgebren bezeichnet.

Definition 2.19. Eine Koalgebra C zusammen mit einer Familie (fα : Cα → C)α∈M
von Koalgebrahomomorphismen erfülle die folgenden Eigenschaften:

1. fα = fβ ◦ fα,β mit α ≤ β

2. Genügt eine Koalgebra Ĉ und eine Familie (gα : Cα → Ĉ)α∈M von Koalgebra-
homomorphismen der Bedingung gα = gβ ◦ fα,β, dann gibt es einen eindeutigen
Koalgebrahomomorphismus g : C → Ĉ, so dass gα = g ◦ fα für jedes α ∈M gilt.

Die Koalgebra C zusammen mit der Familie (fα)α∈M von Koalgebrahomomorphismen
heißt dann induktiver Limes des induktiven Systems (Cα, fα,β)α,β∈M,α≤β und wird mit
lim−−→α
Cα bezeichnet.

12Vgl. hierzu [Abe], S. 13-15; 272-274.
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Bemerkung 10. Der Begriff vom induktiven System und seinem Limes kann analog
auch auf anderen algebraischen Systemen wie kommutativen Ringen, Gruppen, etc.
definiert werden.

Proposition 1. (Existenz des induktiven Limes für Koalgebren) Für ein in-
duktives System (Cα, fα,β)α,β∈M,α≤β von Koalgebren existiert eine Koalgebra C zusam-
men mit einer Familie (fα : Cα → C)α∈M von Koalgebrahomomorphismen, so dass
C = lim−−→α

Cα gilt.

Beweis. Sei C∗ := {(c, α) | c ∈ Cα} ⊆
( ⋃
α∈M
Cα
)
× M , d. h. C∗ ist die disjunkte

Vereinigung der Cα und bezüglich der Injektion ια : Cα → C∗ durch ια(c) = (c, α)

können sämtliche Cα als Teilmengen von C∗ aufgefasst werden. Auf C∗ sei nun folgende
Relation definiert:

(c, α) ∼ (d, β)⇔ ∃ γ ∈M mit α ≤ γ, β ≤ γ und fα,γ(c) = fβ,γ(d). (1)

Dieser Zusammenhang stellt eine Äquivalenzrelation auf C∗ dar. Setzt man C := C∗
/
∼,

dann ist C die Menge aller Äquivalenzklassen von C∗, wobei [(c, α)] die Äquivalenzklasse
von (c, α) bezeichnet. Die Komposition aus der kanonischen Injektion ια : Cα → C∗ mit
der kanonischen Projektion π : C∗ → C sei fα = π ◦ ια : Cα → C. Es gilt folglich
fα = fβ ◦ fα,β : Cα → C für α, β ∈M und α ≤ β.
Zunächst wird die folgende Zwischenbehauptung gezeigt: Ist (c, α) ∼ (d, β), dann folgt∑

(c)

[(c(1), α)]⊗ [(c(2), α)] =
∑
(d)

[(d(1), β)]⊗ [(d(2), β)], (2)

wobei die Sweedler-Notation13

∆α(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2)

∆β(d) =
∑
(d)

d(1) ⊗ d(2)

verwendet wird. Dies ist nun wie folgt zu zeigen: Entsprechend der oben definierten
Relation (1) impliziert (c, α) ∼ (d, β), dass ein γ ∈ M mit α ≤ γ, β ≤ γ und fα,γ(c) =

fβ,γ(d) existiert. Da fα,γ und fβ,γ Koalgebrahomomorphismen sind, folgt

∆γ

(
fα,γ
)
(c) = (fα,γ ⊗ fα,γ)

(
∆α(c)

)
13Vgl. hierzu [Swe], S. 10.
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=
∑
(c)

fα,γ(c(1))⊗ fα,γ(c(2))

= ∆γ

(
fβ,γ(d)

)
= (fβ,γ ⊗ fβ,γ)

(
∆β(d)

)
=
∑
(d)

fβ,γ(d(1))⊗ fβ,γ(d(2)).

Auf Grund der Gleichungen

π ◦ ιγ ◦ fα,γ = π ◦ ια
π ◦ ιγ ◦ fβ,γ = π ◦ ιβ

folgt durch Anwendung von (π ◦ ιγ)⊗ (π ◦ ιγ), dass∑
(c)

(π ◦ ια)(c(1))⊗ (π ◦ ια)(c(2)) =
∑
(d)

(π ◦ ιβ)(d(1))⊗ (π ◦ ιβ)(d(2)),

d. h. die Behauptung (2) ist erfüllt. Nun kann man

∆[(c, α)] =
∑
(c)

[(c(1), α)]⊗ [(c(2), α)]

definieren und erhält – wie man leicht einsieht – eine Koalgebrastruktur auf C.
Sei Ĉ eine weitere Koalgebra mit einer Familie (gα : Cα → Ĉ)α∈M von Koalgebrahomo-
morphismen, für die gα = gβ ◦ fα,β : Cα → Ĉ gilt. Sei g̃ : C∗ → Ĉ die Abbildung mit
g̃
(
(c, α)

)
:= gα(c) ∈ Ĉ, dann respektiert g̃ die Äquivalenzrelation ∼ und g : C → Ĉ mit

g ◦ π = g̃ wird ein Koalgebrahomomorphismus, für den gα = g ◦ fα : Cα → Ĉ für alle
α ∈ M gilt. Dieser ist durch die Forderung gα = g ◦ fα eindeutig festgelegt. Folglich
ist C zusammen mit der Familie (fα : Cα → C)α∈M von Koalgebrahomomorphismen
induktiver Limes lim−−→α

Cα des induktiven Systems (Cα, fα,β)α,β∈M,α≤β.

Definition 2.20. Sei (C,∆, δ) eine Koalgebra. Ein Untervektorraum U heißt Unter-
koalgebra von C, wenn gilt:

∆(U) ⊆ U ⊗ U .

Satz 2.1. (Fundamentalsatz über Koalgebren) Sei (C,∆, δ) eine Koalgebra. Die
kleinste Unterkoalgebra U von C, die ein Element c ∈ C enthält, ist endlich dimensional.

Beweis. Vgl. hierzu [Kie], S. 18-25.
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2.4 Graduierungen

Die Menge M = {U | U ist endlich dimensionale Unterkoalgebra von C} ist mit der
Inklusion eine gerichtete Menge, da die Summe von zwei endlich dimensionalen Un-
terkoalgebren eine endlich dimensionale Unterkoalgebra ist. Wenn für U , E ∈ M mit
U ⊆ E die Abbildung fU ,E : U → E als die Einbettung von U in C definiert wird, dann
erhält man ein induktives System mit der Familie (U)U∈M von Koalgebren und der
Familie (fU ,E)U ,E∈M,U⊆E von Koalgebrahomomorphismen. Man sieht mit Hilfe des Fun-
damentalsatzes über Koalgebren, dass C mit den Einbettungen fU : U → C induktiver
Limes dieses induktiven Systems ist. Folglich gilt:

Korollar 2.1. Jede Koalgebra ist der induktive Limes seiner endlich dimensionalen
Unterkoalgebren.

Definition 2.21. (Faltung auf Koalgebren) Seien ϕ1, ϕ2 : C → K lineare Funktio-
nale auf einer Koalgebra C, so wird die Faltung durch

ϕ1 ? ϕ2 := (ϕ1 ⊗ ϕ2) ◦∆ : C → K

definiert. Es ist ϕ1 ? ϕ2 ∈ C ′, da

(ϕ1 ⊗ ϕ2) ◦∆ : C ∆−−−→ C ⊗ C ϕ1⊗ϕ2−−−−→ K⊗K ∼= K.

Die Faltung macht aus C ′ eine assoziative Algebra mit Einheitselement δ. Die n-fache
Faltung ϕ ? · · · ? ϕ︸ ︷︷ ︸

n-mal

von ϕ ∈ C ′ wird mit ϕ?n bezeichnet.

Als eine Konsequenz aus dem Fundamentalsatz über Koalgebren ergibt sich nun das
folgende Korollar:

Korollar 2.2. Sei ϕ : C → K ein lineares Funktional auf einer Koalgebra C. Dann
konvergiert für alle c ∈ C die Reihe

∞∑
k=0

1

k!
ϕ?k(c) = δ(c) + ϕ(c) +

1

2
ϕ ? ϕ(c) +

1

6
ϕ ? ϕ ? ϕ(c) + · · ·

gegen das sog. Faltungsexponential (exp? ϕ)(c).

Beweis. Vgl. hierzu [Sch85], S. 477.

2.4 Graduierungen

Die Einführung von N0-Graduierungen auf algebraischen Strukturen ist grundlegend
für die Formulierung der Grenzwertsätze für N0-graduierte Koalgebren, für N0-gradu-
ierte duale Halbgruppen und für Quanten-Zufallsvariablen auf Tensor-∗-Algebren. Ein
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2.4 Graduierungen

N0-graduierter Vektorraum ist hierbei ein Vektorraum, der sich als direkte Summe
von Untervektorräumen verschiedenen Grades darstellen lässt. Ein spezielles Beispiel
eines derartigen Vektorraums bietet die Tensoralgebra T (V ), die Tensoren über einem
Vektorraum V in der Struktur einer unitalen (assoziativen) Algebra zusammenfasst.

Definition 2.22. Eine IIN0NI -Graduierung auf einem Vektorraum V über dem Körper
K ist ein System

(
V (n)

)
n∈N0

von Untervektorräumen V (n), die in der direkten Summe
den Vektorraum V ergeben, d. h.

V =
⊕
n∈N0

V (n).

Die Untervektorräume V (n) sind die graduierten Bestandteile von V und die Elemente
von V (n)\{0} heißen homogen vom Grad n. Jedes Element v 6= 0 von V kann eindeutig
als Summe homogener Elemente verschiedenen Grades dargestellt werden.

Als Bezeichnung für den Grad n von v wird im Folgenden deg(v) = n verwendet.

Definition 2.23. Sei V =
⊕
n∈N0

V (n) ein N0-graduierter Vektorraum. Ein Untervektor-

raum U von V wird als IIN0NI -graduierter Untervektorraum bezeichnet, wenn

U =
⊕
n∈N0

(
U ∩ V (n)

)
.

Definition 2.24. Seien V =
⊕
n∈N0

V (n) und W =
⊕
n∈N0

W (n) zwei N0-graduierte Vek-

torräume. Die direkte Summe von V und W ist N0-graduiert mit

(V ⊕W )(n) = V (n) ⊕W (n)

für alle n ∈ N0.

Definition 2.25. Seien V =
⊕
n∈N0

V (n) und W =
⊕
n∈N0

W (n) zwei N0-graduierte Vek-

torräume. Das Tensorprodukt von V und W ist N0-graduiert mit

(V ⊗W )(n) =
⊕

k1+k2=n

V (k1) ⊗W (k2) (3)

für alle n ∈ N0 (und k1, k2 ∈ N0).
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2.4 Graduierungen

Beispiel 1. (Tensoralgebra) Sei V ein Vektorraum über dem Körper K. Dann wird
der N0-graduierte Vektorraum

T (V ) :=
∞⊕
n=0

V ⊗n = K⊕ V ⊕ (V ⊗ V )⊕ (V ⊗ V ⊗ V )⊕ · · ·

mit der Multiplikation · : T (V )⊗ T (V )→ T (V ), definiert durch

v · w := v1 ⊗ · · · ⊗ vn︸ ︷︷ ︸
=v

⊗w1 ⊗ · · · ⊗ wm︸ ︷︷ ︸
=w

für m,n ≥ 1, v ∈ V ⊗n, w ∈ V ⊗m, und der Einheitsabbildung 1T (V ) : K → T (V ),
definiert durch

1T (V )(α) := (α,0,0, · · · )

für alle α ∈ K, eine unitale (assoziative) Algebra, genannt Tensoralgebra. Der Vektor-
raum V ⊗n ⊆ T (V ) ist hierbei vom Grad n ≥ 0 und hat die Notation V ⊗n := T (n)(V ).

Definition 2.26. (Homogene Abbildung) Seien V =
⊕
n∈N0

V (n) und W =
⊕
n∈N0

W (n)

N0-graduierte Vektorräume über K und f ∈ Hom(V,W ). Dann heißt f homogen vom
Grad h, wenn gilt:

f
(
V (n)

)
⊆ W (n+h).

(Die Abbildung f ist insbesondere homogen vom Grad 0, wenn f(V (n)) ⊆ W (n) erfüllt
ist.)

Definition 2.27.(IIN0NI -graduierte Algebra) Eine Algebra (A,M) heißt N0-graduiert,
wenn A ein N0-graduierter Vektorraum und die Multiplikation M homogen vom Grad
0 ist.

Bemerkung 11. Eine unitale Algebra (A,M,1) heißt N0-graduiert, wenn A ein
N0-graduierter Vektorraum ist, so dass die Multiplikation M und die Einheit 1 ho-
mogen vom Grad 0 sind.

Definition 2.28.(IIN0NI -graduierte Koalgebra)Eine Koalgebra (C,∆, δ) heißt N0-gra-
duiert, wenn C ein N0-graduierter Vektorraum und die Komultiplikation ∆ homogen
vom Grad 0 ist.
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2.4 Graduierungen

Proposition 2. Für eine Koalgebra (C,∆, δ) mit N0-Graduierung

C =
⊕
n∈N0

C(n)

gilt: Ist ∆ homogen vom Grad 0, so ist es auch δ.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass δ(c) = 0 für alle c ∈ C(n) mit n ≥ 1 ist. Da ∆

homogen vom Grad 0 ist, folgt für jedes c vom Grad n ≥ 1:

∆(c) =
n∑
i=0

(∑
j

c
(i)
1j ⊗ c

(n−i)
2j

)
für c(k)

1j , c
(k)
2j ∈ C(k).

Durch Anwendung von (id⊗ δ) auf beiden Seiten der Gleichung erhält man

(
(id⊗ δ) ◦∆︸ ︷︷ ︸

=id

)
(c) = (id⊗ δ)

(
n∑
i=0

(∑
j

c
(i)
1j ⊗ c

(n−i)
2j

))

und damit ist

c =
n∑
i=0

(∑
j

c
(i)
1j ⊗ δ(c

(n−i)
2j )

)
=

n∑
i=0

(∑
j

δ(c
(n−i)
2j )c

(i)
1j

)
.

Mit (δ ⊗ id) folgt analog

c =
n∑
i=0

(∑
j

δ(c
(i)
1j )c

(n−i)
2j

)
.

Da c vom Grad n ist, kann c als Linearkombination von Elementen aus C(n) dargestellt
werden, d. h. es gilt

c =
∑
j

δ(c
(0)
2j )c

(n)
1j =

∑
j

δ(c
(0)
1j )c

(n)
2j . (4)

Insbesondere ist damit

0 =
∑
j

δ(c
(n)
2j )c

(0)
1j =

∑
j

δ(c
(n)
1j )c

(0)
2j , (5)
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2.5 Freie Produkte von ∗-Algebren und unitalen ∗-Algebren

so dass mithin auf Grund der Linearität von δ

δ(c) = δ

(∑
j

δ(c
(0)
1j )c

(n)
2j

)
(nach (4))

=
∑
j

δ(c
(0)
1j )δ(c

(n)
2j )

= δ

(∑
j

δ(c
(n)
2j )c

(0)
1j

)
= δ(0) (nach (5))

= 0.

Folglich ist δ homogen vom Grad 0.

2.5 Freie Produkte von ∗-Algebren und unitalen ∗-Algebren

Freie Produkte14 von Vektorräumen und Algebren stellen das nicht-kommutative Ana-
logon zu Tensorprodukten15 dar und dienen als Grundlage für die im Abschnitt 3.1 die-
ser Arbeit benötigten universellen Produkte, die auf dem freien Produkt „t“ von Alge-
bren definiert sind. Der VektorraumA1t(1)A2, als Konstrukt aus (unitalen) ∗-Algebren
A1 und A2, ist dabei wieder eine (unitale) ∗-Algebra, wobei hinsichtlich der Multipli-
kation zweier Tensoren16 zwei Elemente, je nachdem ob sie aus verschiedenen Algebren
oder der gleichen Algebra aufeinander treffen, miteinander tensorisiert oder multipli-
ziert werden. Zur Deskription freier Produkte von Vektorräumen soll zunächst folgende
Notation zu Grunde gelegt werden:

An =
{
ε = (ε1, . . . , εm) | m ∈ N, εk ∈ {1, . . . , n} , εk 6= εk+1, k ∈ {1, . . . ,m}

}
.

Definition 2.29. Seien V1 und V2 Vektorräume über K. Dann wird das freie Produkt
von V1 und V2 als der Vektorraum

V1 t V2 :=
⊕
ε∈A2

Vε =
⊕
ε∈A2

Vε1 ⊗ Vε2 ⊗ · · · ⊗ Vεm

=V1 ⊕ V2 ⊕ (V1 ⊗ V2)⊕ (V2 ⊗ V1)⊕ (V1 ⊗ V2 ⊗ V1)⊕ (V2 ⊗ V1 ⊗ V2)⊕ · · ·

14Freie Produkte von Algebren sind die Koprodukte in der Kategorie der Algebren. Vgl hierzu [MacL].
15Tensorprodukte von Algebren sind die Koprodukte in der Kategorie der kommutativen unitalen

Algebren. Vgl. hierzu [MacL].
16Die Elemente a1 ⊗ · · · ⊗ am aus A1 t(1) A2 mit a1, . . . , am ∈ A1,2 werden als Tensoren bezeichnet.
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2.5 Freie Produkte von ∗-Algebren und unitalen ∗-Algebren

definiert.

Definition 2.30. (Freies Produkt von Algebren und ∗-Algebren) Das freie Pro-
dukt zweier Algebren A1 und A2 ist definiert durch das freie Produkt der Vektorräume
A1 und A2 und die Multiplikation

(a1 ⊗ · · · ⊗ am)(b1 ⊗ · · · ⊗ bn) =

a1 ⊗ · · · ⊗ am ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bn, wenn εm 6= %1

a1 ⊗ · · · ⊗ (amb1)⊗ · · · ⊗ bn, wenn εm = %1

in A1 t A2, wobei a1 ⊗ · · · ⊗ am ∈ Aε, ε = (ε1, . . . , εm), und b1 ⊗ · · · ⊗ bn ∈ A%,
% = (%1, . . . , %n). Sind A1 und A2 sogar ∗-Algebren, dann ist durch

(a1 ⊗ · · · ⊗ am)∗ := a∗m ⊗ · · · ⊗ a∗1

eine Involution im freien Produkt definiert, mit der A1 t A2 zu einer ∗-Algebra wird.

Das freie Produkt von Algebren existiert auch im unitalen Fall, weshalb im Folgenden
optional A1 t(1) A2 angegeben wird. Aus der Algebra A1 t A2 erhält man durch die
Identifikation 1A1 = 1A2 die unitale Algebra A1 t1 A2. Sind zwei unitale Algebren A1

und A2 gegeben, die Zerlegungen der Form A1 = K1⊕A1
0 und A2 = K1⊕A2

0 mit den
Unteralgebren A1

0 und A2
0 von A1 bzw. A2 erlauben, dann gilt

A1 t1 A2 = K1⊕ (A1
0 t A2

0).

Im Allgemeinen ist eine derartige Zerlegung einer Algebra jedoch nicht eindeutig.

Definition 2.31. (Freies Produkt von unitalen ∗-Algebren) Seien A1 und A2

unitale ∗-Algebren und I das von der Menge

{11 − 12 | 11 ∈ A1,12 ∈ A2}

erzeugte Ideal. Dann wird der Quotientenraum

A1 t1 A2 := A1 t A2

/
I

zu einer unitalen ∗-Algebra mit der Einheit 1 = 11 + I = 12 + I.

Es bezeichne Ã die Algebra A, die durch Hinzufügen einer künstlichen Einheit 1 ent-
steht, d. h. Ã = K1 ⊕ A. Dann gilt für nicht notwendigerweise unitale Algebren A1
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2.5 Freie Produkte von ∗-Algebren und unitalen ∗-Algebren

und A2 der Algebraisomorphismus

Ã1 t1 Ã2
∼= Ã1 t A2. (6)

Satz 2.2. Seien A1 und A2 (unitale) Algebren. Das freie Produkt A1 t(1) A2 mit den
Einbettungen ι1 : A1 → A1 t(1) A2 und ι2 : A2 → A1 t(1) A2 ist eine (unitale)
Algebra und durch die folgende universelle Eigenschaft – bis auf Isomorphie – be-
stimmt: Sind j1 : A1 → A und j2 : A2 → A (unitale) Algebrahomomorphismen in
eine (unitale) Algebra A, dann gibt es genau einen (unitalen) Algebrahomomorphismus
j1 t(1) j2 : A1 t(1) A2 → A, d. h. das Diagramm

A2
��

��*

HH
HHY

A1 t(1) A2
-

∃! j1 t(1) j2 A

A1
HH

HHj

��
���

ι2

ι1

j2

j1

kommutiert.

Beweis. Vgl. hierzu [Voß], S. 20.

Für beliebige (unitale) AlgebrenA1,A2, Â1, Â2 und (unitale) Algebrahomomorphismen
j1 : A1 → Â1 und j2 : A2 → Â2 sei im Folgenden

j1 q(1) j2 := (ι̂1 ◦ j1) t(1) (ι̂2 ◦ j2)

gesetzt, wobei ι̂1 die Einbettung von Â1 in Â1 t(1) Â2 und ι̂2 die Einbettung von Â2

in Â1 t(1) Â2 bezeichne, d. h. die Abbildungsvorschrift

j1 q(1) j2 : A1 t(1) A2 → Â1 t(1) Â2

ist gegeben durch die folgenden kommutativen Diagramme:17

17Für den ∗-Algebrahomomorphismus Λ : D → D t(1) D einer dualen Halbgruppe (D,Λ, (δ)) – so
kann an dieser Stelle vorweg gegriffen werden – gelten z. B. die folgenden Abbildungsvorschriften

(Λq(1) id) ◦ Λ : D → D t(1) D t(1) D,
(idq(1) Λ) ◦ Λ : D → D t(1) D t(1) D.

(Vgl. hierzu auch Abschnitt 3.2 dieser Arbeit.)

27



2.5 Freie Produkte von ∗-Algebren und unitalen ∗-Algebren

A2
- Â2

j2@
@I
ι2 �

��
ι̂2

-A1 t(1) A2 Â1 t(1) Â2

@
@R

ι1�
�	

ι̂1
A1

-j1 Â1

j1 q(1) j2

Es gilt für Elemente (a1 ⊗ · · · ⊗ am) ∈ Aε

j1 q1 j2 (a1 ⊗ · · · ⊗ am) = jε1(a1)⊗ · · · ⊗ jεm(am),

wobei ε = (ε1, . . . , εm) ∈ A2 ist.
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3 Universelle Produkte und duale Halbgruppen

3 Universelle Produkte und duale Halbgruppen

Dieses Kapitel ist von vorbereitendem Charakter und soll zunächst eine kurze Ein-
führung in die Theorie der universellen Produkte18 bieten. Naofumi Muraki konnte
nach Vorarbeiten von Roland Speicher, Anis Ben Ghorbal und Michael Schürmann in
[Mur3] zeigen, dass es genau fünf universelle Produkte gibt, die auf dem freien Pro-
dukt von Algebren definiert sind und für je einen Begriff nicht-kommutativer Unab-
hängigkeit stehen, namentlich der Tensor-, der freien, der Booleschen, der monotonen
und der antimonotonen Unabhängigkeit (3.1). Um an späterer Stelle – den fünf uni-
versellen Produkten entsprechend – Faltungen von Momentenfunktionalen betrachten
zu können, werden in diesem Kapitel ∗-Bialgebren durch duale Halbgruppen im Sinne
D.-V. Voiculescus19 ersetzt und durch die Einführung vonN0-Graduierungen zusätzlich
verallgemeinert (3.2). Duale Halbgruppen sind (unitale) ∗-Algebren, die mit einer Ko-
multiplikation (sowie einer Koeinheit) ausgestattet sind und insofern Ähnlichkeiten zur
Struktur einer Bialgebra aufweisen, wobei das Tensorprodukt jedoch im Wesentlichen
durch das freie Produkt von Algebren ersetzt wird. Mit Hilfe eines – der symmetrischen
Tensoralgebra S(V ) entlehnten – Funktors, der auch die N0-Graduierungen erhält,
werden anschließend Zusammenhänge zwischen dualen Halbgruppen und kommutati-
ven ∗-Bialgebren sowie zwischen dualen Gruppen und kommutativen Hopf-∗-Algebren
beschrieben (3.3),20 die letztlich die Anwendung der (an späterer Stelle zu beweisen-
den) Grenzwertsätze fürN0-graduierte Koalgebren und damit den Beweis des Zentralen
Grenzwertsatzes auf N0-graduierten dualen Halbgruppen für eines der fünf universellen
Produkte ermöglichen (Hauptsatz).

3.1 Die fünf universellen Produkte und die zugehörigen
Unabhängigkeitsbegriffe

Mit Hilfe des axiomatisch bestimmten universellen Produktes gemäß [BGS1]21 las-
sen sich nach [Mur3] fünf verschiedene quanten-stochastische Unabhängigkeitsbegriffe
beschreiben, die als Verallgemeinerung des „klassischen“ Unabhängigkeitsbegriffes auf
nicht-kommutative Algebren aufgefasst werden können. Diese sind fundamental für die
Formulierung Zentraler Grenzwertsätze in der Quanten-Wahrscheinlichkeitstheorie. Zu
den fünf Begriffen nicht-kommutativer Unabhängigkeit gehören die Tensorunabhängig-
keit, bekannt geworden v. a. durch R. L. Hudson und C. D. Cushen sowie N. Giri und
18Die Definition des universellen Produktes lehnt sich dabei an die Darstellungen in [BGS2] an.
19Vgl. hierzu [Voi87].
20Vgl. hierzu v. a. [BGS3] und [Fra2].
21Vgl. hierzu auch [Spe2].
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W. von Waldenfels,22 die freie Unabhängigkeit („freeness“) von D.-V. Voiculescu,23 die
Boolesche Unabhängigkeit, die auf M. Bozeijkos reguläre freie Produkte zurückgeht,24

die monotone Unabhängigkeit von Y.-G. Lu und N. Muraki25 und schließlich die anti-
monotone Unabhängigkeit.26 In [Fra1] und [Len] wurden Versuche unternommen diese
verschiedenen Unabhängigkeitsbegriffe zu verbinden und zu klassifizieren.

Definition 3.1. Ein universelles Produkt ist eine Vorschrift, die jedem Paar von
Algebren (A1,A2) und jedem Paar linearer Funktionale (ϕ1, ϕ2) mit ϕ1 : A1 → C und
ϕ2 : A2 → C ein lineares Funktional ϕ1 • ϕ2 : A1 t A2 → C derart zuordnet, dass die
folgenden Axiome erfüllt sind:

(A1) (ϕ1 •ϕ2)•ϕ3 = ϕ1 • (ϕ2 •ϕ3), wobei ϕ3 : A3 → C ein weiteres lineares Funktional
über der Algebra A3 ist.

(A2) (ϕ1 • ϕ2) ◦ ι1 = ϕ1 und (ϕ1 • ϕ2) ◦ ι2 = ϕ2, wobei ι1 : A1 → A1 t A2 und
ι2 : A2 → A1 t A2 die Einbettungen bezeichnen.

(A3) (ϕ1 ◦ j1) • (ϕ2 ◦ j2) = (ϕ1 • ϕ2) ◦ (j1 q j2), wobei j1 : Â1 → A1 und j2 : Â2 → A2

zwei Algebrahomomorphismen auf den Algebren Â1 und Â2 sind.

(A4) (ϕ1•ϕ2)(a1a2) = ϕ1(a1)ϕ2(a2) und (ϕ2•ϕ1)(a2a1) = ϕ2(a2)ϕ1(a1), wobei a1 ∈ A1,
a2 ∈ A2, a1a2 ∈ A1 t A2 und a2a1 ∈ A2 t A1 sind.27

Satz 3.1. [N. Muraki] Es existieren genau fünf universelle Produkte: das Tensorpro-
dukt (T), das freie (F), das Boolesche (B), das monotone (M) und das antimonotone
Produkt (AM).

Beweis. Vgl. hierzu [Mur3], S. 5-31.

Die Gestalt der fünf verschiedenen universellen Produkte wird im Anschluss an einige
allgemeine Betrachtungen in Definition 3.5. angegeben.

Definition 3.2. Gilt für das universelle Produkt zweier linearer Funktionale ϕ1 ∈ A′1
und ϕ2 ∈ A′2 auf den Algebren A1 und A2 neben (A1) bis (A4) das Axiom

ϕ1 • ϕ2 = ϕ2 • ϕ1,

22Vgl. hierzu [CuH], [GvW], [vWa] sowie [HuPa], [Par] und [Mey].
23Vgl. hierzu [Voi86], [Spe1] und [NiSp].
24Vgl. hierzu [Boz] oder auch [Fra1].
25Vgl. hierzu [Lu] und [Mur1].
26Vgl. hierzu u. a. [Mur2].
27Das Axiom (A4) des universellen Produktes wurde hier ausschließlich zum Zweck der Kategorisie-

rung angegeben, wird jedoch für den weiteren Verlauf der Arbeit nicht explizit benötigt.
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3.1 Die fünf universellen Produkte und die zugehörigen Unabhängigkeitsbegriffe

dann heißt das universelle Produkt kommutativ.28

Satz 3.2. Es existieren genau drei kommutative universelle Produkte: die Produkte
(T), (F) und (B).

Beweis. Vgl. hierzu [BGS2], S. 537; 557-560.

Betrachtet man nicht notwendigerweise unitale Algebren A1, A2 und lineare Funk-
tionale ϕ1 ∈ A′1, ϕ2 ∈ A′2, dann kann folgender Zusammenhang hergestellt werden:
Bezeichne ϕ1 • ϕ2 das lineare Funktional auf A1 t A2 für eines der fünf universellen
Produkte und sei Ã1,2 = C1⊕A1,2 sowie

ϕ̃1,2 � A1,2 = ϕ1,2

ϕ̃1,2(1) = 1

gesetzt, dann erhält man das lineare Funktional

ϕ̃1 • ϕ̃2 : Ã1 t Ã2 → C. (7)

Des Weiteren gibt es das lineare Funktional

ϕ̃1 • ϕ2 : Ã1 t A2 → C,

wobei ϕ̃1 • ϕ2 � A1 t A2 = ϕ1 • ϕ2 und ϕ̃1 • ϕ2(1) = 1. Wenn ϕ̃1 • ϕ̃2 die Relation
1Ã1

= 1Ã2
respektiert, d. h. verschwindet ϕ̃1 • ϕ̃2 auf dem von 1Ã1

− 1Ã2
erzeugten

Ideal, dann definiert ϕ̃1•ϕ̃2 ein lineares Funktional auf Ã1t1 Ã2 = Ã1 t A2 und ϕ̃1•ϕ̃2

entspricht ϕ̃1 • ϕ2. Dies funktioniert jedoch nur im Tensor- und im freien Fall:

Satz 3.3. Seien ϕ1 : A1 → C und ϕ2 : A2 → C lineare Funktionale auf den unitalen
Algebren A1 und A2. Dann respektieren nur die universellen Produkte (T) und (F) die
Relation 1A1 = 1A2.

Beweis. Vgl. hierzu [BGS2], S. 537; 560.

Definition 3.3. Ein Zustand ist ein lineares Funktional Φ : A → C auf einer unitalen
∗-Algebra A mit den Eigenschaften

1. Φ(a∗a) ≥ 0 (Positivität)

28Dieses Axiom ist eine algebraische Interpretation der Tatsache, dass zwei klassische Zufallsvariablen
X und Y genau dann unabhängig sind, wenn Y und X es sind (d. h. Unabhängigkeit hängt nicht
von der Reihenfolge ab).

31
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2. Φ(1A) = 1, (Normiertheit)

für alle a ∈ A, wobei 1A das Einheitselement von A bezeichnet.

Bemerkung 12. Sei ϕ : A → C ein lineares Funktional auf der Algebra A, dann
bezeichne ϕ̃ : Ã → C das normierte lineare Funktional auf Ã = C1⊕A mit ϕ = ϕ̃ � A.

Proposition 3. Für eine unitale ∗-Algebra A ist ein normiertes lineares Funktional
Φ genau dann ein Zustand auf A, wenn Φ̃ ein Zustand auf Ã ist.

Beweis. Sei A eine unitale ∗-Algebra und Φ : A → C ein lineares Funktional mit
Φ(1A) = 1. Offensichtlich ist Φ̃(1) = Φ(1A) = 1. Für alle λ1 + a ∈ Ã = C1 ⊕ A mit
λ ∈ C und a ∈ A ist

Φ̃
(
(λ1+ a)∗(λ1+ a)

)
= Φ̃

(
|λ|21+ a∗a+ λa+ λa∗

)
= |λ|2Φ(1A) + Φ(a∗a) + λΦ(a) + λΦ(a∗)

= Φ
(
(λ1A + a)∗(λ1A + a)

)
.

Folglich gilt: Ist Φ(a∗a) ≥ 0 für alle a ∈ A, dann ist auch Φ̃(a∗a) ≥ 0. Sei umgekehrt
Φ̃ : Ã → C ein lineares Funktional, dann gilt offensichtlich: Ist Φ̃(a∗a) ≥ 0, so ist es
auch die Einschränkung von Φ auf A, d. h. Φ(a∗a) ≥ 0.

Mit Hilfe des universellen Produktes und der Definition 3.3. eines Zustandes Φ lässt
sich nun beschreiben, wann eine Familie von speziellen Abbildungen unabhängig ist.

Definition 3.4. (Unabhängigkeit) Sei A eine unitale ∗-Algebra und Φ ein Zustand
auf A. Seien A1, . . . ,An zudem ∗-Algebren und die Abbildungen jk : Ak → A für alle
k ∈ {1, . . . , n} ∗-Algebrahomomorphismen. Dann heißen j1, . . . , jn unabhängig, wenn

Φ ◦ (j1 t · · · t jn) = (Φ ◦ j1) • · · · • (Φ ◦ jn)

erfüllt ist.

Für jede alternierende Folge ε = (ε1, . . . , εm) ∈ A2 der Länge m ≥ 2 wird im Folgenden
V1 := V1(ε) := {i | εi = 1} und V2 := V2(ε) := {i | εi = 2} gesetzt. Zudem bezeichnet
→∏
k∈V

ak das Algebrenprodukt der ak in derselben Reihenfolge wie sie in a1 ⊗ · · · ⊗ am
auftreten. So ist z. B. für ε = (ε1, ε2, ε3, ε4, . . . , εm) = (2, 1, 2, 1, . . . , 1)

→∏
k∈V1

ak = a2a4a6a8 · · · am und
→∏
l∈V2

al = a1a3a5a7 · · · am−1.
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Definition 3.5. Das Tensorprodukt ⊗, das freie Produkt F das Boolesche Pro-
dukt �, das monotone Produkt . und das antimonotone Produkt / über C sind
wie folgt definiert:29

(
ϕ1 ⊗ ϕ2

)
(a1 ⊗ · · · ⊗ am) = ϕ1

(
→∏
k∈V1

ak

)
ϕ2

(
→∏
l∈V2

al

)
(
ϕ1Fϕ2

)
(a1 ⊗ · · · ⊗ am) =

∑
I {1,...,m}

(−1)m−#I+1(ϕ1Fϕ2)

(
→∏
k∈I

ak

)(∏
l /∈I

ϕεl(al)

)

(Rekursionsformel mit ϕ1Fϕ2

(
→∏
k∈∅

ak

)
:= 1)

(
ϕ1 � ϕ2

)
(a1 ⊗ · · · ⊗ am) =

(∏
k∈V1

ϕ1(ak)

)(∏
l∈V2

ϕ2(al)

)
(
ϕ1 . ϕ2

)
(a1 ⊗ · · · ⊗ am) = ϕ1

(
→∏
k∈V1

ak

)(∏
l∈V2

ϕ2(al)

)
(
ϕ1 / ϕ2

)
(a1 ⊗ · · · ⊗ am) =

(∏
k∈V1

ϕ1(ak)

)
ϕ2

(
→∏
l∈V2

al

)
.

Die Rekursionsformel des freien Produktes kann unter Beachtung von (6) und (7) auch
wie folgt beschrieben werden:

ϕ̃1Fϕ̃2 (a1 ⊗ · · · ⊗ am) = 0, falls ϕεk(ak) = 0

für alle k = 1, . . . ,m.

Beispiel 2. Für a1, a3 ∈ A1 und a2, a4 ∈ A2 können die fünf universellen Produkte
wie folgt dargestellt werden:

(ϕ1 ⊗ ϕ2)(a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = ϕ1(a1a3)ϕ2(a2a4) (T)

(ϕ1Fϕ2)(a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = ϕ1(a1a3)ϕ2(a2)ϕ2(a4) + ϕ1(a1)ϕ1(a3)ϕ2(a2a4)

!!!!− ϕ1(a1)ϕ1(a3)ϕ2(a2)ϕ2(a4) (F)

(ϕ1 � ϕ2)(a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = ϕ1(a1)ϕ1(a3)ϕ2(a2)ϕ2(a4) (B)

(ϕ1 . ϕ2)(a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = ϕ1(a1a3)ϕ2(a2)ϕ2(a4) (M)

(ϕ1 / ϕ2)(a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = ϕ1(a1)ϕ1(a3)ϕ2(a2a4). (AM)

29Hier bezeichnet #I die Mächtigkeit der endlichen Indexmenge I.
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3.2 Duale Halbgruppen und graduierte duale Halbgruppen

In diesem Abschnitt wird die im Jahr 1987 von D.-V. Voiculescu eingeführte algebrai-
sche Struktur einer dualen Halbgruppe30 betrachtet und zum Zweck größerer Allge-
meinheit mit einer N0-Graduierung versehen. Duale Halbgruppen ersetzen in gewis-
ser Weise die Koalgebrastruktur einer ∗-Bialgebra31 und ermöglichen die Definition
eines Faltungsproduktes von linearen Funktionalen entsprechend einem universellen
Produkt. Eine duale Halbgruppe ist hierbei eine ∗-Algebra D, auf der eine Komul-
tiplikation Λ definiert ist, die D in das freie Produkt D t D überführt und damit
insbesondere das Tensorprodukt „geeignet“ ersetzt. Es werden im Folgenden je zwei
Varianten einer dualen Gruppe und einer N0-graduierten dualen Gruppe präsentiert
und bewiesen, dass diese unter bestimmten Voraussetzung äquivalent sind.

Definition 3.6. [Variante 1] Eine duale Halbgruppe (D,Λ,M, ∗), kurz mit (D,Λ)

bezeichnet, ist eine ∗-Algebra (D,M, ∗) versehen mit einem ∗-Algebrahomomorphismus
Λ : D → D tD, der mit den Projektionen 0 t idD und idD t 0 von D t D auf D und
der Nullabbildung 0 folgende Gleichungen erfüllt:

(Λq idD) ◦ Λ = (idD q Λ) ◦ Λ (8)

(0 t idD) ◦ Λ = idD = (idD t 0) ◦ Λ. (9)

Existiert zudem ein Algebrahomomorphismus κ : D → D (Antipode), so dass

(κ t idD) ◦ Λ = 0 = (idD t κ) ◦ Λ (10)

gilt, dann wird (D,Λ, κ) als duale Gruppe bezeichnet.

Definition 3.7. [Variante 2] Eine duale Halbgruppe (D,Λ, δ,M,1, ∗), kurz mit
(D,Λ, δ) bezeichnet, ist eine unitale ∗-Algebra (D,M,1, ∗), auf der die unitalen
∗-Algebrahomomorphismen Λ : D → D t1 D und δ : D → C mit

(Λq1 idD) ◦ Λ = (idD q1 Λ) ◦ Λ (11)

(δ q1 idD) ◦ Λ = idD = (idD q1 δ) ◦ Λ (12)

30Vgl. hierzu [Voi87].
31Vgl. hierzu insbesondere [BGS3] und [Voi87].
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gegeben sind.32 Analog wird für die Antipode der dualen Gruppe (D,Λ, δ, κ)

(κ t1 idD) ◦ Λ = sD ◦ δ = (idD t1 κ) ◦ Λ (13)

gefordert, wobei sD : C→ D mit sD(α) = α1.

Proposition 4. Ist (D,Λ, κ) eine duale Gruppe gemäß Variante 1, so ist (D̃, Λ̃, δ, κ̃)

eine duale Gruppe gemäß Variante 2, wobei

D̃ = C1⊕D

Λ̃ � D = Λ mit Λ̃(d) = Λ(d) ∈ D t D ⊂ D̃ t1 D̃ (14)

δ � D = 0 (15)

κ̃ � D = κ mit κ̃(d) = κ(d) ∈ D (16)

Λ̃(1) = 1, δ(1) = 1, κ̃(1) = 1. (17)

Ist umgekehrt (D,Λ, δ, κ) eine duale Gruppe gemäß Variante 2, dann ist (D0,Λ0, κ0)

eine duale Gruppe gemäß Variante 1, wobei

D0 = Kern(δ)

Λ0 = Λ � D0 : D0 → D0 t D0

κ0 = κ � D0 : D0 → D0.

Beweis. Sei nun (D,Λ, κ) eine duale Gruppe gemäß Variante 1 und D̃ = C1 ⊕ D,
dann ergibt sich für 1 ∈ D̃ und alle d ∈ D die Koassoziativität von Λ̃ aus:

(Λ̃q1 idD̃) ◦ Λ̃(1) = (Λ̃q1 idD̃)(1)

= 1 ∈ D̃ t1 D̃ t1 D̃ (nach (17))

= (idD̃ q1 Λ̃) ◦ Λ̃(1)(
Λ̃q1 idD̃

)
◦ Λ̃(d) =

(
Λ̃q1 idD̃

)
◦ Λ(d) (nach (14))

=
(
Λq idD

)
◦ Λ(d) (nach (14))

=
(
idD q Λ

)
◦ Λ(d) (nach (8))

=
(
idD̃ q Λ̃

)
◦ Λ̃(d).

32Vgl. hierzu Definition 2.12. einer Koalgebra C.
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Die Koeinheitseigenschaft von δ folgt für 1 ∈ D̃ und alle d ∈ D aus:

(δ q1 idD̃) ◦ Λ̃(1) = (δ q1 idD̃)(1) (nach (17))

= idD̃(1) (nach (17))

= (idD̃ q1 δ) ◦ Λ̃(1)

(δ q1 idD̃) ◦ Λ̃(d) = (δ q1 idD̃) ◦ Λ(d) (nach (14))

= (0 t idD) ◦ Λ(d) (nach (15))

= idD(d) = idD̃(d) (nach (9))

= (idD t 0) ◦ Λ(d)

= (idD̃ q1 δ) ◦ Λ̃(d).

Damit ist (D̃, Λ̃, δ) eine duale Halbgruppe nach Variante 2. Es bleibt nur noch die
Antipodeneigenschaft von κ̃ zu zeigen, so dass (D̃, Λ̃, δ, κ̃) eine duale Gruppe gemäß
Variante 2 wird. Diese ergibt sich für 1 ∈ D̃ und alle d ∈ D wie folgt:

(
κ̃ t1 idD̃

)
◦ Λ̃(1) =

(
κ̃ t1 idD̃

)
(1) (nach (17))

= 1 = sD̃ ◦ δ(1) (nach (17))

=
(
idD̃ t1 κ̃

)
◦ Λ̃(1)(

κ̃ t1 idD̃
)
◦ Λ̃(d) =

(
κ̃ t1 idD̃

)
◦ Λ(d) (nach (14))

= (κ t idD) ◦ Λ(d) (nach (16))

= 0 = sD̃ ◦ δ(d) (nach (10))

= (idD t κ) ◦ Λ(d)

=
(
idD̃ t1 κ̃

)
◦ Λ̃(d).

Sei nun umgekehrt (D,Λ, δ, κ) eine duale Halbgruppe nach Variante 2 und D0 =

Kern(δ) = {d ∈ D | δ(d) = 0}. Da δ : D → C unitaler ∗-Algebrahomomorphismus ist,
wird Kern(δ) Unter-∗-Algebra von D und damit D0 ∗-Algebra.
Zunächst gilt es zu zeigen, dass Λ(D0) ⊆ D0 t D0 ist. Sei hierfür d0 ∈ D0, d. h.
δ(d0) = 0. Durch Anwendung von δ q1 idD auf Λ(d0) und unter Verwendung der
Koeinheitseigenschaft erhält man

(δ q1 idD) ◦ Λ(d0) = idD(d0) = d0. (18)
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Es gilt Λ(D0) ⊆ D t1 D ∼= C1⊕ (D0 t D0), woraus

Λ(d0) = λ1+X mit λ ∈ C und X ∈ D0 t D0 (19)

folgt. Anhand der Gleichungen (18) und (19) ergibt sich aus δ(D0) = 0

0 = δ(d0)

= δ
((
δ q1 idD

)(
Λ(d0)

))
(nach (18))

= (δ q1 δ)(λ1+X) (nach (19))

= λ,

womit ingesamt gilt:

Λ(D0) ⊆ D0 t D0 ⊆ D t1 D. (20)

Die Koassoziativität von Λ0 erhält man schließlich aus:

(
Λ0 q idD0

)
◦ Λ0 =

(
Λ � D0 q idD0

)
◦ Λ � D0

=
(
(Λq1 idD) ◦ Λ

)
� D0 (nach (20))

=
(
(idD q1 Λ) ◦ Λ

)
� D0 (nach (11))

=
(
idD0 q Λ � D0

)
◦ Λ � D0

=
(
idD0 q Λ0

)
◦ Λ0.

Die Projektionseigenschaft der Nullabbildung 0 folgt aus:

(
0 t idD0

)
◦ Λ0 =

(
0 t idD0

)
◦ Λ � D0

=
(
(δ q1 idD) ◦ Λ

)
� D0 (nach (20), (15))

= idD � D0 = idD0 (nach (12))

=
(
idD0 t 0

)
◦ Λ0.

Somit ist (D0,Λ0) eine duale Halbgruppe nach Variante 1.
Es bleibt zu zeigen, dass κ(D0) ⊆ D0 und die Antipodeneigenschaft von κ0 = κ � D0

erfüllt ist. Zunächst wird gezeigt, dass δ = δ ◦ κ gilt:

δ = δ ◦ sD ◦ δ = δ ◦ (κ t1 idD) ◦ Λ (nach (13))

=
(
(δ ◦ κ) t1 δ

)
◦ Λ
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= (δ ◦ κ) ◦ (id t1 δ) ◦ Λ

= δ ◦ κ. (nach (12))

Insgesamt ergibt sich für d0 ∈ D0:

δ ◦ κ(d0) = δ(d0) = 0, womit κ(D0) ⊆ D0 ist. (21)

Die Antipodeneigenschaft von κ0 = κ � D0 folgt letztlich aus:

(κ0 t idD0) ◦ Λ0 =
(
(κ t1 idD) ◦ Λ

)
� D0 (nach (21))

= (sD ◦ δ) � D0 = 0 (nach (13))

= (idD0 t κ0) ◦ Λ0.

Damit ist (D0,Λ0, κ0) eine duale Gruppe gemäß Variante 1 und die Behauptung
schließlich gezeigt.

In der fortlaufenden Arbeit können nach obigem Beweis Variante 1 und Variante 2
weitesgehend äquivalent verwendet werden, nur bezüglich des Faltungsproduktes linea-
rer Funktionale auf dualen Halbgruppen ist eine kurze Bemerkung notwendig. Zunächst
wird für eine duale Halbgruppe (D,Λ) gemäßVariante 1 das Faltungsprodukt linearer
Funktionale auf D wie folgt definiert:

Definition 3.8. (Faltung auf dualen Halbgruppen) Sei (D,Λ) eine duale Halb-
gruppe. Das Faltungsprodukt von linearen Funktionalen ϕ1 und ϕ2 auf D ist definiert
durch:

ϕ1 ? ϕ2 := (ϕ1 • ϕ2) ◦ Λ, (22)

wobei ϕ1 •ϕ2 das lineare Funktional auf DtD für eines der fünf universellen Produkte
bezeichne.

Die N -fache Faltung ϕ ? · · · ? ϕ︸ ︷︷ ︸
N -mal

von ϕ ∈ D′ wird mit ϕ?N bezeichnet.

Bemerkung 13. Man kann zeigen, dass der Dualraum D′ mit dem Faltungsprodukt
(22) einen Monoid mit Einheitselement 0 bildet.33

Die Distributivgesetze sind jedoch i. Allg. nicht erfüllt, so dass D′ mit der Faltung i.
Allg. keine Algebra bildet.
33Vgl. hierzu [BGS3], S. 155.
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Ist die duale Halbgruppe (D,Λ, δ) mit Einheitselement 1, gemäß Variante 2, ausge-
stattet, dann wird das Faltungsprodukt normierter linearer Funktionale, d. h. ϕ(1) = 1,
mit der folgenden Einschränkung versehen:

Bemerkung 14. Für normierte lineare Funktionale ϕ1, ϕ2 auf D wird das normierte
lineare Funktional ϕ1 ? ϕ2 auf D durch

(ϕ1 ? ϕ2) � D0 =
(
(ϕ1 � D0) • (ϕ2 � D0)

)
◦ Λ0

definiert, wobei

D0 = Kern(δ) = {d ∈ D | δ(d) = 0}

Λ0 = Λ � D0 : D0 → D0 t D0.

Definition 3.9. [Variante 1*] Eine duale Halbgrupe (D,Λ) gemäß Definition 3.6.
heißt graduiert, wenn D ein N0-graduierter Vektorraum und

Λ : D → D tD

homogen vom Grad 0 ist. Ist zudem κ : D → D homogen vom Grad 0, so wird (D,Λ, κ)

eine IIN0NI -graduierte duale Gruppe.

Definition 3.10. [Variante 2*] Eine duale Halbgruppe (D,Λ, δ) gemäß Definition
3.7. heißt graduiert, wenn D ein N0-graduierter Vektorraum und

Λ : D → D t1 D

homogen vom Grad 0 ist. Ist zudem κ : D → D homogen vom Grad 0, so wird
(D,Λ, δ, κ) eine IIN0NI -graduierte duale Gruppe.

Proposition 5. Die Homogenität vom Grad 0 von δ in Variante 2* folgt aus der
Homogenität vom Grad 0 von Λ.

Beweis. Dies ergibt sich aus Proposition 2., wenn „⊗“ durch „q1“, „∆“ durch „Λ“ und
„C“ durch „D“ im zugehörigen Beweis ersetzt werden.

Ist (D,Λ) eine N0-graduierte duale Halbgruppe gemäß Variante 1* mit dem
N0-graduierten Vektorraum

D =
⊕
n∈N0

D(n),
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dann wird D̃ = C1⊕D N0-graduiert durch

D̃ = C1⊕
⊕
n∈N0

D(n) =
⊕
n∈N0

D̃(n), (23)

wobei D̃(n) = D(n) für n ≥ 1 und D̃(0) = C1⊕D(0) ist.

Proposition 6. Die Varianten 1* und 2* der Definition einer N0-graduierten dualen
Gruppe sind unter den Bedingungen von Proposition 4. und unter Verwendung der
Graduierung (23) äquivalent.

Beweis. Man verwende zunächst Proposition 4. und zeige, dass sich die N0-Graduie-
rung von D und die Homogenität vom Grad 0 von Λ in beide Varianten überträgt.
Sei nun (D,Λ) eine N0-graduierte duale Halbgruppe gemäß Variante 1*, so wird
D̃ = C1 ⊕ D mit (23) zu einer N0-graduierten unitalen ∗-Algebra. Da Λ̃ � D =

Λ : D → D tD homogen vom Grad 0 ist und Λ̃ von D̃ nach D̃ t1 D̃ geht, wird

Λ̃ : C1⊕D → C1⊕ (D tD)

mit C1 ⊂ D̃(0) ebenfalls homogen vom Grad 0. Auch für die Antipode mit
κ̃ : C1 ⊕ D → C1 ⊕ D gilt offensichtlich die Homogenität vom Grad 0. Folglich
ist unter Verwendung von Proposition 5. (D̃, Λ̃, δ, κ̃) eine N0-graduierte duale Gruppe
nach Variante 2*.
Sei nun umgekehrt (D,Λ, δ) eine N0-graduierte duale Halbgruppe nach Variante 2*
und D0 = Kern(δ). Da δ homogen vom Grad 0 ist, wird D0 gemäß Definition 2.23. eine
N0-graduierte Unter-∗-Algebra der N0-graduierten unitalen ∗-Algebra D, so dass D0

zum N0-graduierten Untervektorraum von D wird. Außerdem folgt aus der Homogeni-
tät vom Grad 0 von Λ und der N0-Graduierung von D0, dass

Λ0 = Λ � D0 : D0 → D0 t D0

homogen vom Grad 0 ist. Auch die Antipode κ0 = κ � D0 : D0 → D0 ist offensichtlich
homogen vom Grad 0. Damit ist (D0,Λ0, κ0) eine N0-graduierte duale Gruppe nach
Variante 1*.
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3.3 Zusammenhänge zwischen dualen Halbgruppen und
Bialgebren

Im Anschluss an einige kurze Vorbetrachtungen zur Kategorientheorie (3.3.1), die im
Wesentlichen [Abe] und [MacL] entlehnt sind, wird in diesem Abschnitt der Arbeit die
Struktur der Symmetrischen Tensoralgebra S(V ) eingeführt (3.3.2), mit deren Hilfe
die Funktoren S : DC → ComBC und SHopf : GC → ComHC konstruiert werden kön-
nen (3.3.3). Diese ermöglichen die algebraische Reduktion einer N0-graduierten dualen
Halbgruppe bzw. N0-graduierten dualen Gruppe mit einem der fünf universellen Pro-
dukte auf eine N0-graduierte kommutative ∗-Bialgebra bzw. N0-graduierte kommuta-
tive Hopf-∗-Algebra. Die hier gewonnenen Resultate orientieren sich vorrangig an den
Darstellungen in [BGS3].

3.3.1 Vorbetrachtungen

Für die Betrachtungen im Punkt 3.3.3 werden mathematische Objekte wie Kategorien
und „struktur-erhaltende Morphismen“ zwischen Kategorien, sog. Funktoren, benötigt,
mit deren Hilfe aus den Objekten der einen Kategorie Objekte einer anderen Katego-
rie unter Berücksichtigung ihrer Morphismenstruktur konstruiert werden können. Ziel
dieses Abschnittes ist es, einige grundlegende Begriffe der Kategorientheorie zu präzi-
sieren, wobei keinerlei Anspruch auf Vollständigkeit erhoben wird. Es können hier nur
die zur Definition der Funktoren S : DC → ComBC und SHopf : GC → ComHC notwen-
digen begrifflichen Vorklärungen Erwähnung finden. Für detailliertere Ausführungen
sei auf [MacL] verwiesen.

Definition 3.11. Eine Kategorie K besteht aus den folgenden Vorgaben:

1. einer Klasse von Objekten A,B,C ∈ Obj(K),

2. einer Menge von Morphismen Mor(A,B) von A nach B, die jedem Paar (A,B)

von Objekten zugeordnet wird, und

3. einer Kompositionsabbildung

Mor(A,B)×Mor(B,C)→ Mor(A,C), (f, g) 7→ g ◦ f

für alle A,B,C ∈ Obj(K).

Diese Daten einer Kategorie genügen wiederum den folgenden Axiomen:

(i) Die Mengen Mor(A,B) und Mor(A′, B′) sind disjunkt, falls A 6= A′ und B 6= B′.

41
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(ii) Für jedes Objekt A ∈ Obj(K) gibt es einen Morphismus idA ∈ Mor(A,A), so dass
für beliebige f ∈ Mor(A,B) und g ∈ Mor(B,A) gilt

f ◦ idA = f und idA ◦ g = g.

(iii) Die Komposition von Morphismen ist assoziativ, d. h. für je vier Objekte A,B,
C,D ∈ Obj(K) und Morphismen f ∈ Mor(A,B), g ∈ Mor(B,C), h ∈ Mor(C,D)

gilt

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

Beispiel 3. Werden Körper als Objekte, Körperhomomorphismen als Morphismen und
die Komposition von Körperhomomorphismen als Komposition von Morphismen ver-
wendet, dann erhält man die Kategorie K der Körper. Für C ∈ K ergeben sich beispiel-
haft nunmehr die folgenden Kategorien:

AC Die Kategorie der Algebren
CC Die Kategorie der Koalgebren
BC Die Kategorie der Bialgebren
HC Die Kategorie der Hopf-Algebren
DC Die Kategorie der dualen Halbgruppen
GC Die Kategorie der dualen Gruppen

Definition 3.12. Seien K1 und K2 Kategorien. Eine Vorschrift F , die jedem Objekt
A aus Obj(K1) ein Objekt F(A) aus Obj(K2) und jedem Morphismus g ∈ Mor(A,B)

aus K1 einen Morphismus F(g) ∈ Mor
(
F(A),F(B)

)
aus K2 zuordnet, so dass die

Eigenschaften

1. F(idA) = idF(A)

2. F(h ◦ g) = F(h) ◦ F(g) (für C ∈ Obj(K1) und h ∈ Mor(B,C))

(sofern die Komposition h ◦ g in K1 definiert ist)

erfüllt sind, wird als (kovarianter) Funktor von K1 nach K2 bezeichnet, geschrieben
F : K1 → K2.

Bemerkung 15. Analog zum (kovarianten) Funktor kann ein kontravarianter
Funktor von K1 nach K2 definiert werden, der ebenfalls Objekten aus K1 Objekte
aus K2 zuordnet, zusätzlich aber die Richtung der Morphismen ändert, d. h. zu je-
dem Objekt A ∈ Obj(K1) wird ein Objekt F(A) ∈ Obj(K2) und zu jedem Morphismus
g ∈ Mor(A,B) ein Morphismus F(g) ∈ Mor

(
F(B),F(A)

)
assoziiert, so dass gilt
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(i) F(idA) = idF(A)

(ii) F(h ◦ g) = F(g) ◦ F(h) (für C ∈ Obj(K1) und h ∈ Mor(B,C)).

3.3.2 Die symmetrische Tensoralgebra S(V )

Die symmetrische Tensoralgebra S(V ) über den Vektorraum V verallgemeinert den Be-
griff der Polynomalgebra C[x1, . . . , xn] über C in den kommutierenden Unbestimmten
x1, . . . , xn. Ist dimV = n, dann gilt S(V ) ∼= C[x1, . . . , xn]. Die Menge aller Mono-
me aus den Unbestimmten x1, . . . , xn bildet eine Basis von S(V ), deren Elemente mit
Polynomen identifiziert werden können. Die kommutative Algebra S(V ) ist Quotien-
tenalgebra der Tensoralgebra T (V ) und ein N0-graduierter Vektorraum, der sich als
direkte Summe von Untervektorräumen verschiedenen Grades darstellen lässt.

Definition 3.13. Sei V ein Vektorraum, T (V ) die Tensoralgebra34 über V und I das
von der Menge

{xy − yx | x, y ∈ T (V )}

erzeugte Ideal in T (V ). Dann ist die symmetrische Tensoralgebra S(V ) die Quo-
tientenalgebra von T (V ) und dem Ideal I, d. h.

S(V ) := T (V )
/
I.

Satz 3.4. Die symmetrische Tensoralgebra S(V ) ist eine kommutative Algebra und ge-
nügt der folgenden universellen Eigenschaft: Sei A eine unitale Algebra und f : V → A
eine lineare Abbildung, welche die Eigenschaft

f(x)f(y) = f(y)f(x)

für alle x, y ∈ V erfüllt, dann existiert genau ein unitaler Algebrahomomorphismus
S(f) : S(V )→ A, so dass das Diagramm

A

V S(V )-
ιV

Q
Q
QQsf

�
�
��+ ∃!S(f)

kommutiert, d. h. S(f) ◦ ιV = f mit der kanonischen Einbettung ιV von V in S(V ).

34Vgl. hierzu Beispiel 1.
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Durch die universelle Eigenschaft ist die symmetrische Tensoralgebra S(V ) bis auf
Isomorphie eindeutig festgelegt.

Beweis. Vgl. hierzu [BA], S. 497-498.

Nach [BA]35 gilt für die Vektorräume V1 und V2 über C der unitale Algebraisomorphis-
mus

S(V1 ⊕ V2) ∼= S(V1)⊗ S(V2).

Für einen weiteren Vektorraum W und eine lineare Abbildung g : V → W setze man
S(g) := S(ιW ◦ g), dann ist S(g) eine lineare Abbildung von S(V ) nach S(W ) mit der
kanonischen Einbettung ιW : W → S(W ). Diese Zusammenhänge lassen sich durch
das folgende, kommutative Diagramm veranschaulichen:

A

V

?
W

g

S(V )-ιV

Q
Q
Q
Qs

f

?

S(g)

S(W )

�
�
�
�+
S(f)

-
ιW

Als Spezialfall für die lineare Abbildung f kann das lineare Funktional ϕ : V → C

betrachtet werden, d. h. A = C. Dann ist S(ϕ) : S(V ) → C ein Homomorphismus,
bestimmt durch

S(ϕ)
(
ιV (v)

)
= S(ϕ)(v) = ϕ(v) (24)

für alle v ∈ V , wobei v mit dem zugehörigen Bild ιV (v) in S(V ) identifiziert wird.

Bemerkung 16. Ein Element P in der symmetrischen Tensoralgebra S(V ) wird durch
die Zahlen [S(ϕ)](P ) bestimmt, wenn ϕ alle linearen Funktionale auf V durchläuft. Ist
x1, . . . , xn insbesondere eine Basis von V , d. h. Lin{x1, . . . , xn} = V mit x1, . . . , xn

linear unabhängig, dann ist S(V ) ∼= C[x1, . . . , xn]. Ein lineares Funktional ϕ auf V
kann demnach mit einem Element aus Cn identifiziert werden und [S(ϕ)](P ) ist gleich
P
(
ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)

)
.36

35Vgl. hierzu [BA], S. 503-504.
36Näheres hierzu wird im Punkt 4.3 dieser Arbeit ausgeführt.
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Sei z. B. der Vektorraum V = Rd, dann ist die symmetrische Tensoralgebra S(Rd)

isomorph zu der Algebra der R-wertigen Polynome mit den kommutierenden Unbe-
stimmten x1, . . . , xd, wobei der Isomorphismus, gegeben durch

(t1, . . . , td) 7→ t1x1 + · · ·+ tdxd,

von Rd nach R[x1, . . . , xd] verläuft und ein lineares Funktional ϕ ∈ V ′ = (Rd)′ ∼= Rd

einem Element aus Rd entspricht.

3.3.3 Die Funktoren S : DC→ ComBC und SHopf : GC→ ComHC

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Funktor von der Kategorie DC der dualen Halbgrup-
pen in die Kategorie ComBC der kommutativen ∗-Bialgebren sowie einen Funktor von
der Kategorie GC der dualen Gruppen in die Kategorie ComHC der kommutativen
Hopf-∗-Algebren anzugeben. Mit Hilfe der im Abschnitt 3.3.2 definierten symmetri-
schen Tensoralgebra S(V ) wird die Existenz dieser Funktoren konstituiert und gezeigt,
dass diese auch die N0-Graduierung auf den entsprechenden algebraischen Struktu-
ren respektieren. Es lässt sich zunächst zeigen,37 dass jedem universellen Produkt von
Algebren A1 und A2 eine Familie εA1,A2 von linearen Abbildungen

εA1,A2 : A1 t A2 −→ S(A1)⊗ S(A2) ∼= S(A1 ⊕A2) (25)

mit

[
S(ϕ1 ⊕ ϕ2)

](
εA1,A2(A)

)
=
[
S(ϕ1)⊗ S(ϕ2)

](
εA1,A2(A)

)
= [ϕ1 • ϕ2](A), (26)

für ϕ1 ∈ A′1, ϕ2 ∈ A′2 und A ∈ A1 t A2, entspricht, deren Eigenschaften sich gemäß
den Axiomen (A1) bis (A3) bestimmen lassen. Diese axiomatischen Charakteristika des
universellen Produktes sind äquivalent zu den folgenden Eigenschaften von εA1,A2 :
(A1’)

(
S(εA1,A2)⊗ idS(A3)

)
◦ εA1tA2,A3 =

(
idS(A1) ⊗ S(εA2,A3)

)
◦ εA1,A2tA3 ,

(A2’) εA1,A2 ◦ iA1 = ιA1 und εA1,A2 ◦ iA2 = ιA2 ,38

(A3’) εA1,A2 ◦ (j1 q j2) =
(
S(j1)⊗S(j2)

)
◦ εÂ1,Â2

,
wobei ιAk die kanonische Einbettung von Ak in S(A1 ⊕ A2) ist und jk : Âk → Ak
Homomorphismen (für k = 1, 2) repräsentieren.

Satz 3.5. Sei DC die Kategorie der dualen Halbgruppen39 und ComBC die Kategorie

37Vgl. hierzu [BGS2], S. 539.
38Hierbei bezeichnet iA1,2

: A1,2 → A1 t A2 die Einbettung gemäß Axiom (A2).
39Dieser Satz orientiert sich an der Definition 3.7. einer dualen Halbgruppe (Variante 2).
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der kommutativen ∗-Bialgebren. Gegeben sei außerdem ein universelles Produkt mit
einer Familie εA1,A2 gemäß (25). Dann wird für alle (D,Λ, δ) ∈ Obj(DC) durch die
Vorschrift

D 7→ S(D0)

Λ 7→ S(εD0,D0 ◦ Λ0)

δ 7→ S(0)

g 7→ S(g)

für alle g ∈ Mor(D1,D2) ein Funktor S von DC nach ComBC beschrieben, d. h.(
S(D0),S(εD0,D0 ◦ Λ0),S(0)

)
∈ Obj(ComBC) ist eine kommutative ∗-Bialgebra.40

Außerdem gilt, dass die Abbildung

S : D′1 → Hom(S(D0),C)

ein Homomorphismus von der Halbgruppe D′1 der normierten linearen Funktionale auf
(D,Λ, δ) mit der Faltung

(ϕ1 ? ϕ2) � D0 =
(
(ϕ1 � D0) • (ϕ2 � D0)

)
◦ Λ0

für alle ϕ1, ϕ2 ∈ D′1 in den Monoid Hom
(
S(D0),C

)
ist, wobei Hom

(
S(D0),C

)
wieder-

um mit der Faltung

f1 ~ f2 = (f1 ⊗ f2) ◦ S(εD0,D0 ◦ Λ0) (27)

für alle f1, f2 ∈ Hom
(
S(D0),C

)
versehen wird.

Die durch den Funktor S hergestellten Zusammenhänge zwischen dualen Halbgruppen
und kommuativen ∗-Bialgebren lassen sich in folgendem Diagramm veranschaulichen:

C

D0 t D0
-

εD0,D0

D0
-ιD0

?

Λ0

S(D0)⊗ S(D0)

S(D0)

?

S(εD0,D0 ◦ Λ0)

�
��

�
��
�*

ϕ1 • ϕ2

H
HH

H
HH

HY
f1 ⊗ f2

HH
HHH

HHj

ϕ1 ? ϕ2

��
���

���

f1 ~ f2

40Hier erfolgt die Übertragung von einer dualen Halbgruppe (D,Λ, δ) gemäß Variante 2 auf S(D0)
mit (D0 = Kern(δ),Λ0 = Λ � D0) als duale Halbgruppe gemäß Variante 1. Dies ist auf Grund
des Satzes 3.3. erforderlich.
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Das Faltungsprodukt f1 ~ f2 auf Hom
(
S(D0),C

)
entspricht hierbei dem Faltungspro-

dukt

S(ϕ1)~ S(ϕ2) =
(
S(ϕ1)⊗ S(ϕ2)

)
◦ S(εD0,D0 ◦ Λ0)

für alle ϕ1, ϕ2 ∈ D′1.

Beweis. Um die Koassoziativität, d. h.

(
S(εD0,D0 ◦ Λ0)⊗ idS(D0)

)
◦ S(εD0,D0 ◦ Λ0)

=
(
idS(D0) ⊗ S(εD0,D0 ◦ Λ0)

)
◦ S(εD0,D0 ◦ Λ0)

zu überprüfen, ist es hinreichend

(
S(εD0,D0 ◦ Λ0)⊗ idS(D0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0 =

(
idS(D0) ⊗ S(εD0,D0 ◦ Λ0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0

zu zeigen. Unter Verwendung der Gleichung

S(εD0,D0 ◦ Λ0) = S(εD0,D0) ◦S(Λ0), (28)

der Axiome (A1’) und (A3’), der Linearität des Tensorproduktes und der Koassoziati-
vität (8) der dualen Halbgruppe (D0,Λ0) erhält man:(

S(εD0,D0 ◦ Λ0)⊗ idS(D0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0

=
((
S(εD0,D0) ◦S(Λ0)

)
⊗ idS(D0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0 (nach (28))

=
(
S(εD0,D0)⊗ idS(D0)

)
◦
(
S(Λ0)⊗ idS(D0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0

=
(
S(εD0,D0)⊗ idS(D0)

)
◦
(
εD0tD0,D0 ◦ (Λ0 q idD0)

)
◦ Λ0 (nach (A3’))

=
((

idS(D0) ⊗ S(εD0,D0)
)
◦ εD0,D0tD0

)
◦
(

(idD0 q Λ0) ◦ Λ0

)
(nach (A1’), (8))

=
(

idS(D0) ⊗ S(εD0,D0)
)
◦
((

idS(D0) ⊗S(Λ0)
)
◦ εD0,D0

)
◦ Λ0

=
(

idS(D0) ⊗
(
S(εD0,D0) ◦S(Λ0)

))
◦ εD0,D0 ◦ Λ0

=
(

idS(D0) ⊗ S(εD0,D0 ◦ Λ0)
)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0.

Um die Koeinheitseigenschaft, d. h.(
S(0)⊗ idS(D0)

)
◦ S(εD0,D0 ◦ Λ0) = ιD0 =

(
idS(D0) ⊗ S(0)

)
◦ S(εD0,D0 ◦ Λ0),

47



3.3 Zusammenhänge zwischen dualen Halbgruppen und Bialgebren

zu überprüfen, reicht es(
S(0)⊗ idS(D0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0 = ιD0 =

(
idS(D0) ⊗ S(0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0

zu zeigen. Unter Nutzung der Axiome (A2’) und (A3’) und der Koeinheitseigenschaft
(9) der dualen Halbgruppe (D0,Λ0) gilt:(

S(0)⊗ idS(D0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0 =

(
ε{0},D0 ◦ (0 t idD0)

)
◦ Λ0 (nach (A3’))

= ε{0},D0 ◦
(

(0 t idD0) ◦ Λ0

)
= ε{0},D0 ◦ idD0 (nach (9))

= ιD0 (nach (A2’))

= εD0,{0} ◦ idD0

= εD0,{0} ◦
(

(idD0 t 0) ◦ Λ0

)
=
(
εD0,{0} ◦ (idD0 t 0)

)
◦ Λ0

=
(

idS(D0) ⊗ S(0)
)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0.

Das Tripel
(
S(D0),S(εD0,D0 ◦ Λ0),S(0)

)
bildet somit eine kommutative ∗-Bialgebra.

Es bleibt weiterhin zu zeigen, dass der Funktor S aus Abbildungen der Gestalt
Mor(D1,D2)→ Mor

(
S(D1), S(D2)

)
besteht, die jedem Morphismus f ∈ Mor(D1,D2)

in DC einen Morphismus S(f) ∈ Mor
(
S(D1),S(D2)

)
in ComBC zuordnen, so dass die

Eigenschaften S(idD) = idS(D1) und S(g ◦ f) = S(g) ◦S(f) mit g ∈ Mor(D1,D2) und
D1,D2,D3 ∈ Obj(DC) erfüllt sind, d. h. die folgenden Diagramme kommutieren

D2
-ι2
S(D2)

S(D3)

S(D1)

?

g

D3

S(g) = S(ι3 ◦ g)

?

f

D1

S(f) = S(ι2 ◦ f)

?

?ι3 -

-
ι1

Da D1 in S(D1) mit ι1 kanonisch eingebettet wird, gilt ι1(D1) ⊂ S(D1), so dass aus
idS(D1) � D1 = idD1 die Gleichung S(idD1) = idS(D1) folgt. Durch Anwendung von S
auf g ◦ f : D1 → D3 erhält man S(g ◦ f) : S(D1)→ S(D3). Da S(g) ◦S(f) ebenso wie
S(g ◦ f) von S(D1) nach S(D2) verläuft und für jedes d ∈ D2,3 die Einbettung ι2,3(d)
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mit dem Bild von d in S(D2,3) identifiziert werden kann,41 gilt

S(g ◦ f) = S(g) ◦S(f)

= S(ι3 ◦ g) ◦ S(ι2 ◦ f).

Für die Behauptung, S : D′1 → Hom(S(D0),C) sei ein Homomorphismus, muss

S
(
(ϕ1 ? ϕ2) � D0

)
= S(ϕ1)~ S(ϕ2) (29)

für alle ϕ1, ϕ2 ∈ D′1 gezeigt werden. Hierfür wird bewiesen, dass die Einschränkung von
S(ϕ1)~ S(ϕ2) auf D0 (als eine Teilmenge von S(D0)) äquivalent zu (ϕ1 ? ϕ2) � D0 ist.
Für ein d0 ∈ D0 gilt:[

S(ϕ1)~ S(ϕ2)
]
(d0) =

[[
S(ϕ1)⊗ S(ϕ2)

]
◦ S(εD0,D0 ◦ Λ0)

]
(d0) (nach (27))

=
[[
S(ϕ1)⊗ S(ϕ2)

]
◦ εD0,D0 ◦ Λ0

]
(d0) (nach (24))

=
[
[ϕ1 • ϕ2] ◦ Λ0

]
(d0) (nach (26))

= [ϕ1 ? ϕ2](d0). (nach (22))

Man erhält schließlich Gleichung (29), da S
(
(ϕ1 ? ϕ2) � D0

)
und S(ϕ1)~S(ϕ2) Homo-

morphismen sind.

Korollar 3.1. Sei GC die Kategorie der dualen Gruppen42 und ComHC die Kategorie
der kommutativen Hopf-∗-Algebren. Dann wird für alle (D,Λ, δ, κ) ∈ Obj(GC) durch
die Vorschrift43

S : DC → ComBC

κ 7→ S(κ0)

ein (kovarianter) Funktor S von GC nach ComHC, bezeichnet mit SHopf, beschrieben,
d. h.

(
S(D0), S(εD0,D0 ◦ Λ0),S(0),S(κ0)

)
∈ Obj(ComHC) ist eine kommutative Hopf-

∗-Algebra.

Beweis. Nach Satz 3.5. reicht es zu zeigen, dass

(
S(κ0)⊗ idS(D0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0 = 0 =

(
idS(D0) ⊗ S(κ0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0

41Vgl. hierzu Gleichung (24).
42Dieser Satz orientiert sich an der Definition 3.7. einer dualen Gruppe (Variante 2).
43Hier ist κ0 = κ � D0 = κ �

(
Kern(δ)

)
.
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gilt. Es ergibt sich(
S(κ0)⊗ idS(D0)

)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0 =

(
εD0,D0 ◦ (κ0 t idD0)

)
◦ Λ0 (nach (A3’))

= εD0,D0 ◦
(

(κ0 t idD0) ◦ Λ0

)
= εD0,D0 ◦ 0 (nach (10))

= 0 (nach (A2’))

= εD0,D0 ◦ 0

= εD0,D0 ◦
(

(idD0 t κ0) ◦ Λ0

)
=
(
εD0,D0 ◦ (idD0 t κ0)

)
◦ Λ0

=
(

idS(D0) ⊗ S(κ0)
)
◦ εD0,D0 ◦ Λ0.

Somit ist
(
S(D0),S(εD0,D0 ◦ Λ0),S(0),S(κ0)

)
eine kommutative Hopf-∗-Algebra mit

der Antipode S(κ0).

Bemerkung 17. Ist (D,Λ) eine duale Halbgruppe bzw. (D,Λ, κ) eine duale Gruppe
gemäß Variante 1, dann wird durch den Funktor S bzw. SHopf schließlich(

S(D),S(εD,D ◦ Λ),S(0)
)(

S(D),S(εD,D ◦ Λ),S(0),S(κ)
)

eine kommutative ∗-Bialgebra bzw. kommutative Hopf-∗-Algebra.

Es soll an dieser Stelle bemerkt sein, dass der beschriebene Funktor S : DC → ComBC

sogar die Graduierung einer N0-graduierten dualen Halbgruppe (D,Λ, δ) auf die kom-
mutative ∗-Bialgebra

(
S(D0),S(εD0,D0◦Λ0),S(0)

)
überträgt. Um dies zu verdeutlichen,

werden zunächst folgende Überlegungen angestellt: Sei

V =
⊕
n∈N0

V (n)

ein N0-graduierter Vektorraum, dann wird die im Beispiel 1. eingeführte Tensoralgebra
T (V ) mit der N0-Graduierung (gemäß Voraussetzung (3))

T (V ) =
∞⊕
n=0

T (V )(n) = C1⊕
∞⊕
n=0

( ⊕
k1+···+kr=n

V (k1) ⊗ · · · ⊗ V (kr)

)
(30)

(mit k1, . . . , kr ∈ N0 und r ∈ N) zu einer graduierten Algebra, der sog. N0-graduierten
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3.3 Zusammenhänge zwischen dualen Halbgruppen und Bialgebren

Tensoralgebra.44 Da das Ideal I = 〈{xy − yx | x, y ∈ T (V )}〉 gemäß Definition 3.13.
in diesem Fall von homogenen Elementen erzeugt wird, kann man die N0-Graduierung
(30) von T (V ) auf S(V ) = T (V )

/
I übertragen.

Bemerkung 18. Sei (D,Λ, δ) mit

D =
⊕
n∈N0

D(n)

eine N0-graduierte duale Halbgruppe gemäß Variante 2* (analog für Variante 1*
und die duale Gruppe mit Antipode κ), dann ist durch den Funktor S : DC → ComBC

das Tripel
(
S(D0),S(εD0,D0 ◦ Λ0),S(0)

)
eine N0-graduierte kommutative ∗-Bialgebra.

Dies gilt, da für N0-graduierte Algebren A1 und A2 die Abbildungen

εA1,A2 : A1 t A2 → S(A1)⊗ S(A2)

homogen vom Grad 0 sind, was zur Folge hat, dass auch

S(εD0,D0 ◦ Λ0) : S(D0)→ S(D0)⊗ S(D0)

homogen vom Grad 0 ist. Außerdem gilt die Homogenität vom Grad 0 auch für S(0)

(und S(κ)).

44Für eine ausführlichere Darstellung siehe Abschnitt 4.3.2 dieser Arbeit.
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4 Nicht-kommutative Zentrale Grenzwertsätze für Momentenfunktionale

4 Nicht-kommutative Zentrale Grenzwertsätze für

Momentenfunktionale

Nachdem in Anlehnung an [Sch93] in diesem Kapitel die Grenzwertsätze für N0-gradu-
ierte Koalgebren vorgestellt und bewiesen werden (4.1), kann mit Hilfe des Funktors
S : DC → ComBC, der duale Halbgruppen auf kommutative ∗-Bialgebren zurückführt,
der Zentrale Grenzwertsatz auf N0-graduierten dualen Halbgruppen für eines der fünf
universellen Produkte formuliert und bewiesen werden (4.2). Schließen wird dieses Ka-
pitel mit einer ausführlichen Darstellung des Zentralen Grenzwertsatzes im Spezialfall
der Tensor-∗-Algebren für Summen unabhängiger Quanten-Zufallsvariablen (4.3).

4.1 Grenzwertsätze für graduierte Koalgebren

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Grenzwertsätze für N0-graduierte Koalgebren ge-
mäß [Sch93] zu zeigen,45 die v. a. als „Hilfsmittel“ zum Beweis des Hauptsatzes im
Punkt 4.2 dienen. Zunächst wird jedoch in Anlehnung an [Chu]46 das Lemma über das
Quasi-Dreiecksschema von Matrizen bewiesen, bevor die Konvergenzaussagen von Fal-
tungsprodukten linearer Funktionale auf (N0-graduierten) Koalgebren formuliert und
bewiesen werden können.

Lemma 4.1. Sei (Ank)n∈N,k=1,...,kn ∈Mm(K) ein Schema

A11 · · · ·A1k1

A21 · · · · · ·A2k2

A31 · · · · · · · ·A3k3

... . . .

An1 · · · · · · · · · · · · · · · ·Ankn
... . . .

von Matrizen, welches den folgenden Bedingungen genügt:

(i) An1, . . . , Ankn kommutieren für alle n ∈ N

(ii) lim
n→∞

max
1≤k≤kn

‖Ank − Em‖ = 0

45Vgl. hierzu insbesondere [Sch93], S. 128-129.
46In [Chu], S. 208-209 findet man Ansätze für den Beweis des Lemmas 4.1. im Fall komplexer Zahlen.
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4.1 Grenzwertsätze für graduierte Koalgebren

(iii) sup
n∈N

kn∑
k=1

‖Ank − Em‖ <∞.

Gilt für eine weitere Matrix B ∈Mm(K) die Bedingung

(iv) lim
n→∞

kn∑
k=1

(Ank − Em) = B,

dann ist

lim
n→∞

kn∏
k=1

Ank = exp(B).

Beweis. Auf Grund von Bedingung (ii) kann nun ‖Ank − Em‖ ≤ 1
2
für alle n ∈ N und

k = 1, . . . , kn angenommen werden und man erhält unter Verwendung der Reihenent-
wicklung des natürlichen Logarithmuses an der Stelle Em folgende Gleichungen:

ln(Ank) = (Ank − Em) +
∞∑
j=2

(−1)

j

j+1

(Ank − Em)j

kn∑
k=1

ln(Ank) =
kn∑
k=1

(Ank − Em) +
kn∑
k=1

∞∑
j=2

(−1)

j

j+1

(Ank − Em)j︸ ︷︷ ︸
=:Rn

=
kn∑
k=1

(Ank − Em) +Rn. (31)

Der Restterm Rn wird folgender Abschätzung unterzogen:

‖Rn‖ =

∥∥∥∥∥
kn∑
k=1

∞∑
j=2

(−1)

j

j+1

(Ank − Em)j

∥∥∥∥∥
≤

kn∑
k=1

∞∑
j=2

‖Ank − Em‖j

≤
(

max
1≤k≤kn

‖Ank − Em‖
) kn∑

k=1

∞∑
j=2

‖Ank − Em‖j−1

=

(
max

1≤k≤kn
‖Ank − Em‖

) kn∑
k=1

(
‖Ank − Em‖

∞∑
j=2

‖Ank − Em‖j−2

)
.
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4.1 Grenzwertsätze für graduierte Koalgebren

Da
∞∑
j=2

‖Ank − Em‖j−2 ≤
∞∑
j=0

(1
2
)j = 2, folgt

‖Rn‖ ≤
(

max
1≤k≤kn

‖Ank − Em‖
)
· 2 ·

kn∑
k=1

‖Ank − Em‖.

Damit gilt nach (ii) und (iii) ‖Rn‖ → 0 für n→∞.
Durch Anwendung der Exponentialabbildung auf die linearen Operatoren und unter
Verwendung der Bedingung (i) erhält man:

kn∏
k=1

Ank =
kn∏
k=1

exp
(
ln(Ank)

)
= exp

(
kn∑
k=1

ln(Ank)

)
(nach (i))

= exp

(
kn∑
k=1

(Ank − Em) +Rn

)
. (nach (31))

Es folgt nach (iv)

lim
n→∞

kn∏
k=1

Ank = lim
n→∞

exp

(
kn∑
k=1

(Ank − Em) +Rn

)

= exp

 lim
n→∞

kn∑
k=1

(Ank − Em) + lim
n→∞

Rn︸ ︷︷ ︸
=0


= exp(B), (nach (iv))

womit die Behauptung bewiesen wäre.

Satz 4.1. Für n ∈ N und k = 1, . . . , kn (kn ∈ N) seien sämtliche ϕnk lineare Funktio-
nale auf einer Koalgebra C, welche den folgenden Bedingungen genügen:

(i) ϕn1, . . . , ϕnkn kommutieren für jedes n ∈ N bezüglich der Faltung

(ii) lim
n→∞

max
1≤k≤kn

|(ϕnk − δ)(c)| = 0

(iii) sup
n∈N

kn∑
k=1

|(ϕnk − δ)(c)| <∞

für alle c ∈ C. Gilt für ein weiteres lineares Funktional ψ auf C die Bedingung
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4.1 Grenzwertsätze für graduierte Koalgebren

(iv) lim
n→∞

kn∑
k=1

(ϕnk − δ)(c) = ψ(c),

dann ist

lim
n→∞

(
kn∏

?
k=1

ϕnk

)
(c) = (exp? ψ)(c)

für alle c ∈ C, wobei
∏

?
für das Faltungsprodukt der linearen Funktionale steht.

Beweis. Die linearen Funktionale ϕnk erfüllen nun die obigen Bedingungen (i) bis
(iv). Nach dem Fundamentalsatz über Koalgebren existiert für ein c ∈ C eine end-
lich dimensionale Unterkoalgebra Uc von C, die c enthält, wobei der lineare Operator
Tnk := (id ⊗ ϕnk) ◦ ∆ auf C den Untervektorraum Uc invariant lässt. Ferner gelten
auf Grund der Bedingungen (ii) bis (iv) für die linearen Operatoren Tnk die folgenden
Zusammenhänge:

lim
n→∞

max
1≤k≤kn

‖Tnk � Uc − id‖ = 0

sup
n∈N

kn∑
k=1

‖Tnk � Uc − id‖ <∞

lim
n→∞

kn∑
k=1

(Tnk � Uc − id) = Q � Uc mit Q = (id⊗ ψ) ◦∆.

Auf Grund von Lemma 4.1. folgt

lim
n→∞

kn∏
k=1

(Tnk � Uc) = exp(Q � Uc)

mit Q = (id⊗ ψ) ◦∆.
Durch Anwendung der Koeinheit auf beiden Seiten der Gleichung in Abhängigkeit von
c ∈ C

lim
n→∞

δ ◦

(
kn∏
k=1

(Tnk � Uc)

)
(c) = δ ◦

(
exp(Q � Uc)

)
(c)

erhält man, da ϕnk = δ ◦ Tnk, schließlich

lim
n→∞

kn∏
?

k=1

ϕnk(c) = (exp? ψ)(c)

55



4.1 Grenzwertsätze für graduierte Koalgebren

mit ψ = δ ◦Q.

Satz 4.2. Sei (ϕn)n∈N eine Familie von linearen Funktionalen auf einer Koalgebra C,
so dass für alle c ∈ C und ein lineares Funktional ψ auf C

lim
n→∞

n(ϕn − δ)(c) = ψ(c) (32)

gilt. Dann ist

lim
n→∞

(ϕn)?n(c) = (exp? ψ)(c) (33)

für alle c ∈ C.

Beweis. Da aus (32) insbesondere

n|(ϕn − δ)(c)| <∞ für n→∞ (34)

folgt, sind hier die Bedingungen (i) bis (iv) des Satzes 4.1. für kn := n und ϕnk := ϕn

erfüllt, d. h. die Bedingung . . .

(i) gilt für ϕnk = ϕn offensichtlich,

(ii) ist erfüllt, da lim
n→∞

max
1≤k≤kn

|(ϕnk − δ)(c)| = lim
n→∞

|(ϕn − δ)(c)| = 0, (nach (34))

(iii) gilt, da sup
n∈N

kn∑
k=1

|(ϕnk − δ)(c)| = sup
n∈N

n∑
k=1

|(ϕn − δ)(c)|

= sup
n∈N

n|(ϕn − δ)(c)| <∞ (nach (34))

und

(iv) ist schließlich erfüllt, da lim
n→∞

kn∑
k=1

(ϕnk − δ)(c) = lim
n→∞

n∑
k=1

(ϕn − δ)(c)

= lim
n→∞

n(ϕn − δ)(c)

= ψ(c). (nach (32))

Durch Anwendung von Satz 4.1. erhält man

lim
n→∞

(ϕn)?n(c) = lim
n→∞

(
n∏
?

k=1

ϕn

)
(c) = (exp? ψ)(c)

für alle c ∈ C.
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4.1 Grenzwertsätze für graduierte Koalgebren

Für eine N0-graduierte Koalgebra C und eine komplexe Zahl z sei der lineare Operator
Sz auf C definiert durch

Sz(c) := zdeg(c)c. (35)

Dann gilt für lineare Funktionale ϕ und ψ auf C

(ϕ ? ψ) ◦ Sz = (ϕ ◦ Sz) ? (ψ ◦ Sz). (36)

Aus den Sätzen 4.1. und 4.2. ergibt sich der nun folgende Satz:

Satz 4.3. (Grenzwertsatz für Koalgebren) Sei C =
⊕
m∈N0

C(m) eine N0-graduierte

Koalgebra und ν ∈ N. Sind für ein lineares Funktional ϕ auf C die Bedingungen

(i) ϕ � C(k) = 0 für 0 < k < ν

(ii) ϕ � C(0) = δ � C(0)

erfüllt, dann gilt für alle c ∈ C

lim
n→∞

(ϕ?n ◦ S
n−

1
ν
)(c) = (exp? gϕ)(c),

wobei gϕ das lineare Funktional auf C bezeichnet mit

gϕ � C(k) = 0 für alle k 6= ν

gϕ � C(ν) = ϕ � C(ν).

Beweis. Man setze ϕn := ϕ ◦ S
n−

1
ν
und zeige, dass die Bedingungen des Satzes 4.2. er-

füllt sind. Zunächst gelten für alle c ∈ C(m)\{0} mit m ≥ 1 auf Grund der Homogenität
vom Grad 0 von δ die folgenden Zusammenhänge:

n(ϕn − δ)(c) = n(ϕn)(c) = n(ϕ ◦ S
n−

1
ν
)(c)

= nϕ(n−
deg(c)
ν c) (nach (35))

= n · n−
deg(c)
ν ϕ(c).

Für deg(c) = ν ist

n(ϕn − δ)(c) = ϕ(c)
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4.2 Anwendung auf die Zentralen Grenzwertsätze für graduierte duale Halbgruppen

und für deg(c) > ν gilt

lim
n→∞

n(ϕn − δ)(c) = lim
n→∞

n · n−
deg(c)
ν ϕ(c) = 0.

Falls 0 < deg(c) < ν, ergibt sich

n(ϕn − δ)(c) = n · n−
deg(c)
ν ϕ(c) = 0. (nach (i))

Für c ∈ C(0), d. h. deg(c) = 0, ist

n(ϕn − δ)(c) = n(δ − δ)(c) = 0. (nach (ii))

Somit gilt nach Satz 4.2. für alle c ∈ C und ein lineares Funktional gϕ mit den obigen
Bedingungen

lim
n→∞

(ϕ?n ◦ S
n−

1
ν
)(c) = lim

n→∞
(ϕ ◦ S

n−
1
ν
)?n(c) (nach (36))

= lim
n→∞

(ϕn)?n(c)

= (exp? gϕ)(c) (nach (33))

=

0, falls c ∈ C(k), k 6= ν

(exp? ϕ)(c), falls c ∈ C(ν).

4.2 Anwendung auf die Zentralen Grenzwertsätze für graduierte
duale Halbgruppen

In diesem Abschnitt der Arbeit wird der Hauptsatz über die Konvergenz gegen das Fal-
tungsexponential aufN0-graduierten dualen Halbgruppen formuliert und bewiesen. Mit
Hilfe des Funktors S : DC → ComBC kann die Komultiplikation einer N0-graduierten
dualen Halbgruppe auf die „gewöhnliche“ Komultiplikation einer N0-graduierten Bial-
gebra reduziert und auf den Grenzwertsatz über N0-graduierte Koalgebren angewendet
werden. Analog ist auch die Komultiplikation einer N0-graduierten dualen Gruppe un-
ter Hinzunahme des Funktors SHopf : GC → ComHC auf die Komultiplikation einer
N0-graduierten Hopf-Algebra reduzierbar.47

Im Folgenden sei für ein lineares Funktional ψ auf einer N0-graduierten dualen Halb-

47Für dieses Vorgehen sei v. a. auf das dritte Kapitel in [BGS3] verwiesen.
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4.2 Anwendung auf die Zentralen Grenzwertsätze für graduierte duale Halbgruppen

gruppe D das lineare Funktional D(ψ) auf S(D0) definiert durch:

D(ψ)(1) = 1, D(ψ)(d) = ψ(d), D(ψ)(d1 · · · dn) = 0 (37)

für alle d, d1, . . . , dn ∈ D0, n ≥ 2 mit D0 ⊂ S(D0) kanonisch eingebettet.
Weiterhin sei zu jeder Zahl z ∈ C der lineare Operator Sz : D → D mit Sz(d) := zdeg(d)d

für alle d ∈ D definiert.

Satz 4.4. (Hauptsatz) Sei (D,Λ, δ) eine N0-graduierte duale Halbgruppe und sei
εD0,D0 durch eines der fünf universellen Produkte gegeben. Sind für ein lineares Funk-
tional ϕ : D → C und für ν ∈ N die Bedingungen

(i) ϕ � D(k) = 0 für 0 < k < ν

(ii) ϕ � D(0) = δ � D(0) (d. h. ϕ ist insbesondere normiert )

erfüllt, dann gilt für die N-fache Faltung von ϕ gemäß Bemerkung 14. und alle d ∈ D

lim
N→∞

(
ϕ?N ◦ S

N−
1
ν

)
(d) = (exp? gϕ)(d),

wobei gϕ das lineare Funktional auf D bezeichnet mit

gϕ � D(k) = 0 für alle k 6= ν

gϕ � D(ν) = ϕ � D(ν).

Beweis. Sei (D,Λ, δ) eine N0-graduierte duale Halbgruppe gemäß Variante 2*, εD0,D0

wie in Abschnitt 3.3.3 dieser Arbeit definiert und ϕ ein normiertes lineares Funktional
auf D mit den Eigenschaften (i) und (ii).
Durch Anwendung des Funktors S mit Hilfe von εD0,D0 auf die Voraussetzungen erhält
man die N0-graduierte kommutative ∗-Bialgebra

(
S(D0),S(εD0,D0 ◦Λ0),S(0)

)
und das

lineare Funktional S(ϕ) auf S(D0) mit den Eigenschaften

(i’) S(ϕ) � S(D0)(k) = 0 für 0 < k < ν

(ii’) S(ϕ) � S(D0)(0) = S(0) � S(D0)(0).

Die Bedingung (i’) folgt aus

S(D0)(k) =
⊕

l1+···+lr=k

D(l1)
0 ⊗s · · · ⊗s D(lr)

0 ,
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4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz für Summen unabhängiger Quanten-Zufalls-
variablen auf Tensor-∗-Algebren

da wegen k < ν gelten muss, dass li < ν, und weil wegen k > 0 für wenigstens ein i
gelten muss, dass li > 0.48 Die Eigenschaft (ii’) ergibt sich wiederum aus

S(D0)(0) = C1⊕
⊕
n∈N

(
D(0)

0

)⊗sn
.

Da S(ϕ1)~ S(ϕ2) = S(ϕ1 ? ϕ2), folgt S(ϕ)~N ◦ S
N−

1
ν

=
(
S(ϕ) ◦ S

N−
1
ν

)~N . Somit gilt
nach Satz 4.3. für gϕ und unter Verwendung der Eigenschaften (37)

lim
N→∞

(
S(ϕ)~N ◦ S

N−
1
ν

)
(b) =

(
exp~D(gϕ)

)
(b) (38)

für alle b ∈ S(D0).
Durch Einschränkung auf D = C1 ⊕ D0 ⊂ S(D0) erhält man aus Gleichung (38)
schließlich

lim
N→∞

(ϕ?N ◦ S
N−

1
ν
)(d) = (exp? gϕ)(d)

für alle d ∈ D.

Bemerkung 19. Der Hauptsatz ist analog auf N0-graduierte duale Gruppen (D,Λ, δ, κ)

anwendbar, wobei der Funktor SHopf : GC → ComHC die N0-graduierte duale Gruppe
gemäß Korollar 3.1. zu einer N0-graduierten kommutativen Hopf-∗-Algebra formt und
so ebenfalls die Anwendung des Grenzwertsatzes 4.3. über N0-graduierte Koalgebren
ermöglicht.

4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz für Summen unabhängiger
Quanten-Zufallsvariablen auf Tensor-∗-Algebren

Zur Beschreibung eines stochastischen Vorgangs werden in der klassischen Wahrschein-
lichkeitstheorie Räume (Ω,F ,P) betrachtet, die aus einem Grundraum Ω aller mögli-
chen Ereignisse, einer σ-Algebra F von Teilmengen von Ω, die die möglichen Ereignis-
se beschreibt, und einem Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (Ω,F), welches die Ereignisse
stochastisch bewertet, bestehen. In diesem Abschnitt der Arbeit wird nun mit eini-
gen Grundbegriffen in die nicht-kommutative Wahrscheinlichkeitstheorie eingeführt,
in der man ein zum klassischen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) „dualen“ Quanten-
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,Φ) konstruiert, der aus einer unitalen ∗-Algebra Q und
einem Zustand Φ auf Q besteht. Klassische Zufallsvariablen X : Ω → E mit Werten
48Hierbei bezeichnet ⊗s das symmetrische Tensorprodukt, d. h. V ⊗s W = (V ⊗W )

/
I. Vgl. hierzu

Definition 3.13.
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4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz für Summen unabhängiger Quanten-Zufalls-
variablen auf Tensor-∗-Algebren

in einem messbaren Raum (E, E) werden durch (unitale) ∗-Algebrahomomorphismen
j : A → Q über dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q,Φ) auf der (unitalen)
∗-Algebra A ersetzt und der klassische Unabhängigkeitsbegriff von Zufallsvariablen
ins Nicht-Kommutative verallgemeinert. Während im klassischen Fall der Unabhän-
gigkeitsbegriff durch das Tensorprodukt linearer Funktionale auf unitalen kommutati-
ven Algebren gegeben ist, existieren in der nicht-kommutativen Wahrscheinlichkeits-
theorie fünf verschiedene quanten-stochastische Unabhängigkeitsbegriffe. Im Zusam-
menhang mit algebraischen Strukturen dualer Halbgruppen sind diese Begriffe nicht-
kommutativer Unabhängigkeit für die Formulierung Zentraler Grenzwertsätze in fünf
Varianten entscheidend.
An diese Bemerkungen anschließend werden im vorliegenden Abschnitt zunächst ei-
nige Grundbegriffe aus der nicht-kommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie eingeführt
(4.3.1), auf denen aufbauend die Zentralen Grenzwertsätze für Summen unabhängiger
Quanten-Zufallsvariablen auf Tensor-∗-Algebren formuliert werden können. Die Tensor-
∗-Algebra T (V ) ist eine N0-graduierte unitale ∗-Algebra49 und wird mit einer geeigne-
ten Komultiplikation und einer geeigneten Koeinheit – so kann hier gezeigt werden –
zu einer N0-graduierten dualen Halbgruppe. Dies ermöglicht schließlich die Anwen-
dung des Hauptsatzes 4.4. über N0-graduierte duale Halbgruppen im Spezialfall der
Tensor-∗-Algebren. Hinsichtlich der Isomorphieeigenschaft von T (V ) zur Polynomal-
gebra C〈x1, . . . , xn〉 über C in den nicht-kommutierenden Unbestimmten x1, . . . , xn

können zusätzlich Momentenfunktionale definiert und der Hauptsatz insbesondere für
Polynome formuliert werden (4.3.2). Letztlich gilt es das Faltungsexponential exp? gϕ

für die verschiedenen Begriffe quanten-stochastischer Unabhängigkeit von Quanten-
Zufallsvariablen zu untersuchen und die Zentralen Grenzwertsätze für die einzelnen
Fälle explizit zu formulieren (4.3.3).

4.3.1 Grundbegriffe der nicht-kommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie

Sei (Ω,F ,P) ein klassischer Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachtet man die unitale kom-
mutative ∗-Algebra W := L∞(Ω,F ,P) von C-wertigen integrierbaren Funktionen auf
Ω und das normierte, positive lineare Funktional Ψ auf W , gegeben durch Ψ(F ) :=∫
Ω

FdP, dann ist das Paar (W ,Ψ) ein Beispiel für einen Quanten-Wahrscheinlichkeits-

raum. Eine Verallgemeinerung hierfür bietet die folgende Definition:

Definition 4.1. Ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (Q,Φ), be-
stehend aus einer unitalen ∗-Algebra Q mit Einheitselement 1Q und einem Zustand Φ

49Die in Bezug auf die Tensoralgebra formulierten Definitionen und Eigenschaften sind in Grundzügen
[BA], S. 484-490 entlehnt.
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auf Q, d. h. einem positiven linearen Funktional mit Φ(1Q) = 1.

Bemerkung 20. Angenommen A ist eine Unter-∗-Algebra von Q und führt die Einheit
1Q mit, dann ist offensichtlich auch (A,Φ � A) ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 4.2. Eine Quanten-Zufallsvariable über dem Quanten-Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,Φ) auf einer ∗-Algebra A ist ein ∗-Algebrahomomorphismus j : A → Q.

Bemerkung 21. Besitzt A keine Einheit 1, dann kann j auf eindeutige Weise zu einem
unitalen ∗-Algebrahomomorphismus j̃ : Ã → Q mit j̃ � A = j erweitert werden.50

Eine klassische ZufallsvariableX : Ω→ E über demWahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P)

mit Werten in einem messbaren Raum (E, E) wird durch die Definition

jX(f) = f ◦X

für f ∈ A (wobei A eine geeignete ∗-Algebra von C-wertigen Funktionen auf E ist, z.
B. A = L∞(E, E)) zu einer speziellen Quanten-Zufallsvariable jX mit jX(A) ⊂ W :=

L∞(Ω,F ,P).

Definition 4.3. Für eine Quanten-Zufallsvariable j : A → Q bezeichne ϕj = Φ ◦ j die
Verteilung von j im Zustand Φ.51

Die Verteilung der Quanten-Zufallsvariable j bezüglich Φ ist dann der Zustand Φ ◦ j
bzw. Φ ◦ j̃ auf A bzw. Ã.

Definition 4.4. (Faltung von Quanten-Zufallsvariablen) Sei (D,Λ, δ) eine
N0-graduierte duale Halbgruppe. Dann wird für die Quanten-Zufallsvariablen j1 und
j2 auf (D,Λ, δ) über dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q,Φ) die Faltung von j1

und j2 wie folgt definiert:

j1 ∗ j2 := (j1 t1 j2) ◦ Λ.

Die Faltung j1 ∗ j2 der Quanten-Zufallsvariablen j1 und j2 ist wiederum eine Quanten-
Zufallsvariable auf D über dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q,Φ). Um die Ver-
teilung ϕ1?ϕ2 von j1∗j2 zu erhalten, betrachte man das universelle Produkt ϕ1•ϕ2 auf

50Man erhält aus A durch Hinzufügen einer künstlichen Einheit 1 die unitale Algebra Ã, d. h. Ã =
C1⊕A. (Vgl. hierzu auch Abschnitt 2.5 dieser Arbeit.)

51Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird der Indize „j“ bei der Verteilung ϕj im Folgenden wegge-
lassen.
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D0 t D0 (mit D0 = Kern(δ)). Sind die Quanten-Zufallsvariablen j1,2 : D → Q gemäß
Definition 3.4. unabhängig und ϕ1,2 = Φ ◦ j1,2 deren Verteilungen auf D0, dann gilt:

Φ ◦ (j1 t j2) = (Φ ◦ j1) • (Φ ◦ j2) = ϕ1 • ϕ2

Φ ◦ (j1 ∗ j2) = Φ ◦ (j1 t j2) ◦ Λ0

=
(
(Φ ◦ j1) • (Φ ◦ j2)

)
◦ Λ0

= (Φ ◦ j1) ? (Φ ◦ j2)

= ϕ1 ? ϕ2

in D0 mit Λ0 = Λ � D0. Nach Bemerkung 21. kann nun die Quanten-Zufallsvariable
j1 ∗ j2 auf D0 eindeutig zu einem unitalen ∗-Algebrahomomorphismus von D nach Q
erweitert werden, d. h.

ϕ̃1 ? ϕ2 = Φ ◦ (j̃1 ∗ j2),

wobei ϕ̃1 ? ϕ2 ein Zustand auf D ist.

4.3.2 Momentenfunktionale auf Tensor-∗-Algebren

Sei T (V ) =
∞⊕
n=0

T (n)(V ) =
∞⊕
n=0

V ⊗n die Tensoralgebra52 über dem K-Vektorraum V

und die Menge {xi | i ∈ I} für eine Indexmenge I eine Basis von V , dann ist

{xi1 ⊗ · · · ⊗ xik | k ∈ N0, ij ∈ I mit 1 ≤ j ≤ k}

eine Basis von T (V ).53 Mithin entspricht T (V ) in polynomialer Schreibweise der Al-
gebra der C-wertigen Polynome mit den nicht-kommutierenden Unbestimmten xi für
alle i ∈ I, d. h. beispielsweise

T (V ) ∼= C〈x1, . . . , xn〉,54 (39)

falls dimV = n.
Für einen Vektorraum V = T (1)(V ) kann man eine Einbettung ιV : V → T (V ) finden,
so dass die Tensoralgebra der folgenden universellen Eigenschaft genügt:

52Vgl. hierzu Beispiel 1.
53Vgl. hierzu [BA], S. 491-492.
54Vgl. hierzu Bemerkung 16.
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Satz 4.5. Sei A eine unitale Algebra und f : V → A eine lineare Abbildung, dann
existiert ein eindeutiger unitaler Algebrahomomorphismus T (f) : T (V ) → A, so dass
das Diagramm

A

V T (V )-ιV

Q
Q
Q
Qs

f

�
�
�
�+

∃! T (f)

kommutiert, d. h. f = T (f) ◦ ιV .

Beweis. Vgl. hierzu [BA], S. 485 und Satz 3.4.

In Bezug auf die obige Definition der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra T (V )

ist auch umgekehrt jeder beliebige Algebrahomomorphismus g : T (V ) → A eindeutig
durch seine Einschränkung auf V definiert.

Korollar 4.1. Seien V und W Vektorräume über K und g : V → W eine lineare Abbil-
dung. Dann gibt es einen eindeutigen Algebrahomomorphismus T (g) : T (V )→ T (W ),
definiert durch T (g) := T (ιW ◦ g), so dass folgendes Diagramm kommutiert:

V

?
T (V )

ιV

W-g

?

ιW

T (W )-
T (g) := T (ιW ◦ g)

Beweis. Hierfür wende man die universelle Eigenschaft der Tensoralgebra T (V ) gemäß
Satz 4.5. auf die lineare Abbildung ιW ◦ g : V → T (W ) an.

Korollar 4.2. Seien V , W und U Vektorräume über K und g : V → W sowie
h : W → U lineare Abbildungen. Dann gilt

T (h ◦ g) = T (h) ◦ T (g).

Beweis. Vgl. hierzu [BA], S. 486.

Der Algebrahomomorphismus T (g) wird auch als kanonische Erweiterung der linearen
Abbildung g auf T (V ) bezeichnet. Die Einschränkungen T (g) � T (n)(V ) := T (n)(g)

von T (n)(V ) nach T (n)(W ) sind hier die linearen Abbildungen g⊗n mit g für n = 1 und
id für n = 0.
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Es sei im Folgenden T0(V ) wie folgt definiert:

T0(V ) :=
∞⊕
n=1

T (n)(V ) =
∞⊕
n=1

V ⊗n = V ⊕ (V ⊗ V )⊕ (V ⊗ V ⊗ V )⊕ · · ·

Lemma 4.2. Für zwei Vektorräume V und W über K gelten die folgenden (unitalen)

Algebraisomorphismen:

T0(V ⊕W ) ∼= T0(V ) t T0(W )

T (V ⊕W ) ∼= T (V ) t1 T (W ).55

Beweis. Vgl. hierzu [Voß], S. 26-27.

Sei nun V sogar ein N0-graduierter ∗-Vektorraum, d. h. V ist N0-graduierter Vektor-
raum und die Involution v 7→ v∗ homogen vom Grad 0. Dann wird die Tensoralge-
bra T (V ) durch die Fortsetzung der Involution auf T (V ) eine ∗-Algebra und mit der
N0-Graduierung

T (V ) =
∞⊕
n=0

T (V )(n) (40)

mit

T (V )(n) =
⊕

k1+···+kr=n

V (k1) ⊗ · · · ⊗ V (kr) und T (V )(0) = C1⊕
∞⊕
l=1

(
V (0)

)⊗l
,

wobei k1, . . . , kr ∈ N0, n, r ∈ N, zu einer graduierten ∗-Algebra, der sog.N0-graduierten
Tensor-∗-Algebra. Die universelle Eigenschaft von T (V ) gemäß Satz 4.5. hat nun
die folgende Form: Für eine N0-graduierte unitale ∗-Algebra A und eine lineare Ab-
bildung f : V → A, die homogen vom Grad 0 ist, existiert ein eindeutiger unitaler
∗-Algebrahomomorphismus T (f) mit

T (f)(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = f(v1) · · · f(vn) (41)

für v1⊗ · · · ⊗ vn ∈ T (n)(V ) = V ⊗n, n ≥ 1 und T (f)(α1T (V )) = α1A für alle α ∈ C. Da
T (f)

(
T (n)(V )

)
⊆ A(n) für alle n ≥ 0 ist der unitale ∗-Algebrahomomorphismus T (f)

zudem homogen vom Grad 0.

55Es gilt insbesondere T (V )t1 T (V )t1 T (V ) ∼= T (V ⊕ V ⊕ V ). Dieser Zusammenhang wird für den
Beweis des Satzes 4.6. benötigt.
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Satz 4.6. Die N0-graduierte Tensor-∗-Algebra T (V ) über dem N0-graduierten ∗-Vek-
torraum V ist eine N0-graduierte duale Gruppe, wenn die Abbildungen

Λ̂(v) = ι1(v) + ι2(v) ∈ T0(V ) t T0(V ) ⊂ T (V ) t1 T (V ) ∼= T (V ⊕ V )

δ̂(v) = 0 mit δ̂(1) = 1

κ̂(v) = −v mit κ̂(1) = 1

zu unitalen ∗-Algebrahomomorphismen

Λ : T (V )→ T (V ) t1 T (V ) ∼= C1⊕ T0(V ⊕ V ) mit Λ = T (Λ̂) = T (ι1 + ι2)

δ : T (V )→ C mit δ = T (δ̂) = T (0)

κ : T (V )→ T (V ) mit κ = T (κ̂)

erweitert werden. Für die Abbildung Λ̂(v) = ι1(v) + ι2(v) bezeichnen ι1, ι2 die Einbet-
tungen von V in T (V ) t1 T (V ) mit

T (V )︸ ︷︷ ︸
⊂ι1(V )

t1 T (V )︸ ︷︷ ︸
⊂ι2(V )

.

Beweis. Gemäß der universellen Eigenschaft der Tensor-∗-Algebra T (V ) kommutieren
zunächst die folgenden Diagramme:

T (V ) t1 T (V )

V T (V )-ιV

Q
Q
QQsΛ̂

�
�

��+ Λ = T (Λ̂)

C

V T (V )-ιV

Q
Q
QQsδ̂

�
�
��+ δ = T (δ̂)

T (V )

V T (V )-ιV

Q
Q
QQsκ̂

�
�

��+ κ = T (κ̂)

Sei die Tensor-∗-Algebra T (V ) =
∞⊕
n=0

T (V )(n) über dem N0-graduierten ∗-Vektorraum

V =
⊕
n∈N0

V (n) mit der Graduierung (40) versehen. Es ergibt sich für den Grad der

Multiplikation zweier Elemente aus T (V ) zunächst folgender Zusammenhang:

deg
( ∈V ⊗n︷ ︸︸ ︷
(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)

∈V ⊗m︷ ︸︸ ︷
(w1 ⊗ · · · ⊗ wm)

)
= deg(v1) + · · ·+ deg(vn)

!!!! + deg(w1) + · · ·+ deg(wm)

= deg(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) + deg(w1 ⊗ · · · ⊗ wm),

d. h. die Multiplikation in T (V ) ist graderhaltend.
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Für Λ̂(v) = ι1(v) + ι2(v) mit v ∈ V gilt deg
(
Λ̂(v)

)
= deg

(
ι1(v) + ι2(v)

)
, so dass Λ̂

homogen vom Grad 0 ist. Die Abbildung Λ : T (V ) → T (V ) t1 T (V ) ist dann unter
Verwendung von (41) homogen vom Grad 0, da

deg
(
Λ(

∈V ⊗n︷ ︸︸ ︷
v1 ⊗ · · · ⊗ vn)

)
= deg

(
Λ̂(v1) · · · Λ̂(vn)

)
= deg

(
Λ̂(v1)

)
+ · · ·+ deg

(
Λ̂(vn)

)
= deg(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)

für vi ∈ V mit vi 6= 0. Die Einheit δ und die Antipode κ sind offensichtlich ebenfalls
homogen vom Grad 0. Es reicht nun zu zeigen, dass die Koassoziativität, die Koein-
heitseigenschaft und die Antipodeneigenschaft für erzeugende Elemente v ∈ V erfüllt
sind. Zunächst ergibt sich die Koassoziativität von Λ̂ durch folgenden Zusammenhang:

(Λ̂q1 idV ) ◦ Λ̂(v) = (Λ̂q1 idV )
(
ι1(v) + ι2(v)

)
=
(
ι1(v) + ι2(v)

)
+ ι3(v)

= ι1(v) +
(
ι2(v) + ι3(v)

)
= (idV q1 Λ̂)

(
ι1(v) + ι2(v)

)
= (idV q1 Λ̂) ◦ Λ̂(v).

Es gilt zudem die Koeinheitseigenschaft, da

(δ̂ q1 idV ) ◦ Λ̂(v) = (δ̂ q1 idV )
(
ι1(v) + ι2(v)

)
= 0 + v = id(v)

= (idV q1 δ̂)
(
ι1(v) + ι2(v)

)
= (idV q1 δ̂) ◦ Λ̂(v).

Die Antipodeneigenschaft von κ̂ ergibt sich wie folgt:

(κ̂ t1 idV ) ◦ Λ̂(v) = (κ̂ t1 idV )
(
ι1(v) + ι2(v)

)
= −v + v = 0

= (idV t1 κ̂)
(
ι1(v) + ι2(v)

)
= (idV t1 κ̂) ◦ Λ̂(v).

Schließlich ist (T (V ),Λ, δ, κ) eine duale Gruppe.

Auf der Tensoralgebra T (V ) kann zur Veranschaulichung auch eine Koalgebrastruktur
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definiert werden:

Bemerkung 22. Sei V ein N0-graduierter ∗-Vektorraum. Dann wird (T (V ),∆, δ) mit
der Komultiplikation56

∆ : T (V )→ T (V )⊗ T (V ) mit ∆(v) = 1⊗ v + v ⊗ 1

und der Koeinheit δ : T (V )→ C mit δ(v) = 0 und δ(1) = 1 für alle v ∈ V ⊂ T (V ) zu
einer N0-graduierten Koalgebra. Neben der Koeinheit δ ist auch die Komultiplikation
∆ ein ∗-Algebrahomomorphismus, so dass für alle n ≥ 1 und vi ∈ V ⊂ T (V )

∆(v1 · · · vn) =
n∏
i=1

(1⊗ vi + vi ⊗ 1)

gilt. Folglich wird T (V ) sogar zu einer N0-graduierten ∗-Bialgebra.

Für die Formulierung des folgenden Satzes, der eine Spezialisierung des Hauptsatzes 4.4.
darstellt, ist dieN0-graduierte duale Halbgruppe (T (V ),Λ, δ) über demN0-graduierten
∗-Vektorraum V die Graduierung von T (V ) in der k-ten Komponente folgender Gestalt:

T (V )(k) =
∞⊕
n=0

(
V ⊗n

)(k)
,

d. h. die 0-te und 1-te Komponente können exemplarisch wie folgt beschrieben werden:

T (V )(0) =
∞⊕
n=0

(
V ⊗n

)(0)

= C1⊕ V (0) ⊕
(
V (0) ⊗ V (0)

)
⊕
(
V (0) ⊗ V (0) ⊗ V (0)

)
⊗ · · ·

T (V )(1) =
∞⊕
n=0

(
V ⊗n

)(1)

= V (1) ⊕
(
V (0) ⊗ V (1)

)
⊕
(
V (1) ⊗ V (0)

)
⊕
(
V (1) ⊗ V (0) ⊗ V (0)

)
⊗ · · ·

Satz 4.7. Sei (T (V ),Λ, δ) gemäß Satz 4.6. die N0-graduierte duale Halbgruppe über
dem N0-graduierten ∗-Vektorraum V und ϕ : T (V )→ C ein normiertes lineares Funk-
tional mit den Eigenschaften

ϕ � T (V )(1) = 0

ϕ � T (V )(0) = δ � T (V )(0) ,

56Vgl. hierzu Bemerkung 7.
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dann gilt für die N-fache Faltung von ϕ gemäß Bemerkung 14. und alle d ∈ T (V )

lim
N→∞

(
ϕ?N ◦ S

N−
1
2

)
(d) = (exp? gϕ)(d),

wobei gϕ das lineare Funktional auf T (V ) bezeichnet mit

gϕ � T (V )(k) = 0 für k 6= 2

gϕ � T (V )(2) = ϕ � T (V )(2) .

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.4., indem man (D,Λ, δ) durch (T (V ),Λ, δ)

ersetzt.

Von hieran wird für den ∗-Vektorraum V die folgende N0-Graduierung angenommen:

V (1) = V und V (l) = {0} für l 6= 1.

Dann gilt insbesondere T (V )(n) = T (n)(V ). Sei nun {x1, . . . , xn} eine Basis von V

und T (V ) ∼= C〈x1, . . . , xn〉 gemäß der eingangs beschriebenen Polynomschreibweise
(39). Die Algebra C〈x1, . . . , xn〉 in n nicht-kommutierenden Unbestimmten über dem
Körper C setzt sich aus Linearkombinationen von 1 und Monomen57 der Form

m = xi1 · · · xik (42)

mit k ∈ N und 1 ≤ ij ≤ n (1 ≤ j ≤ k) zusammen. Man beachte, dass die Reihenfolge
der Faktoren Relevanz hat, so ist z. B. xixj 6= xjxi für i 6= j.
Sei nun (Q,Φ) ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum mit Elementen q1, . . . , qn aus Q.
Für jedes Polynom58 P ∈ C〈x1, . . . , xn〉 bezeichne P (q1, . . . , qn) ein Element aus Q, das
man erhält, indem x1, . . . , xn durch q1, . . . , qn ersetzt wird, d. h.

C〈x1, . . . , xn〉 3 P 7→ P (q1, . . . , qn) ∈ Q

ist der eindeutige unitale ∗-Algebrahomomorphismus, der xi auf qi (1 ≤ i ≤ n) abbildet.

Definition 4.5. Sei (Q,Φ) ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum, q1, . . . , qn ∈ Q und
m = xi1 · · ·xik ein Monom aus C〈x1, . . . , xn〉 mit 1 ≤ ij ≤ n (1 ≤ j ≤ k). Dann wird

57Alle Monome bilden eine Basis von C〈x1, . . . , xn〉.
58Jedes Element aus C〈x1, . . . , xn〉 ist Polynom und endliche Summe von Monomen der Form (42).
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der Wert

Φ(qi1 · · · qik)

als m-Moment von q1, . . . , qn bezeichnet.

Definition 4.6. Das normierte lineare Funktional ϕ : C〈x1, . . . , xn〉 → C, definiert
durch

ϕ
(
P (x1, . . . , xn)

)
:= Φ

(
P (q1, . . . , qn)

)
für alle P (x1, . . . , xn) ∈ C〈x1, . . . , xn〉 heißt Momentenfunktional von q1, . . . , qn in
(Q,Φ).

Das Momentenfunktional ϕ von q1, . . . , qn ist folglich dadurch bestimmt, dass es jedes
Monom m = xi1 · · · xik aus C〈x1, . . . , xn〉 eindeutig auf das zugehörige m-Moment
Φ(qi1 · · · qik) von q1, . . . , qn abbildet, d. h.

ϕ(xi1 · · ·xik) = Φ(qi1 · · · qik),

wobei ϕ das m-Moment von x1, . . . , xn ist.
Das Momentenfunktional ϕ heißt zentriert, wenn ϕ(xi) = 0 für alle i = 1, . . . , n gilt.
Es bezeichne im Folgenden ϕ?N die N -fache Faltung von ϕ mit sich selbst bezüglich
eines universellen Produktes,59 d. h. beispielsweise

ϕ?2 � T0(V ) = (ϕ ? ϕ) � T0(V ) =
((
ϕ � T0(V )

)
•
(
ϕ � T0(V )

))
◦ Λ0.

Korollar 4.3. Sei ϕ ein zentriertes Momentenfunktional auf C〈x1, . . . , xn〉, dann gilt

lim
N→∞

ϕ?N
(
P

(
x1√
N
, . . . ,

xn√
N

))
= (exp? gϕ)

(
P (x1, . . . , xn)

)
,

für alle P (x1, . . . , xn) ∈ C〈x1, . . . , xn〉, wobei das lineare Funktional gϕ durch

gϕ(xi1 · · ·xik) =

0, falls k 6= 2

ϕ(xi1 · · ·xik), falls k = 2

für alle ij = 1, . . . , n (j = 1, . . . ,k) und gϕ(1) = 0 bestimmt ist.

59Für die N -fache Faltung des Momentenfunktionals ϕ sei wie in Bemerkung 14. vorzugehen. Vgl.
hierzu auch Punkt 4.3.3 dieser Arbeit.
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.7. in polynomialer Schreibweise.

Sei q ein selbstadjungiertes Element aus dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q,Φ),
d. h. q = q∗, und A = 〈q〉 die von q erzeugte Unter-∗-Algebra von Q. Dann existiert
zu einem solchen q ∈ Q genau ein ∗-Algebrahomomorphismus

jq : C[x]→ A ⊆ Q

mit jq(x) = q, d. h. jq ist Quanten-Zufallsvariable auf C[x] mit x = x∗ über dem
Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q,Φ).
Seien nun q1, . . . , qn ∈ Q selbstadjungiert, dann existiert genau eine Quanten-Zufalls-
variable

j : C〈x1, . . . , xn〉 → 〈q1, . . . , qn〉 ⊆ Q

mit j(xi) = qi für alle i = 1, . . . , n. Das Momentenfunktional von q1, . . . , qn ist somit

ϕ = Φ ◦ j,

d. h. ϕ ist die Verteilung von q1, . . . , qn bzw. von der Quanten-Zufallsvariable j.
Seien A1 = 〈q1〉, . . . ,An = 〈qn〉 die von q1, . . . , qn erzeugten Unter-∗-Algebren von
(Q,Φ) und j1 : C[x]→ A1, . . . , jn : C[x]→ An Quanten-Zufallsvariablen mit ji(x) = qi

(1 ≤ i ≤ n) und den zugehörigen Verteilungen ϕi = Φ ◦ ji. Da die unitale ∗-Algebra
C〈x1, . . . , xn〉 aus dem freien Produkt der ∗-Algebren C[x] entsteht, d. h.

C〈x1, . . . , xn〉 = C[x] t1 · · · t1 C[x]︸ ︷︷ ︸
n-mal

,

gilt für die Quanten-Zufallsvariable j : C〈x1, . . . , xn〉 → Q mit qi = j(xi) (1 ≤ i ≤ n)

j = j1 q1 · · · q1 jn.

Somit ist das Momentenfunktional

ϕ
(
P (x1, . . . , xn)

)
= Φ ◦ j

(
P (x1, . . . , xn)

)
= Φ

(
P (q1, . . . , qn)

)
für alle P (x1, . . . , xn) ∈ C〈x1, . . . , xn〉 die gemeinsame Verteilung von q1, . . . , qn auf
dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q,Φ).
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4.3.3 Explikation der Zentralen Grenzwertsätze für die fünf Unabhängigkeiten
von Quanten-Zufallsvariablen

Sei (Q,Φ) ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum und q1, . . . , qn selbstadjungierte Ele-
mente aus Q, wobei q1, . . . , qn die Unter-∗-Algebren A1 = 〈q1〉, . . . ,An = 〈qn〉 von
Q erzeugen. Mithin sind q1, . . . , qn ∈ Q genau dann unabhängig, wenn die zugehöri-
gen Quanten-Zufallsvariablen j1 : C[x] → A1, . . . , jn : C[x] → An mit ji(x) = qi für
i = 1, . . . , n unabhängig gemäß Definition 3.4. sind. Diese wiederum werden als unab-
hängig bezeichnet, wenn es die Unter-∗-Algebren A1 = 〈q1〉, . . . ,An = 〈qn〉 sind. Be-
trachtet man hingegen eine nicht notwendigerweise endliche Folge (jn)n∈N von Quanten-
Zufallsvariablen, dann wird diese als unabhängig bezeichnet, wenn für alle n ∈ N

j1, . . . , jn unabhängig sind und in ähnlicher Weise ist eine Folge (An)n∈N von Unter-
∗-Algebren unabhängig, wenn für jedes n ∈ N A1, . . . ,An unabhängig sind.
Für die Quanten-Zufallsvariablen j1, . . . , jn über dem Quanten-Wahrscheinlichkeits-
raum (Q,Φ) auf der unitalen ∗-Algebra C[x] bezeichnen sämtliche ϕi = Φ ◦ ji mit
i = 1, . . . , n die zugehörigen Verteilungen im Zustand Φ. Die Quanten-Zufallsvariablen
j1, . . . , jn sind tensor, frei, Boolesch, monoton oder antimonoton unabhängig, wenn
der Zustand Φ ◦ (j1 t1 · · · t1 jn) auf dem freien Produkt C[x] t1 · · · t1 C[x] dem
Tensorprodukt (T), dem freien (F), dem Booleschen (B), dem monotonen (M) oder
dem antimonotonen Produkt (AM) von ϕ1, . . . , ϕn entspricht.60

Definition 4.7. Sei x = x∗ die Unbestimmte des Polynomrings C[x], j : C[x] → Q
eine Quanten-Zufallsvariable über dem Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum (Q,Φ) mit
j(x) = q ∈ Q und ϕ = Φ ◦ j deren Verteilung. Dann wird

ϕ(xk) = Φ(qk)

als das k-te Moment der Quanten-Zufallsvariable j bezeichnet.

Für Quanten-Zufallsvariablen j1, . . . , jn : C[x]→ Q ist also das k-te Moment

ϕi(x
k) = Φ ◦ ji(xk) = Φ

(
ji(x)k

)
= Φ(qki )

für alle Monome xk ∈ C[x]. Allgemeiner gilt für jedes Polynom P (x) ∈ C[x]

ϕi
(
P (x)

)
= Φ

(
P (qi)

)
für alle i = 1, . . . , n.
60Vgl. hierzu Definition 3.5.
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Korollar 4.4. Sei (Q,Φ) ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum und die Quanten-
Zufallsvariablen j1, . . . , jn : C[x] → Q unabhängig und identisch verteilt, d. h. für
die Verteilungen ϕi = Φ ◦ ji gilt ϕ1 = · · · = ϕn = ϕ. Ist nun außerdem das erste
Moment ϕ(x) = 0, dann gilt:

lim
N→∞

ϕ?N
(
P

(
x√
N

))
= (exp? gϕ)

(
P (x)

)
für alle P (x) ∈ C[x], wobei

gϕ(xk) =

0, falls k 6= 2

ϕ(x2), falls k = 2.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 4.3. für eine Unbestimmte x, da ϕ ein Momentenfunk-
tional ist.

Im Folgenden wird nun die Gestalt von exp? gϕ für die fünf verschiedenen Begriffe
nicht-kommutativer Unabhängigkeit zu beschreiben gesucht und in Zentralen Grenz-
wertsätzen (ZGS) festgehalten.

Satz 4.8. Sei (Q,Φ) ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum. Für ein selbstadjungiertes
Element q ∈ Q existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf R mit endlichen Momenten,
so dass für k = 1, 2, . . . gilt:

Φ(qk) =

∞∫
−∞

xkµ(dx).

Beweis. Vgl. hierzu [AHO], S. 26.

Man beachte, dass das Wahrscheinlichkeitsmaß µ i. Allg. nicht eindeutig ist.

Definition 4.8. (Tensorunabhängigkeit) Sei (Q,Φ) ein Quanten-Wahrscheinlich-
keitsraum. Eine Folge (An)n∈N von unitalen Unter-∗-Algebren von Q ist bezüglich Φ

tensorunabhängig, wenn

1. ab = ba für alle a ∈ Ai, b ∈ Aj mit i, j ∈ N und i 6= j

2. Φ

(∏
j∈J

aj

)
=
∏
j∈J

Φ(aj)

für alle endlichen Teilmengen J ⊆ N und alle aj ∈ Aj.
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Zwei Quanten-Zufallsvariablen j1, j2 : C[x]→ Q sind somit tensorunabhängig, wenn

q1q2 = q2q1 und Φ
(
qk1q

l
2

)
= Φ

(
qk1
)

Φ
(
ql2
)

gilt mit j1(x) = q1, j2(x) = q2 und für alle k,l ∈ N.

Satz 4.9. (kommutativer ZGS) Sei
(
ji : C[x] → Q

)
i∈N eine Folge von tensorun-

abhängigen und identisch verteilten Quanten-Zufallsvariablen auf dem Quanten-Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,Φ) und die Verteilung ϕ = Φ ◦ ji mit i ∈ N erfülle die Bedin-
gungen

(i) ϕ(x) = 0

(ii) ϕ(x2) = 1,

dann gilt für alle k ∈ N

lim
N→∞

ϕ?N
(
xk√
N

)
=

1√
2π

∞∫
−∞

xk · exp

(
−x

2

2

)
dx, (43)

wobei ϕ?N die N-fache Faltung von ϕ bezüglich des Tensorproduktes ⊗ bezeichnet.

Beweis. Vgl. hierzu [AHO], S. 214-215.

Im Falle der Tensorunabhängigkeit ist demnach das Faltungsexponential (exp? gϕ)
(
xk
)

gemäß Korollar 4.4. von der Gestalt (43). Das Wahrscheinlichkeitsmaß mit der Dichte-
funktion

T (t) =
1√
2π

exp

(
−t

2

2

)
für t ∈ R

heißt Standardnormalverteilung und entspricht der folgenden graphischen Darstellung
(Gaußsche Glockenkurve):
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Die Momentenfolge der Standardnormalverteilung entspricht hierbei für k = 1,2, . . .

ϕ(xk) =


m!
2m

(
2m
m

)
, falls k = 2m

0 sonst.

Definition 4.9. (freie Unabhängigkeit) Sei (Q,Φ) ein Quanten-Wahrscheinlich-
keitsraum. Eine Folge (An)n∈N von unitalen Unter-∗-Algebren von Q ist bezüglich Φ

frei unabhängig, wenn

Φ(a1 · · · ar) = 0, falls Φ(aj) = 0 (j = 1, . . . , r)

für alle r ∈ N mit aj ∈ Aij und ij ∈ N gilt, wobei benachbarte Elemente aus verschie-
denen Unter-∗-Algebren sind, d. h. i1 6= i2, i2 6= i3, . . . , ir−1 6= ir.

Quanten-Zufallsvariablen j1, . . . , jn : C[x] → Q sind frei unabhängig (bezüglich Φ),
wenn die von den Elementen q1 = j1(x), . . . , qn = jn(x) erzeugten Unter-∗-Algebren
frei unabhängig sind.

Satz 4.10. (freier ZGS) Sei
(
ji : C[x]→ Q

)
i∈N eine Folge von frei unabhängigen und

identisch verteilten Quanten-Zufallsvariablen auf dem Quanten-Wahrscheinlichkeits-
raum (Q,Φ) und die Verteilung ϕ = Φ ◦ ji mit i ∈ N erfülle die Bedingungen

(i) ϕ(x) = 0

(ii) ϕ(x2) = 1,

dann gilt für alle k ∈ N

lim
N→∞

ϕ?N
(
xk√
N

)
=

1

2π

2∫
−2

xk
√

4− x2dx, (44)

wobei ϕ?N die N-fache Faltung von ϕ bezüglich des freien Produktes F bezeichnet.

Beweis. Vgl. hierzu [AHO], S. 215.

Im Falle der freien Unabhängigkeit ist demnach das Faltungsexponential (exp? gϕ)
(
xk
)

gemäß Korollar 4.4. von der Gestalt (44). Das Wahrscheinlichkeitsmaß, dessen Dichte-
funktion durch

F (t) =


1

2π

√
4− t2, falls |t| ≤ 2

0 sonst
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gegeben ist, wird als standardisierte Wigner-Halbkreis-Verteilung bezeichnet und kann
graphisch wie folgt veranschaulicht werden:

Im Fall der freien Unabhängigkeit fällt das (2k)-te Moment der Wigner-Halbkreis-
Verteilung mit den Catalan-Zahlen Ck = 1

k+1

(
2k
k

)
für k = 1,2, . . . zusammen, während

das (2k + 1)-te Moment 0 ist.

Definition 4.10. (Boolesche Unabhängigkeit) Sei (Q,Φ) ein Quanten-Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Folge (An)n∈N von Unter-∗-Algebren von Q ist bezüglich Φ

Boolesch unabhängig, wenn

Φ(a1 · · · ar) = Φ(a1) · · ·Φ(ar)

für alle aj ∈ Aij mit ij ∈ N, i1 6= i2, i2 6= i3, . . . , ir−1 6= ir und r ∈ N, 1 ≤ j ≤ r.

Satz 4.11. (Boolescher ZGS) Sei
(
ji : C[x] → Q

)
i∈N eine Folge von Boolesch un-

abhängigen und identisch verteilten Quanten-Zufallsvariablen auf dem Quanten-Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,Φ) und die Verteilung ϕ = Φ ◦ ji mit i ∈ N erfülle die Bedin-
gungen

(i) ϕ(x) = 0

(ii) ϕ(x2) = 1,

dann gilt für alle k ∈ N

lim
N→∞

ϕ?N
(
xk√
N

)
=

1

2

∞∫
−∞

xkz(x)dx, (45)
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wobei ϕ?N die N-fache Faltung von ϕ bezüglich des Booleschen Produktes � bezeichnet
und für z(x) gilt:

z(x) :=

1, falls x = −1; +1

0 sonst.

Beweis. Vgl. hierzu [AHO], S. 216.

Im Falle der Booleschen Unabhängigkeit ist das Faltungsexponential (exp? gϕ)
(
xk
)

gemäß Korollar 4.4. somit von der Gestalt (45), wobei das Wahrscheinlichkeitsmaß
B(t) = 1

2
z(t) der rechten Seite der Gleichung (45) graphisch der Bernoulli-Verteilung

entspricht:

Um zu definieren, unter welchen Bedingungen eine Folge (An)n∈N von (nicht notwendi-
gerweise unitalen) Unter-∗-Algebren eines Quanten-Wahrscheinlichkeitsraumes (Q,Φ)

monoton unabhängig ist, wird es notwendig, die folgende Notation einzuführen: Für
ein endliches Tupel (ε1, . . . , εr) ∈ An und r ≥ 2 wird p als Spitze bezeichnet, wenn

(i) εp−1 < εp und εp > εp+1 für 1 < p < r oder

(ii) p = 1 und ε1 > ε2 oder

(iii) p = r und εr−1 < εr

erfüllt ist.

Definition 4.11. (monotone Unabhängigkeit) Sei (Q,Φ) ein Quanten-Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Folge (An)n∈N von Unter-∗-Algebren von Q ist bezüglich Φ

monoton unabhängig, wenn für alle n ∈ N und jedes endliche Tupel (ε1, . . . , εr) ∈ An
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mit r ≥ 2

Φ(a1 · · · ar) = Φ(ap)Φ(a1 · · · ap−1ap+1 · · · ar)

gilt, wobei p Spitze in (ε1, . . . , εr) ist und aj ∈ Aεj mit j = 1, . . . , r.

Proposition 7. Sei (Q,Φ) ein Quanten-Wahrscheinlichkeitsraum, A1, . . . ,An Unter-
∗-Algebren von Q und seien j1 : A1 → Q, . . . , jn : An → Q die Inklusionen. So ist eine
Folge (An)n∈N gemäß Definition 4.11. genau dann unabhängig, wenn j1, . . . , jn für alle
n ∈ N unabhängig im Sinne von Definition 3.4. sind.

Beweis. Um die Äquivalenz von Definition 4.11. und 3.4. zu zeigen, werden drei Be-
weisschritte durchgeführt.
1. Schritt: Sei n ∈ N fest. Für die Einbettungen j1 : A1 → Q, . . . , jn : An → Q in
(Q,Φ) sind die Verteilungen wie folgt definiert:

ϕi(a) = Φ(a)

für a ∈ Ai und i = 1, . . . , n. Zunächst wird gezeigt, dass es genau ein lineares Funktional

ϕ : A1 t · · · t An → C

gibt, das die Gleichungen

ϕ(ai) = ϕεi(ai) mit ϕεi = Φ � Aεi (46)

ϕ(a1 ⊗ · · · ⊗ ar) = ϕ(ap)ϕ(a1 ⊗ · · · ⊗ ap−1 ⊗ ap+1 ⊗ · · · ⊗ ar) (47)

für alle r ≥ 2, p Spitze in ε = (ε1, . . . , εr) ∈ An und ai ∈ Aεi (i = 1, . . . , r) erfüllt. Dies
erfolgt mittels Induktion über r:
Induktionsanfang für r = 2: Ist ε = (1,2), dann gilt

ϕ(a1 ⊗ a2) = ϕ(a2)ϕ(a1) = ϕ2(a2)ϕ1(a1)

und für ε = (2,1) ist

ϕ(a1 ⊗ a2) = ϕ(a1)ϕ(a2) = ϕ2(a1)ϕ1(a2),

so dass ϕ für r = 2 eindeutig bestimmt ist.
Induktionsschritt für r → r + 1: Nach Induktionsvoraussetzung liegen für alle l ≤ r die
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Werte ϕ(a1 ⊗ · · · ⊗ al) fest. Für p Spitze in (ε1, . . . , εr) ∈ An gilt dann

ϕ(a1 ⊗ · · · ⊗ ar+1) = ϕ(ap)︸ ︷︷ ︸
=ϕεp (ap)

ϕ(a1 ⊗ · · · ⊗ ap−1 ⊗ ap+1 ⊗ · · · ⊗ ar+1),︸ ︷︷ ︸
Induktionsvoraussetzung

womit ϕ durch die Gleichungen (46) und (47) eindeutig festgelegt ist.
2. Schritt: Nun wird gezeigt, dass das lineare Funktional

ϕ = ϕ1 . · · · . ϕn : A1 t · · · t An → C,

die Gleichung (47) erfüllt, d. h. unter Ausnutzung der Assoziativität des monotonen
Produktes soll durch vollständige Induktion über n Folgendes gezeigt werden:

(ϕ1 . · · · . ϕn)(a1 ⊗ · · · ⊗ ar)

= ϕεp(ap)(ϕ1 . · · · . ϕn)(a1 ⊗ · · · ⊗ ap−1 ⊗ ap+1 ⊗ · · · ⊗ ar), (48)

falls p Spitze in (ε1, . . . , εr) ist und ap ∈ Aεp .
Induktionsanfang für n = 2: Die Gleichung

(ϕ1 . ϕ2)(a1 ⊗ · · · ⊗ ar) = ϕ1

(
→∏

k:εk=1

ak

) ∏
k:εk=2

ϕ2(ak)

erfüllt (48), da sich alle Spitzen in der Menge {k | εk = 2} befinden.
Induktionsschritt für n→ n+ 1: Sei für ϕ1 . · · · . ϕn die Gleichung (48) erfüllt, dann
ist

(
(ϕ1 . · · · . ϕn)︸ ︷︷ ︸

=ϕ

. ϕn+1

)
(a1 ⊗ · · · ⊗ ar)

= (ϕ . ϕn+1)(a1 ⊗ · · · ⊗ ar)

= ϕ

 →∏
k:εk∈{1,...,n}

ak

 ∏
k:εk=n+1

ϕn+1(ak).

Da n + 1 immer eine Spitze ist und das lineare Funktional ϕ = ϕ1 . · · · . ϕn nach
Induktionsvoraussetzung die Gleichung (48) erfüllt, tut dies auch das lineare Funktional
ϕ1 . · · · . ϕn . ϕn+1.
3. Schritt: Seien j1, . . . , jn monoton unabhängig im Sinne von Definition 3.4. Dies be-
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deutet, dass

Φ ◦ (j1 t · · · t jn) = ϕ1 . · · · . ϕn

für alle ϕi = Φ ◦ ji erfüllt ist. Im zweiten Beweisschritt wurde gezeigt, dass ϕ1 . · · · .ϕn
die Gleichungen (46) und (47) erfüllt, was die monotone Unabhängigkeit vonA1, . . . ,An
gemäß Definition 4.11. bedeutet.
Sind umgekehrt A1, . . . ,An im Sinne von Definition 4.11. monoton unabhängig, dann
gelten die Gleichungen (46) und (47) für ϕ = Φ ◦ (j1 t · · · t jn). Wegen der im ersten
Beweisschritt gezeigten Eindeutigkeit, muss wiederum

Φ ◦ (j1 t · · · t jn) = ϕ1 . · · · . ϕn

gelten, d. h. j1, . . . , jn sind unabhängig gemäß Definition 3.4.

Satz 4.12. (monotoner ZGS) Sei
(
ji : C[x] → Q

)
i∈N eine Folge von monoton un-

abhängigen und identisch verteilten Quanten-Zufallsvariablen auf dem Quanten-Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,Φ) und die Verteilung ϕ = Φ ◦ ji mit i ∈ N erfülle die Bedin-
gungen

(i) ϕ(x) = 0

(ii) ϕ(x2) = 1,

dann gilt für alle k ∈ N

lim
N→∞

ϕ?N
(
xk√
N

)
=

1

π

+
√

2∫
−
√

2

xk√
2− x2

dx, (49)

wobei ϕ?N die N-fache Faltung von ϕ bezüglich des monotonen Produktes . bezeichnet.

Beweis. Vgl. hierzu [AHO] S. 216; 228-229 oder [Mur2], S. 42-44.

Im Falle der monotonen Unabhängigkeit ist das Faltungsexponential (exp? gϕ)
(
xk
)

gemäß Korollar 4.4. folglich von der Gestalt (49). Das Wahrscheinlichkeitsmaß mit der
Dichtefunktion

M(t) =


1

π
√

2−t2 , falls |t| ≤
√

2

0 sonst
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wird als standardisierte Arcus-Sinus-Verteilung bezeichnet und lässt sich graphisch wie
folgt veranschaulichen:

Das monotone Produkt gemäß Definition 3.5. hängt von der Reihenfolge der Faktoren
ab. Kehrt man die Reihenfolge um, so erhält man das antimonotone Produkt und
damit den antimonotonen Unabhängigkeitsbegriff. Die Eigenschaften der monotonen
Unabhängigkeit sind dabei analog zum antimonotonen Fall gegeben.

Bemerkung 23. Das k-Tupel (j1, . . . , jk) von Quanten-Zufallsvariablen auf (Q,Φ) ist
genau dann antimonoton unabhängig, wenn das k-Tupel (jk, . . . , j1) monoton unabhän-
gig ist.

Folglich erhält man auch im antimonotonen Fall als Grenzverteilung die (standardi-
sierte) Arcus-Sinus-Verteilung.
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