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0 Einfihrung

Literaturhinweise:

e Kombinatorische Optimierung — Theorie und Algorithmen®, Korte & Vygen, Springer
Verlag

e _Combinatorial Optimization — algorithms and complexity”, Papadimitriou & Steiglitz,

Dover

0.1 Was ist diskrete Optimierung?

Ein Beispiel der “klassischen Optimierung” ist folgendes: Finde Minima bzw. Maxima einer
(stetigen) Funktion f : R — R = Losung des Optimierungsproblems kann z.B. mittels
Kurvendiskussion erfolgen, wobei alle z € R als Losung zuldssig sind. Im Gegensatz dazu ist
der Definitionsbereich in der diskreten Optimierung eine endliche (oder abzahlbar unendliche

Menge), also diskret.

Definition (Instanz). Eine Instanz eines diskreten Optimierungsproblems ist ein Paar (X, f),
bestehend aus einer endlichen (oder abzdhlbar unendlichen Menge) X und einer Abbildung
f: X — R, die jedem Element aus X einen Zielfunktionswert zuweist. Wir suchen z* € X

sodass f(z*) = gél)l{l f(x).

Anmerkungen.
1. Ein Diskretes Optimierungsproblem definiert sich iiber die Familie all seiner Instanzen.
2. Ein Minimum existiert, aber x* muss nicht eindeutig sein.
3. Analog lassen sich diskrete Maximierungsprobleme definieren, z.B. durch Betrachtung
von — f(x).
Beispiele

Problem 0.1. JOB-DRILLING (Bohrpunktproblem)
Wir wollen méglichst schnell an vorgeschriebenen Stellen bohren, d.h. wir suchen einen opti-

malen Weg zwischen den Bohrpunkten.

Daten:
Menge an Punkten pi, ..., p, € R? (Bohrlscher)



0 Einfiihrung

Ziel:

Bestimme eine Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n}, sodass
n—1 '
F@) ="l Pr(i) = Prgisny |-+ min.
i=1

Problem 0.2. TRAVELLING SALESMAN PROBLEM (Problem des Handlungsreisenden)

Wir suchen eine kiirzeste Rundreise durch n Stadte.

Daten:
Stédte 1,...,n und Distanzen w;; = w;; > 0 zwischen Stidten 7, j mit ¢ # j.
Ziel:
Bestimme eine Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n}, sodass
n—1 \
FT) = We(iyWr(is1) + Wrin) W1y — min.
i=1

Problem 0.3. RUCKSACK PROBLEM (Knapsack Problem)
Gegeben n Gegenstinde mit unterschiedlichem Wert und Volumen, wollen wir einen Rucksack

optimal packen.

Daten:
Gegenstiande 1,...,n mit Volumen w; und Wert/Preis b;,i = 1,...,n sowie Gewichts-
schranke C' (Kapazitidt des Rucksacks)

Ziel:

Finde Teilmenge S C {1,...,n}, sodass

Zws < Cund f(S) :st % max.

seS seS

Lineare Programme Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir Optimierungsprobleme sind soge-

nannte Lineare Programme (LP) der Form

max{c' x| Az < b,z >0,z € X}.
zeX
B

B wird dabei auch zuldssiger Bereich genannt. Aus der linearen Optimierung wissen wir, dass
die Optimallésung in den Ecken des konvexen Polyeders B liegt. In der linearen Optimierung
ist B i.d.R. iiberabz#hlbar, aber es gibt effiziente Methoden, wie den Simplex-Algorithmus,
um die Optima zu bestimmen. Im Unterschied dazu ist B in der diskreten Optimierung end-
lich oder abzihlbar, z.B. falls X = Z2.

Interessanterweise lassen sich nahezu alle diskreten Optimierungsprobleme als Lineares Pro-

gramm schreiben. Dies erlaubt zwar nicht, die Standardmethoden der linearen Optimierung



0.1 Was ist diskrete Optimierung?

zur Losung zu nutzen (da diskreter Zustandsraum), aber es gibt effiziente ,Solver®, die ohne
grofen Aufwand verwendet werden konnen. Anhand des Problems 0.3 (Rucksack-Problem)

verdeutlichen wir, wie sich ein diskretes Optimierungsproblem in ein LP umschreiben l&sst.

Beispiel (Formulierung von Problem 0.3 als ILP). Definiere Variablen z; € {0,1}Vs =
1,...,nmit zg=1< s €S (dh. xg = 1, wenn s in den Rucksack kommt).

Ziel: Finde Belegung der x, sodass

n n
max E xsbs und E rsws < C
s=1 s=1






1 Kurze Einfiihrung in die Graphentheorie

Motivation Jede Binérrelation R C V x V lasst sich als Graph G = (V, E) darstellen,
wobei V' die Knotenmenge und F die Kantenmenge bezeichnet. Dabei bilden 7,5 € V eine
Kante (i,7) € E < (i,7) € R. Da sich auch viele diskrete Optimierungsprobleme als Graph
modellieren lassen, sollen im Folgenden die ersten wichtigen Begriffe der Graphentheorie ein-
gefiihrt werden. Weitere Definitionen werden dann in den folgenden Kapiteln gegeben, wenn

sie bendtigt werden.

Definition (Graph). Ein Graph G = (V, E) ist ein Paar bestehend aus einer Menge V # ()

von Knoten und einer Menge F von Kanten. Falls
o £ C (‘2/) heifst G ungerichtet.
o FCV xV heilt G gerichtet.

Wenn nicht explizit erwidhnt, bedeutet Graph im Folgenden ungerichtet und Di-Graph gerich-
tet.

Wir werden Kanten {u,v} € E von ungerichteten Graphen als (u,v) schreiben.

Definition (adjazent). Sei G = (V, E). Zwei Knoten u, v heifen adjazent < (uv) € E oder
(vu) € E.

Definition (inzident). Sei G = (V, E). Ein Knoten u ist inzident zu einer Kante e € E <

Jde = (zu) oder e = (uz) in E.
Definition (Grad). Sei G = (V, E). Der Grad eines Knotens v ist wie folgt definiert:
e G ungerichtet: deg(v) = [{u € V : {uv} € E}|
e G gerichtet:
~ degou(v) = {u € V' : (vu) € B}
— degin(v) = {u eV : (w) € E}|
— deg(v) = degout(v) + degin(v)
Der Mazimalgrad eines Graphen wird mit AG = rglea&c{deg(v)} bezeichnet.

Definition (isomorph). Zwei Graphen G1 = (Vi, E1) und Ga = (Va, E3) heifen isomorph,
wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : V3 — V5 gibt, sodass (uwv) € F1 < (¢(u)p(v)) € Es.



1 Kurze Einfiihrung in die Graphentheorie

Definition (Teilgraph). H = (W, F) ist Teilgraph von G = (V, E), wenn W C V und F C E.
Wir schreiben dafiir H C G. Wenn alle Paare von Knoten aus H C G, die in G adjazent sind,
auch in H adjazent sind, so heifst H induzierter Teilgraph von G.

Definition (Vollstandiger Graph). Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist ein vollstindiger
Graph, wenn E = (‘2/), d.h. Yu,v € V,u # v,3(uv) € E. Wir schreiben dafiir K|y

Definition (bipartit). Ein Graph G = (V, E) heift bipartit, wenn es eine Partition V3 U V5
von V gibt, sodass fiir alle Kanten (uv) € E gilt: u € V;,v € V},i # j.

Definition (Komplement). Sei G = (V, E) ein (Di-)Graph. Dann ist das Komplement von G
der Graph G = (V, E) mit E = {(wv)|u,v € V, (wv) ¢ E,u # v}.
Ubungsaufgaben

Zeigen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

e Fiir einen Graphen G = (V, E) gilt:

Z deg(v) =2-|E|.

veV

Jeder Graph G = (V, E) hat eine gerade Anzahl an Knoten mit ungeradem Grad.

Sei G = (V,E) und |V| > 2. Dann hat G immer zwei Knoten mit gleichem Grad.

Sei G = (V, E) bipartit. Dann ist G = (V, E) bipartit.

Ein Graph G = (V, E) ist bipartit < G enthilt keine “Kreise” ungerader Lange.

10



2 Mogliche Themen/ Betrachtungsweisen/
Problemstellungen der diskreten
Optimierung

Anhand des sogenannten Vertez-Cover-Problems (VCP) verschaffen wir uns nun einen Uber-

blick iiber die Themengebiete der diskreten Optimierung.

Definition (Vertex-Cover-Problem (VCP)). Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Gesucht

ist die kleinste natiirliche Zahl k, sodass eine Teilmenge C' C V existiert mit
(i) [Cl=k
(i) CNe# OVee E
C C V, welches (ii) erfiillt, heifit vertez cover. Ein vertex cover mit minimaler Kardinalitét

heifst minimum vertez cover. Das Problem, fiir einen gegebenen Graphen ein minimum vertex

cover zu finden, heifst Minimum- Vertex-Cover Problem.

vertex cover

minimum vertex cover

Abbildung 2.1: Beispiel eines vertez covers und eines minimum vertex covers

11



2 Moégliche Themen/ Betrachtungsweisen/ Problemstellungen der diskreten Optimierung

2.1 Komplexitatsbetrachtungen

(a) Holzhammermethode: Enumerieren aller moglichen Losungen und Auswéhlen der besten

Losung.

Beispiel (VCP). Um ein minimum vertex cover zu finden, teste fiir alle C C V', ob Bedin-

gung (ii) des VCP erfiillt und wéhle unter diesen das vertex cover minimaler Kardinalitét.

Im worst case miissten 2!V magliche Losungen iiberpriift werden. Die Holzhammermetho-

de ist klarerweise eine schlechte Methode, was auch die folgenden theoretischen Rechen-

zeiten fir mittelgroke Instanzen verdeutlichen (Annahme: 1 Rechenschritt, dh. Finden

und Testen einer Teilmenge von P(V) ~ 1 ns):

Tabelle 2.1: Rechenzeit der Holzhammermethode fiir VCP
\4 ‘ 10 20 30 40 50 60 100

Laufzeit ‘ lpus 1ms 1s 1100s 13 Tage 37 Jahre 4 -10 ' Jahre

(b) Polynomialzeit-Algorithmen

Definition (Komplexitdt). Ein Algorithmus hat die Komplezitit/ Laufzeit O(f(n)) fiir
f N — N, falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass der Algorithmus fiir jeden Input der

Lénge n nach maximal c¢- f(n) Schritten terminiert.

Definition (Polynomialzeit-Algorithmus). Ein Algorithmus heift Polynomialzeit-

Algorithmus, wenn es ein Polynom f(n) gibt, sodass der Algorithmus die Laufzeit O(f(n))

hat.

Anmerkungen.

e Das Polynom f kann immer in der Form f(n) = n* gewihlt werden, d.h. wir erhalten

O(n*).

e Fin Polynomialzeit-Algorithmus ist nicht automatisch ein effizienter und schneller

Algorithmus. Dies gilt in der Regel nur fiir O(n) oder O(logn)

Beispiel (VCP). Bisher hat niemand einen Polynomialzeit-Algorithmus fiir das VCP

entwickelt.

(¢) N'P-Vollstindigkeit

e NP und P sind Klassen von Entscheidungsproblemen, die entweder in nicht-

deterministisch polynomieller Zeit (NP) oder in deterministisch polynomieller Zeit

(P) gelost werden konnen.

e N'P-vollstindige Probleme gelten als die ,schwierigsten Probleme und bisher ist es

niemandem gelungen, einen Polynomialzeit-Algorithmus fiir ein NP-vollstandiges

Problem zu finden, der das Problem 16st.

12



2.2 Formulierung als ganzzahliges lineares Programm (ILP)

e In der Regel kénnen NP-vollstindige Probleme nur iiber Heuristiken oder andere

Verfahren gelést bzw. angendhert werden.

Wir werden auf den Begriff “N'P-Vollstindigkeit” genauer in Kapitel 3 eingehen

Beispiel (VCP). Das Vertex-Cover-Problem ist N'P-vollstindig (Beweis spiter).

2.2 Formulierung als ganzzahliges lineares Programm (ILP)

Motivation Wenn es gelingt, das Optimierungsproblem als ILP zu formulieren, kann man
hochentwickelte Solver nutzen, um das ILP und somit das Optimierungsproblem zu 16sen.

Beispiele fiir Solver:
e IBM CPLEX Optimizer (kommerziell)
e Gurobi Optimizer (kommerziell)
e GLPK, LP_ solve, CBC (open source)

Beispiel (ILP fiir VCP). Sei G = (V, E) der Eingabegraph. Gesucht ist C' C V minimaler
Kardinalitdt, sodass C ein vertex cover von G ist. Formulierung als ILP:

Definiere Variable z,, € {0,1}Vv € V mit z, = 1 < v € C. Das Optimierungsproblem lautet
dann:

minz xy s.d. fir alle (u,v) € E gilt: x, + z, > 1.
veV

Anmerkungen.

e Man spricht von linearen Programmen, da sowohl die Zielfunktion als auch die Neben-

bedingungen lineare Funktionen sind.

e Lineare Programme heifen ganzzahlig, wenn die Variablen nur ganze Zahlen als Werte

annehmen dirfen.

2.3 Approximative Losungen

Ziel Finde Polynomialzeit-Algorithmus, der eine Garantie liefert, dass die vom Algorithmus
ausgegebene Losung ,nicht zu weit” vom Optimum entfernt ist, also eine gewisse Glitegarantie
besitzt.

Beispiel (Approximative Losung des VCP).
Betrachte folgenden Algorithmus zur Losung des VCP:

Anmerkungen.
e Approx_VC ist ein Polynomialzeit-Algorithmus mit Komplexitit O(|E’|).

e (C ist tatséchlich ein VC, weil aus E’ nur Kanten entfernt werden, die mindestens einen
Endpunkt in C' haben.

13



2 Moégliche Themen/ Betrachtungsweisen/ Problemstellungen der diskreten Optimierung

Algorithm 1 Approx VC (G = (V, E))
1 C«+ 0
2. B« FE
3: while £’ # () do
4 Wiihle beliebige Kante (uw) € E'.
5: C + CU{u,w}
6
7
8

Entferne alle Kanten aus E’, die inzident zu u oder w sind.
: end while
: return C als VC

e Approx VC ist ein 2-Approximationsalgorithmus, d.h. C' enthélt héchstens doppelt so

viele Knoten wie ein VC minimaler Kardinalitat.

Beweis: Sei C* ein minimales VC von G. Sei E die Menge aller in Schritt 4 ausgewihlten
Kanten. Diese Kanten sind paarweise disjunkt (wegen Schritt 6). Da C* von jeder Kante
aus F mindestens einen Knoten enthilt, gilt |C*| > |E|. Nach Konstruktion von C' gilt:
|C| =2 - |E|. Daraus folgt |C| =2 |E| < 2-|C*|. O

e Die Menge E im obigen Beweis bildet ein sogenanntes ,maximales matching® in G.

Definition (matching). Sei G = (V, E). Eine Teilmenge M C E heift matching von G,
wenn alle Kanten in M paarweise disjunkt sind. Fin Matching maximaler Kardinalitdt heifst

mazimum matching. Ein Matching ist mazimal, wenn AM’ C E, sodass M’ ein matching ist
und M C M'.

maximales matching maximum matching
(gleichzeitig maximal)

Abbildung 2.2: Beispiel fiir ein mazimales matching und ein mazimum matching

2.4 Betrachtung von Spezialfillen

Idee Oftmals lassen sich Spezialfille (Teilinstanzen) diskreter Optimierungsprobleme in po-

lynomieller Zeit 16sen.

14



2.5 Parametrisierte Algorithmen

Beispiel (VCP). Wir hatten bereits gesehen, dass fiir alle Graphen G = (V, E) mit minima-
lem vertex cover C' und mazimalem matching M gilt: |M| < |C| (da | M| < |E| < |C*|).
Fiir einen Spezialfall, namlich fiir den Fall, dass G = (V, E') bipartit gilt sogar Gleichheit:

Theorem (Koénig). Sei G = (V, E) bipartit. Dann gilt |M| = |C|. (Beweis evtl. spiter)

2.5 Parametrisierte Algorithmen

Motivation Oft hingt die Laufzeit eines Algorithmus von weiteren Parametern als der Ein-
gabegrofie ab. So konnen Instanzen N'P-vollstindiger Probleme oft ,effizient” gelost werden,

wenn die entsprechenden Parameter bekannt und beschrénkt sind.

Beispiel (VCP als Entscheidungsproblem).

Gegeben: Graph G = (V, E), natiirliche Zahl k € {0,1,...,|V|}
Frage: Gibt es ein VC mit |C| < k?

Beobachtung:

e Jeder Algorithmus, der dieses Entscheidungsproblem 16st, kann dazu verwendet werden,

das urspriingliche Optimierungsproblem zu l6sen.

e Das Entscheidungsproblem lisst sich in O(n¥) Zeit 16sen:

Beweis. Es miissen alle (?) Teilmengen von V mit | < k getestet werden. Dabei

n n! nn—1)---(n—k+1 nk
<k):(n—k)!k!: ey k! >§]<;!:>O(”k>,

also insbesondere

O

Eine Laufzeit von O(n*) ist jedoch schlecht und damit nicht zufriedenstellend. Ziel ist

es nun, durch Parametrisierung des Problems eine bessere Laufzeit zu erreichen.

Definition (FPT). Existiert fiir ein Problem ein Algorithmus mit Laufzeit O(f(k)-n®), wobei
c eine Konstante und f eine beliebige Funktion ist, die nur vom Parameter k abhéngt, so heifit

das Problem Fized-parameter tractable (FPT) (parametrisierbar).

Intuitiv Die Komplexitdt bzw. ,Schwierigkeit® des Problems, ldsst sich vollstdndig auf den

Parameter k schieben.

Praxis Bezogen auf das VCP sind parametrisierte Algorithmen auch fiir mittelgrofe Instanzen
(V] = 50—100) ausfiihrbar, wohingegen Brute-Force-Ansétze oft schon fiir n > 20 nicht

mehr anwendbar sind. Dies fithrt uns zu folgendem Algorithmus:

15



2 Moégliche Themen/ Betrachtungsweisen/ Problemstellungen der diskreten Optimierung

Algorithmus FPT _VC

Algorithm 2 FPT VC (G = (V, E), Variable j, Parameter k)
1: if j > k then

2 return false

3: else if F # () then
4 return true

5: else
6
7
8
9

Wihle beliebige Kante (uw) € E aus.

: Setze B, ={e€ E|lu¢ E}und E, ={e € E|w ¢ E}
. end if
: return FTP_VC(V,E,) ,j+1,k) oder FTP _VC(V,Ey) ,j+1,k)

e Starte mit FPT VC(G = (V, E), 0, k)

e FPT_VC hat Laufzeit O(2%-|E|) = O(2F-n?) (siehe Tafel: Der Durchlauf von FPT _VC
l&sst sich durch einen Rekursionsbaum beschreiben, dessen Hohe durch k& beschrénkt ist
= hochstens 2F Blitter).

e Es existieren sogar FPT-Algorithmen fiir das VCP mit Laufzeit O(1,274F 4 k|V]).

Theorem. FPT VC arbeitet korrekt.

Beweisidee.
Zu zeigen: Wenn der gegebene Graph G ein VC mit hochstens k& Knoten hat, gibt FPT VC
Strue zuriick.

Wegen Schritt 6 muss jede Kante e = (uw) in E mindestens einen Knoten im VC haben.

e Falls v im VC, miissen alle Kanten, die inzident zu u sind, nicht mehr beriicksichtigt
werden. Lediglich die Kanten, die nicht inzident zu u sind, miissen noch betrachtet wer-
den. Dies geschieht durch die Einfithrung der Menge E,, (Schritt 7) und den rekursiven
Aufruf des Algorithmus.

e Analog, falls w im VC, miissen nur noch die Kanten betrachtet werden, die nicht indzi-
dent zu w sind. Dies geschieht iiber die Einfithrung der Menge F,, (Schritt 7) und den

rekursiven Aufruf des Algorithmus.

Anmerkungen.
e Nicht fiir alle Probleme ist bekannt, ob sie FPT sind.

e Beim VCP entspricht der Parameter k der Kardinalitét des verter covers, es konnen aber
auch andere Parameter, z.B. der Maximalgrad A(G) des Graphen einbezogen werden.
In Abhéngigkeit davon, wie der Parameter k gew&hlt wird, kann das Problem FPT oder
Nicht-FPT sein, was folgendes Beispiel zeigt:

16



2.6 Heuristiken (ohne Giitegarantie)

Beispiel (Cliquenproblem).
Gegeben: Graph G = (V, E), natiirlich Zahl k € {1,...,|V|}
Frage: Existiert ein vollstandiger Teilgraph H C G (genannt Clique), sodass |V (H)| > k?

= In diesem Fall entspricht k also der Grofe der Clique und das Problem ist Nicht-FPT.

Setzt man dagegen k = A(H), so wird das Problem parametrisierbar.

2.6 Heuristiken (ohne Giitegarantie)

Durch
e Schitzen, Beobachten, Vermuten
e intuitives bzw. intelligentes Raten oder
e zusdtzliche Annahmen

versucht man, mit ,geringem“ Rechenaufwand und ,akzeptabler Laufzeit eine zuldssige Lo6-
sung fiir das Optimierungsproblem zu finden, ohne dabei die Optimalitits-Eigenschaft garan-

tieren zu miissen.
Beispiele (Heuristiken).
e A*-Algorithmen
e Simulated Annealing

e naturnahe  Optimierungsverfahren  (Ameisen-Algorithmus,  Bienen-Algorithmus,

Schwarm-Algorithmus)

e Greedy-Algorithmen (Klasse von Algorithmen, die schrittweise den Folgezustand wéh-

len, der zum Zeitpunkt der Wahl den grofiten Gewinn bzw. das beste Ergebnis liefert.)

Beispiel (Algorithmus Greedy VC).

Algorithm 3 Greedy VC (G = (V,E))

C<+ 0
E' + FE
while £’ # () do
Wihle Knoten v € V mit héchstem Grad.
Entferne v aus V.
C+ CU{v}
Entferne alle Kanten aus E’, die inzident zu v sind.
end while
return C als VC

Lemma. Greedy VC hat keine beschrinkte Giitegarantie.

17



2 Moégliche Themen/ Betrachtungsweisen/ Problemstellungen der diskreten Optimierung

Beweis.

1. Konstruiere einen Graphen G = (V, E) wie folgt:
V =LUR,|Ll =r, R =R URyU ... UR,, sodass jeder Knoten aus R; eine Kante
zu ¢ verschiedenen Knoten aus L hat und keine zwei Knoten aus R; einen gemeinsamen
Nachbarn in L haben, wobei |R;| = |%]. Per Konstruktion gilt: Vv € L : deg(v) <
rund Vv € R; : deg(v) <1

VC

GREEDY

Abbildung 2.3: Graph zu GREEDY VC

2. Sei also G = (V, E) und V = LU R wie oben definiert.

(1) Zeigen erst: rIn(r) < |V| < rln(r) 4 2r:
Klar, es gilt |V| =7+ Y.I_;|]. Betrachte dazu die Funktion 1 und schiitze das
zugehorige Integral durch Unter- und Obersumme ab, d.h.

r r—1
1 "1 1
- < —di < —
25 —/1 DI
=2 < , =1
=lIn(r)

Umstellen ergibt

"1
r)gzggln(r)—i-l
i=1

Also
rln(r) < r Zr} —1"~I—Z——r< 4 —r+z <r+i: :r<1+i1)

h (m;)l +2) h
Somit gilt

rin(r) < |V| <r(n(r) + 2)
und damit |V| ~ rln(r).

(ii) Nach Konstruktion von G sind sowohl L als auch R vertex cover. Im “schlechten

18



2.6 Heuristiken (ohne Giitegarantie)

Fall” wihlt der Greedy Algorithmus R als VC. Dann erhalten wir

rin(r) —r < @_ \VI-IL| |V|[-r - rin(r) +2r —r
r - | r - r

In(r)—1= =In(r) +1,

d.h. % ~ In(r). Greedy VC liefert im worst case also eine Lésung, die um In(r)

schlechter ist als die optimale Losung.
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3 Komplexitiatsbetrachtungen

3.1 Einfiihrung

Beobachtung Es gibt Probleme, fiir die Polynomialzeit-Algorithmen existieren, z.B.:
e Bestimmung des Maximalgrads eines Graphen G = (V, E)
e Test, ob ein Graph G = (V, E) bipartit ist.

e Bestimmung des Komplements G eines Graphen.

Frage Gibt es fiir alle Probleme einen Algorithmus, der
(i) das Problem 16st?

(ii) das Problem in polynomieller Zeit 16st?

Antwort

(1) Nein. Betrachte dazu das sogenannte HALTE-Problem (Turing, 1936):

Frage: Gibt es einen Algorithmus, der entscheidet, ob ein beliebiger anderer Algo-

rithmus terminiert?

Antwort: Einen solcher Algorithmus existiert nicht.

Beweisidee. Angenommen es géibe einen solchen Algorithmus. Dann héitte er fol-
gende Struktur:
HALT (Algorithmus A)
If(A terminiert) then return true
Else return false
Sei nun Algorithmus A der Form
test ()
while (HALT (test())

Dann gibt es zwei Félle:

a) test() terminiert = HALT liefert true = while-Schleife liuft fir immer =

test () terminiert nicht 4

b) test() terminiert nicht = HALT liefert false = while-Schleife terminiert =

test () terminiert %
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3 Komplexititsbetrachtungen

= HALT () existiert nicht. Das HALTE-Problem ist algorithmisch nicht entscheid-
bar. O

(ii) offen; fuhrt auf N'P-Vollstéindigkeit (s.u.)

3.2 Komplexitdtsklassen

Die Komplexitdt von Entscheidungsproblemen ldsst sich im Wesentlichen in drei Klassen

einteilen:
e L existiert kein Algorithmus fiir das Problem, d.h. das Problem ist nicht entscheidbar.
e Es existiert ein Polynomialzeit-Algorithmus fiir das Problem.

e Es sind keine Polynomialzeit-Algorithmen fiir das Problem bekannt (z.B. nur
Exponentialzeit-Algorithmen bekannt), aber es gibt keinen Beweis, dass kein

Polynomialzeit-Algorithmus existiert.

Fiir die Klassifikation der Komplexitdt von Optimierungsproblemen werden deren Entschei-
dungsprobleme betrachtet (dies geht auf die Theorie von Turingmaschinen & Sprachen zuriick

und wird in anderen Vorlesungen behandelt).
Beispiel (VCP).
e VC-Optimierungsproblem:

Gegeben: Graph G = (V, E)

Gesucht: VC minimaler Kardinalitat

e VC-Entscheidungsproblem:
Gegeben: Graph G = (V, E), natiirliche Zahl k € {1,...,|V|}
Frage: Gibt es ein VC C mit |C| < k?

Wenn das Optimierungsproblem ,einfach®, d.h. effizient l6sbar ist, so ist auch das Entschei-
dungsproblem ,einfach®. Umgekehrt gilt, wenn das Entscheidungsproblem ,schwer” ist, dann

ist das Optimierungsproblem ,mindestens genauso schwer.
Definition (Komplexitétsklassen).

Mit P bezeichnet man eine Klasse von Entscheidungsproblemen, die in polynomieller

Zeit von einer deterministischen Turingmaschine gelést werden kénnen.

Mit NP bezeichnet man eine Klasse von Entscheidungsproblemen, die in polynomieller

Zeit von einer nicht-deterministischen Turingmaschine gel6st werden kénnen.
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3.3 Prinzip der Reduktion und NP-Vollstindigkeit

Dabei gilt fiir eine deterministische Turingmaschine: Fiir gegebene Eingabe, sind der momen-
tane Rechenschritt sowie alle folgenden Rechenschritte eindeutig bestimmt, d.h. die Zwischen-
resultate sind fiir eine gegebene Eingabe in jedem Durchlauf gleich.

Fiir eine nichi-deterministische Turingmaschine gilt: Anstelle von einer Regel fiir jeden Re-
chenschritt bei gegebener Eingabe, sind verschiedene Ubergangsregeln méglich (nicht eindeu-
tig bestimmt), um zum néchsten Schritt zu gelangen. In jedem Schritt wird aber der richtige

Folgezustand ausgewdhlt, wenn das Entscheidungsproblem eine Ja-Antwort hat.
Um zu zeigen, dass ein Entscheidungsproblem
e € P, geniigt es, einen Polynomialzeit-Algorithmus anzugeben, der das Problem 16st.

e c NP, geniigt es zu zeigen, dass eine korrekte, vorgegebene Losung in polynomieller

Zeit als richtig klassifiziert werden kann.

Es ist klar, dass P C NP, aber die Frage, ob P = NP oder P # NP stellt eines der

sogenannten Millennium-Probleme dar. Es wird im Allgemeinen angenommen, dass P # NP.

3.3 Prinzip der Reduktion und NP-Vollstandigkeit

3.3.1 Polynomialzeitreduktion

Beispiel (Einfiihrendes Beispiel fiir das Prinzip der Reduktion). Angenommen wir haben ein
Problem A unbekannter Komplexitit und ein weiteres Problem B, das “einfach” ist, z.B.
Problem A:
Gegeben: Sack voll 1€ Stiicke, natiirliche Zahl k

Frage: Enthéalt der Sack genau k Miinzen?

Problem B:
Gegeben: Item I, natiirliche Zahl L

Frage: Wiegt Item I genau L Gramm?

Sei also eine beliebige Instanz o € A gegeben, z.B. a = beliebiger Sack mit Miinzen und
k = 1223313. Dann ist die Instanz o € A dquivalent zu folgender Instanz € B:

Nimm eine Miinze und wiege diese (7,5 g).

Die Beantwortung der Frage “Wiegt Item I = (Miinzen ohne Sack) genau L = k- 7,5 g?”
beantwortet damit die Frage des Problems A.

Somit kann man die Losung fiir jede Instanz von A erhalten, indem man die zugehorige Instanz
des Problem B 16st. Da Problem B “einfach” ist (mit hinreichend gute Waage), ist auch das
Problem A “einfach”.
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3 Komplexititsbetrachtungen

Grundidee Sei Problem B € P und Problem A von unbekannter Komplexitit. Angenommen
es existiert eine ,,Prozedur”, die jede Instanz a von A in eine Instanz § von B transformiert,

sodass
1. die Transformation in polynomieller Zeit erreicht werden kann und

2. die Antworten auf die entsprechenden Entscheidungsprobleme identisch sind,
d.h. « hat Ja-Antwort <  hat Ja-Antwort,

Als “Bild™:

Polynomialzeit—Alg. Lis g i 5 Ja — Ja fir o
urn, ur =

Va e A3p € Bsodass o <p, 8

kurz: A<,B

b
Nein — Nein fiir o

Somit folgt A € P. Wir haben die Einfachheit von Problem B genutzt, um die Einfachheit

von Problem A zu zeigen, formal:
A<, B:BeP =AcP

Umgekehrt, falls
A¢Pund A<,B = B¢P,

d.h., wenn A nicht in Polynomialzeit gelost werden kann, kann auch B nicht in Polynomialzeit
gelost werden oder in anderen Worten: Wenn A | schwer”, dann ist B mindestens genauso

,schwer*.

Anmerkung. Letztere Grundidee und das Beispiel sollen nur eine “Gedankenstiitze” sein.
Im Folgenden betrachten wir “NP-Vollstindigkeit”, nehmen aber nicht an, dass kein
Polynomialzeit- Algorithmus existiert.

Die Methodik ist aber dhnlich, d.h. wir werden das Prinzip der Reduktion nutzen, um die
Schwere* von Problemen zu zeigen: Wenn die Komplexitit eines Problems B unbekannt ist,
es aber ein ,schweres* Problem A gibt, das sich auf B reduzieren lésst, so muss B mindestens

genauso ,schwer” sein wie A.

3.3.2 NP-Vollstindigkeit

Definition (NP-vollstindig). Ein Entscheidungsproblem D ist N'P-vollstindig <
1. D in der Klasse NP liegt, d.h. D € NP und

2. D ist N'P-schwer, d.h. VD' e NP : D' <, D.
(Jedes Problem D’ in N'P kann durch Polynomialzeitreduktion auf D reduziert werden.
Das bedeutet auch, dass ein Algorithmus zur Losung von D dazu genutzt werden kann,

um alle anderen Probleme in NP zu lésen.)
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3.4 Das SAT-Problem

Nachweis der N'P-Vollstindigkeit von Problemen:

1. Um zu zeigen, dass D € NP, gibt man eine Losung an (z.B. durch Raten) und zeigt,

dass in polynomieller Zeit verifiziert werden kann, ob die Losung richtig ist.

2. Um die N'P-Schwere von D zu zeigen, nimmt man ein beliebiges NP-vollstindiges
Problem D’ und zeigt, dass es auf das betrachtete Problem D reduziert werden kann,
dh. D' <, D. Aus der Transitivitit der Polynomialzeitreduktion folgt dann, dass alle
anderen Probleme D” aus NP ebenfalls auf das betrachtete Problem D reduzierbar
sind:

VD" e NP: D" <, D'gilt: wenn D' <, D dann auch D" <, D

Klar, es muss ein erstes Problem gegeben haben, dessen N'P-Schwere bewiesen wurde, das
sogenannte SAT-Problem (COOK-LEVIN-THEOREM (1971): SAT ist A'P-vollsténdig). Der
Beweis dieses Theorems ist aber auferhalb des Fokus dieser Vorlesung. Das Standardbuch zu
diesem Thema ist “Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-Completeness”
von M.R. Garey und D.S. Johnson.

3.4 Das SAT-Problem

Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT, von englisch satisfiability = Erfiillbarkeit)

Gegeben: Boolescher Ausdruck ¢ (0BdA. in konjunktiver Normalform) mit
— AND(A)-, OR(V)- und NOT-Operationen
— Literalen (Negation oder Nicht-Negation von booleschen Variablen)
— Klammern ,, (¢, )¢

z.B.
o= (r1 VT3 Va3) A(x1 VTg Vas V z5)

Klausel 1 Klausel 2

Frage: Gibt es eine Wahrheitsbelegung der booleschen Variablen, sodass ¢ wahr (erfiill-

bar) ist (dazu muss jede OR-Verkniipfung von Literalen, genannt Klausel, wahr sein.)

Variante: k-SAT: SAT, sodass jede Klausel genau k Literale besitzt, d.h.

0=0C1 ANCy A ... A Cpgilt|Ci| =k, also C; =1} v ... VI

Theorem. 3-SAT ist N'P-vollstindig.
Beweis.

1. 3-SAT ist in N'P:
Sei ¢ ein Boolescher Ausdruck und die X eine Menge der zugehorigen Booleschen Va-
riablen. Gegeben eine Wahrheitsbelegung f : X — {0, 1}, so ldsst sich in polynomieller
Zeit Gberpriifen, ob ¢ wahr.

25



3 Komplexititsbetrachtungen

2. 3-SAT ist N'P-schwer:
Dazu zeigen wir SAT <, 3-SAT (SAT ist N'P-vollstdndig und aus SAT <, 3-SAT folgt
damit, dass 3-SAT N'P-schwer).
Seialso ¢ € SAT, o =C1 A Co A ... AN Cp, |Ci| € {1,2,3,...,n}.

Nun betrachten wir die folgenden méglichen Félle:
e Wenn |C;| =3Vi = ¢ € 3-SAT, d.h. es ist nichts zu zeigen.

e Es gibt eine Klausel C; mit |C;| = 2, z.B. C; = (z V y). Dann fithren wir eine neue
Variable u und zwei neue Klauseln C} = (z V y V u) und C/ = (z V y V 1) ein,

die C; ersetzen. Damit gilt:

— C; wahr = z =1 oder y = 1 = C] und C/ erfiillbar.

u=1=>u=0
— C!und C/ wahr = = in jedem Fall muss x = 1 odery = 1
u=0=u=1
sein = ()} erfiillbar
e Es gibt eine Klausel C; mit |C;| = 1, z.B. C; = (x). Dann fithren wir eine neue

Variable u ein und ersetzen C; durch zwei neue Klauseln C] = (z V u) und C! =
(x V @w). Es ist klar, dass C; erfiillbar < C! und C/ erfiillbar. Analog zum Fall

|C;i| = 2, fiihren wir nun noch eine Variable v ein und ersetzen
C{durcha':(x Vou Vo) undaz(aj Vou V)
C{’durcha:(x Vu Vo) und;C\\i:(x vV u V)

Wie oben folgt C/ und C! erfiillbar < 6’;, 5,/0\2 und a erfiillbar.

e Betrachte nun noch den Fall |C;| > 3, d.h. C; = (z1 V x2 V ... V x}). Dann fithren

wir neue Variablen uq,...us_3 ein und ersetzen C; durch Klauseln der Form

Cilz(l'l V X2 \/ul)
CZ-QZ(ZL‘g\/uil\/UQ)
C} = (x4 V Uz V ug)

CI™2 = (z_1 V W=3 V u_2)
ct = (xl V u—o V ul_l)
CZZ = ($l+1 V u—1 V ul)

CF ™3 = (a3 V W1 V up_3)

CF2 = (zp_1 V 23 V W3).

Zeigen nun C;j erfiillbar < Cl.j erfiilllbar, j =1,...,k — 2:

»=* Sei C; erflillbar = mindestens ein Literal z; in C; ist wahr, d.h. z; = 1.
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3.5 Weitere NP-Vollstindige Probleme

u; = wahr ,j <l —2
= Setze
uj = falsch, sonst

= Alle Cij erfilllbar, j = 1,...,k — 2. (siehe Tafel oder nachrechnen)

5<=" Seien alle C’;-j erfilllbar, 7 = 1,...,k — 2. Angenommen C; ist nicht erfiillbar.
=gz, =0firallei=1,...,k—2
= insbesondere z_1 =0 und z =0
Da aber alle ¢/ erfiillbar, j =1,...,k — 2, folgt Tz 3 = 1, also uj_3 = 0
= Up_4q = 0 usw.
= alleu; =0,i=1,...,k—3
= C’i1 nicht erfiillbar 4

Also war die Annahme falsch, d.h. C; muss erfiillbar sein.

3.5 Weitere NP-Volistandige Probleme

3.5.1 Cliquen-Problem

CLIQUE-Problem

Gegeben: Graph G = (V, E) natiirliche Zahl L € {1,...,|V|}
Frage:  Existiert ein Teilgraph H C G, sodass H = K;, j > L
(d.h. H ist vollstandiger Teilgraph mit j > L Knoten)

Theorem. CLIQUE ist N'P-vollstindig.
Beweis.

1. CLIQUE € NP (Priife bei k gegebenen Knoten in polynomieller Zeit, ob zwischen je

zwei paarweise verschiedenen Knoten eine Kante existiert.)

2. CLIQUE ist N'P-schwer. Dazu zeigen wir 3-SAT <, CLIQUE:
Konkret transformieren wir eine 3-SAT Formel ¢ in einen Graphen G, = (V, E) und

eine Zahl k € N, sodass gilt: ¢ erfiillbar < G hat eine k-Clique. Dazu
e Seien (1, ..., Cy die Klauseln von .
e Seien li, lé und lé die Literale in Klausel C;.

e Identifiziere Literale und Knoten. d.h. setze

V={l/|1<j<k 1<i<3}.

e Jedes Knotenpaar I’ und 12 wird durch eine Kante verbunden, aufser

a) die assoziierten Literale gehoren zur selben Klausel (d.h. es muss gelten i # j)
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3 Komplexititsbetrachtungen

b) eines der beiden Literale ist die Negation des anderen Literals (d.h. I und

sind nicht durch eine Kante verbunden, wenn z.B. I = x und 1= T).
Wir zeigen nun die Korrektheit der Transformation:

(i) ¢ erfiillbar = G hat eine k-Clique:
Da ¢ erfiillbar, beinhaltet jede Klausel C; mindestens ein wahres Literal I, r €
{1,2,3}. Wihle pro Klausel eines der wahren Literale beliebig aus. Die damit

assoziierten k Knoten bilden eine k-Clique, da:

e Alle ausgewdhlten Literale gehéren zu verschiedenen Klauseln. Es kann also

keine Kante aufgrund von Regel a) fehlen.

e Alle ausgewéhlten Literale werden gleichzeitig erfiillt, widersprechen sich also
nicht. Es kann somit auch keine Kante wegen Regel b) fehlen.
(ii) G hat eine k-Clique = ¢ erfiillbar:
e Wenn G eine k-Clique hat, so miissen aufgrund von Regel a), die Knoten in
dieser Clique zu verschiedenen Klauseln gehoren.

e Die k-Clique wahlt somit ein Literal pro Klausel aus.

e Diese Literale konnen alle gleichzeitig auf “1” gesetzt werden, da sie sich auf-

grund von Regel b) nicht widersprechen.

e Also ist ¢ erfiillbar, da mindestens ein Literal fiir jede Klausel auf wahr gesetzt

wurde.

3.5.2 Vertex-Cover-Problem

Theorem. VCP ist N'P-vollstindig.
Beweis.

1. VCP € N'P (Es lisst sich in polynomieller Zeit {iberpriifen, ob eine vorgegebene Kno-
tenmenge C' C V tatséchlich ein verter cover bildet, indem man iiberpriift, ob fiir alle

Kanten aus E mindestens ein Endpunkt in C' liegt.)

2. VCP ist N'P-schwer. Dazu zeigen wir CLIQUE <,, VCP. Insbesondere zeigen wir:
G hat Clique V' der Gréfe k < G hat VC C =V \ V/ der Gréke |V| — k.

»=* Sei V' C V eine Clique in G,
d.h. fiir den (Knoten)induzierten Teilgraph (V') gilt (V') ~ K},
Angenommen C' =V \ V' ist kein VC.

= 3 Kante (uv) € E(G), sodass weder u noch v in C.

= u,v € V'. Da aber (w) € E(G) = (w) ¢ E(G)
= V' ist keine Clique %.
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3.5 Weitere NP-Vollstindige Probleme

Klar, wenn V' Clique der Groke k,
dann ist somit V '\ V' ein VC der Groge |V| — k.

Sei C =V \ V' ein VC in G.

= V(w) € E(G) gilt ue V\ V' oder v e V\ V'

= mindestens einer der Knoten u und v ist nicht in V'
= also gilt fiir alle Knoten z,y € V', dass (zy) ¢ E(G)
= (zy) € E(G)

= V"’ ist Clique in G.

Klar, wenn V' \ V' ein VC der Groke |V|— k,

dann ist somit V' eine Clique der Grofe k.
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4 Kiirzeste Wege in Graphen

Motivation Dieses Kapitel stellt eines der fundamentalsten Probleme der Optimierung vor
und zeigt gleichzeitig, wie ,leichte Modifikationen* der Problemformulierung ein Problem  gin-
fach“ oder ,schwer machen kénnen.

Um kiirzeste Wege in Graphen bestimmen zu kénnen, brauchen wir noch folgende Definitio-

nen:

Definition (Weg und Spaziergang). In einem (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G =
(V,E) ist ein Weg (path) W = (v1,...,vg41) von v; nach vg41 eine Folge von Knoten aus V,

sodass:
(i) vi#vV1<i<j<k+1
(i) e; = (vi,vip1) E EV1I<i<j<k
(i) e; #e;V1<i<j<k
Wenn fiir W nur die Bedingungen (ii) und (iii) erfiillt sind, dann heifst W Spaziergang (walk).

Definition (Kreisspaziergang und Kreis). Ein Kreisspaziergang W = (vy,...,v) mit k > 2,
ist eine Folge von Knoten aus V, sodass (vi,...,vx,v1) ein Spaziergang ist. Ein (echter,
elementarer) Kreis ist ein Kreisspaziergang, sodass alle Knoten v € W auf diesem Kreis Grad
2 haben.

Definition (Lange eines Wegs/ Kreises). Sei G = (V, FE) und ¢ : E — R. Dann ist die Linge
eines Wegs/ Kreises W in G definiert als

ecW
Wenn c¢(e) = 1Ve € E, dann entspricht die Liange von W der Anzahl der Kanten von W.

Definition (Distanz). Die Distanz zweier Knoten x,y € V ist definiert als

dG(fE, y) = WIQII/II} C(W)7
Ty

wobei W, die Menge aller Wege von x nach y beschreibt. Falls es keinen Weg von x nach y
gibt, d.h. Wy, = 0, setzen wir dg(x,y) = cc.

Definition (zusammenhéngend). Ein ungerichteter Graph heift zusammenhdngend, wenn fiir
alle v,y € V.1 Wy, # 0.
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4 Kiirzeste Wege in Graphen

Ein gerichteter Graph heift (schwach) zusammenhdingend, wenn der ungerichtete Graph G’ =
(V, {{u,v} |(uv) € E oder (vu) € E}) zusammenhéngend ist.

Definition (Baum und DAG). Ein Baum ist ein ungerichteter, azyklischer, zusammenhén-
gender Graph.
Ein DAG (directed acyclic graph) ist ein gerichteter, azyklischer, zusammenhéngender Graph.

Kiirzeste Wege in der Praxis Betrachte Landkarte und suche z.B.
a) den kiirzesten Weg von Greifswald nach Leipzig.

b) den kiirzesten Weg von Greifswald nach Leipzig, der zusatzlich die Stddte Berlin, Potsdam
und Rostock besucht.

Problem 4.1 (Ein kiirzester Weg).
Geg: G=(V,E),c: E—R,s,teV

Ziel: Bestimme den kiirzesten s — t—Weg, d.h. min ¢(W)
WeWst

Problem 4.2 (Alle kiirzesten Wege von s).
Geg. G=(V,E),c: E—-R, sV

Ziel: Bestimme alle kiirzesten Wege, die von s ausgehen, d.h. me c(W)Vt
eWst

Problem 4.3 (Alle kiirzesten Wege).
Geg.. G=(V,E),c: E—R

Ziel: Finde min c¢(W)Vs,t
WGW@t

Problem 4.4 (s — t—Weg iiber alle Knoten).
Geg:. G=(V,E),c: E—R

Ziel: Finde kiirzesten Weg von s nach ¢, der auch alle anderen Knoten von V' \ {s,t} besucht.

4.1 NP-schwere Kiirzeste-Wege-Probleme

Hamiltonische Wege

Definition (hamiltonisch). Sei G = (V, E) ein Digraph. Ein s — t—Weg in G, der jeden

Knoten genau einmal besucht, heilst hamiltonisch.

Anmerkung. Sei G = (V, E) ein Digraph, ¢ : E — R so, dass Ve € E : ¢(e) = —1. Alle
s —t—Wege mit Gewicht ¢(W) =1 — |V| sind dann die Wege, die jeden Knoten genau einmal

besuchen, d.h. sie sind hamiltonisch.

Problem 4.5 (Hamiltonischer Weg).
Geg.: G = (V, E) Digraph.
Frage: Gibt es einen hamiltonischen Weg in G7

Theorem. Das Problem Hamiltonischer Weg ist N'P-vollstindig.
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4.1 NP-schwere Kiirzeste- Wege-Probleme

Beweuis.

1. Hamiltonischer Weg ist in NP /

2. Hamiltonischer Weg ist N'P-schwer. Wir zeigen dazu: 3-SAT <,, Hamiltonischer Weg
Sei p € 3-SAT, o =C1 AN Co A ... N Cy, |Ci| =3, C; = (a; V b; V ¢;). Die Booleschen
Variablen seien {z1,...,z}.

Wir konstruieren nun einen gerichteten Graph G’, bestehend aus sogenannten gadgets
fiir die Variablen (siehe Abbildung 4.1) und gadgets fiir die Klauseln und zeigen schlief-
lich: ¢ erfiillbar < G’ hat einen hamiltonischen Weg.

Die booleschen Variablen werden entsprechend ihrer Indizes geordnet: x1,...,x;. Wir
schreiben /zeichnen die gadgets der x; von oben nach unten und identifizieren den TOP-
Knoten von x;11; mit dem BOTTOM-Knoten von x;, 1 < i <[ — 1 (siehe Abbildung
4.2).

In jedem gadget x; zerlegen wir die 3k + 3 Knoten in k Paare 1,...,k. Um den Graph
G’ zu konstruieren, verkniipfen wir die gadgets der Variablen und der Klauseln wie
folgt (sieche auch Abbildung 4.3): Fiir jede in C; vorkommende Variable x; gibt es zwei
Méglichkeiten des Auftretens der Variable; (i) a; kommt in C; vor oder (ii) Z; kommt
in C; vor. Seien die Knoten 3j und 3j + 1 aus dem gadget fiir diese Variable x;. Im
Fall (i) setze Kante (37, C;) und (Cj},3j + 1), und im Fall (ii) setze Kante (C},35) und
(35 +1,C))

Betrachte zum Beispiel ¢ = (x1 V z2 V 23) A (T V x2 V T3). Der daraus resultierende

Cl C2
Graph G’ ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

L —w— R

— - ‘-“"--\-.,,‘___
— .

" \

~

~

Abbildung 4.1: Gadget fiir Variable x;

Wir zeigen nun die Korrektheit der Transformation:

(i) ¢ erfiillbar = 3 ein Hamiltonischer Weg in G':
Sei ¢ erfiillbar. Um zu zeigen, dass ein Hamiltonischer Weg in G’ existiert, traver-

siere den G’ von oben nach unten wie folgt:

e Gehe von L nach R, wenn x; = wahr.
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4 Kiirzeste Wege in Graphen

Abbildung 4.2: Graph der Gadgets der booleschen Variablen

(a) Situation: z; in C; (b) Situation: 77 in C;

Abbildung 4.3: Verkniipfung von Gadget fiir x; mit Gadget fiir C}
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Abbildung 4.4: Graph G’ fiir 3-SAT Formel ¢ = (z1 V 23 V x3) A (T1 V 22 V T3)
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4 Kiirzeste Wege in Graphen

e Gehe von R nach L, wenn x; = falsch.

Da ¢ erfiillbar, enthélt jede Klausel C; mindestens ein wahres Literal. Nimm dabei
das erste wahre Literal auf dem Weg zu C;. Dabei kénnen zwei Fille auftreten,
die in Abbildung 4.3 angedeutet sind. Entweder wir ,betreten“ das Literal von
Jinks* und folgen dem Weg zu C; (das heift der zu C; korrespondierende Knoten
wird jetzt besucht, und danach nie wieder) und gehen weiter nach links* oder
wir ,betreten” es von ,rechts”, besuchen dann C; und folgen dem Weg weiter nach
,rechts. In beiden Fillen ist es per Konstruktion méglich den Knoten C} zu besu-
chen und dies wird insbesondere genau einmal fiir jedes C; gemacht (beim ersten

auftretenden wahren Literal in C;). = Es existiert ein Hamiltonischer Weg in G'.
Sei ein Hamiltonischer Weg in G gegeben. Dabei gilt:
e Wenn der Hamiltonische Weg die Kante (37, C;) in einem gadget x; enthilt,

so muss auch die Kante (C},3j + 1) im gadget x; enthalten sein (Wiirde man
nadmlich von Cj direkt in ein anderes gadget xj, ,springen“, kime man nicht
mehr zum Knoten 3j+1 des gadgets fiir x; zuriick). (siehe dazu auch Abbildung
4.3 (a))

e Analog: Wenn der Hamiltonische Weg die Kante (Cj,3j + 1) in einem gadget
x; enthdlt, so muss auch die Kante (3j,C;) aus diesem gadget x; Teil des
Hamiltonischen Weges sein (vergleiche dazu Abbildung 4.3 (b)).

Im ersten Fall (d.h. im gadget fiir x; gilt: 3j — C; — 3j + 1), setzen wir z; auf
wahr. Per Konstruktion wird dadurch die Klausel C; wahr.

Im zweiten Fall (d.h. im gadget fiir 2; gilt: 35 + 1 — C; — 3j), setzen wir x; auf
falsch, wodurch C; per Konstruktion wahr wird.

= Insgesamt erhalten wir eine Wahrheitsbelegung, die alle Klauseln und somit ¢
erfiillt.

Folgerungen

Theorem. Das Problem Hamiltonischer Weg fiir ungerichtete Graphen ist N'P-vollstindig.

Beweisidee.
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1. Problem € NP /

2. N'P-Schwere:
Hamiltonischer Weg Digraph (gerichtet) <, Hamiltonischer Weg Graph (ungerichtet).

Sei G Digraph. Konstruiere einen ungerichteten Graphen G’ aus G wie folgt:

Ersetze alle Knoten v € V(G) durch einen Graph bestehend aus drei Knoten vy, vy

und vz und den Kanten (viv2) und (vavs).

Fiir alle Kanten (vw) € E(G) (gerichtet: v — w), fithre Kante (vsw;) in G’ ein.



4.1 NP-schwere Kiirzeste- Wege-Probleme

Dann gilt: 3 Hamiltonischer Weg in G < 3 Hamiltonischer Weg in G’.

Theorem. Das Problem Hamiltonischer Kreis ist N'P-vollstindig.
Beweisidee.
1. Problem € NP /

2. N'P-Schwere:
Hamiltonischer Weg <, Hamiltonischer Kreis.
Sei G = (V, E) gegeben. Konstruiere daraus G' = (VU {v}, EU{(vw), w € V}). Dann
gilt: 3 Hamiltonischer Weg in G < 3 Hamiltonischer Kreis in G'.

O
Theorem. Das Travelling-Salesman-Problem (TSP) ist N'P-vollstindig.
Beweisidee.
1. Problem € NP /
2. N'P-Schwere:
Hamiltonischer Kreis <, TSP.
Sei G = (V, E) gegeben.
Konstruiere H = (V, (‘2/)) = Ky und definiere Gewichte
1, falls (¢j) € E(G
¢: E(H) — R mit ¢((ij)) = (i) € B(G)
2, sonst
. Dann gilt: 3 Hamiltonischer Kreis in G < H hat Rundtour der Linge |V|.
O

Zusammenfassung Um kiirzeste Wege ,effizient zu bestimmen, sind wie beobachtet, be-
stimmte Gewichtsfunktionen (z.B. ¢: E — {—1}, d.h. alle Kanten erhalten das Gewicht —1)
oder bestimmte Anforderungen an den kiirzesten Weg (z.B. TSP: Besuche alle Knoten) nicht
geeignet.

Einfacher wird es, wenn man nur nicht-negative Gewichte zuldsst, oder aber zumindest

Kreise mit negativem Gewicht ausschliefst. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition (konservativ). Sei G = (V, E) ein Graph (gerichtet oder ungerichtet) mit ¢ : £ —

R. Dann heifst ¢ konservativ, wenn es keinen Kreis mit negativem Gewicht in G gibt.
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4 Kiirzeste Wege in Graphen

4.2 ,Einfache” Kiirzeste-Wege-Probleme

4.2.1 Kiirzeste Wege von einer Quelle
Optimalitdtsprinzip von Bellman

Proposition (Optimimalitdtsprinzip von Bellman). Sei G ein Digraph mit konservativer
Gewichtsfunktion ¢ : E — R. Weiterhin seien s,w € V(G), sowie k € N. Sei Py, ein kiirzester
Weg von s nach w mit hochstens k Kanten. Die letzte Kante dieses Weges sei durch e = (vw)
gegeben. Dann gilt: Ps, (= Ps, ohne Kante e = (vw) und ohne Knoten w) ist der kiirzeste

Weg von s nach v mit hochstens k — 1 Kanten.

Beweis. Angenommen es gibt einen Weg @ von s nach v mit |E(Q)| < k — 1, der kiirzer ist
als Py, also
(E(Q)) +cle) < c(E(Pow))-

Jetzt unterscheiden wir zwei Fille:

(1) w ¢ Q: Ergénzen wir den Weg () um die Kante e = (vw), so erhalten wir einen kiirzeren

Weg von s nach w als durch Py, %

(ii) w € Q: Betrachte Teilweg Qs von Q.
= s hat Linge

Q)) +c(e

— C

— ¢(E(Quv U {e})

E(Quv U{e}))

// da ¢ konservativ und E(Qqyy U {e} ein Kreis ist
Also: ¢(E(Qsw)) < ¢(E(Psw)) 4

)
(

In beiden Féllen erhalten wir einen Widerspruch zu der Annahme, dass Py, kiirzester Weg

von s nach w ist. Somit muss Ps, auch der kiirzeste Weg von s nach v sein. O

Kreisfreie Graphen (DAG)

Theorem. FEin Digraph G ist kreisfrei < Knoten von V(G) kénnen von 1 bis V(G) enume-
riert werden, sodass fir alle Kanten (ij) € E(G) gilt i < j. Man nennt diese Enumeration

auch ,Topologische Ordnung®.
Beweisidee.

»<=" Angenommen G ist nicht kreisfrei, d.h. es existiert ein Kreis in G. Es ist klar, dass in

diesem Fall keine topologische Ordnung méglich ist.

»=" Diese Richtung kann man durch Induktion iiber die Knotenanzahl zeigen. Falls |V | = 1,

existiert offensichtlich eine topologische Ordnung. Die Induktionsannahme lautet nun,
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dass die Behauptung fiir Graphen mit |V| = n gilt. Jetzt betrachten wir einen kreisfreien
Graphen G mit |V (G)| = n+1. Dieser muss (aufgrund der Kreisfreiheit) einen Knoten v
mit deg™ (v) = 0 (Ausgangsgrad 0, d.h. es gibt keine Kanten der Form (v, w)) enthalten.
Wir entfernen den Knoten v und alle inzidenten Kanten aus G und erhalten einen
Graphen G’ mit |V(G")| = n, der nach Induktionsannahme eine topologische Ordnung
besitzt. Wir kénnen diese topologische Ordnung auf die Knoten von G iibertragen und
geben dem Knoten v die Nummerierung n+1 und erhalten so eine topologische Ordnung
fiir G.

O

Algorithmus Mittels des Optimalitatsprinzips von Bellman konnen wir fiir kreisfreie Gra-
phen direkt folgenden Algorithmus angeben, um die kiirzesten Wege von einem Startknoten
s zu allen anderen Knoten zu berechnen. Wir nutzen dazu einen dynamischen Programmier-

ansatz und verwenden folgende Rekursion:

Setze d(s,s) =0
d(s,w) = min{d(s,v) + c(v,w) : (vw) € E(G)} fir w e V \ {s}

Anmerkung. Das Optimialitdtsprinzip von Bellman liefert auch den Grund, warum die mei-
sten Algorithmen kiirzeste Wege von s zu allen anderen Knoten bestimmen. Bei der Berech-
nung eines kiirzesten s — t—Wegs P hat man némlich bereits einen kiirzesten s — v—Weg fiir
jeden Knoten v auf P berechnet. Da man im Voraus nicht weifs, welche Knoten auf P liegen,
ist es natiirlich, dass man kiirzeste s — v—Wege fiir alle v berechnet. Diese lassen sich effizient

speichern, indem man die jeweils letzte Kante speichert.

Allgemeine Digraphen — Dijkstra-Algorithmus

Von den kreisfreien Digraphen kommen wir nun zu allgemeinen Digraphen. Einer der bekann-
testen Algorithmen um in einem allgemeinen Digraphen, kiirzeste Wege von einem Startknoten
s zu allen anderen Knoten zu bestimmen, ist der sogenannte Dijkstra-Algorithmus, den wir

im Folgenden einfiihren:

Beispiel (Anwendung des Dijkstra-Algorithmus).
Betrachte Abbildung 4.5 und Tabelle 4.1.
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Algorithm 4 Dijkstra (Digraph G = (V, E), Gewichtsfunktion ¢ :

seV)

E — RT, Startknoten

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

IR

Q«+V

l(v) <~ c0Vv eV

l(s)«0

while Q # 0 do
u < Knoten aus Q mit I(u) = migl(w)

Q < Q\ {u}
for V (uv) € E mit v € Q do

if [(u) + c¢(uv) < I(v) then
[(v) + l(u) + c(uv)
pred(v) < u

end if
end for
end while

: pred(v) < nilVv € V

> Linge des kiirzesten Wegs von s nach v

> (pred(v),v) ist Kante des kiirzesten Wegs

return Kiirzeste Wege von s zu allen anderen Knoten sowie deren Linge, genauer: I(v) =
Lénge des kiirzesten s —v—Wegs, welcher wiederum aus einem kiirzesten s— pred(v)—Weg
sowie der Kante (pred(v),v) besteht. Wenn v von s nicht erreichbar, dann [(v) = oo und
pred(v) = nil.

Tabelle 4.1: Durchlauf Dijkstra-Algorithmus

Schritt ‘ Q ‘ Knoten 1  Knoten 2 Knoten 3  Knoten 4  Knoten 5
Init 14 I(1)=0 I(2)=c0 I3)=00 I(4)=00 I(b)=00
p(l)=— p@2)=- »pB)=- »p@d)=- »pb)=-—
1 2,3,4,5} | 1(1)=0 12)=1 I3)=5 IA) =00 I(5) =00
(u=1) p(l)=—- p@2)=1 »pB)=1 »p@d)=—- »pbd)=-
2 (3,450 |l1)=0 12=1 I3)=4 14)=3 5 =00
(u=2) p(l)=— p2)=1 »pB)=2 pd)=2 pO’)= -
3 (3,5} | I)=0 12=1 IB)=4 I4=3 16 =0
(u=4) pl)=—- p@2)=1 »pB)=2 p@d)=2 pO’)= -
4 {5} =0 I2)=1 IB3)=4 I14H=3 I56)=5
(u=23) p(l)=—- p@2)=1 »pB)=2 pd)=2 pO)=
5 0 (1)=0 12)=1 I3)=4 I4)=3 15 =5
(u=5) p(1)=—- p2)=1 pB)=2 p4)=2 pB)=3
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© ®

Abbildung 4.5: Beispiel Dijkstra-Algorithmus
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4 Kiirzeste Wege in Graphen

Lemma. Dijkstra ist korrekt und hat Laufzeit O(|V|?).
Beweisidee.
o Laufzeit klar

e Korrektheit — Induktion iiber  besuchte Knoten* V' \ Q:

Wir miissen zeigen:
(i) Fir alle w € V' \ Q gilt l(u) = dist(s,u)

(ii) Fiir alle v € @ gilt: I(v) ist die kiirzeste Distanz von v zu s iiber schon besuchte
Knoten (wenn so ein Weg existiert; Achtung: Hier werden nur schon besuchte Kno-
ten verwendet, d.h. [(v) muss nicht die kiirzeste Distanz bezogen auf den gesamten

Graphen G sein).

Induktionsanfang: V' = {s} /

Induktionsvoraussetzung: Dijkstra ist korrekt fiir n — 1 besuchte Knoten, d.h. (i) und
(ii) sind erfiillt.

Induktionsschritt: Betrachte nun n-ten Knoten v € @ mit [(u) = mig [(w). Fiir einen
we
Beweis durch Widerspruch nehmen wir an, dass es einen s — u—Weg P der Linge
< l(u) gibt. Sei y der erste Knoten auf P (von s nach u), sodass y € Q U {u}.
Ferner sei « der Vorgénger von y, d.h. die Kante (xy) € E sei Teil von P. Da aber
y der erste Knoten auf P mit y € Q U {u}, folgt dass x ¢ @, also insbesondere
zeV\Q.
Aus z € V'\ Q und der Induktionsvoraussetzung folgt nun:
(i)
(y) < Uz) + c((zy))
Y gist(s,z) + e((xy))
< ¢(E(Psy))
< o(E(Pa)) = (E(P))
< I(u)

Also insgesamt [(y) < l(u) %

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von u mit [(u) = mig l(w).
we

Anmerkungen.

e Der Dijsktra-Algorithmus kann so implementiert werden, dass er Laufzeit O(|V|log(V')+
|E|) hat. Dies ist dann vorteilhaft, wenn |E| << |V|?. Graphen mit dieser Eigenschaft

bezeichnet man auch als ,diinne Graphen*.
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e Wihrend wir fiir den Dijkstra-Algorithmus explizit eine positive Gewichtsfunktion
¢ : E — RT vorausgesetzt haben, ist der beste bekannte Algorithmus fiir allgemeine
Digraphen mit konservativer Gewichtsfunktion der sogenannte MOORE-BELLMAN-
FORD-Algorithmus mit Laufzeit O(|V||E]).

4.2.2 Kiirzeste Wege zwischen allen Knotenpaaren

Im Folgenden wollen wir erneut einen Dynamischen Programmieransatz nutzen, um kiirzeste
Wege fiir alle Knoten s, € V eines Graphen mit konservativer Gewichtsfunktion ¢: £ — R
zu bestimmen.

Um einen Algorithmus herzuleiten, betrachten wir zunichst die Struktur kiirzester Wege.

Struktur kiirzester Wege

Definition (innerer Knoten). Sei @ = (viva...v—1v;) ein Weg von vy nach v;. Als innere

Knoten von @ bezeichnen wir alle Knoten z € Q) mit x # v; und x # v;.

Herleitung des FLOYD-WARSHALL-Algorithmus Sei nun also ein Graph G = (V, E) ge-
geben mit V' = {1,...,n}. Ferner sei V}, = {1,...,k} C V die Menge der ersten k Knoten
von V und sei Vp = . Fiir zwei Knoten 7,j € V betrachten wir nun alle Wege von ¢ nach
j, die ausschliefflich Knoten aus Vj, als innere Knoten besitzen. Sei P einer dieser Wege mit
minimaler Linge (Gewicht). Der folgende Algorithmus nutzt den Zusammenhang zwischen
dem Weg P und dem kiirzesten Weg von ¢ nach j, der nur innere Knoten aus Vj_1 enthalt.

Hierbei lassen sich zwei Falle unterscheiden:

e [ ist kein innerer Knoten von P:
= alle inneren Knoten von P stammen aus Vj_4
= ein kiirzester Weg von ¢ nach j mit allen inneren Knoten aus Vj,_; ist damit auch ein

kiirzester Weg von 4 nach j mit allen inneren Knoten aus Vj

e [k ist innerer Knoten von P:
= P lésst sich unterteilen in P; (Weg von i nach k) und P> (Weg von k nach j). Bellan
P ist kiirzester Weg von ¢ nach k£ mit inneren Knoten nur aus Vi_; und analog: P, ist

kiirzester Weg von k nach j mit inneren Knoten nur aus Vj_;.

Diese Beobachtung erlaubt folgende rekursive Formulierung des Kiirzeste-Wege-Problems

zwischen allen Knotenpaaren i,j € V:

Sei dl(»f) = Gewicht des kiirzesten Wegs von i nach j, der nur innere Knoten aus Vj hat.
Setze
g0 _ Jelig), wenn (ij) € E (i # )
ij

00, sonst
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4 Kiirzeste Wege in Graphen

(k = 0 bedeutet, dass der Weg von i nach j keine inneren Knoten hat, d.h. wenn er existiert,
besteht er nur aus der Kante (ij).)

(%)

Den obigen Uberlegungen folgend, ergibt sich d; nun rekursiv als

afy) = min {aly ™, a0 + df 7V}

v J

(n)

Da fiir alle Wege in G = (V, E) gilt, dass alle inneren Knoten aus V' = V,, kommen, ist d;;

somit die Linge des kiirzesten Weges von ¢ nach j in G.

Im Folgenden geben wir nun noch den sogenannten FLOYD-WARSHALL-ALGORITHMUS
an, der genau diese Methode nutzt, um kiirzeste Wege zwischen allen Knotenpaaren 7,5 € V

zu bestimmen.

Algorithm 5 FLOYD-WARSHALL ALGORITHMUS (G = (V,E), V = {1,...,n}, konser-
vative Gewichtsfunktion ¢: E — R )

1 d) = {C(ij)’ wenn (i) € B (i # j)

00, sonst
2 d\Y) =0

(i) € E

Dij = ! .(”) > Vorginger

nil, sonst
4.
5: fork=1,...,n do
6: Definiere neue Matrix (di?)

1<ij<n
7 fori=1,...,ndo
8: for j=1,...,ndo
9 d  min {aly ™, df 7+ a7
10: Dij < Dkj > pi; wird durch py; ersetzt,
11: wenn besserer Weg von ¢ nach j iiber k luft.
12: end for
13: end for
14: end for
15: return Matrizen (dg?) und (p,—k> , wobei
1<i,j<n 1<i,j<n

16: (pij, j) = letzte Kante auf kiirzestem Weg von i nach j (falls dieser existiert)

Lemma. Der Floyd- Warshall-Algorithmus ist korrekt und hat Laufzeit O(|V|?).
Beweis.
e Korrektheit folgt aus obigen Uberlegungen zur Herleitung des Algorithmus.

o Laufzeit klar (siehe 3 for-Schleifen).
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Zusammenfassung Wir haben in diesem Kapitel gesehen, dass Kiirzeste-Wege-Probleme,
abhéngig von der Instanz, ,einfach® oder ,schwer* sein kénnen und ,leichte* Modifikationen

der Problemformulierung die Schwierigkeit eines Problems verdndern kénnen.

Als schwere Instanzen haben wir z.B. die Gewichtsfunktion ¢ : E — {—1} fiir beliebige

Graphen und als

leichte Instanzen z.B. kreisfreie Graphen (mit beliebiger Gewichtsfunktion) und beliebige

Graphen mit konservativer Gewichtsfunktion kennengelernt.

Auferdem wurden Polynomialzeit-Algorithmen zur Bestimmung kiirzester Wege vorgestellt.
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5 Matroide

Wir beginnen mit einem einfithrenden Beispiel eines diskreten Optimierungsproblems, welches
mittels GREEDY gelést werden kann. Ziel dieses Kapitels ist es, neben der Charakterisierung
von Matroiden, Bedingungen an das Optimierungsproblem herzuleiten, unter welchen GREE-

DY immer eine optimale Losung liefert.

5.1 Das Minimum-Spanning-Tree Problem

Bevor wir das Problem, des Minimum-Spanning-Trees formulieren kénnen, ben&tigen wir noch

folgende Definitionen:

Definition (Baum). Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist ein Baum, wenn G zusammen-

héngend und azyklisch ist.

Definition (Zusammenhangskomponente). Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine
Zusammenhangskomponente von G ist ein maximal zusammenhéngender Teilgraph H C G,
d.h. 3H' C G mit H' zusammenhingend und H C H'.

Definition (Wald). Ein Wald G = (V, E) ist ein Graph, dessen Zusammenhangskomponenten

ausschliefflich Bdume sind.

Definition (Spannbaum). Ein Spannbaum T eines Graphen G = (V, E) ist ein Teilgraph
T C G, sodass V(T) =V und T ist ein Baum.

Lemma. Folgende drei Aussagen fiir einen Graphen T = (V, E) sind dquivalent:

(i) T ist ein Baum
(i1) Yu,v € VI Weg von u nach v in T
(i1i) T ist zusammenhdngend und |E| = |V|—1

Beweis.

(i) = (ii) Sei T'= (V, E) ein Baum und somit zusammenhéngend.
Also existiert mindestens ein Weg von u nach v Vu,v € V.
Angenommen es gibe zwei unterschiedliche Wege von u nach v.
Diese miissen sich in mindestens einem Knoten unterscheiden.
Daraus folgt aber, dass T' einen Kreis enthélt. Widerspruch %
(ii) = (iii) Induktion iiber die Knotenanzahl |V|:

Induktionsanfang:
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Sei |V| =1, d.h. wir haben einen isolierten Knoten.
Dann gilt |[E|=0=|V|-1=1-1=0+/
Induktionsannahme:
Die Behauptung sei wahr fir Baume mit |V| < k, k € Nk > 1.
Induktionschritt:
Betrachte Baum 7" mit |V| = k.
Durch Entfernen einer beliebigen Kante e = (uv) € E, erhalten wir einen Wald
T =T — e, der nicht zusammenhéngend ist.
Insbesondere hat 7" dann genau zwei Zusammenhangskomponenten T, 15,
welche Baume sind und weniger als k£ Knoten besitzen.
Also gilt: |Eq1| = |Vi| — 1 und |Es| = |Va| — 1.
Damit folgt: |E| = |E1| + |Ea| + 1= |Vi| =1+ |V —1+1=|V| -1
(iii) = (i) Angenommen fiir 7" gilt |E| = |V| — 1 und T ist zusammenhéingend,
aber T ist kein Baum, d.h. T" enthélt einen Kreis.
Dann kénnen wir Kanten aus diesem Kreis entfernen, sodass der modifizierte Graph
T" = (V, E’) kreisfrei und damit ein Baum ist.
Angenommen, es wurden k& Kanten aus T entfernt.
Dann gilt [E'| =|V]| -1 —k.
Andererseits ist 7”7 aber ein Baum, d.h. |E'| = |[V| — 1.

Daraus folgt £ = 0, d.h. T enthielt keinen Kreis und ist somit ein Baum.

Lemma. T = (V, E) ist ein Wald mit ¢ Zusammenhangskomponenten < |E| = |V| —c.
Korollar. Sei G = (V, E) zusammenhdngend. Dann folgt
1. [E|>|V]-1

2. G hat einen Spannbaum T C G.

Minimum-Spanning-Tree Problem (MST)

Definition (Minimum-Spanning-Tree Problem). Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusam-
menhéingender Graph mit Gewichtsfunktion ¢ : £ — R. Dann lautet das Minimum-Spanning-
Tree Problem (MST): Finde einen Spannbaum T = (V, F) C G, sodass

f(r) = Zc(e) % min.

ecl

Motivation Gegeben eine Menge von Punkten (z.B. Computer, Haushalte) und eine Menge
von Verbindungen zwischen diesen Punkten (z.B. Stromkabel, Telefonleitungen), bedeutet das
MST anschaulich, eine Verkniipfung zwischen allen Punkten mit minimalen Kosten zu finden.

Es gibt effiziente Algorithmen zur Losung des MST-Problems, die im Wesentlichen auf

folgendem Theorem beruhen.
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5.1 Das Minimum-Spanning-Tree Problem

Theorem. Sei G = (V,E) ein beliebiger zusammenhdngender Graph und {Th,..., Ty} ei-
k

ne Menge von Bdumen, sodass T; C GVi und \J V(T;) = V (,Spannwald®, T; paarweise
i=1

disjunkt). Sei (wv) € E eine Kante mit minimalem Gewicht, sodass
o (w) ¢ E(T;) Vi

o uec V(T;) undv e V(Tj) firi#j

k
Dann gilt: Unter allen Spannbiumen aus T = {T =(V,F) mit U E(T;) C F} gibt es einen
i=1

optimalen Spannbaum (d.h. einen Spannbaum mit minimalen Kos;en), der die Kante e = (uv)
enthdlt.

Beweis. Angenommen es existiert ein Spannbaum 7" = (V, F') von G, sodass (uv) ¢ F und
f(0) < f(THNYT e T, T #T, (uwv) € E(T') (d.h. T enthilt die Kante (uv) nicht, hat aber
ein kleineres Gewicht als alle anderen Spannbaume 7" aus T, die die Kante (uv) enthalten). Sei
u € V(T;) und v € V(T}), also insbesondere v € V '\ V(T;). Nun betrachten wir den Graphen
H = (V, FU{(uv)}). Dieser muss einen Kreis C' enthalten und es existiert eine Kante (u/v’)
in C mit v’ € V(T;) und o' € V\ V(T};). Wegen Wahl von (uv) gilt dabei c(uv) < e(u'v'). Wir
kénnen nun aber (u'v’) aus T entfernen und stattdessen (uwv) einfiigen. Dadurch erhalten wir
einen Spannbaum 7" mit f(7”) < f(T) (da c(uv) < e(u'v")). Widerspruch 4% O

Korollar. Wenn T ein Minimum-Spannbaum von G ist, so gilt fir alle Kanten (zy) € E(G)\
E(T), dass keine Kanten des x — y— Wegs in T ein hoheres Gewicht hat als (zy).

KRUSKAL-Algorithmus Aus obigen Betrachtungen erhalten wir nun den sogenannten
KRUSKAL-Algorithmus zur Bestimmung von Minimum-Spannbdumen:

Algorithm 6 KRUSKAL(G = (V, E) ungerichtet und zusammenhéngend, ¢ : £ — R)

Sortiere die Kanten von G, sodass c(e1) < c(e2) < ... < c(en).
Setze T = (V, F) mit F = {).
fori=1,...,m do

if T'= (V,F Ue;) ist kreisfrei then

F+ FuUe;

end if
end for
return Spannbaum 7' von G mit minimalem Gewicht

Theorem. Der KRUSKAL-Algorithmus zur Bestimmung von Minimum-Spannbdumen ist
korrekt und hat Laufzeit O(|E||V]).

Beweis.
Korrektheit folgt aus obigem Theorem und Korollar zur Herleitung des Algorithmus.

Fiir die Laufzeit betrachte die Schritte des Algorithmus:
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Schritt 1: O(|E| - log |E|) (Laufzeit fir Sortieren)
Schritt 2: O(|V])
Schritt 3-5: O(|E||V|) (Testen der Kreisfreiheit geht mittels BFS in O(|V]))

Insgesamt ergibt sich also eine Laufzeit von O(|E||V]).

O

Wir betrachten nun noch das sogenannte Mazimal-gewichteter-Wald Problem, von dem wir

spater sehen werden, dass es dquivalent zum Minimum-Spannbaum Problem ist.

Definition (Maximal-gewichteter-Wald Problem (MGW)). Sei G = (V, E) ein ungerichteter
Graph mit Gewichtsfunktion ¢ : E — R. Das Mazimal-gewichteter- Wald Problem lautet dann:

Finde Wald in G mit maximalem Gewicht.

Proposition. Das Mazimal-gewichteter- Wald Problem (MGW) und das Minimum-Spanning-
Tree Problem (MST) sind dquivalent, d.h. jede Instanz (G, c) von MGW kann in eine Instanz
(G', ) von MST dberfihrt werden, sodass die optimale Lésung des einen Problems die opti-

male Losung des anderen Problems impliziert (und umgekehrt).

Beweis. Sei (G, c) eine Instanz von MGW. Zur Vereinfachung betrachten wir positive Ge-
wichtsfunktionen ¢ : E(G) — RT (fiir ¢ : E(G) — R erfolgt der Beweis analog, indem
negativ gewichtete Kanten ignoriert werden). Wir nehmen weiter an, dass G zusammenhén-
gend ist (sonst wende die folgenden Argumente auf die Zusammenhangskomponenten an). Da
c(zy) > 0V (zy) € E(G), ist jeder maximal-gewichtete Wald ein Baum. Wir wissen aufserdem,
dass alle Spannbédume von G genau |V(G)| — 1 Kanten enthalten.Nun konstruieren wir eine
Gewichtsfunktion ¢ fiir E(G) wie folgt:

d(xy) = K — c(zy) fiir alle (zy) € E(G), wobei K = (m)aXE c(zy)
TY)E

Nun betrachten wir das MST beziiglich ¢/. Sei also T ein Spannbaum von G. Dann ist die

Sumime der Gewichte

)= dayumd f(T)= Y  cay).

(zy)€E(T) (zy)eE(T)

Damit folgt

T = Y K- d(ay)

(zy)eB(T)
= Z K — Z d (xy)
(zy)eB(T) (zy)eB(T)

=K-([V(G)|-1) - f(T)

Somit impliziert eine Lésung von MGW ist immer eine Losung von MST. Riickrichtung analog.
O
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Anwendbarkeit von Greedy Der KRUSKAL-Algorithmus fiir MST ist ein Greedy-
Algorithmus. Wie wir bereits gesehen haben, zeichnen sich Greedy-Algorithmen dadurch aus,
dass sie schrittweise den Folgezustand wihlen, der zum Zeitpunkt der Wahl den grofiten Ge-
winn bzw. das optimale Ergebnis liefert. Greedy-Algorithmen sind oft schnell, aber nicht auf
alle Probleme anwendbar. Im Folgenden werden wir uns daher die Frage stellen, fir wel-
che Probleme Greedy immer funktioniert. D.h. wir wollen Probleme charakterisieren, fiir die

Greedy-Algorithmen immer die optimale Losung liefern.

5.2 Theorie der Matroide

5.2.1 Einfithrung

Viele kombinatorische Optimierungsprobleme kénnen folgendermafien definiert werden:

Definition (Kombinatorisches Optimierungsproblem). Sei E eine endliche Menge und F C
P(E) eine Teilmenge der Potenzmenge von E. Fiir das Mengensystem (E,F) und eine Ko-
stenfunktion ¢ : F — R bestimme man ein Element aus F mit minimalen oder maximalen

Kosten.
Anmerkung. Hier betrachten wir Kostenfunktionen ¢ : E — R, sodass VX C E gilt: ¢(X) =

2, o(x)

rzeX

Definition (Unabhéngigkeitssystem). Ein Mengensystem (E, F) heilt Unabhdngigkeitssystem

(manchmal auch Teilmengensystem genannt), falls gilt

(M1) 0 € F

M2) XCYeF= XeF

Die Elemente aus [ heifen unabhangig, die Elemente aus P(E) \ F abhdngig.

Definition ((inklusions)-minimal/-maximal). Sei M C P(E). Dann heifst M € M
(inklusions)-minimal, wenn #1 M’ € M, sodass M’ C M.
(inklusions)-maximal, wenn A M’ € M, sodass M C M’.

Definition (Kreise und Basen). Sei (E,F) ein Unabhéngigkeitssystem. Dann heifen
minimale abhingige Mengen Kreise und
maximale unabhéngige Mengen Basen.

Beispiel (0). Betrachte die Matrix
1 00 11
A:
01001

o1
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und definiere das Unabhéngigkeitssystem (E,F), wobei E' = {1,2,3,4,5} die Menge der Spal-
tenindizes (von A) sei und F eine Teilmenge der Potenzmenge P(FE), sodass die zu den Spal-

tenindizes gehorigen Vektoren linear unabhéngig sind, d.h.

F ={F C E: Vektoren beziiglich der Spaltenindizes sind linear unabhéngig}
={0,{1},{2}, {4}, {5}, {1,2},{1,5},{2,4},{2,5},{4,5}}

Kreise sind in diesem Fall die Mengen {3}, {1,4},{1,2,5},{2,4,5} und Basen alle B € F mit
|B| = 2.

Im Folgenden betrachten wir nun Maximierungs- und Minimierungsprobleme fiir Unabhén-

gigkeitssysteme:

Maximierungsproblem fiir Unabhangigkeitssysteme
Gegeben: (E,F) Unabhéngigkeitssystem und ¢ : E — R Gewichtsfunktion.

Ziel: Bestimme X € F, sodass ¢(X) = > c(e) % max.
ecX

Minimierungsproblem fiir Unabhingigkeitssysteme
Gegeben: (E,F) Unabhéngigkeitssystem und ¢ : E — R Gewichtsfunktion.
Ziel: Bestimme Basis B von F, sodass ¢(B) = Y. c(e) Ly min.

e€B
Anmerkung. Oft sind nur F und c spezifiziert, wihrend F nicht explizit angegeben wird.
Deswegen nutzt man ein ,Unabhéngigkeitsorakel® welches F vorgibt. In der Regel kann man
effizient testen ob X € F oder nicht.

Beispiele.

(1) TSP
Gegeben: vollstindiger Graph G und Gewichtsfunktion ¢ : E(G) — R
Ziel: Bestimme einen hamiltonischen Kreis minimalen Gewichts in G
= E=E(G), F={F C E|F ist Teilmenge der Kanten eines hamiltonischen Kreises }.

(2) Kiirzeste-Wege Probleme
Gegeben: Graph G, Gewichtsfunktion ¢ : E(G) — R und Knoten s,t € V(G).
Ziel: Bestimme kiirzesten s-t-Weg Wy in G.
= E =FE(G),F={F C E|F ist Teilmenge der Kanten eines s-t-Weges }.

(3) Rucksack-Problem
Gegeben: Gegenstande 1,...,n mit Volumen w; und Wert/Preis b;,i = 1,...,n sowie
Gewichtsschranke W (Kapazitéit des Rucksacks)

Ziel: Finde Teilmenge S C {1,...,n}, sodass > ws < W und f(S) = >_ bs 5 max.
ses ses
=FE={1,....n},) F={FCE| > w <W}
JEF
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(4) Minimum-Spanning-Tree Problem
Gegeben: Graph G, Gewichtsfunktion ¢ : E(G) — R.
Ziel: Bestimme MST
= E = E(G), F ={F C E|F ist Kantenmenge eines Walds }.

(5) Maximal-gewichteter-Wald Problem
Gegeben: Graph G, Gewichtsfunktion ¢ : E(G) — R.
Ziel: Bestimme MGW
= (E,F) wie in Beispiel (4).

(6) Maximum-weight matching
Gegeben: Graph G, Gewichtsfunktion ¢ : E(G) — R.
Ziel: Bestimme ein matching von G mit maximalem Gewicht.
= E = E(G), F={F C E| Elemente aus F' sind disjunkt }

(7) Betrachte Abbildung 5.1.

Abbildung 5.1: Beispiel (7)

E = E(G),
Fg = {Menge der Wilder} = P(E) \ {{e2,e3,e4,e5}, {e1,e2,€3,e4,e5} }

Kreis kein Kreis, aber abhéngig
Wir betrachten nun die Inzidenzmatrix zu G, wobei die Inzidenzmatrix eines Graphen

eine |[V(G)| x |E(G)| Matrix A ist mit

4 1, wenn Knoten ¢ inzident zu Kante j
ij =
0, sonst

D.h. in unserem Fall erhalten wir

€1 €2 €3 €4 €5

s

|
U= W NN =
O O O ==
O O = = O
SO = = O O
= = O O O
_ o O = O

Betrachten wir A nun als Matrix {iber Zs, so erhalten wir mit der iiblichen Vektoraddition
@ und Multiplikation @ in Zso: esPegPesPes = 0 und analog (0Ge;)Deadesdesdes = 0.
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Die linear (un)abhéngigen Vektoren (Spalten von A) und somit die (un)abhéngigen Men-
gen (wie in Beispiel (0)) entsprechen genau den (un)abhéngigen Mengen von (E(G),Fq).

Definition (Matroid). Sei (F,F) ein Unabhéngigkeitssystem. Dann ist (E,F) ein Matroid,

wenn gilt:
(M3) X,Y € Fmit |X|>|Y] = Jz € X \Y, sodass Y U{z} € F (,Austauscheigenschaft®)
Beispiele.
e Beispiel (0),(4),(5),(7)
e Triviale Matroide: (0, {0}) oder (E,P(E))
Proposition 5.1. Folgende Unabhingigkeitssysteme (E,F) sind Matroide:

(1) E = Menge der Spaltenindizes einer Matriz A iber einem Kérper K
F={F CE : die Elemente in F sind linear unabhingig bzgl. K}

(2) E = Kantenmenge eines ungerichteten Graphen G
F={FCFE: (V(G),F) ist Wald }

(8) E = endliche Menge, k € Ny
F={FCFE:|F|l<Ek}

Beweis. (M1) und (M2) sind klar, aber (M3) ist zu zeigen:
e (M3) fiir (1) folgt aus dem ,Steinitz’schen Austauschsatz‘ (Lineare Algebra).

o (M3) fiir (2):
Seien X,Y € F mit |X| > |Y].
Annahme: Fir alle x € X \ Y gilt YU {2z} ¢ F, d.h. (VY U{z}) ist kein Wald.
Wir wissen, dass (V,Y) ein Wald ist. Da (V,Y U {z}) kein Wald ist, muss es in genau
einer Zusammenhangskomponente von (V,Y U {z}) einen Kreis geben.
Also, fiir jede Kante z = (uv) € X liegen die Knoten u und v in der gleichen Zusam-
menhangskomponente von (V,Y"). D.h. jede Zusammenhangskomponente von (V, X) ist
somit Teilmenge einer Zusammenhangskomponente von (V,Y). Sei nun p die Anzahl
der Zusammenhangskomponenten von (V,X) und ¢ die Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten von (V,Y'). Dann folgt p > q.
Wir wissen aber, dass fiir einen Wald gilt:
|E(Wald)| = |V(Wald)| — # Zusammenhangskomponenten, also insbesondere
|X|=|V|—pund |Y| = |V|— ¢ Daraus folgt
VI=[Xl=pzq=[VI=|Y],dh [Y] = |X] %

e (M3) fiir (3): Ubungsaufgabe
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Anmerkung. Matroide aus Prop. 5.1 der Form
(1) heiken Vektormatroide.

(2) heiken Kreismatroide (Wenn G Schleifen enthalten darf, d.h. Kanten (zz), so spricht man

auch von einem graphischen Matroid).
(3) heifen uniforme Matroide.

Anmerkung. Aus obigen Beispielen (1)-(6) sind nur (4) (MST) und (5) (MGW) Matroide.
(Beweis: Ubungsaufgabe)

Theorem 5.2. Alle Basiselemente eines Matroids (E,F) haben die gleiche Kardinalitit.

Beweis. Angenommen es existieren Basen B, B’ € F (maximal unabhéngig), sodass |B| <
|B’|. (]L[S)EixeB’\B,sodassBU{a:}eF% O

Theorem 5.3. Sei (E,F) ein Unabhdngigkeitssystem. Dann sind folgende Aussagen dquiva-

lent:

(M3) VX, Y €F mit | X|>|Y] = JzeX\Y, sodass Y U{z} €F.
(M3’) VX, Y e Fmit| X|=|Y|+1= JzecX\Y, sodass Y U{x} €F.
(M37) YA CFE gilt, dass alle Teilmengen von A, welche mazimal unabhdngig sind
(X CA, X eF, X (inklusions)-mazimal bzgl. F), die gleiche Kardinalitit haben.

Bewezis.

(M3) = (M3") VX,Y € Fmit |X|=|Y|+1 = |X|>|Y| = Behauptung
(M3’) = (M3”) Angenommen (M3’) gilt, aber (M3”) gilt nicht.
= 3X,Y C AC E, sodass X,Y maximal unabhingig und | X| > Y|+ 1.
Sei X C X mit |X|=|Y|+1.
WM 5, € X\ Y, sodass Y U{z} € F.
¢Widerspruch zur Wahl von Y als maximal unabhéngige Teilmenge von A,
daY U{z} € A
(M3”) = (M3) Seien X,Y € F mit | X| > |Y].
Setze A= X UY.
Da wegen (M3”) alle maximal unabhéngigen Teilmengen von A gleiche Kardinalitit

haben, kann Y nicht maximal unabhéngig sein.
= Jr e A\Y =(XUY)\Y=X\Y C A sodass Y U{z} €F.

5.2.2 Andere Matroidaxiome

Im Folgenden werden wir Matroide iiber ihre Basen, Kreise und ihre Rang-Funktion definieren.
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Basis

Kreis

Rang
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Die Basis eines Matroids (E,F) ist die Menge der maximalen Elemente aus F.

Sei B die Menge der Basen von (E,F).

Wenn E und B bekannt sind, ist auch F bekannt, denn wir kénnen F als die Menge des
zu B gehorigen Unabhéngigkeitssystems setzen, d.h. F = {F C B : B € B}.

Frage: Wie muss B aussehen, sodass das resultierende Paar (E,F) ein Matroid ist?

Kreise C sind minimal abhingige Mengen von E, d.h. C —e € FVe € C.
Wenn die Menge C der Kreise eines Matroids (E,F) bekannt ist, so erhalten wir

F={FCE:C¢FVvCeC}
—{FCE:C\F#£0YCeC}

Frage: Wie muss C aussehen, sodass das resultierende Paar (E,F) ein Matroid ist?

und unterer Rang
Fiir eine endliche Menge E ist die Rang-Funktion gegeben als r : P(E) — Z™.
Fiir ein Unabhéngigkeitssystem (F,F) sei der Rang von X C FE definiert als

r(X) =max{|Y]: Y C X, Y €F}.

Wenn die Rang-Funktion r des Matroids bekannt ist, setzen wir F={X C E : r(X) =
X}

Frage: Wie muss die Rang-Funktion r : P(E) — Z* aussehen, sodass das resultierende
Paar (E,F) ein Matroid ist?

Fiir spitere Betrachtungen definieren wir noch die untere Rangfunktion p: P(E) — Z*
fiir ein Unabhéngigkeitssystem (E,F) fur alle X C F wie folgt:

p(X) =min{|Y|: YCX, YeF und YU{x} ¢Ffirallexec X\Y}.

Anmerkung: Sei (E,F) ein Unabhéngigkeitssystem mit entsprechender (unterer) Rang-
funktion r und p, sowie X C E. Dann ist (E,F|,) mit Fj, = {Y C X : Y € F}, auch
wieder ein Unabhéngigkeitssystem. Der Wert r(X) der Rangfunktion von (E,F) ist die
maximale Kardinalitét der Basen von (E,F|;). Der Wert p(X) der unteren Rangfunk-
tion von (E,F) ist die minimale Kardinalitit der Basen von (E,F|,).

Wenn (E,F) Matroid dann ist auch (E,F|,) ein Matroid (Ubungsaufgabe).
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Basisaxiome

Theorem 5.4. Sei E eine endliche Menge und B C P(E). B ist genau dann die Menge der
Basen eines Matroids (E,F), wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(B1) B#0;
(B2) Fiir alle By, By € B und x € B\ Bs gibt es ein y € By \ By, sodass (B1\{z})U{y} € B.
Bewess.

”:>u

(B1): gilt, da @ € F (nach (M1)).

(B2): Seien By,B2 € B, By # Bs. Da Basen von Matroiden die gleiche Kardinalitét
haben und B; # Bs folgt 3z € By \ Bo.
M2 B~ B\ {2} € F und |B/| < |Ba| = |Bi.
() Jy € Bo\ B, sodass B'U{y} € F, d.h. (B; \ {z})U{y} €F.
Es gilt: [(B1 \ {z}) U {y}| = |Bil.
Da alle Basen eines Matroids die gleiche Kardinalitéit haben, ist (B1\ {z})U{y} €
B.

» e

B erfiille die Bedingungen (B1) und (B2). Zuerst zeigen wir, dass alle Elemente aus
B die gleiche Kardinalitdt haben, d.h. VB;, B; € B gilt: |B;| = |B;|. Angenommen
3B;,B; € B mit |B;| > |B;|. Dann wiahlen wir unter diesen Elementen B; und B;
so, dass |B; N Bj| maximal ist. o0BdA seien dies By und Ba, wobei |Bi| > |Ba|. Sei
x € By \ By. Nach (B2) existiert ein y € By \ By, sodass B’ :== (By \ {z}) U {y} € B.
Daraus folgt |B’ N Ba| > |B1 N Ba|.

% Widerspruch zur Maximalitét von | By N Bs|.

Nun setzen wir F:= {F C B; : B; € B} und zeigen, dass (E,F) ein Matroid ist. Die
Bedingungen (M1) und (M2) sind trivialerweise erfiillt, aber (M3)(dquivalent (M3’)) ist
Zu zeigen.

Seien also X,Y € F mit |Y| = |X|+ 1, wobei X C By, Y C By, B;,By € B. D.h.
X,Y, B; und Bs sind von der Form:

X:{l’l,,xk}
By ={z1,..., 2%, b1,...,b4}
Y ={y1,. Yk, Y1}

BQ = {ylv s Yy Yk+15C1 - - 7cq—1}

Betrachte nun By \ {b,}. Dann existiert ein z € By, sodass (B \ {b}) U {z} € B (Falls
by € By \ By folgt dies wegen (B2); falls by, ¢ By \ Bo, ist insbesondere b, € By und wir

konnen z := b, setzen). In beiden Fillen ist z ¢ X, denn entweder ist z € By \ By oder
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z = by.

Weiterhin gilt per Konstruktion:

X C B\ {bg} € (Bi\ {b}) U {2} € B

= XU{z} C(Bi\{b})U{z} B

= XU{z} €F

Wenn also z €Y = z€ Y\ X und X U{z} € F = (M3) erfillt.

Wenn z ¢ Y, betrachten wir ((By \ {by}) U {z}) \ {bg—1}).

Analog (wie oben) existiert ein z; € Bo, sodass ((B1 \ {bg}) U{z}) \ {bg—1}) U z1 € B.
Wenn 21 €Y = X U{z} €F

Wenn z; ¢ Y, dann entferne by_o usw. Da [{b1,...,bq}| > |{c1,...,cq—1}], wird nach
hochstens g Schritten ein z; € Y erreicht = (M3’) gilt.

Rangaxiome
Erinnerung: Sei (E,F) ein Unabhéngigkeitssystem und X C FE. Dann ist der Rang definiert
als 7(X) = max{|Y| : Y C X, Y € F}. Dabei gilt immer: 0 < r(X) < |X]|.
Beispiele.
e (E,T) ist ein beliebiger Matroid:
r(X) = |X| fir alle X € F
r(C) =|C| — 1 fir alle Kreise C' von (E,F)

e (E,F) ist ein uniformer Matroid mit F = {X C F : |X| < k}:

| X|, wenn X € F

r(X) =
k, wenn X ¢ F d.h. | X| >k

e (E,F) ist ein Vektormatroid:
Rang des Matroids = Rang in der linearen Algebra.

e (E,F) ist ein Kreismatroid:
Fir X C FE git: r(X) = |[V(X)|] — k(X), wobei V(X)) = {v : FJe €
X mit v inzident zu e} und k(X) = Anzahl der Zusammenhangskomponenten von
(V(X), X) (Beweis: Ubungsaufgabe).

Theorem 5.5. Sei E eine endliche Menge und r : P(E) — Z*. Dann sind die folgenden drei

Aussagen dquivalent:
(a) r ist die Rangfunktion eines Matroids (E,TF).

(b) Fir alle X, Y CE gilt:
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(R1) r(X) < |X];
(R2) Ist X CY, so gilt r(X) <r(Y);
(R3) r(XUY)+r(XNY)<rX)+rY).

(¢) Fiir alle X C E und z,y € E gilt:
(R1’) r(B) = 0;
(R2’) r(X) <r(XU{y}) <r(X)+1;
(R) Ist r(X U {z}) = r(X U {y}) = r(X), so gilt /(X U {z,y}) = r(X).

Beweis.

(a) = (b):

Ist 7 eine Rangfunktion eines Unabhéngigkeitssystems (E,F), so sind (R1) und (R2)
offensichtlich erfiillt. Ist (E,F) ein Matroid, so gilt auch (R3), da:

Seien X, Y C F und sei A € F eine maximal unabhéingige Teilmenge von X NY. Da
|X| > |X NY], gilt fiir maximal unabhéngige Teilmengen A’ von X, dass |A’| > |A|.
Falls |A’| = |A], ist nichts zu zeigen. Wenn |A’| > |A] folgt mit (M3), dass ein z € A"\ A
existiert, sodass AU {z} € F. D.h. A kann zu einer maximal unabhéngigen Teilmenge
AUB von X und analog zu einer maximal unabhiingigen Teilmenge (AUB)UC von
X UY erweitert werden. Per Konstruktion A,C CY und AUC € F, also ist AUC eine
unabhéngige Teilmenge von Y und es gilt 7(X) = |[AUB]| und r7(Y) > |AUC|. Also

folgt:
r(X)+r(Y)>|AUB|+ |AUC|
=2[Al+ B[ +C]
=|AUBUC| + |4|
=r(XUY)+rXNY).
(b) = (c):

— Aus (R1) folgt (R1).

— Aus (R2) folgt r(X) < r(X U{y}).
Aus (R1) und (R3) folgt dann:

r(XU{y}) <r(X) +r({y}) —r(X N0 {y})

womit (R2’) bewiesen ist.

— (R3) ist trivial fiir z = y. Fiir x # y folgt mit (R2), dass r(X) < r(X U{y}) und
somit 2r(X) < r(X) +r(X U{z,y}). Setze A = X U{z} und B = X U {y}.
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Wegen (R3) gilt: »(X) + r(X U{z,y}) =r(ANB)+r(AUB) <r(A)+r(B) =
r(X U{z})+r(X U{y}).

Wegen der Voraussetzung an (R3’) gilt zusétzlich r( X U{z})+r(XU{y}) = 2r(X).
Also r(X) = r(X U{x,y}), womit (R3’) bewiesen ist.

(c) = (a):
Seir: P(E) — Z* mit (R1), (R2’), (R3") gegeben. Dann definieren wir

F={FCE:r(F)=|F|}.

Zu zeigen ist nun, dass (F,F) ein Matroid ist und r die dazugehérige Rangfunktion:
(i) Zu zeigen: (E, ) ist ein Matroid.
— (M1): Aus (RY’) folgt, dass 0 € T, also (M1) erfiillt.
— (M2):

« Aus (R1’) und (R2’) folgt, dass (X)) < |X| fiir alle X = {x1,...,z,} C E,
denn (induktiv) gilt 7(0) < r(0U{z1}) < r(0)+1 = 1 und durch hinzufiigen

weiterer z; und erhalten wir r(X) < |X|.

* Seinun Y € F, y € Y und X =Y \ {y}. Dann folgt

(R2')
X[+1=Y]=rY)=r(XU{y}) < r(X)+1<|X[+1,

also insbesondere 7(X) = | X| und somit X € F. Wiederholte Anwendung
dieses Schrittes auf X und den resultierenden Teilmengen zeigt, dass alle

Teilmengen von Y in F enthalten sind, also ist (M2) erfiillt.

— (M3): Seien X,Y € Fmit | X| = |Y|+1.Sei X\Y = {z1,...,2;}. Angenommen
(M3’) gilt nicht, d.h. Y U {z;} ¢ FV1 < i < k. Da Y U {x;} ¢ F, folgt
r(YU{x;}) # Y|+ 1.

x Aus (R2’) folgt dann:
Y] = r(¥) < r(Y U {a}) <r(¥)+ 1= Y]+ 1,

d.h.
r(YU{x;})=Y|=rY)V1<i<k.

* Aus (R3’) folgt schlieflich:
r(Y U{z,z;}) =r(Y)V2<i<k.
Diesen Schritt konnen wir mehrfach wiederholen und erhalten

Y|=rY)=r(YUX\Y)=r(YUX)>r(X)=|X],
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also insbesondere |Y| > |X]|.
4Widerspruch zu | X| = Y| + 1.

Also ist (E,F) ein Matroid.

(ii) Zu zeigen: r ist Rangfunktion des Matroids (E,F), d.h. VX C FE gilt: r(X) =
max{|Y]| : Y C X, YeF}.
——

r(Y)=[Y]|
Sei X C F und sei Y C X eine unabhéngige Teilmenge von X maximaler Kardi-

nalitdt mit 7(Y) = |Y].
Fir alle x € X \ Y gilt:
r(Yu{z}) <|Y|+1

Diesen Schritt kénnen wir mehrfach wiederholen und erhalten

Y[=r{)=rY UX\Y)) =r(X).

Kreisaxiome

Erinnerung: Sei (E,F) ein Unabhéngigkeitssystem. Dann ist ein Kreis C' von (E,F) eine
(inklusions-)minimale abhingige Menge. Weiterhin sind der Rang und der untere Rang von
X C FE definiert als

r(X) =max{|Y|: Y C X, Y €F},

bzw.
p(X)=min{]Y|: YCX, YeFund YU{x} ¢F firallex € X \Y}.

In einem spéteren Beweis werden wir noch den sogenannten Rangquotient verwenden, der wie
folgt definiert ist:

Definition (Rangquotient). Der Rangquotient eines Unabhingigkeitssystems (E,F) wird de-

finiert als

Dabei gilt ¢(E,F) <1 (da p(F) < r(F)).
Zudem gilt: ¢(E,F) =1 < (M3”) (Ubungsaufgabe).

Proposition 5.6. Sei E eine endliche Menge und C C P(E). C ist genau dann die Menge
der Kreise des Unabhdngigkeitssystems (E,F), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(C1) b & C;
(C2) Fir alle C1,Cy € C mit Cy C Cy folgt C1 = Cs.

Beweis.
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,= Sei (E,F) ein Matroid. Da wegen (M1) § € F (d.h. () ist eine unabh#ngige Menge),
folgt (C1). Da Kreise in (E,F) minimal abhéngige Mengen sind, folgt auch (C2).
L= Setze F={FCFE : #CcCmit CC F}.
— Wenn C die Bedingung (C1) erfiillt, so gilt ) € F und nach Konstruktion von F ist
(E,F) ein Unabhéngigkeitssystem.
— Wenn C zusétzlich (C2) erfiillt, so ist C die Menge der Kreise dieses Unabhéngig-
keitssystems (F,F).
O

Theorem 5.7. Sei E eine endliche Menge und C C P(E), sodass C die Menge der Kreise

eines Unabhangigkeitssystems (E,T) ist. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) (E,F) ist ein Matroid.
(b) Fiir alle X € F und e € E gilt: X U{e} enthalt hichstens einen Kreis.

(C3) Fir alle C1,Co € C mit Cy # Cy und fir alle e € C1 N Cy gibt es ein C3 € C mit
Cs3 C (Cl U 02) \ {6},

(C3’) Fiir alle C1,Cy € C,e € C1NCy und f € Cy \ Cy gibt es ein C3 € C, sodass f € C3 C
(C1UCo) \ {e}.

Beweis.

(a) = (C3):
Sei C die Menge der Kreise eines Matroids. Ferner seien C1,Cs € C, e € C7 N Cy und
f e Cy\ Ca. Esist r(C;) = |C;] — 1 (C; sind minimal abhéngig, d.h. C; \ {z} € F fiir
alle z € ().

Im Folgenden wenden wir (R3) zweimal an und erhalten:

|C1] =1+ 7r((CLUC2) \{e, f}) +]C2[ -1

=7(C1) +r((CLUC2) \ {e, f}) +7(Co)
D () + (€1 U ) \ D) + (o \ {e])

(? r(C\{f}) +r(C1UCy) +7(Ca \ {e})
=|Cy| =14+ 7r(C1UCo) +|Ca| — 1,

also insbesondere r((C1UC2)\{e, f}) > r(C1UC%). Wegen (R2) gilt r((C1UC2)\{e, f}) <
r(Cy U Cy), also folgt insgesamt

T((Cl U Cg) \ {6, f}) = T(Cl U CQ)

Wiéhle nun eine maximal unabhéngige Teilmenge B C (C; U Cs) \ {e, f}.
Wegen (M3”) gilt: |B| = r((C1 UC2) \ {e, f}).
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Aufserdem ist B offensichtlich auch eine Teilmenge von (C7 U Cy).

Insbesondere muss BU{ f} abhéingig sein (enthilt also einen Kreis, welcher f beinhaltet),
denn wire dies nicht der Fall, so wire B U {f} C (C; U C3) unabhéngig und somit
r(C1UC2)>|B|+1, welches im Widerspruch steht zu r((C1UC3) \{e, f}) = r(C1UC,) =
|B|.

Somit enthélt B U {f} einen Kreis C3 mit f € C5 C (C1 U Cy) \ {e}.

(C3’) = (C3): klar /

(C3) = (b):

Sei X € F und X U {e} enthalte zwei Kreise C1,Cs. Dann folgt aus (C3): Es gibt ein
C3 € Cmit C3 C (C1UCy) \ {e}. Damit gilt (C1 UC2) \ {e} ¢ F. Aber (C1 UC2) \ {e}
ist Teilmenge von X € F.

4Widerspruch.

(b) = (a):

Es gelte fiir alle X € F und e € E, dass X U {e} hochstens einen Kreis enthilt.

Wir zeigen jetzt, dass unter dieser Voraussetzung fiir den Rangquotient gilt: ¢(E,F) = 1
(welches dquivalent zu (M3”) ist )

Sei F' C E und J, K zwei maximal unabhéngige Teilmengen von F. Wir zeigen zuerst,

dass

/]
> 1
K]

Da F,J und K beliebig sind, folgt ¢(F,F) > 1. Nach Definition ist ¢(E,F) < 1, also
folgt q(E,F) = 1, und somit ist das Unabhéngigkeitssystem (E,F) ein Matroid.
Betrachte J \ K:

Falls J\ K = 0 gilt entweder

(i) J = K, woraus % = 1 folgt, oder

(ii) J C K, was ein Widerspruch zu maximalen Unabhéngigkeit von J ist.
Wir kénnen also im Folgenden annehmen, dass J \ K # (0. Sei J\ K = {e1,...,e}.
Wir konstruieren eine Folge K = Ky, K1, ..., K; € F, sodass gilt:
- JNKCK;, CJUK fir0<i<t,
— Kiﬂ{el,...,et} = {61,...,61'} fir 1 <i<tund
- ‘Ki—l\Ki‘ <lfurl<qi<t.
Induktiv zeigen wir dass jedes K; € [F:
Fir Kg = K gilt die Aussage. Annahme sie gelte fiir alle j < 4.
Also K; € F, woraus folgt, dass K; U {e;+1} hochstens einen Kreis C' ¢ F enthalt.
Fiir einen solchen Kreis C' gilt, dass C N K; \ J # 0, d.h. C beinhaltet mindestens
ein Element aus K; welches nicht in J liegt, andernfalls wiirde C' nur Elemente aus J

beinhalten und somit C' C J, Widerspruch zu J € F. Sei z € CNK; \ J. Da z ¢ J und
ei+1 € J folgt z # e;41. Dann ist (K; \ {z}) U {e;+1} kein Kreis, also Element von F.
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Setze K;i1 = (K; \{z})U{eis1} €F
Per Konstruktion ist J C K; € F.
Da J eine maximal unabhéngige Teilmenge von F ist, folgt J = K;. Damit gilt:

t
K\J| =Y K \ K| <t =T\ K|,
=1

Daraus folgt

/]
|K| < |J]|, also — > 1.
K]

Korollar. C ist die Menge der Kreise eines Matroids
& (C1), (C2) und (C3) sind erfillt.

< (C1), (C2) und (C3’) sind erfiillt.

5.2.3 Der GREEDY-Algorithmus

Sei (E,F) ein Unabhingigkeitssystem und ¢ : E — RT eine Gewichtsfunktion. Wir be-
trachten im Folgenden das Maximierungsproblem fiir dieses Unabhéngigkeitssystem, wobei
wir von einer positiven Gewichtsfunktion ausgehen kénnen, da eine optimale Ldsung nie
Elemente mit negativem Gewicht enthalten wird. (Angenommen E* ist eine optimale Lo-
sung, die Elemente mit negativem Gewicht enthilt. Dann gilt fir FF = {& € E* : allex €
F haben positives Gewicht }, dass ¢(F') > ¢(E£*), d.h. E* war nicht optimal %.)

Das System (E,F) ist durch ein ,Unabhéngigkeits-Orakel* gegeben (oft ist F z.B. nicht
vollstéindig bekannt, aber man kann testen, ob fiir ein gegebenes F' C F gilt, dass F' € F oder
nicht). Damit kénnen wir nun den GREEDY-Algorithmus formulieren:

Algorithm 7 GREEDY (Unabhiingigkeitssystem (E,F), Gewichtsfunktion ¢ : E — RT)

1: Sortiere E = {e1,...,en}, sodass c(e1) > c(ez) > ... > c(ey).
2: F+ ()

3: fori=1,...,ndo

4 if FU{e;} € F then

5: F+ FU {61} eF

6 end if

7: end for

8 return F € F

Anmerkungen.

e Wenn das ,Unabhéngigkeits-Orakel* Laufzeit f(n) hat und E sortiert ist, so hat der
GREEDY-Algorithmus Laufzeit O(n - f(n)).
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e Die Losung von GREEDY muss nicht eindeutig sein (z.B. ist schon die Sortierung von

Elementen mit gleichem Gewicht nicht eindeutig).

Theorem 5.8. Sei (E,F) ein Unabhingigkeitssystem und c : E — R eine Gewichtsfunktion.
Sei weiter G(E,F,c¢) die GREEDY-Losung des Mazimierungsproblems und OPT(E,F,c) die

entsprechende optimale Losung. Dann gilt:

. p(F) G(E,F,c)
= <
(B F) = min T S OPTE o S &

fiir alle ¢ : E — RT.

Beweis. Sei E = {ej,e2,...,en}, c: E— RT und c(eg) > c(ea) > ... > c(en). Sei G,, C FE die
Losung von GREEDY und O,, C E die optimale Losung, wobei Gy := () und Oq := (). Weiter
definieren wir E; = {e1,...,¢e;}, Gj == G, N Ej und O; := O, N E; und setzen aukerdem
dy = c(en) und dj := c(ej) — c(ejqq1) fiir j=1,...,n — 1.

Beobachtung: Gj—1 C G; und G; enthilt hichstens ein Element mehr als G;_1, also |G| —
|Gj-1]| € {0,1} und |G| — |Gj—1| =1 & ¢; € G;. Also

co(Ga)= ) cleg)

ejGGn

= (1G;] = |Gj-1]) c(ey)
j=1

= |Gjleey) = > IGj-1] ele;)
j=1 i=1

=Y 1Gjlele;) = > |Gjalele;)  (da |[Go| = 0)
i=1 j=2

n n—1
=Y Gl cles) = > IGil clej)
j=1 J=1
n—1

= G clen) + Y |Gl (cleg) = e(ejin))

j=1
n
= _|Gjld;
j=1
Weiterhin ist Gj eine maximal unabhéngige Teilmenge von FE;, d.h.
Gjl = p(Ej).
Da Oj € F und O; C E; gilt

05| < r(Ej).
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Damit folgt
co(Gn) =) 1G)|d;
j=1
> p(E;)d,
j=1
> r(E) o(B,F)d;
j=1

> 05| q(E,F)d;
j=1

= q(E,F) > (|05 = [05-1])cle;)

j=1
=q(E,F)c(0,)

Theorem 5.9 (Edmonds-Rado-Satz). Ein Unabhingigkeitssystem (E,F) ist genau dann ein
Matroid, wenn der GREEDY-Algorithmus eine optimale Lisung fiir das Mazimierungsproblem
(E,F,c) fir alle c: E — RT findet.

Beweis. (E,F) ist kein Matroid ((M3”) verletzt) < ¢(E,F) < 1 < GREEDY findet keine

optimale Losung. O

Alternativer Beweis.

»<=* Angenommen (E,TF) ist kein Matroid.
Dann gilt insbesondere (M3’) nicht, d.h. es existieren I, Ip41 € F mit |I,| = p, |Ip+1| =
p+1und Be € I, \ I, mit I, U{e} €F. (%)

p+2,ecl,
Sei c: E — R mit c(e) = p+1l,eel,+1\1,

0, sonst
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Dann gilt:

c(Ipr))= > p+l+ > p+2

e€lpii\Ip ecl,Nlpi1
2 |Ipa| (p+1)
=@+1){@+1)
=p*+2p+1
>p*+2p
=p(p+2)
= c(Ip)

GREEDY wiahlt aber zuerst alle Elemente aus I,. Da (M3’) nicht gilt, kann zu I, kein
Element aus Iy \ I, hinzugefiigt werden (siehe (x)).
= GREEDY liefert eine Losung mit ¢(I,) < ¢(Ip+1), also insbesondere keine optimale

Losung.

»,=" Sei (E,TF) ein Matroid und sei die Losung von GREEDY I = {ey,...,e;} € F mit
cler) > ... > c(e;). Sei J = {f1,...,f;} € Fmit c¢(fi) > ... > c(f;) eine beliebige
andere zuléssige Losung, sodass J maximal unabhéngig. Da maximal unabhéngige Teil-
mengen eines Matroids gleiche Kardinalitdt haben, folgt |I| = |J| (d.h. i = 7).

Wir zeigen, dass fur alle m € {1,...,i} gilt: c(ey,) > ¢(fim) (dies impliziert ¢(I) > ¢(J),
d.h. die Losung von GREEDY ist optimal).

Angenommen, dies wire nicht der Fall. Dann sei k der kleinste Index mit c(ey) < ¢(fx).
Nun setzen wir I’ .= {ey,...,ex_1} und J" :={f1,..., fe—1, fx}-

Da offensichtlich |I'| < |J'|, folgt mit (M3): 3 f, € J'\ I’, sodass I’ U {f;} € F. Fiir alle
Elemente f; € J'\ I gilt aber, dass ¢(f;) > ¢(fx) > c(er), d.h. in der sortierten Menge
E stehen f; und fj vor eg, was bedeutet, dass entgegen unserer Annahme f; € I’
2Widerspruch

O

Anmerkung. Der Edmonds-Rado-Satz gilt auch fiir das Minimierungsproblem von Unab-

hangigkeitssystemen, d.h. das Minimierungsproblem (E,F,¢) mit ¢ : F — R, kann ebenfalls
mit GREEDY optimal gelost werden gdw. (E,F) ein Matroid ist. Dazu betrachten wir das
dquivalente Maximierungsproblem (E,F,c), ¢ : E — R mit /(e) = M +c¢(e) fiir alle e € £
und M = max{|c(e)| : e € E}, welches mittels GREEDY gelost wird.

Wir betrachten nun die Charakterisierung von optimalen Teilmengen der Kardinalitit k.

Theorem 5.10. Sei (E,F) ein Matroid, ¢ : E — R, k € N und X € F mit | X| = k. Dann
gilt ¢(X) =max{c(Y) : Y € F,|Y| = k} genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfillt
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(a) Fir alley € E\ X mit X U{y} ¢ F und alle x € C(X,y) (eindeutig bestimmter Kreis

mit Elementen aus X, der y enthdlt) gilt: c(x) > c(y);

(b) Fir alley € E\ X mit X U{y} € F und alle x € X gilt ¢(x) > c(y).

Beweis.
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»= Angenommen (a) ist verletzt, d.h. ¢(y) > ¢(z). Dann gilt fiir X' := (XU{y})\{z} €
F, dass ¢(X') > ¢(X).

9Widerspruch zur Optimalitdt von X.

Analog Widerspruch, falls (b) verletzt.

»<=* Seien (a) und (b) erfiillt.

Weiter sei I/ .= {F € F : |F| < k} C F und (e) := ¢(e) + M fiir alle e € E, wobei
M = max{|c(e)| : e€ E},d.h. ¢ : E— R",

Sei E = {ey,...,e,} sortiert, sodass ¢/(e1) > ... > /(ey,) und dass fiir beliebiges i gilt:

d(e;))=c(e;p1) und ejp1 € X = ;€ X

(d.h. aus Elementen mit gleichem Gewicht, kommen diejenigen aus X zuerst in der
Sortierung vor).

Sei X' die GREEDY-Losung fiir (E,F’,¢’) (mit obiger Sortierung). OBdA kénnen wir
annehmen, dass | X'| = | X| = k, andernfalls kénnte man wegen (M3) X’ um Elemente
von X erweitern (welche positive Gewichte ¢’ haben) und dies ist ein Widerspruch zur
maximalen Unabhéngigkeit von X’ in der GREEDY Konstruktion. Es gilt:

(X =3 cle)= Y (d(e) - M) = ( 3 c'(e)) kM = d(X') — kM.

ec X’ ee X’ ec X’

Nach dem Edmonds-Rado-Satz (5.9) gilt , dass X’ eine optimale Losung fiir (E,F', )

ist, also

(X' + kM = (X
=max{cd(Y) : Y € F'}
=max{c(Y) : Y €T, |Y|=k} + kM.
Jetzt ist noch zu zeigen, dass X = X'. Wir wissen, dass |X| =k = |X'|.

Wenn X # X', dann existiert ein e; € X’ \ X mit kleinstem Index 4, d.h. insbesondere

X n{er,...,ei-1} = X' N{ei,...,ei—1}. Nun unterscheiden wir zwei Félle:
(i) XU{e} ¢F
= Dae; ¢ X ist c(x) > c(e;) fiir alle x € C(X, e;) (wegen (a)).
= Alle Elemente e aus C'(X, e;) mit e # x; kommen vor e;.

= C(X,e;) C(XnN {61,... ,61‘_1}) U {61} =X'N {61,...,61‘_1,61‘}.
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= C(X,e;) C X', also X' U{e;} ¢ F 4Widerspruch.
(i) XU{e} eF

= Fiir alle z € X gilt: ¢(x) > c(e;) (wegen (b)).

= X C{ey,...,ei1} S X’

= |X| < |X'| 4Widerspruch.

O

Das Miinzwechselproblem Person Y geht in den Supermarkt, bezahlt und bekommt Riick-
geld von X Eurocent in Form von Miinzen. Dabei soll das Riickgeld aus so wenigen Miinzen
wie moglich bestehen — Wie muss der/die Kassierer(in) vorgehen?

Die Antwort ist eine GREEDY-Strategie: Gib solange die Miinzen mit dem grofiten Wert

zuriick wie mdglich.

Anmerkung. Hierbei handelt es sich um eine “Form” des Rucksack-Problems:
Gegeben: Miinzzerlegung M = (my,...,mg) mit mg > mp_q1 > ... > mq, Riickgeld X
Ziel: Finde Anzahlen x; > 0 fiir alle Miinzen m;, 1 < ¢ < k, sodass

k k \
inmi =X und Zml — min
i=1 i=1

Algorithm 8 GREEDY _ Miinzen (Riickgeld X, Miinzzerlegung M)

: N+ 0 > Anzahl der Miinzen
U+ X
fori=k,...,1do
i [ 5]
U+~U-—xzm;
N+ N+ uz;
end for

return (x1,...,2%), N

A I AN e

Frage: Funktioniert die GREEDY-Strategie fiir alle Miinzzerlegungen M = (mq,...,my)?

e Beobachtung: Es muss gelten m; = 1, denn sonst kann z.B. ein Riickgeld von X =1

nicht ausgegeben werden.

e GREEDY funktioniert nicht immer, z.B. M = (1,3,4) und X = 6. Dann wahlt GREE-
DY die Miinzen {4, 1, 1}, optimal wére jedoch {3, 3}.

e GREEDY funktioniert fir:
€: Me = (200, 100, 50, 20,10,5,2, 1)
$: Mg = (100, 50,25,10,5,1)
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Im Folgenden wollen wir das Miinzwechselsystem mit der Matroid-Theorie in Verbindung
bringen.

Dazu betrachten wir folgendes Unabhangigkeitssystem (E,F) mit

e FE ist eine Multimenge (M, 1), wobei [ : M — Nt m — [(m) = Haufigkeit von m.
Fiir das Eurosystem ist dies (Fe = {1,...,1,2,...,2,5,...,5,...... ,200,...,200}. Da-
bei sei F ,geniigend grok“, d.h. alle Miinzsorten seien in ausreichender Zahl vorhanden.
Formal kann man die Multimenge F auch als einfache Menge auffassen, indem alle Ele-
mente durchnummeriert werden, d.h. E' = {11,12,...,1;13), ... ... ;2001 . . ., 2005(200) }-
eF={FCFE:3F CEmit Y f= S f und|F'| < |F|}, dh. F enthilt al-

feF frer
le Teil(multi)mengen von FE, fiir die die Summe der Miinzwerte nicht durch weniger

Miinzen erreicht werden kann.

Beispiel. Sei M = (1,3,4) und X = 6. Dann ist £ = {1,...,1,3,...,3,4,...,4} und
F = {{1},{1,1},{3},{4},{1,4},{3,3},{3,4},...,{3,4,4},...}. Das Unabhéngigkeitssystem
(E,T) ist kein Matroid, da die Austauscheigenschaft (M3) nicht gilt:

Betrachte z.B. {1,1} und {3,4,4}. Dann

{1,1,3} ¢ F (da {1,4} € F)

{1,1,4} ¢ F (da {3,3} € F)
;)

Fiir Euro und Dollar ist (E,F) jedoch ein Matroid.

Lemma 5.11. Sei Mg die Euromiinzzerleqgung und X ein Rickgabewert (in Cent). Dann gilt
fiir die optimale Riickgabemenge M*, dass das grifite m; € Mg mit m; < X in M™ enthalten

15t.

Beweis. ,Quasi Enumeration®:
X=1—-1eM*={1}
X=2—2ecM*" ={2}

X=3>2eM ={21}

X=9 > 5eM ={522}

Jetzt betrachten wir 10 < X < 19 und zeigen, dass die 10-Centmiinze in M™ enthalten ist.
Angenommen, dies wire nicht der Fall. Dann muss X in Form von 1-, 2- und 5-Centmiinzen
ausgezahlt werden.
Seialso X = k-5 + R ,also R =X — 5k.
~~ —~—
k x 5-Cent Rest in 1-, 2-Cent
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Wir wissen, dass fiir alle Riickgabewerte Y mit 5 <Y < 10 die 5-Centmiinze verwendet wird,

also muss gelten R = X — 5k < 5 (sonst enthélt R auch die 5-Centmiinze). Daraus folgt:
100<X <5(k+1) =k>2

d.h. es existieren mindestens zwei 5-Centmiinzen, die durch eine 10-Centmiinze ersetzt werden
kénnen.

4Widerspruch.

Analog erfolgt der Beweis fiir die 20-, 50-, 100- und 200-Centmiinzen sowie fiir das Dollar-
System. O

Folgendes Korollar (Item 1) kann man sich leicht aus dem letzten Lemma herleiten, Item 2
folgt dann aus der Tatsache, dass GREEDY Miinzen die maximal unabhingigen Teilmengen
von (Eg,F) bzw. (Eg, F) liefert (Ubungsaufgabe).

Korollar 5.12. (1) GREEDY Minzen liefert eine optimale Anzahl von Miinzen fir jeden
Rickgabewert X, wenn das Miinzsystem Mg oder Me.
(2) (Ee,F) bzw. (Eg,F) ist ein Matroid.

Die Matroideigenschaft kann man auch direkt zeigen.
Lemma 5.13. (Fg,F) (wie oben definiert) ist ein Matroid.
Beweiskizze.

(M1) @ € F/ (entspricht Riickgeld X = 0 Cent)

(M2) Zu zeigen: Fiir alle F' € F und alle F’ C F gilt: F’ € F.
Angenommen es existiert ein F' € F, sodass 3F' C F mit F’ ¢ F.

Sei Y. f’=c. Danach Annahme F’ ¢ F, folgt
frer’

JF" €F, sodass Y f'= Y f'=cund |F"| <|F|.
f/eF/ f//eF//

Das bedeutet aber |F| > |F \ F' U F"|.
2Widerspruch.

Somit ist (Fe,F) ein Unabhéngigkeitssystem. Die Austauscheigenschaft (M3) ist aufwendiger
zu zeigen, man kann stattdessen aber dquivalent zeigen, dass r(X) =max{|Y| : Y C X, Y €
F} die Eigenschaften (R1’), (R2’) und (R3’) erfiillt und somit die Rangfunktion eines Matroids
ist (Ubungsaufgabe). O

Anmerkungen.

e Charakterisierungen von Miinzsystemen, flir die GREEDY funktioniert, sind bis-
her nur fiir 3, 4, und 5 Miinztypen bekannt (d.h. fiir (1,mq,m2), (1,m1,m2) und

(1, m1, mg, m3, my).
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e Zusitzlich ist bekannt, aus welchem Riickgeld X man Gegenbeispiele konstruieren kann,
wenn das Miinzsystem nicht GREEDY-optimal. Es 1dsst sich in diesem Fall immer ein

Gegenbeispiel fiir X mit mg < X < mg_1 + my konstruieren.

5.2.4 Der Schnitt von Matroiden

Definition (Partitionsmatroid). Sei E eine endliche Menge und II = (FEy,...,E}) eine
Partition von E. Dann heift (E,F) mit F = {F C E : |FNE;| < 1VE; € II} (also,

keine zwei Elemente von F' sind in der gleichen Menge von II,) ein Partitionsmatroid.

Anmerkung. (E,F) aus obiger Definition ist tatséchlich ein Matroid: (M1) ist klar und (M2)
folgt aus der Tatsache dass fiir jedes A C B € F gilt AN E; C BN E;. Fiir (M3) nehme man
an, dass A, B € F mit |A| > |B|. Somit existiert ein j sd. |[AN E;| = 1 und |B N Ej| =0,
andernfalls wire |B| > |A|. Sei a € AN Ej, dann gilt BU {a} € F. Analog kann man zeigen,
dass r(A) = |J(A)| mit J(A) ={j : E; N A # 0} die Rangfunktion eines Matroids ist.

Abbildung 5.2: Beispiel Partitionsmatroide

Beispiel. Betrachte den in Abbildung 5.2 dargestellten Graphen G = (VUU, E) und betrachte

die Partition II, als auch die Partition II, von E:

II,={E, CFE :v, eV, E, ={e: v €e}}
II,={F,, CFE :u €U E, ={e: u €e}}

Fir das Beispiel ist also II, = {{6,8,9},{2,3},{1},{4,5},{7}} und I, =
{{7,9},1{3,4,6},{5,8},{1,2}}. Definiere nun den Partitionsmatroid (F,F,) bzgl. II, sowie
den Partitionsmatroid (E,F,,) bzgl. IL,.

Definition (Schnitt von Unabhéangigkeitssystemen/Matroiden). Seien (E,F;),...,(E,Fg)
k
Unabhéngigkeitssysteme/Matroide. Dann ist ihr Schnitt definiert als (E, [ F;).
=1

1=

Beispiel (Matching von bipartiten Graphen). Wir betrachten erneut das sogenannte
mazimum-matching Problem (siche Kap. 2.3). Fiir einen bipartiten Graphen G = (VUU, E),
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ist ein matching sowohl eine unabhingige Menge in Fy als auch in Fy.

Wenn also (F,F) das zugehorige Unabhingigkeitssystem des bipartiten Graphen G ist, also
F={F C E : F ist matching von G }, dann folgt F = Fy NFy.

Das Finden des mazimum matchings eines bipartiten Graphen ist also dquivalent zum Finden

eines Elements maximaler Kardinalitdt in F = Fy N Fy.

Anmerkung. Der Schnitt von Unabhingigkeitssystemen ist wieder ein Unabhingigkeitssy-
stem (Ubungsaufgabe).

Proposition 5.14. Jedes Unabhdngigkeitssystem ist der Schnitt endlich vieler Matroide.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jeder Kreis C' von (E,F) einen Matroid (E,F¢) mit Fo =
{FCE :C\F #0} definiert:

e (M1) und (M2) sind klar.

o Wir zeigen (M3"), d.h. zu zeigen ist, dass VA C F gilt: alle maximal unabhingigen
Teilmengen von A (bzgl. F¢) haben die gleiche Kardinalitét.
Sei also A C E und sei B C A eine maximal unabhéngige Teilmenge von A, also

insbesondere C'\ B # (). Nun unterscheiden wir zwei Flle:
(i) Falls A € Fe, so folgt A= B.
(ii) Falls A ¢ F¢, folgt C\ A=10, d.h. C C A.
Da B € Fe, gilt |C'\ B| > 1.
Angenommen |C'\ B| > 2:
= Jdx,y,e C\ Bmit z £y
= yeC\ (BUu{z})
= O\ (BU({a}) £ 0
= BU{z} eF¢
%2  Widerspruch zur maximalen Unabhéngigkeit von B.

Dieser Fall kann also nicht auftreten, d.h. fiir alle maximal unabhingige Teilmengen
B, B’ von A gilt |C'\ B|=1=|C\ B’|, also insbesondere |B| = |B’|.

Somit ist (E,F¢) ein Matroid fiir alle Kreise C von (E,F).

Es bleibt zu zeigen, dass (E,F) = (E, [\ F¢), wobei C die Menge der Kreise von (E,F)
sei. e

»,C“ Sei X € F und sei C ein beliebiger Kreis in (E,F).

Dann gilt ¢ ¢ X und damit C'\ X # 0. Also X € F¢ fiir alle C € C, d.h.

insbesondere X € NF¢.

»,2“ Angenommen X € NF¢, aber X ¢ F. Letzteres bedeutet, dass ein Kreis
Cx C X existiert mit Cx \ X = (. Daraus folgt X ¢ F¢,, d.h. insbesondere
X ¢NFec. % Widerspruch.
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5 Matroide

Wir betrachten nun folgendes Problem:

Matroid-Intersektion-Problem
Gegeben: Matroide (E,F;) und (E,F2) (Unabhéngigkeitsorakel)
Ziel: Finde eine Menge X € F; N Fy, sodass | X| % max.

Notation: Fiir einen Matroid (F,F) bezeichne im Folgenden C(X, e) den eindeutig bestimm-
ten Kreis in X U{e},falls X U{e} ¢ F. Sonst setzen wir C(X,e) = (. Fiir die beiden Matroide
(E,F1) und (E,F3) sind dies entsprechend C(X,e) und Ca(X, e).

Auferdem verwenden wir ab und zu folgende verkiirzende Schreibweise:
X+e=XU{e}, X —e=X\{e}
X+Y=XUY, X-Y=X\Y.

Idee des folgenden Algorithmus: Wir beginnen mit X = () und augmentieren X in jeder

Iteration um ein Element. Dazu suchen wir ein Element e; ¢ X, sodass X U {e;} € Fy.
e Falls X U{e;} € Fy, dann setzen wir X < X +e.

o Falls X U{e1} ¢ Fo:
= 3! Kreis Co(X,e1) C X U{e1} bzgl. My
= wir wéhlen ein Element es € Co(X,e1) \ {e1}
= X +e; —ey € Fg. Aullerdem X +e1 — eg € Fy.

Im néchsten Schritt suchen wir ein Element es ¢ X, sodass X + e; — ea + e3 € Fy und fahren

iterativ wie oben fort.

Dabei erhilt die Hinzunahme der Elemente ey, es, es5, ... die Unabhéngigkeit in M7, wihrend
das Entfernen der Elemente es, eq, €g, ... die Unabhéngigkeit in My wieder herstellt.

Das Ziel ist es also, eine Sequenz S = (ey,e2,€3,...,¢e5) zu finden, sodass die symmetrische
Mengendifferenz X AS € F; NFy. Wenn s ungerade ist, so ist XAS eine grofsere unabhingige
Teilmenge als X von F; NFs.

Um diese Sequenz zu finden, filhren wir einen gerichteten bipartiten Hilfsgraphen Gx =
(E, Agp U Ag?)) ein, wobei:

AY = {(z,y) : ve X,y e E\ X,z € C1(X,9) \ {u}}
AQ ={(y.2) v e X,ye B\ X,z € Ca(X,9)\ {y}},
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d.h. wenn (z,y) € Agp, so erhilt das Ersetzen von x durch y die Unabhingigkeit in M;
(2)

und analog, wenn (y,x) € AY’, so erhélt das Ersetzen von 2 durch y die Unabhéngigkeit in M.
Sei nun @ = (yo,1,91,--.,%s,Ys) ein Weg in Gx, sodass yo,ys € E\ X. So gilt per Kon-
struktion von Gx und da Gx bipartit ist, dass z; € X und y; € E'\ X fiir alle 7. Da @ ein

Weg ist (also insbesondere keinen Knoten mehrfach besucht), erhalten wir

@1, s +1 = {yo, .- ys}
=XCX =Y

und damit folgt fiir X' = X —X+VY: |[X'| = |X|+ 1.

Im Folgenden stellen wir an solche Wege @ folgende Anforderungen:

(1) @ startet in einem Knoten aus Sx ={y € E\ X : X +y € F},
(2) Q endet in einem Knoten aus Ty :={y € E\ X : X +y € Fo},

(3) Q ist ein kiirzester Sx — Tx—Weg (d.h. @Q ist der kiirzeste a — b—Weg iiber alle a € Sx
und b € Tx).

Wege, die diese drei Eigenschaften erfiillen, werden auch augmentierende Wege genannt.

Anmerkung. Falls SxNTx # (), so hat der kiirzeste augmentierende Weg die Linge 0. Somit

kénnen wir ein beliebiges Element y € Sx NTx nehmen um X zu erweitern.

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass fiir solche augmentierende Wege @ =

(y07 T1,Y1y .- 7x57y5), gllt

X' =X U{yo, .., ust \ {21,z €F1N Ty,

Zu diesem Zweck beginnen wir mit folgendem Hilfslemma:

Lemma 5.15. Sei (E,F) ein Matroid und X € F. Auferdem seien x1,...,xs € X und
Yiy- .., Ys € B\ X mit

(a) x, € C(X,yx) fir 1 <k <s,
(b) ;¢ C(X,yx) fir 1 <j<k<s.
Dann gilt: X U{y1,...,ys} \ {z1,..., 25} € F.

Beweis. Sei X, = X \ {z1,...,2z,} U{y1,...,yr} mit » < s. Wir zeigen durch vollsténdige
Induktion, dass X, € F fiir alle r.

Induktionsanfang r =0: X, = X € F /

Induktionsvoraussetzung: X,_; € F.
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Induktionsschritt »r — 1 — 7:
o Falls X, U{y,} €T, folgt X, € F, da X, C X, ;U{y.} €F.

o Falls X,_; U{y,} ¢ T, existiert ein eindeutiger Kreis C(X,_1,y,) = C(X, ).
Wegen Voraussetzung (b) gilt: z1,...,z,—1 ¢ C(X,y,) und
wegen Voraussetzung (a) gilt: z, € C(X, y,).
Daraus folgt, dass C(X,y,) — z, kein Kreis ist, also X, U{y,} \ {z,} € F.

O

Lemma 5.16. Seien M; = (E,F1) und My = (E,F9) Matroide. Sei X € Fy N Fy. Sei
Q = (Yo, r1,Y1,--.,%s,Ys) ein augmentierender Weg in Gx (d.h. Q ist kiirzester Sx —Tx — Weg
mit yo € Sx und ys € Tx ). Dann ist X' := X \ {x1,...,2s} U{y0,...,ys} € F1 N Fy.

Beweis. Sei @ ein augmentierender Weg in G x. Wir zeigen zuerst, dass die Bedingungen (a)
und (b) aus Lemma 5.15 fiir M; bzw. Ms erfullt sind.

Dazu setzen wir X := X U {yo}. Da yo € Sy, folgt X € Fy.

Weiterhin gilt nach Konstruktion von Gy, dass x1,...,25 € X und Yy Ys € B\ X.

Da (zj,y;) € Ag) und nach Definition von Ag;) giltfiirallej =1,...,s,dass x; € C1(X,y;) C
C1(X,y;). und somit ist Voraussetzung (a) aus Lemma 5.15 erfiillt.

Es bleibt zu zeigen, dass auch (b) erfiillt ist. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann
existiert ein j < k <'s, sodass z; € C1(X, yp).

Beachte dabei, dass

X U{y} = X U{yo} U{yr}
—— N —
%Fl SN

enthilt hdchstens einen Kreis

Also z; € (4 (X,yx) = C1(X,yp), d.h. es existiert eine Kante (zj,yK) € Ag}). Daraus folgt
aber, dass ) kein kiirzester Weg ist, was einen Widerspruch darstellt.
Also erfiillt X auch die Bedingung (b) aus Lemma 5.15.

Wir wenden Lemma 5.15 nun an und erhalten

XU{yl,...,ys}\{xl,...,afs}EFl,

also
X/:XU{yU}U{yl,...,ys}\{1‘1,...,1’3} e Fiq.

Auf dhnliche Weise kann man zeigen, dass X’ € Fo (Ubungsaufgabe).
Insgesamt folgt damit X’ € F; N Fo. O

Proposition 5.17. Seien My = (E,F1) und My = (E,Fy) Matroide mit Rangfunktionen ry
bzw. ro. Dann gilt fir olle F € F1 N Fy und W C E, dass

|F| < ri (W) +ra(E\W).
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Beweis.
e FeFi = FNWeF, = |[FnW|<r(W)
o FelFy = F\WeFy = |[F\W|<|E\W|<ro(E\W)
Damit folgt |F| = |[F\W|+ |F N W| <r (W) +ro(E\W). O

Theorem 5.18. Seien My = (E,F1) und My = (E,Fo) Matroide und sei X € F; N Fy. X

ist kardinalitatsmazimal genau dann, wenn es keinen Sx — Tx— Weg in Gx g¢ibt.
Beweis.

=

7

Angenommen, es gibt einen Sxy — Tx—Weg in Gx. Dann existiert insbesondere auch
ein kiirzester Sx — Tx—Weg Q. Mit Lemma 5.16 folgt dann aber, dass wir ein X’
konstruieren kénnen mit X’ € F; N Fp und |X'| > | X|.

%2 Widerspruch zur Maximalitdt von X.

.
RS

Sei R die Menge der von Sx aus erreichbaren Knoten, d.h.
R={z€ F|3Sx —z— Weg in Gx}.

Da nach Voraussetzung kein Sx — Tx —Weg existiert, gilt R N Tx = (.

Seien nun 71 und 72 die Rangfunktionen von M; bzw. Ms.

Wir zeigen zuerst, dass ma(R) = | X N R|.
Da X € Fy, folgt mit (M2), dass X N R € Fy und wir erhalten | X N R| < ro(R) =
max{|Y]| : Y € Fo,Y C R}. Angenommen r3(R) > |X N R|.
Dann existiert ein Y C R, Y € [y, sodass |Y| > | X N R|.
Mit (M3) folgt: 3y e Y\ (X N R)=Y\X UY\R=Y\ X,
——

=9
sodass (X N R)U{y} € Fo. Wegen Y C R gilt: y € R\ X.

Da y € R, aber R N Tx = 0, folgt y ¢ Tx. D.h. nach Definition von Tx ist

X U{y} ¢ Fo.
Daraus folgt, dass ein eindeutig bestimmter Kreis Co(X,y) in X U {y} existiert.

Da X N R € Fo, {y} € Fo und X ¢ R folgt, dass ein € X \ R existiert, sodass

z € Co(X,y) \ {y}
Nach Definition von Ag?), gibt es also eine Kante (y, ) in Ag?). Zusammenfassend

erhalten wir also:
— Es gibt eine Kante (y,x) in Ag?).
—y€eR = dSx —y—Weg
~2¢ R = PSx —2—Weg
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Dies ist aber ein Widerspruch, denn der Sx —y—Weg und die Kante (y, x) ergeben

zusammen einen Sx — x—Weg. 4
Auf dhnliche Weise zeigt man, dass 71(E \ R) = | X \ R| (Ubungsaufgabe).

Zusammen erhalten wir

X|=1X 0 R+ X\ B
= ?”Q(R) +’I”1(E\R).

Wegen Proposition 5.17, muss X also kardinalitdtsmaximal sein.

Als Folgerung erhalten wir die sogenannte Min-Maz-Gleichung:

Theorem 5.19. Seien My = (E,F1) und My = (E,Fy) Matroide mit Rangfunktionen ry bzw.

ro. Dann gilt
max{|X| : X € F; NFo} = min{r(Q) +r2(E\Q) : Q C E}

Nun kénnen wir einen Algorithmus zur Losung des Matroid-Intersektions-Problems ange-

ben:

Algorithm 9 EDMOND’s Matroid-Intersektions-Algorithmus
Input: Matroide (E,F;) und (E,F3), gegeben durch ein Unabhéngigkeitsorakel.
Output: Menge X € 1 NFy, sodass | X| maximal ist.

1: X « @

2: foralleye E\ X und i =1,2 do

3: Berechne Ci(X,y) ={r € X U{y} : XU{y} ¢ F;, (X U{y})\ {z} € F;}.
4: end for

5: Berechne Sx,Tx und Gx.

6: Bestimme einen kiirzesten Sx — Tx—Weg @ in Gx.
7. if # Weg Q then

8: return X

9: else

10: X + XAQ und gehe zu Schritt 2.

11: end if

Theorem 5.20. EDMOND’s Matroid-Intersektions-Algorithmus ist korrekt und hat Laufzeit
O(|E|?0), wobei 0 die mazimale Komplezitit der beiden Unabhingigkeitsorakel ist.

Beweis.
e Die Korrektheit folgt aus Lemma 5.16 und Theorem 5.18.

e Laufzeit ist Ubungsaufgabe.

78



5.2 Theorie der Matroide

Anmerkungen.

e Es gibt schnellere Algorithmen, z.B. von Cunningham (1986) oder Garbow und Xu
(1996).

e Das Matroid-Intersektions-Problem ist N'P-schwer fiir £ > 3 Matroide.
Beweisidee: Reduktion vom Problem Hamiltonischer Weg

= Definiere zwei Partitionsmatroide und einen graphischen Matroid.

XeFiNnFy,nNF3 & |X|:|V(G)—1‘
AbschlieBendes Beispiel — Maximum matching und Vertex Cover in bipartiten Graphen
Sei G = (XUY, E) ein bipartiter Graph. Gesucht ist ein mazimum matching von G.
— Berechne die Partitionsmatroide (E,Fx) und (F,Fy)

— Verwende den EDMONDS-Algorithmus, um ein mazimum matching in Fx NFy zu
finden.

Natiirlich ist dies nur einer von vielen Wegen, um ein mazimum matching zu finden. Schneller
ist z.B. der Hopcroft-Karp-Algorithmus mit Laufzeit O(y/nm), wobei n = |V| und m = |E|.

Im Folgenden betrachten wir nun die Frage, wie man in bipartiten Graphen ein minimum
vertexr cover mittels eines mazimum matchings finden kann.
Sei dazu G = (XUY, E) ein bipartiter Graph und sei M ein maximum matching von G.

Wir definieren nun die folgenden Mengen:

e Ein M-alternierender Weg ist dabei ein Weg, in dem sich Kanten aus M und aus F\ M

abwechseln.
e U C X Menge von Knoten aus X, die nicht inzident zu einer Kante aus M sind

o T C Y Menge von Knoten aus Y, die von v € U iiber einen M-alternierenden Weg

erreichbar sind.

e S C X Menge von Knoten aus X, die von u € U {iber einen M-alternierenden Weg

erreichbar sind.

vertex cover

Y . .n '.?3/' |';;/| @ maximum matching

Abbildung 5.3: Zusammenhang von mazimum matching und verter cover in bipartiten Gra-
phen
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Beispiel. Betrachte den Graphen G = (XUY, E) aus Abbildung 5.3. Hier ist U = {6}, S =
{z1,29, 23, 24,26} und T = {y1, Y2, Y3, ysa}. Ein minimum vertex cover ergibt sich z.B. als
VO =(X-S)UT.

Theorem 5.21. Sei G = (X,UY, E) ein bipartiter Graph und sei M ein maximum matching

von G. Dann ist C = (X — S)UT ein minimum vertex cover von G.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass C ein vertez cover ist.

Sei e = (u,v) € E. Da G bipartit, muss einer der Knoten in X und der andere in Y. Sei
u € X und v € Y sein. Angenommen C' ist kein vertex cover, also u,v ¢ C. Somit gilt u € S
und v € Y — T, d.h. . Nun unterscheiden wir 2 Fille:

e cd¢ M:
Da u € S, existiert ein M-alternierender Weg von v/ € U zu w. Nach Definition von
U sind alle zu «' inzidenten Kanten nicht in M. Daraus muss aber folgen, dass die
letzte Kante auf dem M-alternierenden Weg von u’' zu u eine Kante aus M ist. D.h.
insbesondere gibt es also auch einen M-alternierenden Weg von v’ zu v. Das ist aber
ein Widerspruch zuv €Y — T 4.

e cc M:
Da u € S, folgt analog zu obigem Fall, dass ein M-alternierender Weg von v’ € U zu
u existiert. Da e = (u,v) € M, muss es sich bei e um die letzte Kante auf dem M-
alternierenden Weg von u’ zu u handeln. Das bedeutet aber wieder, dass es auch einen

M-alternierenden Weg von u’ zu v gibt. Widerspruch zuv € Y — T 4.

D.h. obige Annahme war falsch und C ist ein wvertex cover von G.
Es bleibt zu zeigen, dass C' auch ein vertex cover minimaler Kardinalitat ist. Wir hatten
bereits gezeigt, dass | M| < |C| (siehe Abschnitt 2.4). Nun wollen wir zeigen, dass |[M| = |C/|.

(i) Sei (u,v) € M.
e Falls v € T, so folgt uw € S, also u ¢ C.
o Fallsv ¢ T, folgt v ¢ C.
= Jede Kante aus M hat also héchstens einen Endknoten in C, also |M| < |C].
(ii) Seiv € C.

e Falls v € T, dann folgt, dass es eine Kante in M gibt, die inzident zu v ist (falls
nicht, wire M noch kein optimales matching (UA)).

e Falls v € X — S5, so ist v € X nicht erreichbar iiber M-alternierende Wege von
einem u € U C X, also insbesondere v ¢ U (der Weg mit leerer Kantenmenge ist
erlaubt). Da U alle Knoten beinhaltet, die zu keiner Matching-Kante inzident sind,

muss also v inzident zu einer Matching-Kante sein.

= Jeder Knoten aus C ist zu einer Kante aus M inzident.

Mit (i) und (ii) folgt, dass | M| = |C/. O
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Im Allgemeinen kann jeder Algorithmus (fiir ein Optimierungsproblem II), welcher eine zu-
lassige Losung liefert, als Approximationsalgorithmus bezeichnet werden.
Im Folgenden werden wir aber nur Approximationsalgorithmen mit polynomieller Laufzeit

betrachten und deren Giite bestimmen.

Notation: Sei II ein Optimierungsproblem und sei I € II eine Instanz von II. Dann bezeich-
nen wir mit OPT(I) die optimale Losung und mit A(I) die Losung des Approximationsalgo-
rithmus. Dabei gilt fiir alle I € II:

e A(I) > OPT(I), falls IT Minimierungsproblem

o A(I) <OPT(I), falls IT Maximierungsproblem

6.1 Approximation mit absoluter Giite

Definition (absolute Giite). Sei IT ein Optimierungsproblem und sei A ein Approximations-
algorithmus fiir II. A hat absolute Giite k, falls fiir alle I € 1I gilt:

| A(I) — OPT(I)| < k.

Anmerkung. Falls fiir £ aus obiger Definition gilt
e k = const = konstante absolute Giite
o ik =clog(|I|) = logarithmisch absolute Giite (|I|= Eingabegrofe)
o k=|I|° = polynomiell absolute Giite

o k=0 = A ist exakter Algorithmus

6.1.1 Knotenfirbung

Definition (Knotenfirbung; chromatische Zahl). Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knotenfdr-
bung von G ist eine Abbildung v : V(G) — C von der Knotenmenge V(G) in eine Menge C
von Farben, sodass fiir alle (u,v) € E gilt: v(u) # v(v) (Eine solche Knotenfarbung existiert

immer. Setze dazu C = V).
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Eine Knotenfirbung ~, die hochstens k Farben verwendet, heift k-Fdrbung von G, d.h.
|IC| < k.
Das kleinste k, fiir welches eine Knotenfiarbung v von G existiert, heifst chromatische Zahl

X(G).

Dies fiithrt uns auf das Minimum-Knotenfarbung-Problem:

Minimum-Knotenfirbung-Problem
Gegeben: Graph G = (V, E)
Ziel: Bestimme die chromatische Nummer x(G) (und die entsprechende Knotenfirbung
v:V—=>C={1,...,x(G)} von G).

Beispiel (G bipartit). Sei G = (V, E) bipartit. Dann gilt x(G) < 2.
Fiir allgemeine Graphen gilt der folgende Satz:

Theorem (Brook, 1941). Fir alle Graphen G = (V, E) gilt
x(G) <A(G) +1,

wobei A(G) der mazimale Grad eine Knotens in G ist.
Beweis. Induktion iiber die Knotenanzahl |V|:

Induktionsanfang:
Sei |V| = 1. Dann gilt x(G) = 1 und A(G) = 0, d.h. insbesondere x(G) < A(G) + 1.

Induktionsannahme:
Die Behauptung x(G) < A(G) + 1 gilt fiir alle Graphen mit |V| < k, k € N.

Induktionsschritt:
Sei G = (V, E) ein Graph mit |[V| =k und v € V ein beliebiger Knoten.
Dann kénnen wir den Graphen G — v betrachten, der entsteht, wenn v und alle zu v
inzidenten Kanten aus G geloscht werden. Offensichtlich gilt |V (G — v)| < k und nach
Induktionsannahme gilt x(G—v) < A(G—wv)+1, d.h. es gibt eine A(G—v)+1-Farbung
fiir G —wv.
Wir wissen auferdem, dass der Knoten v hochstens A(G) Nachbarn in G hat, d.h.
A(G —v) < A(G). Nun kdénnen wir zwei Félle unterscheiden:
(i) A(G —v)=A(G):
In G — v werden hochstens A(G —v) +1 = A(G) + 1 Farben benutzt. Selbst wenn
alle A(G) Nachbarn von v unterschiedliche Farben haben, bleibt eine Farbe fiir v
tibrig, d.h. x(G) < A(G) + 1.
(ii) A(G—v) < A(G):
& A(G—v)+1 < A(G).

82



6.1 Approximation mit absoluter Giite

In G — v werden hochstens A(G) Farben benutzt. Aber selbst wenn alle A(G)
Nachbarn von v unterschiedlich geférbt sind und wir fiir v eine neue Farbe einfiihren
miissen, gilt x(G) < A(G) + 1.

Minimum-Knotenfirbung-Problem als Entscheidungsproblem
Das Minimum-Knotenfarbungs-Problem ldsst sich wie folgt als Entscheidungsproblem formu-

lieren:

Min-V-col
Gegeben: Graph G = (V, E), natiirliche Zahl k € N
Frage: Gilt x(G) < k?

Theorem. Das Entscheidungsproblem Min-V-col ist N'P-vollstindig fiir k = 3.
Beweisidee.
e Min-V-col € NP/

e Min-V-col ist N'P-schwer:

Um die N'P-Schwere zu zeigen, nutzen wir folgende Reduktion:
3SAT <, Min-V-col(k = 3)

Sei p € 3SAT, p =c1 N ... Acm, |¢i| =3 mit booleschen Variablen x1, ..., .
Die Idee ist nun, einen Skelettgraph fiir die booleschen Variablen zu bauen, sowie einen
gadget graph fiir jede Klausel ¢; = (I} V 2 V [3) (siehe Tafel).

Damit kann man nun zeigen (Ubungsaufgabe), dass

@ erfiillbar < G, ist 3-farbbar

Korollar. Min-V-col ist N'P-vollstindig fiir k > 3.
Beweis. Ubungsaufgabe. 0

Wir geben nun einen Approximationsalgorithmus zur Lésung des Minimum-Knotenfirbung-

Problems an:
Theorem.
(1) Approz_ Knotenfarbung liefert eine Knotenfirbung v mit héchstens A(G) + 1 Farben.

(2) Approz_ Knotenfarbung hat eine absolute Giite von A(G) — 1.
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Algorithm 10 Approx Knotenfirbung(Graph G = ({u1,...,un}, E) (zusammenhéngend),

n>1)
1: Setze y(u;)) =o00V1<i<n
2: fori=1,...,n do
3: v(u;) = kleinste Farbe, die keiner der schon gefirbten Nachbarn von w; hat (wobei
v(u1) == 0).
4: end for

5: return Knotenfédrbung «

Abbildung 6.1: Knotenfarbung mittels Approx Knotenfirbung: A(I) = 4 (optimal wéire
OPT(I)=2)

Beweis.

(1) Wenn der Algorithmus bei Knoten w; ankommt, dann kénnen nicht alle Farben
{1,..., A(G)+1} an die Nachbarn von u; vergeben sein (denn u; hat hochstens A(G) viele
Nachbarn). Also existiert eine kleinste (Farbe in {1,..., A(G) + 1}, die fiir u; verwendet

werden kann.

(2) Betrachte die optimale Losung OPT(I) und die Losung von Approx Knotenfirbung
A(I). Dann gilt:
2<OPT(I) < A(I) < A(G) + 1.

Daraus folgt
A(I)-—OPT(I) < AG)+1-2=A(G) -1

O

Anmerkung. Die Schranke aus Teil (2) des obigen Satzes ist scharf, d.h. es gibt Instanzen
mit A(I) — OPT(I) = A(G) — 1. Betrachte dazu z.B. den bipartiten Graphen aus Abbildung
6.1. Hier erhalten wir OPT(I) = 2, A(G) = 3, A(I) = 4 und damit A(I) — OPT(I) =
AG)—1=2.

Spezialfall: Planare (ungerichtete) Graphen

Definition (planare Einbettung). Eine planare Einbettung eines Graphen ist eine ,Zeichnung®
in der 2-dim. Ebene R?, sodass sich verschiedene Kanten nur in gemeinsamen Endpunkten
schneiden (formal: Kanten = Jordankurven).

Ein Graph G = (V, E) heift planar, wenn es eine planare Einbettung von G gibt.

Beispiele (Planare und nicht planare Graphen).
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6.1 Approximation mit absoluter Giite

e Planare Graphen: K4, Q3
e Nicht planare Graphen: K5, K333

Anmerkung. Jede planare Einbettung von G zerlegt die Ebene in zusammenhingende Be-
reiche, sogenannte Fldchen oder Gebiete.
Das Problem der planaren Einbettung von Graphen und deren Férbung geht zuriick auf das

bekannte 4-Farben-Problem (Erlduterungen siehe Tafel)

Theorem (Eulersche Polyederformel). Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender, planarer

Graph mit Flichenmenge F. Dann gilt:
VI +I|F|—|E| =2

Beweis. Induktion iiber |F|:

Induktionsanfang:
Sei |F| = 1. Dann ist G ein Baum, d.h. |E| = |V|—1. Daraus folgt aber |V |+|F|—|E| = 2.

Induktionsannahme:
Die Behauptung gilt fiir alle Graphen mit < |F'| — 1 Flachen.

Induktionsschritt:
Sei G = (V, E) planar und |F| > 2.
Da G zusammenhéngend und |F| > 2, ist G kein Baum, d.h. es existiert ein Kreis in G.
Nun 16schen wir eine beliebige Kante (v;, v;4+1) aus diesem Kreis und erhalten so einen
Graphen G’ mit |E|—1 Kanten und |F|—1 Fliichen (Durch ,,Offnen“ des Kreises, wurden
zwei Fléchen vereinigt).

Nach Induktionsannahme gilt fiir G”:

VI+(FI=1) = (B[ -1) =2
< |V|+|F|—|E|l=2.

Anmerkungen.

e Wenn G ein planarer, nicht-zusammenhingender Graph mit & Zusammenhangskompo-

nenten ist, so gilt:

|V| —|E|+ |F| = k + 1 (Ubungsaufgabe)

e Jede planare Einbettung eines planaren Graphen G hat die gleiche Anzahl an Flichen.

Definition (Lange einer Fliche). Sei G = (V, E) planar und f eine Fliche von G. Dann ist

die Ldnge von f definiert als
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I(f) = Anzahl der Kanten auf dem Rand, der f umschlieft, wobei Kanten, die ,beide* Seiten
auf f haben, doppelt gezihlt werden.

Anmerkung. Fiir jede planare Einbettung von G gilt (Ubungsaufgabe):

> Uf)=2-|E]

fer

Theorem (Obere Schranke fiir |E|). Sei G = (V, E) planar und |V| > 3. Dann gilt:
[E] <3[V[-6

Beweis. oBdA sei G zusammenhéngend (Falls nicht, konstruiere einen neuen Graphen G’
durch Finfiigen von Kanten in G, die die Zusammenhangskomponenten verbinden. Wenn die
Aussage nun fiir G’ gilt, gilt sie auch fiir G, da die Knotenanzahl in G unveréndert und die
Kantenanzahl geringer ist (im Vergleich zu G’)).

Da G zusammenhingend ist und mindestens drei Knoten enthélt, gilt I(f) > 3 fir alle f € F,

wobei F' die Flichenmenge von G ist.

= 2|E|= ) _I(f) = 3|F|

fer

Mit der Eulerschen Polyederformel folgt nun:
3|F| =6+ 3|E| —3|V|,

also insbesondere
|E| < 3|V|—6.

O

Beispiel. Fiir den Graphen K3 gilt die Abschéitzung nicht: |E| = 10, |V| = 5 und damit
|E| > 3|V| —6 . Somit ist K nicht planar.

Lemma. Sei G = (V,E) planar. Dann enthdlt G mindestens einen Knoten v € V mit
deg(v) <5.

Beweis. Angenommen fiir alle v € V' gilt deg(v) > 6. Dann folgt: 2|E| =3 ., deg(v) > 6|V
und somit |E| > 3|V| > 3|V| — 6 4Widerspruch. O

Lemma. Sei G = (V, E) planar und zusammenhéangend. Dann kann G mit hochstens 5 Farben
gefirbt werden (d.h. G ist 5-farbbar).

Beweis. Induktion tiber |V|:

Trivialfall:

Fiir jeden planaren Graphen mit maximal 5 Knoten ist die Behauptung wahr.
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6.1 Approximation mit absoluter Giite

Induktionsvoraussetzung;:

Zusammenhingende planare Graphen mit [V| = n — 1 sind 5-fiarbbar.

Induktionsschritt (n — 1 — n):
Sei nun G ein zusammenhéngender planarer Graph mit |V| = n > 5. Nach Lemma 6.1.1
existiert in G ein Knoten v € V mit deg(u) < 5. Wir 16schen v aus G und erhalten einen
Graphen G’ = G —u mit n —1 Knoten, der nach Induktionsvoraussetzung 5-farbbar ist.

Nun unterscheiden wir verschiedene Fille:

e Fall 1: deg(u) < 4. Dann kénnen wir u eine Farbe zuweisen, die sich von der seiner

Nachbarn unterscheidet.

e Fall 2: deg(u) = 5, aber die Nachbarknoten sind nur mit vier Farben gefirbt. Dann

konnen wir v die fiinfte Farbe zuweisen.

e Fall 3: deg(u) = 5 und die Nachbarn von u sind mit fiinf Farben gefdrbt. Wir be-
zeichnen die Nachbarknoten von w mit vy, ..., vs entsprechend der Ordnung bzgl.
ihrer Einbettung. OBdA habe Knoten v; die Farbe ¢, 1 < ¢ < 5. Fiir zwei verschie-
dene Farben ¢ und j definieren wir G;; als den Teilgraphen von G' — u, der nur
aus den mit ¢ oder j gefirbten Knoten und allen Kanten zwischen diesen Knoten
besteht. Nun betrachten wir Gy 3:

— 1. Fall: v; und v3 gehéren nicht zur gleichen Zusammenhangskomponente, d.h.
es gibt keinen Weg von v; zu vs. Insbesondere sind v; und vz auch nicht adja-
zent. Dann firben wir in der Zusammenhangskomponente, die v3 beinhaltet,
alle Knoten mit Farbe 1 oder 3 um: Aus 1 wird 3 und aus 3 wird 1. vy ist von
dieser Umfarbung nicht betroffen, da dieser Knoten in einer anderen Zusam-
menhangskomponente liegt. Da nun also v; und v3 beide die Farbe 1 tragen,
kann der Knoten w mit der Farbe 3 gefdarbt werden und wir erhalten eine

zuldssige 5-Farbung von G.

— 2. Fall: v; und v liegen in derselben Zusammenhangskomponente, d.h. es gibt

einen Weg P; von v zu v3. Nun betrachten wir zusétzlich G 4:

*x Falls vg und vy zu unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten geho-
ren, firben wir analog zu oben alle Knoten der Farben 2 und 4 um, die
zur selben Zusammenhangskomponente gehdren wie vy. Dadurch tragen
dann die Knoten vo und w4 beide die Farbe 2, sodass wir u mit der Farbe

4 farben kénnen und eine zuléssige 5-Farbung erhalten.

* Falls vo und vy in derselben Zusammenhangskomponente liegen, so gibt
es einen Weg P, von vy zu v4. Aufgrund der Planaritét von G und der
Anordnung der Knoten vy, ...,v5 um u, muss es dann aber einen Knoten
x geben, an dem sich die Wege P, und P» schneiden. Da dieser auf P;
liegt, hat er die Farbe 1 oder 3. Da x aber auch auf P; liegt, hat er auch
die Farbe 2 oder 4. Widerspruch. %
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Folgende zwei Theorem werden ohne Beweis gegeben.
Theorem (4-Farben-Satz). Jeder planare Graph ist 4-farbbar.

Theorem. Das Entscheidungsproblem, ob ein gegebener planarer Graph S-farbbar ist oder
nicht ist N'P-vollstindig.

Algorithm 11 Approx V_col planar (Graph G = (V, F) zusammenhéngend und planar)

1: if G ist 2-farbbar then

2 Farbe G mit 2 Farben.
3: else
4
5

Farbe G mit (hochstens) 5 Farben.
: end if

Theorem. Approx_V_col planar liefert eine Knotenfirbung mit héchstens 5 Farben und
hat absolute Glite 2.

Beweis.

e Korrektheit /

o Giite:
— Falls G 2-farbbar: A(G) =2 und OPT(G) = 2, d.h. der Algorithmus ist exakt.
— Falls G nicht 2-farbbar: A(G) <5 und OPT(G) > 3 — absolute Giite ist 2.

6.2 Nichtapproximierbarkeit mit absoluter Giite

Ziel: Wir wollen eine Beweisstrategie herleiten, um zu zeigen, dass ein Problem II nicht
approximierbar mit absoluter Giite ist. Dazu betrachten wir zunéchst zwei Beispiele: das
CLIQUE-Problem und das Vertex-Cover-Problem.

Lemma. Wenn P # NP, dann gibt es keinen Approzimationsalgorithmus (mit polynomieller
Laufzeit) mit absoluter Gite fir das Problem CLIQUE.

Beweis. Sei G = (V, E) ein Graph und k € N beliebig. Wir konstruieren einen Graphen G¥
wie folgt:

G* besteht aus k disjunkten Kopien (V;, E;) von G (V; = V, E; = E), deren Knoten unterein-
ander alle paarweise verbunden sind (d.h. G* ist der join von k Kopien von G).

Weiter bezeichnen wir mit w(G) die Anzahl der Knoten einer grofsten Clique in G. Es ist klar,
dass w(G) = s & w(G*) = ks.

Nun nehmen wir an, dass es einen Polynomialzeitalgorithmus mit absoluter Giite k fiir das
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Problem CLIQUE gibt. Diesen Algorithmus wenden wir auf G¥*! an und erhalten eine Clique
der Gréke |A(GFH1)]. Also gilt:

w(Gk-i-l) . A(Gk-H) < k
& (k+1Dw(G) — AGHY) <k
A(G]’H'l) - k
E+1 —k+1

<0 <w(G)— < 1(%)
Sei C’ eine Clique der GroRe A(GF!), die wir in G**! mit dem Algorithmus A gefunden
haben. Wir zeigen nun, dass man, gegeben C’, eine optimale Clique in G findet und zwar in

polynomieller Zeit. Dazu verwenden wir folgenden Algorithmus:

Eingabe: Graph G = (V, E)
1: Konstruiere GF*+1.
2: Wende A auf G*¥*1 an und finde so Clique C’ in GF*!
3: Setze C; =C'NV;,, 1<i<k+1
4: Setze C auf ein C; mit maximaler Knotenanzahl
5: Return C

Noch zu zeigen ist, dass C' eine gréfste Clique in G ist. Zur vereinfachten Schreibweise werden
wir A(GFH1) statt |A(G*FT1)| schreiben.

Wir zeigen zunéchst |C| > A(,f:?). Angenommen dies wire nicht der Fall, d.h.
A(GF+1 A(GFHL
IC| < g@w’mm < ¥V1§i§k+1.
E+1 E+1
Es gilt aber
k+1 k+1
A(Gk+1)
! — / 4 i S A k+1
1= 2100l < SR = A

Also gilt |C| > A(Sjrl) und wegen (%) auch w(G) — A(gjrl) < kiﬂ <1
Insgesamt folgt also 0 < w(G) — |C| < 1.
Da w(G) und |C] natiirliche Zahlen sind, folgt w(G) = |C/|. Also ist C' eine grofkte Clique in

G und damit P=NP 4 O

Lemma. Wenn P # NP, dann gibt es keinen Approzimationsalgorithmus (mit polynomieller
Laufzeit) mit absoluter Giite fiir das Rucksack-Problem 11
(Anmerkung: Das Rucksack-Problem (Entscheidungsproblem) ist N'P-vollstindig).

Beweis. Sei I € 11 eine Instanz des Rucksack-Problems, d.h. wir haben n Gegensténde 1,...,n
mit Gewicht w; und Wert b;, 1 < i < n und eine Kapazitat C (vgl. Problem 0.3). Nun nehmen
wir an, dass ein Approximationsalgorithmus mit polynomieller Laufzeit und absoluter Giite
k fiir dieses Problem existiert.

Wir konstruieren eine neue Instanz I’ des Problems mit Gegenstinden 1,...,n, Gewichten
w;, 1 <i <n, Werten b, = (k+1)b;, 1 <14 < n und Kapazitit C.
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Es ist klar, dass jede zuldssige Losung von I auch eine zulissige Losung von I’ ist (da nur die
Werte der Gegenstinde verandert, wihrend Gewichte und Kapazitiat unverdndert).

Sei S C {1,...,n} eine zuldssige Losung. Dann gilt:

e alte Instanz I: f7(S) = > bs
seS

e neue Instanz I': fi/(S) = > b, = > (k+1)bs = (k+ 1) f1(5)
sES seS

Nun wenden wir den Algorithmus A auf I’ an und erhalten:

OPT(I') - A(I") <k
< (k+1)OPT(I)— (k+1)A(I) <k
<0< OPT(I)—-A(l) <1

Das N'P-vollstiandige Rucksack-Problem kann also in polynomieller Zeit exakt gelost werden
und damit P =NP. 4% O

Obige Beispiele/Beweise enthalten typische Vorgehensweisen, um zu zeigen, dass ein Opti-
mierungsproblem II ,schlecht* approximierbar (d.h. nicht mit absoluter Giite approximierbar)
ist. Wir haben gezeigt, dass das Finden der exakten Losung nicht schwieriger ist als das Pro-
blem mit absoluter Giite zu approximieren.

Oft liegt ein Optimierungsproblem II in folgender Form vor:

Finde X* C X zu gegebener Kostenfunktion ¢ : X — 7Z, sodass ¢(X*) = > c¢(x) EN
reX*
min / max. Dann gilt:

IT ist approximierbar mit absoluter Giite < II kann optimal in polynomieller Zeit geldst werden

Beweisskizze. Sei I eine Instanz von II (mit ,Grundmenge X und Kostenfunktion ¢). Ange-

nommen, es existiert ein Polynomialzeitalgorithmus mit absoluter Giite k, d.h.
|A(I) — OPT(I)| < kVI eIl

Dann kann II in polynomieller Zeit exakt gelost werden:

Baue eine Instanz I’ von II mit Grundmenge X und Kostenfunktion ¢, wobei ¢/(z) =
(k + 1)c(z) fiir alle x € X. Sei X* eine optimale Losung von I’ die mittels des Approxi-
mationsalgorithmus A gefunden wird und |A(I") — OPT(I')| < k. Dann folgt

|A(I'Y — OPT(I')| < k
&|(k+1)e(X*) — (k+1)OPT(I")| < k

Also A(I) = ¢(X*) = OPT(I), d.h. I kann in polynomieller Zeit exakt gelost werden. O
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6.3 Approximation mit relativer Giite

Im Folgenden lockern wir den Begriff Approximation und betrachten Algorithmen mit relativer
Giite, d.h. Approximationsalgorithmen welche eine optimale Losung immerhin noch bis auf

einen bestimmten Faktor approximieren.

Definition (relative Giite; k-Approximationsalgorithmus). Sei II ein Optimierungsproblem
und sei A ein Approximationsalgorithmus. A hat relative Gite k (> 1), falls fiir alle I € II
gilt:

%OPT(I) < A(I) < k- OPT(I).

Ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giite k heillt k-Approzimationsalgorithmus.

Anmerkung. Fiir Minimierungsprobleme ist die linke Seite der Ungleichung fiir £ > 1 immer
erfiillt, daher geniigt es n

5Pr( <+
zu fordern. Analog ist fiir Maximierungsprobleme die rechte Seite der Ungleichung fiir £ > 1

immer erfiillt, d.h. hier geniigt es,
OPT(I)

— <k

Al) —

zu fordern.

6.3.1 Minimum-Vertex-Cover-Problem

Wir betrachten erneut den Algorithmus Approx VC (sieche auch Alg. 1).

Algorithm 12 Approx VC (G = (V, E))

1: C« 0

2. B+ F

3: while E’ # () do

4: Wiihle beliebige Kante (uw) € E'.

5 C + CU{u,w}

6: Entferne alle Kanten aus E’, die inzident zu u oder w sind.
7: end while

8:

return C als VC

Theorem. FEs gilt:

(1) Approz_ VC liefert ein vertex cover von G.

(2) Approz_ VC hat relative Giite 2, ist also ein 2-Approximationsalgorithmus.

Beweis. Siehe Abschnitt 2.3. 0

Anmerkung. Es ist bisher kein Approximationsalgorithmus fiir das Vertex-Cover-Problem

mit relativer Giite kleiner als 2 bekannt. Es konnte aber gezeigt werden:
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Theorem (Dinur,Safran 2005). Wenn P # NP, dann existiert kein Approzimationsalgorith-

mus mit relativer Giite von 1,3606 fir das Vertex-Cover-Problem.

6.3.2 Das MAX-CUT-Problem

Definition (Schnitt (Cut) eines Graphen). Sei G = (V, E) ein Graph und ¢ : E — R eine
Gewichtsfunktion. Wir definieren eine Partition der Knoten in zwei Teilmengen, Cy C V und
V\Cy = Cy, wobei Cy als Cut bezeichnet wird. Das Gewicht eines Cuts definieren wir als

f(Cy) = > c(e), wobei Cg = {(u,v) € E|lu € Cy, v € Cy} die Menge aller Kanten ist,
eeCg
die einen Endpunkt in Cy und einen Endpunkt in Cy haben.

MAX-CUT-Problem
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E), Kostenfunktion ¢ : E — R*

Ziel: Finde einen Cut Cy mit maximalem Gewicht.

Anmerkung. Wenn G = (V, E) zusammenhéngend ist und die nicht-leere Menge Cy # V
ein Cut von G ist, so ist der Graph G’ := (V, E'\ Cg) nicht zusammenh#ngend.

Theorem. Das Entscheidungsproblem zu MAX-CUT ist N'P-vollstindig (ohne Beweis).

Wir betrachten nun einen Approximationsalgorithmus fiir das MAX-CUT-Problem. Zur
Vereinfachten Notation verwenden wir die Kostenfunktion ¢ : E — {1}. Der Algorithmus

sowie folgende Beweise konnen aber leicht auf den Fall ¢ : E — R erweitert werden.

Algorithm 13 Approx CUT (G =(V ={1,...,n},E),c: E — {1}))

1: Cy + {1}

2: Ci\/(—@

3: fori=2,...,ndo

4 if [IN(i)NCy| <|N(i) N Cy| then > N()={veV]|(vi) € E}
5: Cy + Cy U {i}

6 else

7 Cy «+ Cy u{i}

8 end if

9: end for

10: return Cy, Cy

Abbildung 6.2: Beispiel zu Approx CUT

Beispiel. Betrachte den Graphen G = (V, E) aus Abbildung 6.2. Der Algorithmus Ap-
prox_CUT fiihrt nun folgende Schritte aus (siehe Tabelle 6.1):
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Tabelle 6.1: Durchlauf des Algorithmus Approx CUT fiir G = (V, E)) aus Abbildung 6.2

i | NG | NO)nCy | NG)NCy | Cy (alt) | Cy (new) | Cy (alt) | Cy(neu)
1 i i . . {1} . 0

2 | {1,3,5,6} {1} 0 {1} {1} 0 (2}

3 {2,6} 0 {2} {1} {1,3} {2} {2}

4 {1,5} {1} 0 {1,3} {1,3} {2} {24}
5 {2,4,6} 0 {2,4} {1,3} {1,3,5} {2,4} {2,4}
6 {2,3,5} {3,5} {2} {1,3,5} {1,3,5} {2,4} {2,4,6}

Theorem. Approx CUT

(1) liefert eine zuldssige Losung Cy C V;

(2) hat eine relative Giite von zwei.

Beweuis.

(1) Offensichtlich gilt Cy C V.

(2) Seien C;, C; die Mengen Cy bzw. Cy, die der Algorithmus in Durchlauf 4 bestimmt. Sei
G, der durch C; U C; induzierte Teilgraph und E(C;, C;) = {(x,y) € E|x € Ci,y € C;}.

Wir zeigen zunéchst induktiv folgende Abschétzung:

1
|E(C;, Cy)| > §!E(Gi)!

Induktionsanfang i = 1: C; = {1}, C; = 0, also

B(C: T = 0> 5|B(Gy) =0

Induktionsvoraussetzung: Die Annahme gelte fiir i < n

Induktionsschritt: Wir unterscheiden die zwei Félle der IF-Abfrage im Alg. Ap-
prox_CUT.

e Fall 1: [IN(i +1)NCy| <|N(i+1) NG
Dann koénnen wir folgende Abschitzung aus der Mengentheorie verwenden:
Wenn A und B zwei Mengen sind mit |A| < |B|, so gilt |B| > $|AU B| (UA)
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Also gilt:

NG+ 1) T > L(NG+ 1) 0 U (NG + )N T

1 ) —
= §‘N(Z +1)N(C; UGy (%)
Da dies den ersten Fall der IF-Abfrage darstellt, gilt

Cit1=C;u{i+1}
Cir1=C;

Somit erhalten wir

|E(Cit1,Ci1)| = |E(C;,Ci)|+  [N(i+1)NnCj

>3 |E(G)l 23INGEHD)N(CUC)] ()

B(Gi) + 5ING+1)n (G U T

o Fall2: IN(i +1)NC;i| > |N(i+1)N G

analog
Also gilt fiir i = n:
B(Cy,Tv)| > 5E(G)
Damit folgt

OPT (@) __OPT(G) _ _ |EG)
Approx_CUT(G) — |E(Cy,Cy)| ~ |E(Cy,Cv)| ~

Anmerkungen.

e Fiir das MAX-CUT-Problem sind Approximationsalgorithmen mit relativer Giite von
1,139 bekannt.

Theorem (Hastad). Wenn P # NP, so gibt es keinen Approzimationsalgorithmus mit
relativer Giite von % = 1,062 fiir das MAX-CUT-Problem.

6.4 Nichtapproximierbarkeit mit relativer Giite

Wir betrachten erneut das Problem des Handlungsreisenden (TSP; siehe Probl. 0.2), d.h.
gegeben seien ein vollstéindiger Graph K, und eine Kostenfunktion ¢ : E — R™. Gesucht ist
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ein kiirzester Rundweg, sodass alle n Knoten (Stddte) genau einmal besucht werden.

Theorem. Wenn P # NP, so gibt es keinen Polynomialzeit- Approzimationsalgorithmus mit
relativer Giite fiir das TSP.

Beweis. Wir nehmen an, dass es einen Polynomialzeit- Approximationsalgorithmus mit relati-
ver Giite k fiir das TSP gibt. Nun betrachten wir eine Instanz I des Problems Hamiltonischer
Kreis (also ungerichteter Graph G = (V, E)) und konstruieren daraus eine Instanz I’ fiir das
TSP wie folgt:

Ungerichteter (vollstandiger) Graph H = (V, (‘2/)),

1, (i,)) € E(G)

k- |V, (i, 5) ¢ E(G)

Nun zeigen wir: G enthilt einen hamiltonischen Kreis < A(I) <k -|V].

Kostenfunktion ¢ : E(H) — R™ mit c(i, 5)

»,= Wenn G einen hamiltonischen Kreis enthilt, so ist dieser Kreis eine optimale
Rundtour in H mit Gewichtsfunktion ¢, d.h. OPT(I) = |V|. Da A relative Giite k hat,
folgt

A(I)<k-OPT(I)=k-|V].

,<=“ Angenommen G besitzt keinen hamiltonischen Kreis. Dann enthilt jede Rundtour
in H mit Gewichtsfunktion c eine Kante, die nicht in G ist, also eine Kante mit Gewicht
k- |V]. Daraus folgt

AL > (V- +k-|V|>k-|V|

Da Algorithmus A also das N'P-vollstindige Problem Hamiltonischer Kreis in polynomieller
Zeit 16st, folgt P = NP. % O

Anmerkung. Fiir den Spezialfall, dass die Gewichtsfunktion c die Dreiecksungleichung erfiillt
(A-TSP), gibt es Approximationsalgorithmen mit einer relativen Giite von 1,5, aber keine
mit absoluter Giite.

Schrinkt man das A-TSP weiter ein, sodass die Knoten aus V in den R? eingebettet sind
und c die euklidische Distanz zwischen Knoten ist, erhdlt man das sogenannte Fuklid-TSP,

welches mit zunehmender Laufzeit des Algorithmus beliebig gut approximiert werden kann.

Verallgemeinerungen Seien nun ein (Minimierungs)problem IT und eine Konstante k € NT

gegeben. Dann kénnen wir das folgende Entscheidungsproblem k — II betrachten:

k-—1I
Gegeben: Instanz I von II
Frage: Ist OPT(I) < k?

Beachte, dass k dabei eine Konstante und nicht Teil der Eingabe des Problems II ist.
Der folgende Satz gibt den Zusammenhang zwischen der Zeitkomplexitit von k — II und der

Approximierbarkeit des zugehorigen Optimierungsproblems I an.
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Theorem. Sei I1 ein Minimierungsproblem. Falls P # NP und falls fiir eine Konstante
k € Nt das Entscheidungsproblem k — IT N'P-vollstindig ist, so existiert kein Polynomialzeit-

Approzimationsalgorithmus fir II mit relativer Giite < 1+ %

Beweis. Wir nehmen an, dass es einen Polynomialzeit- Approximationsalgorithmus A fiir 11
mit relativer Giite [ < 1+ % gibt. Dann kann man das Entscheidungsproblem k& — II mit A
wie folgt 16sen:

A(I) <k< OPT(I) <k,

da:
»,= Da A(I) < k und II Minimierungsproblem, folgt direkt OPT'(I) < A(I) < k.

< “ Angenommen A(I) > k. Dann folgt k+1 < A(I) < 1-OPT(I) < (1+ £)OPT(I),
d.h. OPT(I) > k.

Das N'P-vollstéindige Entscheidungsproblem kann also mit A in Polynomialzeit gelost werden,
dh. P=NP.4% O

Beispiel. Das Entscheidungsproblem k-Min-V-col ist N'P-vollstandig fiir k = 3 (siehe 6.1.1).
Also gilt fiir Min-V-col unter der Annahme P # NP, dass es keine Approximationsalgorith-

men mit relativer Giite < % gibt.

Anmerkung. Analog kann man letztere Resultate auch fiir Maximierungsprobleme zeigen.

6.5 Approximationsschemata

Approximationsalgorithmen mit absoluter oder relativer Giite liefern Losungen, deren Abwei-
chung von der optimalen Losung gewissermafen ,fest“ ist.

Im Folgenden wollen wir, dass die Genauigkeit mit wachsender Laufzeit steigt, d.h. die
relative Giite soll gegen eins konvergieren, wenn die Laufzeit gegen unendlich geht. Dazu

betrachten wir sogenannte Approximationsschemata.

Definition (Polynomielles Approximationsschema). Sei IT ein Optimierungsproblem. Ein Al-
gorithmus A, der als Eingabe eine Instanz I € II und eine Fehlerschranke ¢ > 0 erhilt, ist
ein polynomielles Approzimationsschema fiir II, wenn A fiir alle € (fest) ein |I|9(M-Zeit Al-
gorithmus mit relativer Giite 1 + € ist. A wird dann auch als PAS/PTAS (polynomial-time

approximation scheme) bezeichnet.

Anmerkung. Die Laufzeit kann fiir verschiedene € variieren. Insbesondere kann sie mit klei-
ner werdendem e sehr schnell wachsen, z.B. falls A eine Laufzeit von O(|] |%) hat. Um dies zu

vermeiden, sucht man auch nach sogenannten vollen polynomiellen Approximationsschemata.

Definition (Volles polynomielles Approximationsschema). Ein polynomielles Approximati-
onsschema heifst volles polynomielles Approximationsschema, falls seine Laufzeit sowohl poly-
nomiell in |/| als auch in % ist. Volle polynomielles Approximationsschemata werden auch als

FPAS/FTPAS (fully polynomial-time approximation scheme) bezeichnet.

96



6.5 Approximationsschemata

Tabelle 6.2: Beispiele fiir PAS und FPAS

Laufzeit

PAS

FPAS

V

Vv

2 v

Approximationsschemata sind oft schwieriger zu formulieren als Approximationsalgorith-

men.

Wir hatten bereits gezeigt, dass es unter der Annahme P # NP, keinen Approximationsal-
gorithmus mit relativer Giite < % fiir das Problem Min-V-col gibt. Daraus folgt, dass
auch kein PAS oder FPAS fiir Min-V-col existiert.

Allgemeiner haben wir gezeigt, dass fiir P # NP und k — II N'P-vollstiandig, kein Approxi-
mationsalgorithmus mit relativer Giite < 1+ % fiir II existiert. Das bedeutet, dass auch
kein PAS oder FPAS fiir II existiert.

Weitere Komplexititsklassen:

e APX: Optimierungsprobleme, die mit konstanter relativer Giite approximiert werden

koénnen

e ABS: Optimierungsprobleme, die mit absoluter relativer Giite approximiert werden kén-

nen
e PAS: Optimierungsprobleme, fiir die ein polynomielles Approximationsschema existiert

e FPAS: Optimierungsprobleme, fiir die ein volles polynomielles Approximationsschema

existiert
e PO: Optimierungsprobleme, die optimal in Polynomialzeit 16sbar sind

e NPO: Optimierungsprobleme II, sodass
(1) Die Frage, ob eine Instanz I € II, kann in Polynomialzeit entschieden werden.
(2) 3 Polynom p, sodass fur alle I € II:
(a) Fiir alle zuléssigen Losungen o gilt: |o| < p(|1])

(b) Fiir alle ¢ mit |¢t| < p(]I]) kann in Polynomialzeit entschieden werden, ob t eine

zuldssige Losung ist.

Dabei gelten folgende Beziehungen:
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PO C FPAS C PAS C APX C NPO

PO C ABS C ABX

6.5.1 Max-Simple-Knapsack

Wir betrachten nun das sogenannte Maz-Simple- Knapsack Problem, das eine Vereinfachung

des urspriinglichen Knapsack Problems darstellt.

Max-Simple-Knapsack
Gegeben: Gegenstinde W = {1,...,n} mit Gewicht w; € N fiir ¢ = 1,...,n; Kapazitit C

Ziel: Finde eine Teilmenge M C W mit fr(M) = > w; % max und filM) <C.
ieM

Approximation mit relativer Giite

Wir betrachten zunichst einen GREEDY-Algorithmus fiir das Max-Simple-Knapsack Pro-

blem.

Algorithm 14 GREEDY SK (W, {w;},C)

Sortiere die Gewichte so, dass o0BdA wy > we > ... > wy,
M+ 0
cost <+ 0
fori=1,...,ndo
if cost +w; < C then
M «+ M U {i}
cost <— cost + w;
end if
end for
return M, cost

._.
@

Theorem. GREEDY SK

(1) liefert eine zuldssige Losung;
(2) hat relative Giite 2.

Beweis.

(1) klar

(2) Sei I = (W, {w;},C) eine Instanz von Max-Simple-Knapsack,sodass die Gewichte oBdA
wie folgt sortiert sind: C' > wy > wy > ... > wy. Sei M C W die von GREEDY SK
gefundene zuléssige Losung fiir I. Sei weiter j+1 der kleinste Index, sodass j+1 ¢ M, d.h.
1,...,7 € M. Da w; < C fiir alle 7, ist M # (), also insbesondere j > 1 (der Gegenstand

1 ist also fiir alle Instanzen I € IT in M ). Nun unterscheiden wir zwei Falle:
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Tabelle 6.3: Durchlauf von GREEDY_ SK fiir W = {1,...,7},C = 25 {wy,..., w7} =
{14,14,13,12,6,6, 1}

i M cost
1 {1} 14
2 {1} 14
3 {1} 14
4 {1} 14

5| {1,5} | 20

6 | {1,5} | 20

7| {1,577} | 21

o j=1:
2 ist der erste Gegenstand, der nicht in M liegt, also muss gelten w; + we > C. Da
wy > wa, folgt A(I) > wy > %, also

OPT(I) _C
o =2
3

Al S

e j>2
Dann gilt A(I)4+wjq1 > C > OPT(I). Da aukerdem wy > wa > ... > wy, gilt, folgt

&<w1+w2+...+wj <C

Wir] < w; = < — 6.1
i+ i= ; ; (6.1)
61 c<cC
Also, A(I) > C —wjq1 > C — =3 Damit folgt
PT (1
<=
(1) 5
O
PAS fiir Max-Simple-Knapsack
0BdA seinen im Folgenden die Gewichte so gewéhlt, dass fiir alle Instanzen I € II gilt:
C’Zwlzwgz...an.
Sei Mopt = {41,...,4,} mit w;; > ... w;, eine optimale Losung fiir I € II. Sei weiterhin M eine

beliebige zuléssige Losung von I, welche (neben anderen Elementen) die ersten j Elemente
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Wiy s« oy Wiy aus Mopt enthilt mit

J
k=1 1EM\{i1,e.i;}

Dann gilt fiir die Differenz von f(Mop:) und f(M):
f(Mopt) = f(M) < C — f(M) < wiy,, < ——— <

Um ein solches M zu erhalten, geniigt es, alle Teilmengen M C {1,...,n} mit Kardinalitét
< j zu betrachten und diese dann mittels GREEDY SK zu erweitern. Klar, mit zunehmenden
j verbessert sich die Losung, wihrend die Laufzeit schlechter wird. Dies fithrt uns auf das

Approximationsschema SK Schema fiir das Max-Simple-Knapsack Problem.

Algorithm 15 SK_Schema (W = {1,...,n},{w;},C,€)
1: Sortiere die Gewichte so, dass o0BdA C > wy > wy > ... > wy,

2: Ke — [%1
3: Fur alle M C {1,...,n} mit [M| < K. und > w; < C, erweitere M mittels GREE-
€M
DY SK zu M*.

4: return M* mit maximalem Wert fr

Theorem. SK Schema st ein polynomielles Approximationsschema fir Maz-Simple-
Knapsack mit Laufzeit O(nEHl),

Beweis.

e Laufzeit:
Wir nehmen an, dass die Gewichte bereits sortiert sind (sonst Laufzeit fiir das Sortieren:
O(nlogn)). Die Bestimmung der Teilmengen M mit |M| < K. aus Schritt 3 liegt in
O(nfe), da:

Anzahl an Teilmengen M mit |[M| < K, = Z <n>

- 7
0<i<K.
>
- R
0K (n —i)l!
< ) (m—i+l)(n—i+2)...n

0<i<K,

< Z n' € O(n¥e)

0<i<K.

Wenn die Gewichte schon sortiert sind, hat GREEDY SK eine Laufzeit von O(n), d.h.

wir erhalten eine Gesamtlaufzeit von O(nffen) = O(nf<+1) = (’)(n[g“).

e Relative Glite:

Sei I eine Instanz mit Items {1,...,n} und Gewichten C' > wy > ... > w,. Weiter sei
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Moyt = {i1,...,ip} € {1,...,n} mit w;; > w;, > ... > w;, eine optimale Losung fiir 1,
d.h. f(Mopt:) = OPT(I). Nun unterscheiden wir zwei Félle:
(i) p< K
Moyt wird im 3. Schritt von SK_ Schema betrachtet/gefunden (und wird mittels
GREEDY _SK nicht mehr veréndert), d.h. A(I) = OPT(I).
(i) p> K
M = {i1,...,ik_} ist eine der Teilmengen, die in Schritt 3 von SK Schema be-
trachtet werden. Diese wird dann mittels GREEDY SK zu einer Menge M™* er-

weitert. Nun unterscheiden wir erneut zwei Falle:

— M* = Moy: = A(I) = OPT(I).

— M* # MOpt:
Moy sieht folgendermafen aus: Mop: = {i1,...,iK., ik 41 - - -, ip}, Wobei i1 <
ip < ... < 1ip. Insbesondere existiert ein Element i, € Moy \ M*, sodass

iq > iKE > K..

Es gilt:
J(M*) +w;, > C > f(Mopt) (6.2)
Da aber i1,...,1x, und iy € Moy, gilt:
w = (Ke + 1)’11}1'(1 < Wiy + Wiy + ..+ Wi, < f(MOpt) (6.3)
? K +1 K.+1 K.+1
Daraus folgt:
. 6.3
OPT(I) _ f(MOft) 6<2 f(MOpt) < f(MOp;()]W ; _ l—i-i < l4e
A(I) f(M¥) f(MOpt) — Wi, f(MOpt) — Keiﬁt K.
O

Anmerkungen.

e Fiir das “Standard” Max-Knapsack Problem gibt es PAS-Algorithmen mit Laufzeit
O(n%”) und sogar FPAS-Algorithmen mit Laufzeit O(n32).

o Aus letzterem Resultat kdnnen wir folgern, dass die Existenz eines FPAS nicht bedeutet,

dass es keinen Approximationalgorithmus mit absoluter Giite gibt.
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7 Fest-Parameter-berechenbare

Algorithmen (fixed-parameter-tractable;
FPT)

Die Untersuchung bzw. das Design von FPT-Algorithmen ist ein relativ junges Teilgebiet
der Informatik und wird seit den 1990er Jahren zur Handhabung AN P-schwerer Probleme

eingesetzt.

Hauptidee: Isolierung von Parametern als Teil des Problems, auf denen das exponentielle
Verhalten beschrinkt werden kann = fiir . kleine” Parameter kann man das Problem ,effizient“

16sen.

Definition (parametrisiertes Problem). Ein parametrisiertes Problem ist ein Paar (II, k),
sodass II ein Entscheidungsproblem mit Instanzmenge Ity ist und k& : Iy — N, I € I —
k(I) eine (in Polynomialzeit) berechenbare Funktion (die sogenannte Parametrisierung). Ein

parametrisiertes Problem wird auch als para-1I bezeichnet.
Beispiel (para-VC).

Fingabe: Graph G = (V, E), Parameter k € N

Frage: Existiert ein vertex cover V' C V von G, sodass |V| < k7

Allgemein stellt sich die Frage, welche para-II Probleme ,effizient® fiir kleine* &k geldst

werden koénnen.

Definition (FPT-Algorithmus, fixed-parameter-tractable, Klasse FPT). Sei (I, k) ein para-

metrisiertes Problem, I7 die Instanzmenge von II und % : Iy — N die Parametrisierung.

(1) Ein Algorithmus A heifst FPT-Algorithmus fiir (I, k), wenn A bei Eingabe von I € Iy
in Laufzeit f(k)p(|I]) < f(k)|I|¢ entscheiden kann, ob I JA-Instanz ist oder nicht (VI €
Ity), wobei f(k) eine beliebige berechenbare Funktion (unabhéngig von |I|) und ¢ eine

Konstante ist.
(2) (IL, k) heikt fized-parameter-tractable, wenn es einen FPT-Algorithmus fiir (I, k) gibt.

(3) Die Klasse FPT ist die Menge aller parametrisierten Probleme (II, k), die fixed-parameter-

tractable sind.
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Lemma. (I, k) € FPT < es existieren eine berechenbare Funktion f : N — R, ein Polynom
p und ein Algorithmus A, der I fiir eine beliebige Instanz I in O(f(k(I))+ p(|I|)) lost (ohne

Beweis).
Anmerkung. Wenn ein Optimierungsproblem ein FPAS besitzt, so ist die parametrisierte

Version des Problems in FPT (UA).

Grundtechniken: Neben anderen, gibt es zwei wichtige Grundtechniken um festzustellen, ob

ein Problem FPT ist, bzw. zur Entwicklung von FPT-Algorithmen:

(1) Problemkernreduzierung:
Dabei wird eine Instanz durch Anwendung verschiedener Regeln auf einen (schweren)

Problemkern reduziert.

(2) Tiefenbeschrinkte Suchbdume:
Dabei wird eine ,erschépfende Suche (d.h. volle Enumeration aller zuldssigen Losungen)

in einem geeigneten Suchbaum mit beschrankter Tiefe durchgefiihrt.

Schritt (2) wird oft nach Schritt (1) ausgefiihrt, also nachdem das Problem auf ein ,kleineres”

Problem reduziert wurde.

7.1 Reduzierung auf den Problemkern

Idee: Gegeben sei eine Instanz I € Iy fiir ein parametrisiertes Problem (II, k). Reduziere I
in Polynomialzeit auf eine dquivalente Instanz I’, sodass die Groke von I’ allein durch eine

Funktion in Abhéngigkeit vom Parameter k beschrinkt werden kann.

Definition (Problemkern-Reduktion). Sei (II, k) ein parametrisiertes Problem mit Instanz-
menge Ir7 und Parametrisierung k : Iyt — N. Eine in Polynomialzeit berechenbare Funktion
f It x N — Iy X N heifst Problemkern-Reduktion fir (IL, k) (kernelization), wenn f bei Ein-
gabe (I,k(I)) eine Ausgabe (I',k(I’)) berechnet, sodass folgende drei Eigenschaften erfiillt

sind:

(1) Fiir I € Iy ist (I,k(I)) eine JA-Instanz von IT < (I’ k(I")) ist JA-Instanz von II.
(2) Es existiert eine Funktion f': N — N, sodass |[I'| < f'(k(|1]))

(3) Es gilt &(I') < k().

(I',k(I")) heikt dann (Problem)Kern von (IL, k) und f/(k(I)) heilt Grifie des Kerns.

7.1.1 Beispiel: Vertex Cover

Lemma 7.1. Sei G = (V, E) ein Graph und v € V' ein Knoten mit deg(v) = 0. Dann gill:
G hat VC der Grifle k < G — v hat VC der Grifie k.
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Lemma 7.2 (Problemkernreduktion von Buss). Sei (I, k) das parametrisierte VC (para-VC)
und (G = (V,E), k) eine Instanz. Weiterhin sei v € V' ein Knoten mit deg(v) > k. Dann gilt:
G hat VC der Grifle k < G — v hat VC der Grife k — 1 (Beweis UA).

Lemma 7.3. Sei G = (V, E) ein Graph (ohne Knoten mit Grad 0) und sei C C'V ein vertex
cover, sodass |C| < k. Fir den Mazimalgrad von G gelte A(G) < d. Dann hat G hdéchstens
dk Kanten und k(d+ 1) Knoten.

Beweis.
o |E| <EA(G)<kd
o V| <|C|+dk<k+dk<k(d+1)
O

Lemma 7.4. Das Problem para-VC hat einen Problemkern der Grifle < k(k + 1) fiir einen

Parameter k.

Beweis. Sei (G, k) eine Instanz von para-VC, wobei G = (V, E) ein Graph und k£ € N ein
Parameter sind. oBdA nehmen wir an, dass in G kein Knoten v € V mit deg(v) = 0 oder
deg(v) > k existiert (ansonsten modifizieren wir G geméaf Lemma 7.1 und Lemma 7.2). Nun

unterscheiden wir zwei Félle:
o |V| > k(k+ 1): Mit Lemma 7.3 folgt, dass kein VC der Groke < k in G existiert.
o |V| < k(k+ 1): Problemkern der Grofe k(k + 1) gefunden.

O

Anmerkung. In anderen Worten bedeutet die letzten Resultate, dass es geniigt, fiir einen
gegeben Graphen G = (V| E) und einen Parameter k, den Graphen G zuerst auf seinen
Problemkern G’ der Grofe < k(k+1) mittels Lemma 7.1 und 7.2 zu reduzieren. Dabei merken
wir uns die Knoten, die in jedem VC von G enthalten (Lemma 7.2) sein miissen. Um nun
das gesamte VC von G der Kardinalitit < k zu finden, geniigt es dann in G' = (V/, E’') z.B.
mittels vollstdndiger Enummerierung der Losungen ein entsprechendes VC der Kardinalitét
k' < k von G’ zu finden (k’ ergibt sich aus dem Reduktionsschritt Lemma 7.2). Wichtig, es
gilt |[V'| < k(k+1).

Beispiel. Betrachte den Graph G = (V,E) aus Abb. 7.1 und k¥ = 4. Dabei soll gelten
deg(l) = deg(2) = deg(3) = L, L > 4. (angedeutet durch die gestrichelten Linien). Ein
naiver Ansatz wére, fiir alle 4-elementigen Teilmengen von V zu testen, ob sie ein VC bilden.
Dies fiihrt jedoch auf ('Zl) Félle, welches fiir mittel-grofse V' nicht mehr effizient ist. Daher

reduzieren wir das Problem auf seinen Problemkern:

e Wegen Lemma 7.2 muss ¢’ := {1,2,3} in jedem VC von G enthalten sein.
Wir 16schen diese Knoten aus G und erhalten einen Graph G — C’. Nun gilt: G hat VC
der Groke k < G — C’ hat VC der Groke k — |C.

105



7 Fest-Parameter-berechenbare Algorithmen (fixed-parameter-tractable; FPT)

Abbildung 7.1: Problemkernreduktion VC

e Wegen Lemma 7.1, miissen isolierte Knoten in G — C’ nicht betrachtet werden. Nach
Loschen dieser Knoten erhalten wir einen Graphen G”, der nur noch aus der Kante
(z,y) besteht. Da G” offensichtlich ein VC der Grofe 1 hat, folgt, dass G ein VC der
Grofse 4 hat.

Anmerkung. Es gibt auch ,unschéne Graphen, fiir die eine Problemkernreduktion nichts

bringt. Ein Beispiel hierfiir sind regulire Graphen (d.h. alle Knoten haben den gleichen Grad).

Theorem 7.5. FPT VC2 entscheidet fiir jeden Graphen G = (V,E) und Parameter k in
Zeit O(K|V| 4 2Fk?), ob G ein vertex cover der Grifle < k besitzl.

Beweis.
e Korrektheit: folgt aus Lemma 7.1, Lemma 7.2 und Lemma 7.3.

o Laufzeit:
Die Schritte in Zeilen 1-10 gehen bei geigneter in Datenstrucktur in O(|V|k) Zeit .
G’ hat dann héchstens &'(k+1) Knoten/Kanten, was auf eine Laufzeit von O(k?) fiihrt.
Die Suchbaumhéohe betriigt 25, wobei & < k, d.h. wir erhalten O(2%).
Insgesamt ergibt sich also eine Laufzeit von O(|V |k + k22F).

O

Besser als ein quadratischer Problemkern wére ein linearer. Zu diesem Zweck betrachten

wir jetzt das folgende Theorem.

Theorem 7.6 (Nemhauser-Trotter (NT-Theorem)). Fir einen Graphen G = (V,E) mit
V| = n und |E| = m kénnen zwei disjunkte Mengen Co, Vo C V in O(y/nm) berechnet

werden, sodass folgende Eigenschaften gelten:
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7.1 Reduzierung auf den Problemkern

Algorithm 16 FPT VC2 (G = (V, E), Parameter k € N)

1. C'"+{veV]deg(v) > kin G} > Lemma 7.2
2. if |C’'| > k then

3: return False

4: else

5 kK +— k—|C]

6: G+ G-

7. Losche alle isolierten Knoten aus G’, d.h. G’ <~ G’ \ { isolierte Knoten} > Lemma 7.1
8

9

if |V(G")| > K'(k+1) then

return False > Lemma, 7.3
10: else
11: Finde VC mittels Suchbaum auf G’ mit Parameter &’
12: if VC existiert then
13: return True
14: else
15: return False
16: end if
17: end if
18: end if

(a) Wenn D C Vjy ein vertex cover von (Vp) ist, dann ist C = DUV ein vertez cover von G.

(b) Es existiert ein minimum vertex cover C* von G, sodass Cp C C*.

(c) (Vi) besitzt ein minimum vertex cover der Grofie > @

Anmerkung. Theorem 7.6 liefert eine Menge Cy C V, welche Teilemenge eines optimalen
VC von G ist. Die Eigenschaft (c) besagt, dass der ,verbleibende Restgraph“ (V) von G
hochstens doppelt so viele Knoten enthilt wie sein optimales VC grof ist. Da das optimale
VC in para-VC durch k beschrinkt ist und das N'T-Theorem die Menge V) liefert, erhalten wir
einen Problemkern mit maximal 2k Knoten (das VC von (Vj) muss man dann noch finden).

Wir erhalten damit folgendes Proposition:

Proposition. Das Problem para-VC kann (mit vorausgehender Buss-Reduktion) in Zeit
O(y/nm + 2Fk) gelést werden.

Beweis des NT-Theorems. Sei G = (V, E) ein Graph. Fiir eine gegebene Menge X sei deswei-
teren die Menge X' := {2/ | z € X} die Kopie von X. Wir betrachten folgenden Algorithmus,
der GG als Eingabe erhilt:

1: Konstruiere einen bipartiten Graphen B = (V U V', Eg) mit Eg = {(2'y), (xy/) | (zy) €
2: Berechne ein optimales VC Cp von B (z.B. mittels maximum-matching-Algorithmus in
O(ynm)).

3: Setze Cp:={z |z € Cpund 2’ € Cp} und V== {z|x € Cp oder 2’ € Cp}.

Per Konstruktion gilt Cp = V) U CoU C}. Wir zeigen nun, dass die Eigenschaften (a)-(c) fiir
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Co und Vj erfiillt sind. Dazu definieren wir zusitzlich die Menge Iy .= {z |z ¢ Cp und 2’ ¢
Cp} =V \(WUCQy).

(a)

108

Sei (z,y) € E. Zu zeigen ist, dass x € C oder y € C mit C' = Cy U D, wobei D ein VC
von (Vp) ist. Dazu unterscheiden wir vier Fille:

CpVC von B
=

(i) z€ly =>x,2 ¢ Cp v,y €Cp =yeCy =yeC=CyuD.

)
(ii) y € Iy analog.
(ili) x € Ch oder y € Cyp =z € C oder y € C.
)

(iv) z,y € Vo = x € D oder y € D.

Zu zeigen: Cy C C* fiir ein optimales VC C* von G.
Wir setzen S := C* und definieren weiter Sy :== SNV, Sc :=5NCy, St :==SN1y, S; =
Ip\ S;. Dabei gilt S = Sy UScU Sy und damit |S| = |Sy| + [Se| + |51
Wir zeigen zuerst, dass Cp, = (V \ S7) U S;, ein VC von B ist (wobei Sy, die Kopie von
Sc ist).
Sei also (z,y’) € Ep. Zu zeigen ist nun, dass x € Cp, oder y € Cp,.

e ¢S =x€Cp

wie in (a)

ez c S =zxecl ="y € Cy. Andererseits folgt aus x € St aber auch z ¢ Sy.
Da also z € Iy und = ¢ Sy, gilt « ¢ S = C*.
Da C* VC von G und = ¢ S = C*, folgt y € S. Da aber auch y € Cj, folgt
y € SNCy = Sc. Also erhalten wir insgesamt 3 € S;, und damit insbesondere
y € Cp,.

Bleibt zu zeigen, dass Cjy eine Teilmenge von S = C* ist.

Wir zeigen zuerst

[Col <[5\ Sv| (7.1)

Dazu betrachten wir folgende Ungleichung

Vol +2|Col = [VoUCo U Cy| = |Cp
< |COp,| = [V \ Si| + [S¢]
= |(VoUCoUCH) \ (1o \ S1)| + [S¢|
= [Vol| + [Col + [Si] + [Sc|

Umstellen ergibt
[Col <1511 +[Scl = IS1] + [Scl + [Sv] = [Sv] =[S\ Sv|
Aus Gleichung 7.1 folgt nun

|CoUSy| =|Col + [Sv| < [S\ Sv|+ |Sv| = |S] = |C”|



7.2 Tiefenbeschrankte Suchbidume

Da Sy ein VC von (Vp) ist, folgt mit (a), dass Cp U Sy ein VC von G ist.
Da |CoUSy| < |C*| und C* ein optimales VC von G, folgt insgesamt, dass CoU Sy ein
optimales VC von G ist, welches Cj beinhaltet.

(c) Sei Sp ein (beliebiges) optimales VC von (V). Wegen (a) ist Sop U Cp ein VC von G.
Auferdem gilt per Konstruktion von B, dass Cy U C{yU Sy U S{) ein VC von B ist. Also
gilt

Vol +2|Co| = |C| < |Co U Ch U Sp U S| = 2|Col + 2|

Daraus folgt |Vp| < 2|Sp.

7.2 Tiefenbeschrankte Suchbaume

7.2.1 Einfiihrung

Im Folgenden sei T' = (V, E) ein Baum. T heifst gewurzelt, falls es einen Knoten v mit deg(v) >
1 gibt, der als Wurzel p gekennzeichnet ist. Knoten in T mit Grad 1 heiffen Bldtter und wir
bezeichnen mit L C V die Menge der Blatter.

Ubungsaufgabe: Wenn jeder Knoten v € V'\ L, der kein Blatt ist, mindestens 2 Kinder hat,
so gilt:
V| <2|L| —1.

Dies liefert uns O(|V]) = O(|L|).

Sei nun A ein rekursiver Algorithmus, sodass jeder einzelne Aufruf von A Komplexitit
O(f(n)) hat. Dann hat A insgesamt eine Komplexitat von O(|L| - f(n)), wobei L die Menge

der Blétter des resultierenden Rekursionsbaums ist.

Branching-Algorithmus: Wir betrachten jetzt einen einfachen Branching-Algorithmus fiir
ein parametrisiertes Problem (II, k), sodass nach dessen Ausfiihrung p kleinere Probleme
gelost werden miissen, in denen die Parameter von oben durch k — ki, k — ko,...,k — k,
beschrankt sind (siehe Abb. 7.2).

Der Vektor (ki,...,kp) heikt Verzweigungsvektor/branching-Vektor und fiir die Anzahl der
Blatter L(Ty) von Ty, gilt

p
L(Ty,) ZZ (Th—r,)-
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7 Fest-Parameter-berechenbare Algorithmen (fixed-parameter-tractable; FPT)

T, fiir (1, k)

e pl o
fiir (I, k — k1) fiir (1%, k — ky) fiir (I, k — k)

Abbildung 7.2: Verzweigungsbaum fiir das Problem (II, k)

Sei L(T}) = a* mit einer Konstanten v > 1 (k1,...,kp) der entsprechende Verzweigungsvek-

tor, so gilt

p P
o > Zak*ki & ap — Z ok ki > 0.
i=1 i=1

Beispiel. Wir betrachten erneut das VC-Problem. Ein Ansatz zur Lésung ist, fiir jede Kante
(u,v) von G zu entscheiden, ob u € VC oder v € VC (siehe Abb. 7.3). Dadurch erhalten wir
in jedem Schritt den Verzweigungsvektor (1,1) und damit o > o*~1 + o1 Sla-2 > 0.
Die zugehorige Nullstelle ist o = 2 und wir erhalten L(T},) = 2*.

(G, k) mit Kante (v, w)

v ins VC w ins VC

(G —v,k—1) (G —w k—1)

Abbildung 7.3: Verzweigungsbaum fiir das VC-Problem

Das charakteristische Polynom fiir einen Verzweigungsvektor (ki, ..., k) ist gegeben durch
P
flki, ... kp) = 2" — er_ki,
i=1
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7.2 Tiefenbeschrankte Suchbidume

wobei r = max{k1,...,kp}.

Fiir das obige Beispiel mit Verzweigungsvektor (1,1) ergibt sich also 2! — 29 — 20 = 2 — 2.

Anmerkungen.

e Wenn o Nullstelle des charakteristischen Polynoms f(ki,...,kp) ist, dann gilt
O(L(Ty)) = O(a®).

e In unserem Fall ist  immer ein eindeutiger, positiver, reeller Wert und wird branching-

Faktor genannt.

e Falls mehrere Fille mit verschiedenen Verzweigungsvektoren auftreten, so ist L(7T') =

max{a” | « ist branching-Faktor der verschiedenen Fille}.

e Branching-Faktoren geben immer das ,worst-case“-Szenario an; oft geht es schneller.

7.2.2 Beispiel — Vertex Cover

Das Ziel des folgenden Abschnitts ist es, den Suchbaum fiir das VC-Problem zu verkleinern.
Dazu sollen verschiedene Fille geschickt unterschieden werden, sodass sich Verzweigungsvek-

toren ergeben, aus welchen sich sehr  kleine Suchbdume berechnen lassen.

Einfache Fallunterscheidung: Fiir eine Eingabe G = (V, E) und k > 3 unterschieden wir
(in dieser Reihenfolge) folgende Fiélle:
(1) Jv € V mit deg(v) =1, d.h. N(v) = {a}:

e Nimm a in das VC auf.

o Setze G <~ G —aund k <~ k — 1 (kein Verzweigunsvektor)

(2) Jv € V mit deg(v) =2, d.h. N(v) = {a, b}:

(2.1) J(a,b) € E:

e Nimm a und b in das VC auf.

o Setze G +— G — {a,b} und k < k — 2 (kein Verweigunsvektor)
(2.2) #(a,b) € Eund N(a) = N(b) = {v,z}:

e Nimm v und z in das VC auf.

o Setze G +— G — {v,z} und k < k — 2 (kein Verzweigungsvektor)
(2.3) P(a,b) € E und |[N(a) UN(b)| > 3:

e Nimm entweder N(v) = {a,b} oder N(a)U N(b) in das VC auf.

e Setze also G «+ G — {a,b}, k < k — 2 bzw.
G+ G—(N(a)UN(D)),k <+ k—|N(a) UN(b)| = Verzweigunsvektor (2, 3)
—_—————
>3

e Charakteristisches Polynom: 22 = 2 +1 = 2z = 1,3247
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(3) Vv € V gilt deg(v) > 3:
e Nimm entweder v oder N(v) in das VC auf.

e Setze also G «+ G — v,k + k—1bzw. G+ G — N(v),k + k—|N(v)| = Verwei-
gungsvektor (1, 3)

e Charakteristisches Polynom: 2% = 22 +1 = 2z = 1,4656

Im worst case erhalten wir also L(T}) = O(1,4656%). Dies kénnen wir in Theorem 7.5 einsetzen

und erhalten

Theorem 7.7. Das Problem para-VC kann in O(kn + 1,4656%k?) Zeit gelost werden.

7.3 Vererbbare Grapheigenschaften und Graphmodififikation

7.3.1 Einfiihrung

Definition (Grapheigenschaft). Eine Grapheigenschaft ist eine Graphklasse, die beziiglich
Graph-isomorphie abgeschlossen ist. Also, zwei isomorphe Graphen haben die Eigenschaft,

oder eben nicht.

Beispiele.
Beispiel fiir Grapheigenschaften:

e zusammenhdngende Graphen
e bipartite Graphen
e Biume
Dagegen keine Grapheigenschaften sind:
e Graphen, deren Knoten mit natiirlichen Zahlen gelabelt sind.
e Graphen, deren Kanten positiv gewichtet sind.

Definition (Vererbbarkeit). Eine Grapheigenschaft ¥ ist vererbbar, wenn fiir G € ¥ auch
H € ¥ fiir alle induzierten Teilgraphen H C G von G.

Beispiele.
e bipartite Graphen
e vollstdndige Graphen
e planare Graphen

e Wilder (aber nicht Baume, da induzierte Teilgraphen von Béumen auch Wélder sein

kénnen)
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e Cographen

Definition (Charakterisierung durch Ausschlussmenge). Eine Grapheigenschaft ¥ besitzt
eine Charakterisierung durch eine Ausschlussmenge, wenn es eine Graphklasse F gibt, sodass

fiir alle induzierten Teilgraphen H C G gilt:
GeXxeH¢F

Die Elemente aus F heifen auch verbotene (induzierte) Teilgraphen.

Lemma 7.8. Eine Grapheigenschaft 3 ist vererbbar < X besitzt eine Charakterisierung durch

eine Ausschlussmenge F.
Beweis.
,=" Wihle [F als die Menge der Graphen, die nicht in ¥ liegen.

»<* Sei G € X, wobei ¥ iiber die Ausschlussmenge F charakterisiert sei. Sei weiter
H C G ein induzierter Teilgraph von G. Da G keinen induzierten Teilgraphen aus F
besitzt, gilt dies auch fiir . Somit ist die Grapheigenschaft > vererbbar.

Anmerkung. In der Regel sind dabei endliche Ausschlussmengen von Interesse.

7.3.2 Beispiel: Cographen

Cographen (complement-reducible graphs) sind rekursiv definiert, wobei verschiedene (dqui-

valente) Definitionen existieren:

Definition (Definition 1).

(1) K, ist ein Cograph.

(2) Wenn G ein Cograph ist, so ist auch das Komplement G ein Cograph.

(3) Wenn G und H Cographen sind, so ist auch ihre disjunkte Vereinigung G + H = GUH
ein Cograph.

Definition (Definition 2).
(1) K ist ein Cograph.

(2) Wenn G und H Cographen sind, so ist auch ihre disjunkte Vereinigung G + H = GUH
ein Cograph.

(3) Wenn G und H Cographen sind, so ist auch ihr join G @ H ein Cograph, wobei G ® H =
(V(G) UV(H),E(G) U E(H) U E') mit E' ={(x,y) |z € V(G),y € V(H)}.
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Anmerkung. Eigenschaft (2) aus Definition 1 und Eigenschaft (3) aus Definition 2 sind

dquivalent, da G @ H = (G + H).

Cographen sind interessant, da viele N"P-schwere Probleme auf Cographen ,einfach® werden.

Jeder Cograph besitzt auflerdem eine eindeutige Représentation als Cobaum:

Ein Cobaum ist dabei ein Baum, bei dem alle inneren Knoten mit 0 oder 1 gelabelt sind. Fiir
einen Cograph G und den dazugehorigen Cobaum T gilt dabei folgender Zusammenhang: 2
Knoten z,y sind genau dann in G durch eine Kante verbunden, wenn der letzte gemeinsame
Vorfahre der Bléatter 2 und z in T mit 1 gelabelt ist, d.h. (z,y) € E(G) < lca(x,y) = 1 (siehe
Abb. 7.4).

—
[\

Abbildung 7.4: Cograph G und Cobaum T

Theorem 7.9. G ist Cograph < G enthdlt keinen Weg auf 4 Knoten (Py) als induzierten
Teilgraph.

Beweis. Wir zeigen zunéchst:
Wenn G ein Cograph ist und G # K =sentweder G ist zusammenhiingend oder G ist zusam-

menhéngend.

e (G nicht zusammenhingend = G = Hy + Ho + ... + H,, wobei H;,i = 1,...,r die

Zusammenhangskomponenten von G sind = G zusammenhiingend.
e G zusammenhingend = G = H; ® Hy = G nicht zusammenhingend.
Nun zeigen wir die eigentliche Aussage des Satzes:

»= Angenommen G ist ein Cograph und enthilt einen P, als induzierten Teilgraph.
Da das Komplement eines P, wieder ein Py ist, kann G nicht auf einen K7 ,reduziert”

werden %.
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»<=* Widerspruchsbeweis. Sei G = (V, F) ein minimales Gegenbeispiel, d.h. G ist Py-
frei und ist kein Cograph, aber jeder Pj-freie Graph G’ mit |[V(G')| < |V(G)| ist ein
Cograph.

Wir zeigen zunichst, dass G und G zusammenhiingend sind:

— Angenommen G ist nicht zusammenhéngend
= G=H+ H,
= Hj und Hj sind Ps-frei und |V (H;)| < |V(G)| fir i = 1,2
= H; und H; sind Cographen
= G = Hj + H» ist ein Cograph %

— Angenommen G ist nicht zusammenhiingend
= G = Hy + Hy. Aukerdem ist G Py-frei (da G Py-frei)
= H; und H, sind P; frei und damit Cographen = G = H; + H, ist ein
Cograph = G = G ist ein Cograph %

Sei nun z € V(G). Dann ist G — z ein Cograph.

oBdA konnen wir annehmen, dass G — x nicht zusammenh#ngend ist (sonst betrachte
das Komplement G — ).

Da G zusammenhéngend ist, existiert ein Knoten y € V(G), der nicht adjazent zu z ist.
Sei C' die Zusammenhangskomponente von G — x, die y enthilt. Da auferdem auch G
zusammenhidngend ist, hat z einen Nachbarn z in ', d.h. es existiert ein z € C, sodass
(z,2z) € E(G). Insbesondere konnen wir zwei adjazente Knoten v und v in C' finden,
sodass (u,v) € E(G), (u,x) € E(G), aber (v,z) ¢ E(G).

Sei D eine weitere Zusammenhangskomponente von G — x und sei d € D ein Nachbar
von z, d.h. (z,d) € E(G).

Dann enthélt G einen induzierten P; auf den Knoten (v, u,z,d) %
O

Anmerkung. Cographen und deren Verallgemeinerungen spielen eine zentrale Rolle in der
Biomathematik und Biocinformatik, um Genbdume aus geschitzten evolutiondren Verwandt-
schaftsverhéltnissen zwischen Genen zu rekonstruieren.

Diese Schitzungen sind oft (aufgrund von Rauschen in den Daten oder Messfehlern) keine
Cographen.

Ziel ist es, sie in wenigen Schritten zu Cographen zu editieren.
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7.3.3 X-Graphmodifikation

3-Graphmodifikation
Gegeben: Graph G = (V, E), natiirliche Zahlen i, j, k € Ny

Frage: Kann man durch
e Loschen von bis zu ¢ Knoten aus G
e Lischen von bis zu j Kanten aus G
e Hinzufiigen von bis zu k£ Kanten zu G

einen Graphen aus ¥ erhalten?

Theorem 7.10. X-Graphmodifikation ist N'P-vollstindig fiir jede nichi-triviale Grapheigen-
schaft ¥ (Eine Grapheigenschaft ¥ ist nicht-trivial, falls es unendlich viele Graphen gibt, die

in 3 liegen und unendlich viele, die nicht in X liegen) (ohne Beweis)
Anmerkung. Bereits die folgenden Spezialfille sind NP-hart:

e nur Knoten l6schen

e nur Kanten loschen

e Knoten/Kanten l6schen

e nur Kanten hinzufiigen

para-Y-Graphmodifikation
Gegeben: Graph G = (V, E), Parameter i + j + k
Frage: Kann man durch Léschen von bis zu ¢ Knoten und bis zu j Kanten aus G | sowie

Hinzufiigen von bis zu k Kanten zu G einen Graphen aus ¥ erhalten?

Wir werden im Folgenden zeigen, dass das Problem para-Y-Graphmodifikation FPT ist. Dazu

betrachten wir zunéichst folgendes Lemma.

Lemma 7.11. Sei X eine vererbbare Grapheigenschaft, die fir einen Graphen G = (V, E) in
Zeit t(Q) dberprift werden kann. Dann kann fir jeden Graphen G ¢ ¥ in Zeit O(|V (G)|-t(G))

ein minimaler verbotener induzierter Teilgraph gefunden werden.

Beweis. Sei G = (V,E) ¢ ¥ mit V = {v1,...,v,}. Der folgende Algorithmus bestimmt in
Zeit O(|V(G)| - t(G)) einen minimalen verbotenen induzierten Teilgraphen H von G:
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H+G
fori=1,...,ndo
if H—wv; ¢ ¥ then
H+ H—v
end if
end for
return H

O

Theorem 7.12. Sei ¥ eine vererbbare Grapheigenschaft, welche durch eine endliche Aus-

schlussmenge charakterisiert ist. Dann ist das Problem para-3-Graphmodifikation (i, j, k) los-
bar in Zeit O(NTF2+2k |V |N+D) “yobei N die mazimale Knotenanzahl der verbotenen Teil-

graphen ist.

Beweis. Wir geben direkt einen FPT-Algorithmus fiir das Problem an:
GRAPH_ MOD(G = (V,E),i,j,k)

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

. if G € ¥ then
return true
: end if
: H = (Vi, Eg) sei ein minimaler verbotener induzierter Teilgraph von G
if ¢ > 0 then
for all v € Vg do
if GRAPH_MOD(G —v,i—1,j,k)) then
return true
end if
end for
end if
if 7 > 0 then
for all e = (v,w) € Ey do
if GRAPH MOD(G —e,i,j — 1,k)) then
return true
end if
end for
end if
if £ > 0 then
for alle = (v,w) € Vg x Vi, v # w, e = (v,w) ¢ Ex do
if GRAPH _MOD(G +e,i,j,k — 1)) then
return true
end if
end for
end if
return false
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7 Fest-Parameter-berechenbare Algorithmen (fixed-parameter-tractable; FPT)

Die Korrektheit des Algorithmus ist klar.

Die Laufzeit ergibt sich wie folgt: Nach Lemma 7.11 kann H in O(|V|-|V|"V) gefunden werden.
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Wir konnen maximal N Knoten aus H 16schen und maximal (];[) Kanten 1oschen bzw.

hinzufiigen. Also werden hochstens (g)ﬁr - N € O(N™2i+2F Graphen ,erzeugt. Ob

G € ¥, kann in Zeit O(|V|") getestet werden, denn alle (“X((g))n) < |V|N Teilgraphen

der Groke Vg missen untersucht werden.

Insgesamt ergibt sich also eine Laufzeit von Q(N#2i+2k .|/ |N+1),
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