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1 Typen und Beispiele

Ein autonomes System aus gewohnlichen Dgln. besitzt die Form

y(t) = fly(t)) (1.1)

mit der Losung y : I — R™ (Intervall I C R) und einer rechten Seite f : D — R"
(D € R™). Ein Anfangswertproblem (AWP) entsteht durch die Vorgabe

y(to) = yo (1.2)

mit tg € I und yo € R"™. Ist f lokal Lipschitz-stetig, dann ist die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung des AWPs (1.1),(1.2) garantiert.

Bei einer verzagerten Dgl. (auch: retardierte Dgl., engl.: delay differential equati-
on) hingt die rechte Seite auch von der Losung an einem oder mehreren fritheren
Zeitpunkten ab.

Definition 1.1 FEine verzégerte Dgl. oder ein System aus verzdgerten Dgln. mit
einer Verzdgerung ist eine Dgl. der Form

y(t) = fy(t), y(t — 7). (1.3)

Dabei ist die Verzigerung 7 > 0 eine Konstante oder eine Funktion.

Es sind folgende Fille moglich:

i) 7 ist eine Konstante,

)

ii) 7(t) ist eine Funktion der Zeit,

iii) 7(y(t)) héngt von der Losung ab,
)

iv) 7(t,y(t)) hdangt explizit von der Zeit und der Losung ab.

O.E.d.A. seien im folgenden AWPe stets bei t; = 0 vorgegeben. AWPe einer
verzogerten Dgl. (1.3) mit konstantem 7 erfordern eine Vorgabe

y(t) = yo(t) fir t € [—1,0] (1.4)

mit einer stetigen Funktion yo. Wird ein AWP einer verzogerten Dgl. (1.3) nur
durch y(0) = yo mit yo € R"™ beschrieben, dann ist gemeint, dass der Wert g,
konstant nach ¢ < 0 fortgesetzt wird.



Beispiel 1.1 Sei N : I — R eine Populationsdichte. Die Dynamik der Populati-
on werde beschrieben durch
N'({t)=0bN({t—71) — dN(t)
S————r ~——

Geburtenanteil ~ Sterbeanteil

mit der Geburtenrate b > 0 und der Sterberate d > 0. Die Verzogerung 7 > 0
stellt z.B. eine Schwangerschaftszeit dar. Es liegt eine lineare verzogerte Dgl. vor.

Beispiel 1.2 Sei N : I — R eine Populationsdichte. Die Dynamik der Populati-
on mit logistischem Wachstum wird modelliert iiber, siehe [7],

Nt =r N (1- YT

mit einer Wachstumsrate » > 0, einer Kapazitdt K > 0 und einer Verzogerung
7 > 0. Hier liegt eine nichtlineare verzogerte Dgl. vor.

Betrachtet wird die Parameterwahl r = K = 1 und der Anfangswert N(0) = 0.01.
Abbildung 1 zeigt die Losungen im Zeitbereich fiir drei verschiedene Verzégerun-
gen 7. In Abhéngigkeit von 7 ergibt sich ein qualitativ unterschiedliches Losungs-
verhalten. Es gibt einen Wert 7, so dass fiir 7 < 7y Losungen von AWPen gegen
die Kapazitit K konvergieren, wahrend fiir 7 > 7y periodische Losungen um K
entstehen. In diesem Zusammenhang nennt man 7y einen Bifurkationspunkt.

Pseudo-Phasenraum: Zu Losungen eines autonomen Systems aus Dgln. (1.1)
konnen die Trajektorien {y(¢) : t > 0} im Phasenraum R"™ dargestellt werden.
Diese Darstellung ist im eindimensionalen Fall nicht sinnvoll. Bei eindimensiona-
len verzdgerten Dgln. kann bereits komplexes Losungsverhalten entstehen. Daher
verwendet man eine Darstellung im sogenannten Pseudo-Phasenraum mit Tra-
jektorien {(y(t),y(t — 7)) : t > 0} C R* Statt ¢t — 7 konnte auch ¢ — ¢ mit
anderem ¢ > 0 gesetzt werden und die Darstellung bleibt qualitativ gleich. Im
Pseudo-Phasenraum kann die Konvergenz gegen stationédre Punkte beobachtet
werden. Periodische Losungen fiithren wieder auf geschlossene Kurven. Zu Bei-
spiel 1.2 zeigt Abbildung 2 die Losungen aus Abbildung 1 mit den verschiedenen
Verzogerungen im Pseudo-Phasenraum.

Epidemiologische Modelle bestehen héufig aus gewohnlichen Dgln. oder verzoger-
ten Dgln., siche [5]. Einfache Modelle beinhalten drei Populationen: Suszepti-

ble (S), Infektiose (I) und Resistente (R). Ein einfaches SIR-Modell besteht aus
dem System gew. Dgln.

S'(t) = =BS(1)1(t)
I'(t) = BS()I(t) —~1(t) (1.5)
R (t) = ~1(t)
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Abbildung 1: Losungen der Populationsdynamik mit logistischem Wachstum im
Zeitbereich fiir verschiedene Verzogerungen.
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Abbildung 2: Trajektorien der Losungen zur Populationsdynamik mit logisti-
schem Wachstum im Pseudo-Phasenraum fiir verschiedene Verzégerungen.
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mit Ansteckungsrate 5 > 0 und Genesungsrate v > 0. Es ist hier S(¢)+1(t)+ R(t)
konstant fiir alle t > 0. Die Gesamtpopulation bleibt also gleich. O.E.d.A. kann
S(0) + 1(0) + R(0) = 1 gesetzt werden, d.h. es wird von Populationsdichten
ausgegangen. Diese Eigenschaft wird sich auch in den folgenden SIR-Modellen
finden.

Beispiel 1.3 Ein SIR-Modell mit einer verzogerter Ansteckung mit einer Krank-
heit ist gegeben durch das System verzoégerter Dgln.

S'(t)=—-BS({t—7)I(t—T)
I'(t)y=08S{t—7)I({t—1)—~I(t) (1.6)
R() = 11

mit Konstanten 3,v > 0 und einer Verzogerung 7 > 0.

Ein SIR-Modell mit tempordrer Immunitét ist gegeben durch das System gew.
Dgln.

S'(t) = —BS(t)I(t) + 0R(t)
I'(t) = BS()I(t) = y1(t) (1.7)
R'(t) =~I(t) — 0R(t)

mit Konstanten 3,7, 0 > 0. Losungen von AWPen des Systems (1.7) konvergieren
gegen stationédre Punkte.

Beispiel 1.4 Ein SIR-Modell mit temporérer Immunitét bei einem verzogerten
Verlust der Immunitét lautet

S'(t) = =BSt)I(t) +I(t —7)
I'(t) = BS()1(t) —~I(t) (1.8)
RI(t) = ~yI(t) —~I(t —7)

mit Konstanten 3,y > 0 und Verzogerung 7 > 0. Fiir kleine Verzdgerungen kon-
vergieren die Losungen von AWPen gegen stationdre Punkte. Fiir groie Verzoge-
rungen nahern sich die Losungen von AWPen periodischen Losungen an.

Definition 1.2 FEine verzigerte Dgl. oder ein System aus verzogerten Dgln. mit
mehreren (paarweise verschiedenen) Verzégerungen besitzt die Form

y/<t) = f(y<t>7 y<t - Tl)7 y(t - 7-2)7 s 7y<t - Tm)) (19>

mit T1,...,Tm > 0. O.E.d.A. kann 0 <17y < 1 < -+ < T, vOTAUSgESetzt werden.
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AWPe zur Dgl. (1.9) erfordern eine Vorgabe (1.4) mit 7 = max{7, ..., T} = 7.

Beispiel 1.5 Ein Kombination der Effekte aus Beispiel 1.3 und Beispiel 1.4 er-
gibt ein SIR-Modell der Gestalt

S'(t)=—BSEt—m)I(t — )+ It — 1)
I'(t)=8S{t—m)I(t—1)—~vI(t) (1.10)
R(t) =~7I(t) =1t — 72)

mit Konstanten 3,y > 0 und Verzogerungen 7,75 > 0.

Definition 1.3 Fine Dgl. oder ein System aus Dgln. mit verteilter Verzigerung
besitzt die Form

v =1 (st [ st~ riat) ar) (111)

Tmin

mit einer Dichtefunktion g und 0 < T < Tmax < 00.

Bei einem System aus Dgln. ist das Integral in (1.11) komponentenweise fiir
y = (y1,...,9,) mit der Dichtefunktion g zu bilden. Der Integrationsbereich ist
entweder ein kompaktes Intervall 7 = [Tyin, Tmax] 0der der unbeschréankte Bereich
T = [Twin, 00). Die integrable Funktion ¢g : 7 — R muss die Eigenschaften einer
Wahrscheinlichkeitsdichte besitzen:

i) Nichtnegativitdt: g(7) > 0 fiir alle 7 € T,
ii) Normierung: / g(t)dr = 1.

Als Kennzahl einer Wahrscheinlichkeitsverteilung wird der Erwartungswert (Pit-
telwert) betrachtet

T = /Tmax Tg(7) dr. (1.12)

Beispiele sind die Gleichverteilung oder Beta-Verteilung auf einem kompakten
Intervall [Tinin, Tmax] und die Exponentialverteilung oder Gamma-Verteilung auf
[0,00). AWPe zu einer Dgl. (1.11) erfordern die Vorgabe von y(t) fir —t € 7.

Beispiel 1.6 Ein SIR-Modell mit temporédrer Immunitdt und einer verteilten
Verzogerung ist

S'(t) = —BS(OI(E) + / " = P)g(r) dr

min

I(t) = BSO1(t) ~ 211 (1.13)
R(O) =10~ [ 1t r)glr) dr

mit Konstanten 3,v > 0 und Dichtefunktion g.
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Abbildung 3: Losungen eines AWPs des Mackey-Glass-Modells (1.14) im Zeitbe-
reich (links) und im Pseudo-Phasenraum (rechts).

In [14] wurde Beispiel 1.4 mit einer Verzogerung 7 geméf (1.12) und Beispiel 1.6
mit verteilter Verzogerung verglichen. Das Losungsverhalten ist qualitativ iden-
tisch und quantitativ dhnlich.

Beispiel 1.7 Mackey und Glass [10] entwickelten Modelle fiir die Konzentration
von Zellen in zirkulierendem Blut innerhalb eines Einheitsvolumens. Eines dieser
Modelle ist eine verzogerte Dgl. fiir die Blutzellenpopulation der Form, siehe [15],

Aa™y(t —T)
am+y(t—T1)m

y'(t) = —gy(t) (1.14)

mit positiven Konstanten A, a, g, m und Verzogerung 7. Abbildung 3 zeigt die
Losung eines AWPs mit y(0) = 0.01 und den Parametern A = 0.2, a = 0.1,
b = 0.1, m = 10 sowie Verzogerung 7 = 20. Wir erkennen hier ein chaotisches
Verhalten der Losung. Bei gewohnlichen Dgln. kann ein solches Verhalten erst fiir
Systemen ab Dimension n = 3 entstehen.

Definition 1.4 Fine neutrale verzégerte Dgl. oder ein System aus neutralen
verzdgerten Dgln. ist eine Dgl., bei der die rechte Seite auch von Ableitungen
der Losung an friheren Zeitpunkten abhdngt.

Eine einfache Form von neutralen verzogerten Dgln. mit einer Verzdgerung lautet

y(t) = fly(t),y(t — 7)./ (t = 7)). (1.15)

Ein Anwendungsbeispiel der Gestalt (1.15) findet sich in [16]. Neutrale verzogerte
Dgln. werden in dieser Veranstaltung nicht betrachtet.
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2 Existenz, Eindeutigkeit und Eigenschaften

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Existenz und Eindeutigkeit von Losun-
gen zu verzogerten Dgln. sowie deren Eigenschaften.

2.1 Einfache Differentialgleichung

Wir diskutieren die lineare verzogerte Dgl.

Y (t) = py(t—7) (2.1)

mit Parameter € R\{0} und Verzogerung 7 > 0. Im Fall 7 = 0 erhalten
wir die lineare gewthnliche Dgl. ¢ = py mit den Losungen y(t) = Cet fiir
Konstanten C' € R. Dies sind steigende oder fallende Exponentialfunktionen je
nach Vorzeichen von pu.

Demgegeniiber untersuchen wir die mogliche Existenz von periodischen Losungen
der Dgl. (2.1). Wir machen als Ansatz eine harmonische Schwingung

y(t) = Asin(wt)
mit A € R\{0} und w > 0. Einsetzen in (2.1) liefert mit einem Additionstheorem
Aw cos(wt) = pAsin(w(t — 7))
= A [sin(wt) cos(wT) — cos(wt) sin(wT)] .
Ein Vergleich der Terme zeigt als Bedingungen
cos(wr) =0 und  w=—psin(wr).

Die erste Bedingung erfordert wr = 7 oder wr = 37” Mit der zweiten Bedingung
folgt dann

7r 7r

i) wr 5 und u7 5
3 3

i) wr = g und pr = g

Notwendigerweise ist damit w,u, 7 # 0. Es ist A beliebig. Jedoch muss 7 in
Abhéngigkeit von p gewéhlt werden oder umgekehrt. Sei 7 vorgegeben.

Im Fall (i) folgt = —3- < 0 und w = 5-. Die Periode T' = 47 der Losung héngt
somit von der Verzogerung ab.

Im Fall (i) folgt = 3% > 0 und w = 2Z. Die Periode ergibt sich zu T' = 37.
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Abbildung 4: Losung des AWPs zur verzogerten Dgl. (2.1).

Nun betrachten wir die Dgl. (2.1) mit 4 = —1 und 7 = 1 sowie den Anfangswerten
y(t) = 1 fur t € [—1,0]. Wir 16sen dieses AWP mit der Schritte-Methode. ITm
Intervall [0, 1] erhalten wir

Y = —y(t—1) = —1.
Dies ist eine gewohnliche Dgl. Mit der Anfangsbedingung folgt als Losung
t
y(t):y(O)—l—/ —lds=1-t fur ¢ € [0, 1].
0

Im Intervall [1, 2] ergibt sich die gewohnliche Dgl.

y(t)=—ylt—1)=—1—(t—1))=t—2.

Mit dem Anfangswert y(1) = 0 folgt
t
y(t) = y(1) +/ —(s=2)ds=3-2t+1* firte 1,2
1

Das Verfahen wird auf den Intervallen [n — 1,n| fir n = 3,4,... fortgesetzt.
Induktiv folgt

y(t) =1+ Z(—l)k(t_(l;;—rl))k fir t € [n—1,n)

und n > 1. Im n-ten Intervall liegt ein Polynom vom Grad n vor. Abbildung 4
zeigt diese Losung.
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Die Losung ist insgesamt stetig, jedoch nicht stetig differenzierbar bei t = 0. Eine
genauere Untersuchung zeigt eine Unstetigkeit in der n-ten Ableitung

Ii ") () = d li M) () = (=1)".
tﬁ(rlzrill)fy ( ) 0 un t%(?lmrill)er ( ) ( )

Die Losung y ist n-mal stetig differenzierbar auf (n — 1,00) fiir n > 0. Die
Glattheit nimmt daher mit der Zeit zu.

2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Wir betrachten ein autonomes System aus verzogerten Dgln. (1.3) mit einer
Verzogerung. Die rechte Seite besitzt die Form f: D x F — R" mit D, F C R".
Es sei f stetig differenzierbar auf D und stetig auf . Ein AWP wird vorgegeben
durch (1.4).

Definition 2.1 FEine Funktion y : [-7,T) — R" mit 0 < T < oo heifst Losung
eines AWPs (1.3),(1.4) bei einem System mit einer konstanten Verzigerung T > 0
und stetigen Anfangswerten, wenn

i) y erfillt die Dgl. firt > 0,

i) y(t) = yo(t) fiirt € [-7,0],
iii) y ist stetig auf [—71,T),

i) y ist stetig differenzierbar auf (0,T) und
der rechtsseitige Grenzwert limy_,o, y'(t) existiert.

Wir 16sen das AWP (1.3),(1.4) mit der Schritte-Methode. Dieses Verfahren wird
tiblicherweise mit der Folge von Intervallen [j7, (j +1)7] fur j = 0,1,2,... durch-
gefiihrt. Bei gewohnlichen Dgln. wird die Existenz und Eindeutigkeit von Lésun-
gen auf offenen maximalen Intervallen erhalten, siehe Satz 3.6 in [8]. Daher ver-
wenden wir die Folge [j7,(j +1)F] fir j =0,1,2,....

Sei ein ¢ € (0,7) gegeben. Die Anfangswerte (1.4) beschreiben wir durch eine
stetige Funktion ¢ : [-7 — ¢,0] — R" mit

 yol(t) fir —7<t<0,
o) = { yg(—T) firt < —r.

Hier liegt eine stetige Fortsetzung auf ¢ < —7 vor. Es entsteht ein nichtautonomes
System aus gewohnlichen Dgln.

(2.2)

y'(t) = f(ty@) = fy(t), o(t — 7)) (2.3)
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Tabelle 1: Vorgehen in Schritte-Methode.

Intervall Def.bereich f verwendete frithere Werte

[07 %] (_87 T) (b auf (_T - & 0)

[%77—] (%_67 %7—) gbauf (_%_570]7 yauf (07%)
[T, %T] (T —&,27) ¢ auf (—¢,0], y auf (0,7)
2r,27] (37 —¢,27) y auf (3 — ¢, %T)

mit f : (—e,7) x D — R". Es ist f stetig in ¢ und stetig differenzierbar in y.
Als Anfangsbedingung folgt y(0) = ¢(0). Die Theorie iiber die Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen zu gewohnlichen Dgln. ergibt eine eindeutige Losung
von (2.3) mit maximalem Existenzintervall, d.h. von der Form y : (—«, 5) — R”
mitld<a<eund 0< g < 7.

Gilt 8 < 7, dann ist eine eindeutige Losung y des AWPs (1.3),(1.4) auf dem
(kleinen) Intervall [0, 8) gefunden, welche nicht fiir ¢ > /3 fortgesetzt werden kann.
Gilt 3 > 7, dann wird die Methode auf dem Intervall [T, 7] weitergefiihrt mit
den Anfangswerten ¢(t) = yo(t), wobei eine Fortsetzung wie in (2.2) nicht mehr
notwendig ist. Fiir das Intervall [7, 37] wird dann ¢ : [—¢, Z] — R™ auf die bereits

erhaltene Losung y gesetzt, usw. Tabelle 1 zeigt die enthaltenen Abhéngigkeiten.

Die Schritte-Methode wird rekursiv auf den Intervallen durchgefiihrt solange die
zugehorigen gewohnlichen Dgln. noch Losungen iiber die gesamten Intervalle be-
sitzen. Bricht diese Folge nie ab, dann existiert die Losung fiir alle ¢ > 0. Wir
finden somit eine Losung y : [0,7) — R” des AWPs (1.3),(1.4) auf einen maxi-
malen Intervall (7" < oo oder T' = o0). Der nachfolgende Satz fasst das Ergebnis
zusammen.

Satz 2.1 Gegeben sei das AWP (1.3),(1.4) eines Dgl.-Systems mit einer Verzdge-
rung. Die rechte Seite f : D x E — R"™ mit offenen Mengen D, E C R" und
D C FE sei stetig differenzierbar auf D und stetig auf E. Dann gibt es ein maxi-
males T mit 0 < T < oo und eine zugehirige eindeutige Losung y : [0,T) — R".

Bemerkung 2.1 Bei einem System aus Dgln. (1.9) mit mehreren Verzogerun-
gen, siche Def. 1.2, gilt unter entsprechenden Voraussetzungen die Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung analog. Die Schritte-Methode wird dann angewendet
mittels Intervallen der Breite § mit 7 = min{7(,...,7,}.

Bemerkung 2.2 Bei einer Dgl. (1.11) mit verteilter Verzogerung, siche Def. 1.3,
kann die Schritte-Methode angewendet werden, falls 7,;, > 0 gilt. Jedoch kann
die Schritte-Methode im Fall 7,;, = 0 nicht eingesetzt werden.
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In Satz 2.1 ist der Fall T < oo moglich. Der folgende Satz beinhaltet eine hinrei-
chende (aber keineswegs notwendige) Bedingung dafiir, dass die Losung fiir alle
t > 0 existiert (1" = oc0).

Satz 2.2 Gegeben sei ein AWP eines Systems (1.9) mit konstanten Verzégerun-
gen 11 < +++ < Tp,. Die rechte Seite f : R™" x R" x --- x R® — R" erfiille die
Voraussetzungen aus Satz 2.1 und die Bedingung

1f (s 2055 za) | < 2+ collyll + D el (2.4)
i=1
fiir alle y, z1, ..., zm € R™ mit Konstanten ¢, co,c1,...,Cn > 0 und einer beliebi-
gen Vektornorm. Dann existiert eine eindeutige Lisung y : [—Ty,, 00) — R™.

Beweis:

In der Schritte-Methode entsteht eine nichtautonome gewohnliche Dgl.

y'(t) = fty®) = fly@), ¢t = 71), .., ot = 7))

mit [ : (—e,71) — R". Durch die Bedingung aus dem Satz kénnen wir abschétzen

1F &)l = 11£(y, ot =71),. 6t = 1))

<etalyl+ 3 alot -l

=1
< (o+ 2o amax 1ott = ) + ol

fur alle ¢ € (—e,71) und alle y € R™. Die Maxima existieren, da die Funk-
tionen jeweils stetig auf dem kompakten Intervall sind. Dadurch ist die Nicht-
Explosionsbedingung fiir gewohnliche Dgln. erfiillt und die Lésung y existiert in
ganz (—e, 7). Analog gilt dies in den weiteren Intervallen der Schritte-Methode.
Die Folge bricht also nie ab. U

2.3 Positivitat

In vielen Modellen aus der Populationsdynamik, der chemischen Reaktionskine-
tik, der Epidemiologie und anderen Anwendungen haben die Unbekannten die
Bedeutung von nichtnegativen Groflen (z.B. Anzahlen, Konzentrationen). Daher
sind wir an Kriterien interessiert, wann die Losungen einer verzogerten Dgl. nicht-
negative Losungen besitzt. Es bezeichnet R? = {z e R" : 2; >0, i =1,...,n}.
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Satz 2.3 Die Funktion f : R} xR} — R" erfiille die Forderungen aus Satz 2.1.
Gilt die Bedingung
yi=0 = fi(y,2)>0

firi=1,...,n und alley,z € R} sowie yo(t) € R} firt € [—7,0], dann gilt bei
der Losung des AWPs (1.3),(1.4) auch y(t) € R} fiir alle t > 0.

Beweis: siche [20], S. 28.

Bemerkung 2.3 Satz 2.3 gilt analog fiir autonome Systeme aus gewohnlichen
Dgln. (1.1), da der Fall f(y,z) = f(y) betrachtet werden kann.

Beispiel 2.1 Wir wenden Satz 2.3 auf Beispiel 1.1 (n = 1) an. Mit y(t) = N(t)
und z(t) = N(t — 7) gilt f = bz — dy. Wir erhalten
y=0 = f=bz>0

fiir alle z > 0 wegen b > 0. Somit ist die Positivitiat gegeben.
Beispiel 2.2 Wir wenden Satz 2.3 auf Beispiel 1.2 (n = 1) an. Mit y = N(¢)
und z = N(t —7) gilt f =ry(1 - ). Wir erhalten

y=0 = f=0
fiir beliebiges z. Somit ist die Positivitit gegeben.
Beispiel 2.3 Es bezeichen M die Konzentration einer mRNA und P die Kon-

zentration eines Proteins. Ein einfaches Modell fiir die chemischen Reaktionen
mit diesen Stoffen ist

1
[ (=) Ry M) 25)

P'(t) = apM(t) — ppP(t)

M/(t) = Q)f

mit Konstanten oy, ap, py, pp > 0, einem Schwellenwert Fy > 0, dem Hill-
Koeffizienten nyg > 1 und einer Verzégerungen 7 > 0.

Wir wenden Satz 2.3 auf das System (2.5) an. Mit y = (P(¢), P(t))" und 2z =
(P(t—1),P(t—7))" gilt

fily, 2) = au m

f2(y, 2) = apyr — ppys.

— MMY1
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Es folgt

0 = fi(y,2) : >0
= Z) = _—_—
1 1Y, M 1+ (/P =
Y2=0 = folw,y) =apy 20

fiir alle yq, ¥, 21, 20 > 0. Wieder ist die Positivitéit garantiert.
Leider ldsst sich Satz 2.3 nicht bei den SIR-Modellen mit Verzogerung anwenden.
Beispiel 2.4 Wir betrachten das SIR-Modell aus Beispiel 1.4. Die rechte Seite

143t sich schreiben als

iy, 2) = =Byiya + 722
f2(y, 2) = Byryz — vy2
f3(y,2) = yy2 — vz = V(Y2 — 22).

Die ersten beiden Komponenten erfiillen die geforderte Bedingung. Die dritte
Komponente ist unabhéngig von ys. Es tritt f3 < 0 auch fiir ys, 20 > 0 auf.

2.4 Halbfluss

Wir definieren einen allgemeinen Begriff in Zusammenhang mit dynamischen Sy-
stemen.

Definition 2.2 FEs sei X eine nichtleere Teilmenge eines metrischen Raums. Ein
Halbfluss in X ist eine Familie von Abbildungen (¢¢)i>0 mit ¢ : X — X, so dass
die beiden Bedingungen erfillt sind:

i) Identitatseigenschaft: wo(x) =z fir alle x € X,

ii) Halbgruppeneigenschaft: — ¢i(@s(x)) = @irs(x) fiir allex € X undt,s > 0.

Bemerkung 2.4 Ein Fluss ist eine Familie von Abbildungen (¢;);er mit analo-
gen Eigenschaften.

Die Halbgruppeneigenschaft bewirkt auch eine Kommutativitéat bei der Verket-
tung der Abbildungen

Pi(ps(2)) = ris(®) = Popa(2) = s (p(2))  firz € X, t,5 > 0.
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Abbildung 5: Halbfluss bei gewohnlichen Dgln.
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Abbildung 6: Halbfluss bei verzogerten Dgln. mit einer Verzégerung .

Wir betrachten das autonome System (1.1) aus gewohnlichen Dgln. mit lokal
Lipschitz-stetiger rechter Seite f : D — D und einer Menge D C R"™. Es sei
vorausgesetzt, dass die Losung eines AWPs y(0) = yo € D fiir alle ¢ > 0 existiert.
Wir setzen ¢;(yo) = y(t;yo) fiir yo € D. Dann ist (¢;);>0 ein Halbfluss, da die
Eigenschaften auf Definition 2.2 erfiillt sind. Hier gilt X = D C R” und als
Metrik dient z.B. d(x, ) = ||z — Z||2. Abbildung 5 veranschaulicht die Operation
des Halbflusses.

Nun betrachten wir ein System verzogerter Dgln. (1.9) mit mehreren konstanten
Verzogerungen 7, < --- < T,,. Die rechte Seite sei f : D x D x --- x D — R"
mit einer Menge D C R”™ und erfiille die Voraussetzungen aus Satz 2.1. Die
Anfangswerte sind gegeben durch yy : [—7,,,0] — R™. Als metrischen Raum
setzen wir die Menge

X =C([=7m,0],D) ={z: [-7n,0] = D : x stetig}
mit der Metrik

d(x,T) = ||z = Tlloo = max [lz(t) —2()], (2.6)

te[—7m,0]

an. Wieder wird vorausgesetzt, dass Losungen von AWPen zum System (1.9)
eine eindeutige Losung mit y(¢; yo) € D fiir alle t > 0 besitzen. Wir definieren die
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Abbildungen

o X = X, (@(yo))(r) =yt +7r390) filr r € [=7,, 0],

wobei ¢ > 0. Die Familie (¢;);>¢ ist dann ein Halbfluss geméf Definition 2.2.
Abbildung 6 demonstriert die Abbildungen des Halbflusses.

Bei einem System aus gewoOhnlichen Dgln. liegt durch X C R"™ eine Teilmenge
des endlichdimensionalen Vektorraums R™ vor. Bei einem System aus verzoger-
ten Dgln. ist X = C([—7m,0], D), d.h. eine unendlichdimensionale Teilmenge
des Vektorraums C([—7;,, 0], R™). Daher besitzen verziogerte Dgln. bereits eine
Komplexitit wie (einfache) partielle Differentialgleichungen.

2.5 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Systeme aus verzégerten Dgln. und
deren Eigenschaften.

Ein lineares System aus gewthnlichen Dgln. hat die Gestalt

y'(t) = Ay(t) (2.7)

mit einer konstanten Matrix A € R™". Fiir eine Losung y : R — C" machen
wir den Ansatz
y(t) = eMv

mit einer Konstanten A € C und einem Vektor v € C"\{0}. Einsetzen in (2.7)
und Division durch e* liefert mit der Einheitsmatrix I € R™*"

(M — A)v =0.

Eine Losung (2.8) ungleich null liegt genau dann vor, falls v ein Eigenvektor
der Matrix A zum Eigenwert A ist. Die charakteristische Gleichung zur linearen
Dgl. (2.7) lautet daher

p(A) :=det (A — A) = 0.
Dies stellt ein Nullstellenproblem fiir ein Polynom p: C — C (vom Grad n) dar
und somit eine algebraische Gleichung.

Definition 2.3 Fin lineares System aus verzégerten Dgln. mit Verzdgerungen
T < -+ < T, besitzt die Form

m

y'(t) = Aoy(t) + Z Ayt —7) (2.9)

=1

mit konstanten Matrizen A; € R™" firi = 0,1,....,m und A; # 0 fir ¢ =
1,....m.
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Ein lineares System inklusive nur einer Verzdgerung lautet dann

y'(t) = Ay(t) + By(t —7) (2.10)

mit Matrizen A, B € R™*".

Satz 2.4 Ein lineares System aus verzégerten Dgln. (2.9) mit Verzdgerungen
71 < -+ < Ty, hat folgende Eigenschaften.

1. Die Menge der Losungen auf einem Intervall [—7,,,T) CR mit0 < T < o0
bilden einen Vektorraum tiber R bzw. C.

2. Lésungen von AWPen existieren fir alle t > —7,, und sind eindeutiq.

Beweis:

1. Sei K = R oder K = C sowie [ = [—7,,,T). Sind 2,y : I — K Losungen, dann
folgt

(z+y) ) = 2'(t) + /(t) = Agx(t +2Axt—n+Aoy +ZAzyt—Tz

m

= Ao(x(t) +y(t) + > Aia(t — ) + y(t — 7))

=1

fiir ¢t € I. Somit ist x + y wieder eine Losung. Mit a € K folgt

(@ ©) = /() = Aoyl + Y Al — 7))

= A (ay(t)) + Z A (ay(t — 7))

fiir t € I. Also ist ay auch eine Losung.
2. Die rechte Seite der Dgl. f: R™ x R™ x --- x R"® — R" lautet
f(y7zlv s 7Z’m) = A0y+ ZAzzl
i=1

und ist beliebig oft stetig differenzierbar. Dadurch sind die Voraussetzungen aus
Satz 2.1 iiber Existenz und Eindeutigkeit von Loésungen erfillt. Sei || - || eine
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beliebige Vektornorm und || - ||, die induzierte Matrixnorm (Operatornorm). Eine
Abschétzung zeigt

121l = [ Aoy + 3 Az
=1

< [l Aoyl + Y 1 Aszi]
i=1

< [ Aollllyll + > 1ALzl
i=1

Dadurch ist die Bedingung (2.4) aus Satz 2.2 erfiillt mit den Konstanten ¢ = 0
und ¢; = ||Ai]|« firi =0,1,...,m. O

Wir machen wieder den Ansatz der Form (2.8) fiir eine Losung des verzogerten
Dgl.-Systems (2.9). Einsetzen in das System ergibt

AeMoy = eM A + Z M) A,

i=1

Division durch e liefert
AV = A(]’U + Z e_)\TiAZ'U.
i=1

Wir ordnen die Terme um zu

(M — Ay — Ze_/\”Ai)v —0.
=1

Diese Bedingung fiihrt auf die folgende Definition.

Definition 2.4 Die charakteristische Gleichung eines linearen Systems mit meh-
reren Verzogerungen (1.9) lautet

g(\) := det ()\I — Ay — Zm: e*TiAi) =0 (2.11)

i=1

mit der Unbekannten A € C. Die Losungen dieser Gleichung werden als Eigen-
werte des Dgl.-Systems bezeichnet.

Die Bedingung (2.11) stellt eine transzendente Gleichung dar, wodurch die prak-
tische Losbarkeit erheblich erschwert wird. Die Funktion g : C — C aus (2.11)
ist eine ganze Funktion, d.h. sie ist holomorph und somit analytisch iiberall in C.
Ganze Funktionen besitzen (unter anderem) die Eigenschaften:
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i) Es gibt hochstens abzéhlbar viele Nullstellen in C.

ii) Jede Nullstelle ist isoliert.

Aus (ii) folgt, dass die Nullstellenmenge keinen Haufungspunkt in € besitzt.

Lemma 2.1 Zu o € R gibt es in der Halbebene {z € C : Re(z) > o} hdichstens
endlich viele Losungen der charakteristischen Gleichung (2.11). Falls es eine Fol-
ge (A\j)jen C € aus paarweise verschiedenen Losungen gibt, dann gilt Re()\;) —
—o0 fiir j — oo.

Beweis:

Sei o gewdhlt und E' = {z € C : Re(z) > o} sowie B, = {z € C : |2| < r} fir
beliebiges r > 0. Die Losungen von (2.11) sind genau die Nullstellen einer ganzen
Funktion.

Angenommen es gibt eine unendliche Folge (\;);en aus paarweise verschiedenen
Nullstellen in E. Die Menge £ N B, mit » > 0 kann nur endlich viele Nullstel-
len enthalten. Anderenfalls géibe es laut dem Satz von Bolzano-Weierstrafl in der
kompakten Menge B, einen Haufungspunkt der Folge. Damit folgt notwendiger-
weise |\j| — oo fir j — oco. Wir betrachten die Matrizen

)\jT'L

1 N 1 e~
Oj:)\_j(/\jI_AO_Ze J Az>:]_)\_AO_Z )\j Az
i=1

i=1 J

fir 7 € N mit \; # 0. Es ist

1 m
det(Cj) = F det ()\]I — AO — Ze/\jTiAi) =0

J =1

fiir alle j. Wegen \; € E gilt die gleichméfige Abschétzung

|e—>\j7’i — e—Re(A]')Ti <

elolm fiir ¢ < 0.

{1 fiir o > 0,

Damit folgt C'; — I. Dies liefert mit der Stetigkeit der Determinante den Wider-
spruch

1 = det(I) = det ( lim Cj) = lim det(C}) = 0.

J—00 J—00

Also kann es hochstens endlich viele Nullstellen in F geben. U

Lemma 2.2 Ist A € C eine Lisung der charakteristischen Gleichung (2.11),
dann ist auch der konjugierte Wert \ eine Lisung.
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Der Beweis folgt daraus, dass sich die Konjugation durch alle beteiligten Rechen-
operationen, die in der Gleichung (2.11) enthalten sind, hindurchzieht.

Im allgemeinen gibt es abzéhlbar unendlich viele (paarweise verschiedene) Losun-
gen der charakteristischen Gleichung (2.11). Damit existieren auch unendlich viele
linear unabhéngige Losungen der Form (2.8). Es kann noch weitere linear un-
abhéingige Losungen geben.
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3 Stabilitét

In diesem Kapitel untersuchen wir die Stabilitdt von stationdren Losungen zu
verzogerten Dgln. Nicht mehr betrachtet wird die Stabilitdt von periodischen
Losungen.

3.1 Stationire Losungen

Der folgende Begriff wird wie bei gewohnlichen Dgln. definiert.

Definition 3.1 Gegeben sei ein System aus verzégerten Dgln. (1.9) mit einer
rechter Seite f : DX D x---x D — R" (D CR"). Esist y* € D ein stationdrer
Punkt oder eine stationdre Lisung, falls y(t) = y* firt € [—7,,,00) eine Lisung
des Systems ist.

Satz 3.1 In der Situation aus Definition 3.1 ist y* € D genau dann ein stati-
ondrer Punkt, wenn

flsy* ...,y =0. (3.1)
Beweis:

»,=": Sei y(t) = y* fiir t > —7, eine Losung. O.E.d.A. sei n = 1. Die Dgl. ist fiir
tg > 0 erfiillt. Es folgt

0=1y'(to) = f(y(to),y(to), ... y(to)) = fy" 4" ....y").
L= Fir y(t) = y* bei t € [—7,, 00| folgt offensichtlich y/(¢) = f(y*,...,y*) =0
fiir alle £. Die Dgl. ist somit erfiillt. 0

Die Bedingung (3.1) stellt ein nichtlineares System aus n Gleichungen fiir die
unbekannten Komponenten yj, ...,y dar.

Bemerkung 3.1 Bei Dgln. mit verteilter Verzogerung (1.11) werden stationére
Punkte wie in Definition 3.1 festgelegt. Mit der Eigenschaft einer Wahrschein-

lichkeitsdichte gilt
/ Yy g(r)dr = y*/ g(t) dr = y~,

Tmin Tmin

wodurch auch die Bedingung f(y*,y*) = 0 folgt.
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Beispiel 3.1 Wir greifen das Beispiel 1.2 auf:

Nty =rN(r) (1 - W)

Fiir einen stationdren Punkt ergibt sich das Nullstellenproblem

N*
N*(l— ): .
T % 0

Die Losungen lauten N7 = 0 und N5 = K. Es entstehen die gleichen stationdren
Punkte wie bei der entsprechenden gew. Dgl. (7 = 0).

Beispiel 3.2 Wir untersuchen das SIR-Modell aus Beispiel 1.4. Die Nullstellen-
bedingung (3.1) liefert das Gleichungssystem
BS*I* —~I* =0
~I[* —~T" = 0.
Es liegt somit nur eine Gleichung vor. Wir verwenden —gS*I* + vI* = 0.

1. Fall: I*=0 (,infektionsfrei“)
Die Gleichung ist hier stets erfiillt. Die Menge der stationdren Punkte lautet

{($*,0,R")" : S*€R, R* € R}.

2. Fall: I*#0 (,endemisches Infektionsgeschehen*)
Division der Gleichung durch I* fiithrt auf —355* + v = 0. Die Menge der stati-
ondren Punkte ist nun

{(g,l*,R*)T . I* ¢ R\{0}, R* ¢ R}

Unter der Voraussetzung der Nichtnegativitit der Losung sowie der Normierung
S+ I+ R =1 ergeben sich die stationdren Punkte

{(5*,0,1—5*)T : 0§5*§1}u{(g,[*,1—g—1*f : O<I*§1—%}.

Die Stabilitét fiir stationédre Losungen wird wie bei gewohnlichen Dgln. definiert.
Den Abstand zwischen zwei Anfangswertvorgaben yo, %o : [—7m,0] — D quanti-
fizieren wir mit der Metrik (2.6). Ein einzelner Anfangswert yo € D wird dann
konstant als Funktion fortgesetzt. Wir nehmen an, dass AWPe stets eindeutige
Losungen fiir alle t > —7,,, besitzen.
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Abbildung 7: Darstellung der Stabilitdt einer stationdren Losung.

Definition 3.2 Gegeben sei ein stationdrer Punkt y* eines Systems verzégerter
Dgln. und sei y die Losung zu Anfangswerten yo. Der stationdre Punkt heifst
stabil, falls zu jedem € > 0 ein & > 0 existiert mit

d(y",y0) <0 = |ly" =yl <& fir allet > 0.
Der stationdre Punkt heifit attraktiv, falls ein 6 > 0 existiert mit
d(y"sy0) <o = lim " —y()[2 = 0.

Der stationdre Punkt heifst asymptotisch stabil, wenn er stabil und attraktiv ist.

Bemerkung 3.2
i) Die (einfache) Stabilitét aus Definition 3.2 wird auch als Lyapunov-Stabili-
tét bezeichnet.
ii) Es gibt stationdre Punkte, die attraktiv, aber nicht stabil sind.

iii) Die Konvergenzbedingung bei der Attraktivitit ist dquivalent zu
limy o0 y(t) =y
iv) Falls ein stationdrer Punkt nicht isoliert ist, dann kann er nicht attraktiv

und somit nicht asymptotisch stabil sein.

Wir interessieren uns nun fiir Kriterien, welche die (asymptotische) Stabilitéit
einer stationdren Losung bestimmen.
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3.2 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten ein lineares System aus verzogerten Dgln. (2.9) mit Verzogerungen
71 < +++ < Tm, siche Definition 2.3. Der Definitionsbereich der rechten Seite f ist
daher R™ x R™ x --- x R". Fiir einen stationdren Punkte gemé&fl Definition 3.1
ergibt sich mit Satz 3.1 die Bedingung

(iA)y:o

Sei A = Ay+ Ay +---+ A,,. Die Bedingung ist daher y* € kern(A). Es folgt eine
Fallunterscheidung.

1. Fal. A regulér
Es ist y* = 0 der einzige stationdre Punkt. Somit ist dieser isoliert. Dieser stati-
ondre Punkt kann asymptotisch stabil sein oder nicht.

2. Fall.: A singuléar

Es gibt einen Untervektorraum U C R™ mit dim(U) > 1 aus stationdren Punk-
ten. Dadurch gibt es keinen isolierten stationiren Punkt. Somit gibt es keinen
asymptotisch stabilen stationdren Punkt.

Satz 3.2 Gegeben sei ein lineares System aus verzigerten Dgln. (2.9). Somit ist
y* = 0 ein stationdrer Punkt.

i) Ist y* = 0 stabil, dann ist jede Losung eines AWPs jeweils beschrinkt.
ii) y* = 0 ist genau dann attraktiv, wenn fir jede Losung eines AWPs gilt

lim y(t) = 0. (3.2)
t—o00
Beweis:

i) Es bezeichne || - || die Euklidische Vektornorm. Sei y eine beliebige Losung
mit Anfangswerten nicht identisch null. Wir setzen § = ay mit

o= —< max ||y(t)||)1 > 0.

tE[—7m,0]

Damit ist (0, o) = $ < é. Es folgt [|§(t)|| = [|5(t) — y*|| < ¢ fiir alle ¢ > 0,
siehe Definition 3.1. Dadurch gilt

ly@I = 59Ol = g 19O1 < =

fir alle t > 0.

25



ii) Ist (3.2) fiir alle Losungen erfiillt, dann auch fiir diejenigen mit d(0,yy) < 6
fiir beliebiges 6 > 0.

Sei umgekehrt (3.2) fiir d(0,yy) < ¢ erfiillt. Sei y(t) eine beliebige Losung
mit Anfangswerten nicht identisch null. Wir setzen § = ay mit « wie in (i).
Wegen d(0,gy) < 0 folgt g(t) — 0 fir ¢t — oo, siehe Definition 3.1. Somit
gilt ebenfalls y(t) = 2¢(¢) — 0 fiir t — oo. O

[0}

Satz 3.3 Es sei ein lineares System aus verzogerten Dgln. (2.9) gegeben. Gibt es
einen Eigenwert A € C mit Re(\) > 0, dann ist der stationdre Punkt y* = 0 nicht
attraktiv. Gibt es einen Eigenwert A\ € C mit Re(\) > 0, dann ist der stationdre
Punkt y* = 0 weder stabil noch attraktiv.

Beweis:

Sei A € C ein Eigenwert. Dann gibt es eine zugehorige Losung (2.8) mit v # 0.
Es bezeichne || - || die Euklidische Vektornorm. Also gilt ||v|| # 0. Es folgt

ly@)ll = [|eXo]] = [eX] llv]l = "™ o]l = e [|u].

Gilt Re(A\) > 0, dann folgt ||y(¢)]] > [jv]| > 0 fiir alle ¢ > 0. Laut Satz 3.2 (ii)
kann y* = 0 nicht attraktiv sein, da (3.2) nicht gegeben ist.

Gilt Re(A) > 0, dann folgt ||y(t)|| — oo fiir ¢ — oo. Daher ist die Losung nicht
beschrankt und es gilt nicht (3.2). Mit Satz 3.2 (i) und (ii) kann y* = 0 nicht
stabil oder attraktiv sein. 0

Satz 3.4 Es sei ein lineares System aus verzogerten Dgln. (2.9) gegeben. Der
stationdre Punkt y* = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, wenn fiir alle Eigen-

werte A € C gilt Re(\) < 0.

Beweis:

Nach Satz 3.3 ist die Bedingung Re(\) < 0 fir alle Eigenwerte notwendig fiir die
asymptotische Stabilitat.

Dass diese Bedingung hinreichend fiir die asymptotische Stabilitdt ist, wird im
Beweis zu Theorem 4.3 in [20] gezeigt. O
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Bemerkung 3.3 Bei linearen Systemen aus gewéhnlichen Dgln. (2.7) kann die
Stabilitat und Attraktivitat eindeutig anhand der Jordanschen Normalform der
Matriz A erkannt werden. Im Gegensatz dazu erhalten wir bei linearen Systemen
aus verzégerten Dgln. keine Aussage oder weiteres Kriterium im Fall Re(A) <0
fiir alle Figenwerte .

Lemma 3.1 Ist in einem linearen System aus verzégerten Dgln. (2.9) die Matriz
Ao+ AL + -+ + A, singuldr, dann liegt mit A = 0 ein Eigenwert vor.
Beweis:

Sei v € kern(Ap + A1 + - -+ + A,,)\{0}. Fiir Ao = 0 folgt

()\0] — Ag — i e)\oTiAi>U = — (A() + i A1>U =0.
i=1 i=1

Also ist A\g = 0 ein Eigenwert der verzogerten Dgl. 0

Im Fall einer singuldren Matrix folgt aus Lemma 3.1 und Satz 3.4, dass y* = 0
nicht asyptotisch stabil sein kann. In Bemerkung 3.2 wurde bereits festgestellt,
dass y* = 0 nicht asymptotisch stabil sein kann, falls A singuléar ist.

Wir betrachten noch ein lineares System (2.10) mit einer Verzogerung. Im Grenz-
fall 7 = 0 entsteht das lineare System aus gewohnlichen Dgln. ¢ = (A + B)y.
Die folgenden Resultate zeigen, dass kleine Verzogerungen die Stabilitéit nicht
zerstoren.

Lemma 3.2 Seien p1, ..., pux die paarweise verschiedenen Figenwerte der Matrix
A+ B, 0 € R mit 0 < min{Re(p1),...,Re(ux)} und 6 > 0 beliebig. Dann gibt
es ein 19 > 0, so dass falls fiir ein 7 € (0,7) und ein A € C gilt

det (M — A— eV B) =0,

dann folgt Re(\) < o oder |\ — p;| < § fir ein i.
Beweis: sieche Theorem 4.4 in [20)]

Satz 3.5 Es gelte Re(u) < 0 fiir alle Eigenwerte der Matrizx A + B. Dann gibt
es ein 9 > 0, so dass beim linearen System aus verzogerten Dgln. (2.10) dann
der stationdre Punkt y* = 0 asymptotisch stabil fir alle 0 < 7 < 79 ist.
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Beweis:

Es sei mit einem € > 0
o =min{Re(u1),...,Re(ur)} —¢ und s = max{Re(u1),...,Re(us)}.

Dann gilt 0,s < 0. Wir wéhlen § = |s| in Lemma 3.2. Fiir einen Eigenwert A € C
der linearen verzogerten Dgl. gilt dann Re(\) < o < 0 oder Re(\) < Re(p;) +0 <
0 fiir ein ¢ wegen |Re(\) —Re(p;)| < |A— | Mit Satz 3.4 folgt die asymptotische
Stabilitét. U

3.3 Skalare lineare Differentialgleichung

Wir untersuchen im Detail die einzelne verzogerte Dgl.

y'(t) = ay(t) +by(t —) (3:3)

mit Konstanten a € R, b € R\{0} und einer Verzogerung 7 > 0. Es ist y* = 0 ein
stationédrer Punkt, welcher fiir a + b # 0 eindeutig ist. Mit Definition 2.4 ergibt
sich als charakteristische Gleichung

A—a—be™=0 &  A=a+be . (3.4)

Auch diese Gleichung ist im allgemeinen nicht explizit 16sbar. Mit A = a + i8
erhalten wir aus (3.4)

a+if = a+ be” @7
—a+ befa‘refi,ﬁ‘r
=a+ be " (cos(f1) —isin(f7)).

Ein Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt das nichtlineare Gleichungssy-
stem

a =a+be " cos(fT)

(3.5)
f = —be T sin(f6T).
In Nullstellenform lautet das Gleichungssystem
fila, B) =a—a—be " cos(fT) =0
(3.6)

fola, B) = B+ be 7 sin(57) = 0.
Lemma 3.3 Ist A € C ein Eigenwert der linearen verzdgerten Dgl. (3.3), dann
gilt
Re(\) < max{0,a + |b]}.
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Beweis:

Fiir Re(\) < 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt. Sei daher Re(\) = a > 0.
Aus der ersten Gleichung in (3.5) folgt

a<a+|be ™ cos(BT)| =a+ |b] - |e” | |cos(BT)| < a+ |b],
—— \T/

<1

was zu zeigen war. 0

Reelle Eigenwerte:

Wir untersuchen den Fall von reellen Eigenwerten, d.h. g = 0. Fiir 8 = 0 ist die
zweite Gleichung erfiillt. Einsetzen in die erste Gleichung liefert

a=a+be . (3.7)
Diese Gleichung kann nicht explizit nach « aufgelost werden.

Wir diskutieren die Gleichung (3.7) weiter. Es sei g1 () = a und go () = a+be™*7,
d.h. gi1(a) = g2(a). Es gilt ¢1(0) = 0 und ¢2(0) = a + b. Fiir b > 0 ist go(cv)
ist streng monoton fallend. Fiir b < 0 ist go(«r) ist streng monoton steigend.
Desweiteren gilt

lim go(a) = a.
a—0o0

1. Fall: a+b>0

In beiden Unterfdllen b > 0 und b < 0 gibt es genau eine Losung g; = ¢ mit
a > 0. Abbildung 8 (links) veranschaulicht diese Situation. Somit ist y* = 0 nicht
stabil.

2. Fall: a+b0<0

Sei b < a. Es folgt b < a < —b. Zudem muss dann b < 0 gelten (sonst a +b > 0).
Dadurch ist go monoton steigend. Im Unterfall a > 0 gibt es fiir hinreichend ho-
hes 7 eine Losung g; = g2 mit o > 0. Abbildung 8 (rechts) zeigt dieses Verhalten.
Folglich ist y* = 0 nicht stabil. Im Unterfall a < 0 gibt es keine Losung ¢; = ¢»
mit o > 0. Stabilitdt oder Attraktivitit ist dann noch nicht entschieden.

Rein imaginire Eigenwerte:

Andererseits betrachten wir den Fall o = 0, wo die Grenze der Stabilitét vorliegt.
Das Gleichungssystem (3.5) vereinfacht sich zu

—a = bcos(AT)
B = —bsin(fT).
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Abbildung 8: Losungen zum Gleichungssystem fiir reelle Eigenwerte bei skalarer
linearer Dgl. mit Verzogerung (Fall @ + b > 0 links und Fall a 4+ b < 0 rechts).

Quadrieren und addieren dieser Gleichungen fiihrt auf
A+ B2=0 = B=+Vb—a?

welches |a| < |b| erfordert. Der Fall |a| = |b] liefert den Eigenwert A = 0, welcher
aber reell ist. Einsetzen in die erste Gleichung und Auflésen nach 7 ergibt

o arccos(—g)' (3.8)

b2 — g2

Satz 3.6 Bei der linearen verzégerten Dgl. (3.3) gilt fir den stationdren Punkt
y*=0:
i) Falls a4+ b >0, dann ist y* instabil,
it) Falls a+b <0 und b > a, dann ist y* asymptotisch stabil,
iii) Falls a+b <0 und b < a, dann gilt mit 70 > 0 aus (3.8), dass y* asympto-
tisch stabil fir 0 < 7 < 19 und instabil fiir T > 1y ist.
Beweis: siche Theorem 4.7 in [20]

Die Aussagen iiber die Instabilitdt in (i) und (iii) haben wir bereits (teilweise)
oben beobachtet. Satz 3.6 gilt auch im Fall b = 0, wobei eine gewohnliche Dgl.
vorliegt.
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Abbildung 9: Naherungen der Nullstellenmengen im Gleichungssystem (3.6).
Nullstellenmenge von f; in blau und von f; in gelb.
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Die Nullstellenmengen der Funktionen f; und f, im Gleichungssystem (3.6) be-
stehen jeweils aus Kurven in der komplexen Zahlenebene. Wir ndhern diese Null-
stellenmengen an. In einem Bereich

{Z:O(—f—lﬂe(]j . amingaéamaxa ﬂmingﬁgﬁmax}

werden die Funktionen auf einem feinen Gitter ausgewertet. Gilt |f;| < n fir ein
i € {1,2} mit einem kleinen Schwellenwert 1 > 0, dann wird der jeweilige Bereich
eingefirbt. Abbildung 9 zeigt die Naherungen zu vier Féllen mit unterschiedlicher
Parameterwahl. Diese Fille stehen im Einklang mit den Aussagen in Satz 3.6.

3.4 Nichtlineare Differentialgleichungen

Wir betrachten zunéchst ein nichtlineares System aus verzégerten Dgln. der
Form (1.3) mit einer Verzogerung. Die rechte Seite f : D x D — R™ (D C R")
sei stetig differenzierbar. Ein stationédrer Punkt y* € D sei gegeben. Wir linea-
risieren das System um den konstanten Zustand y*. Taylor-Entwicklung bis zu
Restgliedern zweiter Ordnung liefert (falls f zweimal stetig differenzierbar)

FW + 0,0 +2) = fy" u) + 57 v T+ 5L, y) 2+ O([13113) + O(I1Z]13)-
=0

Die Funktionalmatrizen A = g—i(y*,y*) und B = %(y*,y*) enthalten partielle
Ableitungen. Mit e(t) = y(t) — y* folgt

e't) =y () = fly(t),y(t —7)) = fe(t) +y" et —7) +y)
= Ae(t) + Be(t — 7) + O([[«(®)[I2) + O(lle(t — 7)I3)-
Es ergibt sich die linearisierte Gleichung
e'(t) = Ae(t) + Be(t — 1),
welches eine lineare verzogerte Dgl. der Form (2.10) ist.

Nun behandeln wir ein nichtlineares System aus verzogerten Dgln. (1.9) mit
Verzogerungen 71 < 7o < -+ < T,,. Die rechte Seite f : D x D x --- x D — R"
(D C R") sei stetig differenzierbar. Eine Linearisierung ergibt analog die Glei-
chung

g'(t) = Ape(t) +ZA€2€—TZ (3.9)

mit den konstanten Matrizen

ay( T ~=82i(y*,...,y*) firi=1,...,m.

Somit liegt eine lineare verzogerte Dgl. der Gestalt (2.9) vor.
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Satz 3.7 Gegeben sei ein nichtlineares System aus verzigerten Dgln. (1.9) mit
stetig differenzierbarer rechter Seite und ein stationdrer Punkt y*. Betrachtet wer-
den die Eigenwerte A € C der zugehdorigen linearisierten Dgl. (3.9).

i) Gilt Re(\) < 0 fiir alle Figenwerte X, dann ist der stationdre Punkt asym-
ptotisch stabil.

ii) Gilt Re(\) > 0 fiir einen Figenwert A\, dann ist der stationdre Punkt insta-
bil.

Beweis: siche Literaturverweise zu Theorem 4.8 in [20]

Bemerkung 3.4 Es gibt keine allgemeine Aussage iiber die (asymptotische) Sta-
bilitat im Fall Re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte A. Dies ist die gleiche Situation wie
bei nichtlinearen Systemen aus gewohnlichen Dgln.

Die Eigenwerte eines linearen Systems aus verzogerten Dgln. (n > 2) zu bestim-
men bzw. zu diskutieren ist schwierig bis unmoglich. Jedoch haben wir bei ska-
laren nichtlinearen verzogerten Dgln. (n = 1) eine linearisierte Gleichung (3.3),
wo Satz 3.6 anwendbar ist.

Beispiel 3.3 Wir greifen die Populationsdynamik mit logistischem Wachstum
aus Beispiel 1.2 und Beispiel 3.1 auf. Die stationdren Punkte sind y* = 0 und
y* = K. Die rechte Seite der verzogerten Dgl. besitzt die Gestalt

fly.z)=ry(1-%)
mit r, K > 0. Die partiellen Ableitungen sind g—i =7(1—2)und & = — =y

1. Fall: y*=0
Die linearisierte Dgl. lautet
g'(t) =re(t).

Wir haben eine Dgl. der Form (3.3) mit a = > 0 und b = 0. Aus Satz 3.6 (i)
folgt, dass der stationdre Punkt £* = 0 stets instabil ist. Mit unserer Diskussion
in Abschnitt 3.3 gibt es einen Eigenwert A mit Re(\) > 0. Mit Satz 3.7 impliziert
somit, dass der stationdre Punkt y* = 0 instabil ist.

2. Fall: y*=K
Die linearisierte Dgl. ergibt sich zu

gt)y=—re(t—r1).

33



Daher erhalten wir die Dgl. (3.3) mit « = 0 und b = —r < 0. Aus Satz 3.6 (iii)
folgt, dass der stationédre Punkt €* = 0 asymptotisch stabil fiir kleine Verzoge-
rungen und instabil fiir grole Verzogerungen ist. Mit Satz 3.7 {ibertragt sich dies
auf den stationdren Punkt y* = 0 zur nichtlinearen Dgl.

Diese Resultate stehen im Einklang mit den Beobachtungen bei den Losungen
von AWPen in Abbildung 1.

Beispiel 3.4 Wir greifen das SIR-Modell aus Beispiel 1.4 und Beispiel 3.2 auf.
Wegen der Normierung betrachten wir nur die Populationen S und I. Wir erhal-
ten ein nichtlineares Dgl.-System mit einer Verzogerung

S'(t)
I'(t)

—BSWI(t) + It —7)
BSOI(E) = ~L(t).

Als stationdre Punkte liegen die Scharen (5*,0) fir 0 < S* < 1 und (3, I*) fiir
0<I*<1-— % (falls % < 1) vor. Wir schreiben die rechte Seite des Dgl.-Systems

als
f(y; Z) — <_/By1y2 + ’722> )

By1y2 — Yy

Die Funktionalmatrizen lauten

of _(—By2  —Pun ﬁ (0~
3_y(y7 ?) = <ﬁyz By —’Y) und 0z (v,2) = <O 0) '

Am stationdren Punkt y* = (y},0)" ergibt sich

A—a_y(y,y)—<0 5?JT—1’Y) und B—g(y,y)_(o 0).

Dadurch ist die erste Spalte in A + B null und diese Matrix somit singulédr. Mit
Lemma 3.1 folgt, dass A = 0 ein Eigenwert der linearisierten Dgl. ist. Das hinrei-
chende Kriterium fiir asymptotische Stabilitdt aus Satz 3.7 ist hier nicht erfiillt.
Wir wissen bereits, dass stationdre Punkte aus dieser Schar nicht asymptotisch
stabil sein konnen, da sie nicht isoliert sind.
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4 Numerische Verfahren

In diesem Kapitel wird die numerische Losung von AWPen zu verzogerten Dgln.

behandelt.

4.1 Runge-Kutta-Verfahren

Wir betrachten ein AWP eines (nichtautonomen) Systems aus gewohnlichen Dgln.

y'(t) = fty®),  ylto) = yo (4.1)

auf einem Zeitintervall [to, tend] (fo < tend). Es sei f : [to, tena) X D — R (D C RY)
stetig in ¢ und lokal Lipschitz-stetig in y. Dadurch ist die lokale Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung gesichert. Die Existenz bis zu t = t.,q wird vorausgesetzt.

Wir moéchten das AWP (4.1) nun n#herungsweise 16sen. Alle géngigen numeri-
schen Verfahren verwenden hierzu ein Gitter mit Zeitpunkten

to <t <ty <tyg<---<tny_1 <ty =tenq- (4.2)

Es bezeichne h,,1 = t,.1 — t, die Schrittweiten. Eine mogliche Wahl sind &dqui-
distante Zeitpunkte ¢, = tog +nh mit h = % fir n =0,1,..., N. Numerische
Losungen y,, ~ y(t,) werden sukzessive berechnet. In einem Einschrittverfahren
wird der Wert y,,.1 nur in Abhéngigkeit des Werts y,, bestimmt.

Der bedeutendste Typ bei Einschrittverfahren sind die Runge-Kutta-Verfahren.
Wir betrachten die zum AWP (4.1) dquivalente Integralgleichung

t
) = ylto) + [ F(s.0(s)) ds. (43)
to
Auf dem Intervall [to, ¢y + hq] folgt aus (4.3)

1
Yo+ h1) = 1o + I / F(to + shy, y(to + shy)) ds. (4.4)
0

Die Idee besteht darin, das Integral in (4.4) durch eine Quadraturformel mit den
Knoten ¢y, ...,¢s € [0,1] und (&duBeren) Gewichten by, ..., bs € R zu ersetzen.
O.E.d.A. sei ¢; < ¢y < --- < c¢g. Es folgt eine endliche Summe

Y1 ="Yo + Z bif(to + ciha, y(to + c;ihy)).

=1
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Das Problem ist nun, dass die Zwischenwerte y(to+ c;hq) a priori unbekannt sind.
Wir erhalten Néherungen fiir die Zwischenwerte wieder mittels der Integralglei-
chung (4.3), d.h.

y(to + Cihl) =% + hl / f(to + Shl,y(to + Shl)) ds.
0

Die beteiligten Integrale werden durch Quadraturformeln ersetzt. Um die Ein-
fithrung neuer Unbekannten dabei zu vermeiden, diirfen nur die gleichen Knoten
c1,...,cs wie zuvor verwendet werden. Es entstehen neue (innere) Gewichte a;;.

Definition 4.1 Fin Runge-Kutta-Verfahren (RK-Verfahren) ist ein Einschritt-
verfahren zur Losung des AWPs (4.1) der Form

erﬂ = Yn + hnta Z aijf(tfwla Y75+1) firi=1,...,s (4.5)
j=1
Ynt1 = Yn + hnt1 Z bif (1> Yoyr) (4.6)

=1

mit tle = t, + ¢ihpy1 und den Knoten c¢; sowie den Gewichten a;; und b; fir
1,7 =1,...,58. Esists die Stufenzahl des Verfahrens.

Ein RK-Verfahren ist eindeutig durch seine Koeffizienten festgelegt. Die Koeffi-
zienten kénnen in einem sogenannten Butcher-Tableau angeordnet werden:

C|aix a2 -+ Qg
Co | Q21 Qg2 -+ Q2
s cl A
oder kurz =
b
Cs | Qg1 Qg2 "+ Agg
bl 52 e bs

mit ¢ € R%, b € R%, A € R**5.

In (4.5), (4.6) liegt die Y-Notation des Verfahrens vor. Eine dquivalente Darstel-
lung eines RK-Verfahrens ist die K-Notation

Koot = Ittt hun Do 0Kiyy)  fir i=1s (47)

j=1
Ynt+1 = Yn + hn—i—l Z szTZH_l (48)
i=1
Dabei werden K}, ..., K5, auch als Inkremente bezeichnet.
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Die Zwischenwerte (auch: Stufenwerte) in (4.5) kénnen als Naherungen
Y7f+1 ~ Y(t, + cihnir) (4.9)

fir = 1,...,s interpretiert werden. Eine naheliegende Forderung ist, dass das
Verfahren eine konstante Funktion f = 1 (y(t, + ¢ihnt1) = Yn + cihni1) exakt
reproduziert. Wir erhalten die Bedingungen

2 ay e
j=1

Diese Gleichung bedeutet, dass die Summe der Gewichte gleich der (relativen)
Lénge des Teilintervalls sein muss. Die Approximation (4.9) ist dann exakt. Im
folgenden setzen wir stets (4.10) voraus.

Das einfachste RK-Verfahren ist das explizite Euler-Verfahren, welches die Formel

Yn+1 = Yn + hn—l—lf(tna yn) (41]‘)

besitzt (s = 1,a;; = 0,b; = 1). Hier ist nur eine Funktionsauswertung von f pro
Integrationsschritt notwendig. Das implizite Euler-Verfahren lautet

Yn+1 = Yn + hn+1f(tn+1u yn+1>

(s = 1,a1;1 = 1,b = 1). Um die neue Néherung zu erhalten, ist jeweils ein
nichtlineares Gleichungssystem fiir die Unbekannte vy, zu 16sen.

Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Ein explizites RK-Verfahren liegt vor, wenn fiir die inneren Gewichte gilt a;; = 0
fir ¢+ < j. Die Matrix A ist somit eine strikte untere Dreiecksmatrix. Wegen
a11 = ajp = -+ = as = 0 folgt YnlJrl = y,. Die Zwischenwerte (4.5) ergeben sich
sukzessive aus
i—1
Vi =tn+ o Y ayf(th,,Yi,) i i=1,..s
j=1

Der Rechenaufwand einer expliziten Runge-Kutta-Methode besteht somit nur in
s Auswertungen der rechten Seite f. Tabelle 2 zeigt die Butcher-Tableaus zu drei
bekannten expliziten RK-Verfahren.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Ist ein RK-Verfahren nicht explizit, so ist es implizit. Folglich gilt a;; # 0 fiir
(Pindestens) ein Paar (i, 7) mit ¢ < j. Jetzt konnen die Zwischenwerte nicht suk-
zessive berechnet werden. Stattdessen liefern die Formeln (4.5) ein nichtlineares
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Tabelle 2: Butcher-Tableaus fiir drei explizite RK-Verfahren: Collatz-Verfahren
(links), Kutta-Simpson-Verfahren (Pitte) und klassisches Runge-Kutta-Verfahren
(rechts).

0
0
0 1] 1 3|3
111 i212 %0%
2 T dped
666 6§ 6 5 &6

Tabelle 3: Butcher-Tableaus fiir drei implizite RK-Verfahren: Gaufl-Runge-Kutta-
Verfahren (links), Trapez-Regel (Pitte) und Ehle-Verfahren (rechts).

3_\/§ l 3_2\/5 O 0 O 0

6 4 12 15 1 1

3+v3 | 3+2v3 1 2|24 3 24
6 12 4 111 4 1
1 1 66 6
‘ 2 2 ‘ 141
6 6 6

Gleichungssystem fiir die Unbekannten Y, ;,...,Y;?, ;. Unter iiblichen Vorausset-

zungen kann das Gleichungssystem ndherungsweise mit dem Newton-Verfahren
gelost werden. Jedoch entsteht ein relativ hoher Rechenaufwand pro Integrations-
schritt im Vergleich zu expliziten Verfahren. Tabelle 3 zeigt die Butcher-Tableaus
zu drei bekannten impliziten RK-Verfahren.

Konsistenz und Konvergenz

Wir befassen uns mit der Konvergenz eines RK-Verfahrens. Dazu wird ange-
nommen, das die Losung y des AWPs (4.1) hinreichend glatt ist. Dies wiederum
erfordert eine hinreichend glatte rechte Seite f beziiglich der Variable y. Es wird
eine beliebige Vektornorm || - || auf R? verwendet.

Definition 4.2 Fin RK-Verfahren (4.5), (4.6) heifit konsistent mit Ordnung p,
wenn p > 1 die grofite ganze Zahl ist, so dass fir alle f € CP gilt

2n+1(tns1) = Yns1ll = O<hZill> (4.12)

firn=20,1,...,N — 1. Dabei entstehen y,4+1 und z,+1 aus dem Anfangswert y; .
Es ist z,q die Losung des lokalen AWPs

Z;H—l (t) - f(t7 Zn—f—l(t))a Zn—i—l(tn) = y: (413)

fir t, <t <tny1. Die Bedingung (4.12) muss gleichmdfig fir alle y: in einem
beschrdnkten Bereich gelten.
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Definition 4.3 Fin RK-Verfahren (4.5), (4.6) heifit konvergent mit Ordnung p,
wenn p > 1 die gréfste ganze Zahl ist, so dass fir alle f € CP auf beschranktem
Intervall [to, tena] gilt

_ — P
max [ly(ta) — yull = O(R7), (4.14)
wobet
h = max h, (4.15)
1<n<N

die maximale Schrittweite bezeichnet.

Die Differenzen in der Norm bei (4.12) werden auch als lokale Fehler bezeichnet.
Dagegen stellen die Differenzen in der Norm bei (4.14) die globalen Fehler dar.
Bei RK-Verfahren und auch allgemein bei Einschritt-Verfahren besteht zwischen
Konsistenz und Konvergenz der folgende Zusammenhang.

Satz 4.1 Ist ein RK-Verfahren (4.5), (4.6) konsistent mit Ordnung p laut Defi-
nition 4.2, dann ist es auch konvergent mit Ordnung p laut Definition 4.3.

Beweis: siche Satz 7.2.2.3 in [22]

Ordnungsbedingungen

Ein RK-Verfahren wird eindeutig durch seine Koeffizienten (d.h. Knoten ¢;, in-
nere Gewichte a;;, &uBeren Gewichte b;) festgelegt. Wir setzen wieder die Bedi-
nung (4.10) voraus. Die Konsistenz des Verfahrens mit Ordnung p liegt vor, wenn
die Koeffizienten gewisse Bedinungen erfiillen, welche durch Taylor-Entwicklung
und Koeflizientenvergleiche zu Termen mit Potenzen der Schrittweite hergeleitet
werden konnen.

Die Konsistenzbedingungen bis Ordnung p = 4 lauten:

S S
4. 3 1
p=1: Eb’i =1 p=4: gbicl- = 4
i=1 i=1
S S
. _ 1 e — L
p=2: gbici = 3 E biajjcic; = 3
i=1 i,j=1
S S
_ 9. 2 _ 1 .02 = L
p=3: E bic; = 3 E bla”cj = 1
i=1 ij=1
S S
P § § : _ 1
b,azjc] = 5 b,-aijajg@ = %
3,j=1 i,j0=1
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Tabelle 4: Ordnung und Stufenzahl bei expliziten RK-Verfahren.

Stufenzahl s 12 3 4 5 6 78 9 10 11 --- 17
maximale Ordnungp 1 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 --- 10
Ordnung p 12 3 4 5 6 7 8
minimale Stufenzahl s 123 4 6 7 9 11
Anzahl Ordnungsbedingungen 1 2 4 8 17 37 85 200

Die Ordnungsbedingungen fiir festes p kénnen bei hinreichend hoher Stufenzahl s
(und damit hinreichend hoher Anzahl an Koeffizienten) erfiillt werden. Bei im-
pliziten RK-Verfahren mit s Stufen kann eine maximale Ordnung p = 2s erreicht
werden. Bei expliziten RK-Verfahren gilt fiir die maximale Ordnung p = s fiir
s <4 und p < s fiir s > 5. Tabelle 4 zeigt genauere Werte.

4.2 Stetige Runge-Kutta-Verfahren

Wir mochten AWPe zu verzogerten Dgln. mit der Schritte-Methode numerisch
lsen. Dies erfordert bei einem Integrationsschritt von ¢, zu t,,1 die Auswertung
der rechten Seite auch fiir die Losung y(t) zu fritheren Zeiten ¢ < t¢,. Ein RK-
Verfahren (4.5), (4.6) liefert jedoch nur diskrete Ndherungen an den Zeitpunk-
ten (4.2). Alternativ kann ein stetiges Runge-Kutta-Verfahren (SRK-Verfahren)
verwendet werden. Andere Bezeichnungen sind kontinuierliches RK-Verfahren
oder Verfahren mit dichter Ausgabe.

Definition 4.4 Gegeben sei ein (diskretes) RK-Verfahren (4.5), (4.6) fir ein
AWP (4.1). Bei einem Interpolanten vom ersten Typ ist eine stetige Ausgabe
n(t) gegeben durch

n(tn + 6hn+1) = Un + hn+1 Z bl<9) f(tﬁz+17 Y7f+1)

i=1
fir 0 < 6 < 1. Die Funktionen b;(0) sind Polynome, die die Bedingungen

erfiillen.
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Mit den Bedingungen an die Polynome folgt sofort
li =
Jim (t + Ohnia) = v

_ (4.16)
lim n(t, + 0hni1) = Ynia
0—1—

fir alle n = 0,1,..., N — 1. Dadurch ist die Ausgabefunktion 7 : [tg, tena] — R?
global stetig.

Definition 4.5 Gegeben sei ein (diskretes) RK-Verfahren (4.5), (4.6) fir ein
AWP (4.1). Bei einem Interpolanten vom zweiten Typ ist eine stetige Ausgabe
n(t) gegeben durch eine Erweiterung

Yll_yn—i_hﬂri»lza/z] n-‘rl?Yﬂ:L-i-l) fﬂT’iZS—I—l,...,T
=1

N(tn + O0hni1) = yn + hpa Z bi(0) f (41, Ynz+1)

=1

fir 0 < 0 <1 mit einem r > s. Die Funktionen b;(8) sind Polynome, die die
Bedingungen

b;(0) =0 firi=1,...,r, () =1firi=1,...,s, b;(1) =0 firi=s+1,...,r
erfiillen.

Auch hier liefern die Bedingungen an die Polynome die Eigenschaft (4.16), d.h.
die Ausgabefunktion 7 : [to, tena] — R ist global stetig.

Sei A € R5*® die Matrix mit den inneren Gewichten des diskreten RK-Verfahrens.
Beim Interpolanten zweiten Typs entsteht eine erweiterte Matrix Aq., € R™" aus

inneren Gewichten
A A 0
erw T A* A**

mit A* € Rr—=9)%s ynd A* € Rr—s)x(—s),
Ein Interpolant ersten Typs oder zweiten Typs liefert jeweils ein SRK-Verfahren.
Bei Interpolanten vom ersten oder zweiten Typ gilt im allgemeinen fiir die Zwi-
schenwerte (4.5) Y,',; # n(tn + ¢ihnt).
Definition 4.6 Ein SRK-Verfahren heif$t natirlich, wenn

bi(Cj) = Gy (417)
firi,g=1,...,8 bzw. 1,5 =1,...,7 gilt.
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Satz 4.2 Fin SRK-Verfahren ist genau dann natirlich, wenn bei allen AWPen
Vi =0ty + cihpyr) firi=1,...,s8 bzw. i =1,...,r gilt.

n

Beweis:
0O.E.d.A. betrachten wir einen Interpolanten vom zweiten Typ.

»,=: Sei die Bedingung (4.17) erfiillt. Es folgt

n(tn + thn+1) = Un + hn-l—l Z bi(cj) f(tiH—h YTﬁ—Q—l)

i=1
= Yn + hnt1 Z aj; f(tfv,ﬂa erﬂ) = Yr{H
i=1
firg=1,...,r.

,<=“: Sei umgekehrt Y7, = n(t, + ¢jhny) fiir j = 1,...,r. Es folgt durch
Subtraktion und Division durch h,,

r

Z(bi(cj) — i) f(th iy, Yy) = 0.

i=1

Wir wahlen f(t,y) = Lg(t) mit dem k-ten Lagrange-Basispolynom zu den Stiitz-
stellen ¢} ,,...,t ;. (Bei mehrfachen Knoten verwende eine reduzierte Stiitz-
stellenmenge.) Es folgt by(c;) —ajp, =0fir k=1,...,r. O

Konsistenz und Konvergenz

SRK-Verfahren besitzen eine eigene Konsistenzordnung fiir die gesamte Ausga-
befunktion.

Definition 4.7 FEin Interpolant vom ersten Typ oder vom zweiten Typ, siehe
Definition 4.4 und Definition 4.5, heifit konsistent mit gleichmdfliger Ordnung q,
wenn q > 1 die grifite ganze Zahl ist, so dass fir alle rechte Seiten f € C? bei
den lokalen AWPen (4.13) gilt

max |z,41(t) — n(t)|| = O(h 1)

tn StStn+l

fir allen=0,1,...,N — 1.

Fiir ein SRK-Verfahren dieser Art gilt folgende Konvergenzaussage.
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Satz 4.3 Gegeben sei ein Interpolant ersten oder zweiten Typs, der konsistent
mit gleichmdfiger Ordnung q ist. Sei das zugehorige (diskrete) RK-Verfahren
konsistent mit Ordnung p. Dann gilt im SRK-Verfahren

max |ly(t) —n(t)|| = O(h?)

to StStend

mit der Ordnung § = min{p, q + 1} und der maximalen Schrittweite (4.15).

Definition 4.8 Ein (diskretes) RK-Verfahren (4.5), (4.6) mit Konsistenzord-
nung p heifit superkonvergent, wenn fir jeden Interpolanten ersten Typs, siehe
Definition 4.4, mit gleichmdfiger Konsistenzordnung q gilt ¢ < p.

Ordnungsbedingungen

Wir schreiben einen Interpolanten ersten Typs um in die Formel eines RK-Ver-
fahrens mit Schrittweite h, 1 = 6h,.1. Fiir 8§ > 0 gilt

’ - Qi i i .
er+1:Z‘/n—i-ﬁhn“z:#f(th,YnH) fir i=1,...,s
j=1

—bi(0) , ;
n(tn + ‘ghn-l—l) = Un + 9hn+1 Z %f(trﬁla Yn—i—l)'

=1

Die Forderung (4.10) kann einfach durch 6 dividiert werden. Die Koeffizienten
%, @, % konnen in die Konsistenzbedingungen aus Abschnitt 4.1 eingesetzt
werden. Es folgen fiir einen Interpolanten ersten Typs die Konsistenzbedingungen

bis Ordnung p = 4:

i=1 =1

pIQI sz(e)CZ = %92 Zbi(e)aijcicj = %64
i=1

ij=1

p=3: Zbi(e)c? = 30 Zbi(Q)aijCZ = 56
=1

2,j=1

sz(e)aij(?j = %93 Zbi<9)aijaﬂce = igll

i,j=1 i,5,0=1

Bei einem Interpolanten zweiten Typs gelten die analogen Ordnungsbedingungen
mit Summen bis r.
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Bei einem Interpolanten ersten Typs sind alle Koeffizienten a;; und ¢; bereits
durch das zugehorige (diskrete) RK-Verfahren gegeben. Fiir die Gewichte b; wer-
den dann Polynome vom Grad (hochstens) v angesetzt, d.h.

bi(0) = Bio + Bi10 + Bind* + - + B 0"

fir ¢ = 1,...,s. Es gilt ;o = 0 wegen der Bedingung 6;(0) = 0 fiir ¢ =
1,...,s. Dieser Ansatz kann in die Ordnungsbedingungen eingesetzt werden. So-
mit kénnen die Koeffizienten (3; ; bestimmt werden.

Beispiel 4.1 Wir betrachten das explizite Euler-Verfahren (4.11), welches die
Stufenzahl s = 1 und die Konsistenzordnung p = 1 besitzt. Es gilt a;; = 0,
by = 1. Fiir ein SRK-Verfahren liefert die Ordnungsbedinung fiir p = 1 direkt das
Polynom

bi(6) = 6.

Die Bedingungen b;(0) = 0 und b;(1) = 1 sind auch erfiillt. Die Ordnungsbedin-
gung fiir p = 2 gilt nicht, da

b1(9)01 =60-0=0 % %‘92

Also ist die gleichméfiige Konsistenzordnung ¢ = 1 im SRK-Verfahren. Die Funk-
tion 7 ist hier global ein Polygonzug.

Beispiel 4.2 Die Trapezregel besitzt die Stufenzahl s = 2 und die Konsistenz-
ordnung p = 2. Es gilt a1y = a12 =0, as; = a9y = % Als Polynome wird angesetzt

b(6) = —10(0—2) und  by(6) = 16%

2

Offensichtlich gilt b;(0) = b2(0) = 0 und by (1) = by(1) = 3. Wir iiberpriifen die
Ordnungsbedingungen

p=1: bi(0) +bo(0) = —10° + 6+ 16> = ¢
p=2: crbi(0) + caba(0) = 0+ (—360(6 — 2)) +1- 16% = 16°.

Die Ordnungsbedingung fiir p = 3 kann nicht erfiillt sein, da eine Linearkom-
bination der beiden Polynome b;(6), b2(¢) nur vom Grad 2 ist. Damit ist dieses
SRK-Verfahren gleichméflig konsistent mit Ordnung ¢ = 2.

Satz 4.4 Fir einen Interpolanten vom ersten oder zweiten Typ mit gleichmdji-
ger Ordnung q muss mindestens ein Polynom b;(6) einen Grad v > q besitzen.
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Beweis:

Die Bedingungen fiir eine Ordnung ¢ sind von der Gestalt
D aibi(6) = 6
i=1

mit ay,...,as; € R und v € R\{0}. Die linke Seite ist somit eine Linearkombina-
tion der Polynome b;(6). Eine solche Bedingung kann also nur erfiillt sein, wenn
mindestens ein Polynom einen Grad > ¢ hat. OJ

Der nachfolgende Satz zeigt, dass Polynomgrade v = ¢ ausreichend sind.

Satz 4.5 Ein (diskretes) RK-Verfahren (4.5), (4.6) habe eine stetige Ausgabe
n(t) der gleichmdfigen Ordnung q und Polynomgrad v > q. Dann gibt es eine
andere stetige Ausgabe 7(t) mit gleichmdfiger Ordnung q und Polynomgrad q.

Bemerkung 4.1 In der Situation von Satz 4.5 ist es auch vorteilhaft, den Poly-
nomgrad q zu verwenden. Anderenfalls kann in den hoheren Ableitungen n'® fiir
q < k < v bei den Gitterpunkten t, im Grenzfall h — O ein kritisches Verhalten
auftreten.

Satz 4.6 Gibt es zu einem (diskreten) RK-Verfahren (4.5), (4.6) einen Inter-
polanten ersten Typs mit gleichmdfiger Ordnung q > 2, dann existiert auch ein
Interpolant mit der gleichmaf$igen Ordnung ¢ € {1,2,...,q— 1}.

Satz 4.7 Zu jedem (diskreten) RK-Verfahren (4.5), (4.6) mit Ordnung p > 1
gibt es einen Interpolanten ersten Typs mit gleichmdffiger Ordnung q fir alle
g=12,... 2]

Dieser Satz schlieit nicht aus, das Interpolanten ersten Typs mit hoherer Ordnung
existieren konnen, was Beispiel 4.2 zeigt. Dies gilt auch fiir explizite RK-Ver-
fahren.

Tabelle 5 zeigt die minimale Stufenzahl s, die ben6tigt wird, damit ein Interpolant
ersten Typs mit einer Ordnung ¢ zu einem expliziten RK-Verfahren existiert. Fiir
q > 7 ist die minimal benotigte Stufenzahl s > 2q — 2.
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Tabelle 5: Ordnung und minimale Stufenzahl bei expliziten SRK-Verfahren.

Ordnung pbzw.q 1 2 3 4 5 6 7 8
Stufenzahlin RK 1 2 3 4 6 7 9 11
Stufenzahlin SRK 1 2 4 6 8 11 >12 > 14

Beispiel 4.3 Wir betrachten das klassische Runge-Kutta-Verfahren, siche Ta-
belle 2. Die Stufenzahl und die diskrete Konsistenzordnung sind s = p = 4. Ein
zugehoriger Interpolant ersten Typs ist gegeben durch die Polynome

bi(0) = (260% — 20+ 1)0
by(6) = by(6) = (—26 + 1)6?
bs(0) = (30 — 3)0°.

Die gleichméfBige Konsistenzordnung dieses SRK-Verfahrens ist ¢ = 3.

Mehr zu SRK-Verfahren kann in Abschnitt 11.6 aus [9] gefunden werden.

4.3 Verfahren fiir verzogerte Differentialgleichungen

Die Schritte-Methode soll zur numerischen Lésung von AWPen zu verzégerten
Dgln. eingesetzt werden. Dabei sollen RK-Verfahren die entstehenden gewohnli-
chen Dgln. numerisch 16sen. Bei diesem Ansatz entstehen zunéchst die folgenden
drei Schwierigkeiten.

Problem 1: In einem Integrationsschritt von ¢, zu t,.; werden Losungswerte
y(t) fiir manche frithere Zeiten ¢ < t,, benétigt.

Problem 2: Bei groeren Schrittweiten h,, 1 werden auch Losungswerte y(t) fiir
manche ¢, < t < t,.1 benotigt.

Problem 3: Die exakte Losung y besitzt typischerweise Unstetigkeiten in ihren
hohreren Ableitungen bei bestimmten diskreten Zeitpunkten.

Das Problem 1 kann behoben werden, indem ein SRK-Verfahren aus Abschnitt 4.2
verwendet wird.

Wir betrachten ein AWP der Gestalt

{ y/(t) = f(tay(t)ay(t - T(tvy(t>>))v tO S t S tend

(4.18)
y(t) = o(t), —0o <t <ty
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mit der Losung y : [to, tena) — R?. Die Verzdgerung 7 kann von der Zeit und/oder
der Losung abhéngen. Zugehorige lokale AWPe lauten

{ 27/’L+1(t) = f(t7 Zn—l—l(t)’u(t - T(t7 zn-l—l(t))))v tn <1 <tnt1

(4.19)
Zn41 (tn) = Yn,

mit
o(s) falls s <t
u(s) = ¢ n(s) falls tg < s <'t,
Zny1(s) fallst t, < s <t,.;.

Darin ist 7 die kontinuierliche Ndherung aus einem SRK-Verfahren. Eine Schwie-
rigkeit ist natiirlich, dass im dritten Fall z,,; noch unbekannt ist.

Konstruktion des Verfahrens

Die Anwendung eines SRK-Verfahrens auf das AWP (4.18) fiihrt auf den Inte-
grationsschritt

S
Y1 = Un+ hnsa Z aij f (tfﬁ-h Y — 7t Yé—}-l))) ,o1=1...,s

=1
n(t'ﬂ + th-‘rl) = Un + hn+1 Z bl(g)f (tiL+17 erJrlu 77<t:1+1 - T(tiLJrh Y;+1>))
i—1
mit 0 < 0 < 1. Esist t!,, ; = t, + ¢ihpp1. Wirsetzen 0 < ¢; <1firi=1,...,s

voraus, was meistens gegeben ist. Falls mit einer Konstante 7
(t,y) >70>0  fiir tg <t < tepa, y € R
gilt, dann folgt aus h, 1 =t,11 —t, < 7
t—7(ty) <t, fiir t, <t<tp.

Mit dieser Schrittweitenrestriktion wird somit das Problem 2 vermieden. Jedoch
sind dann moglicherweise sehr viele Integrationsschritte notwendig.

Im Fall ¢/, —7(t},, Y, ;) > t, tritt das Problem 2 auf, da die Funktion 7 noch
nicht bestimmt ist. Fiir diesen Fall fithren wir eine uneigentliche Stufe ein

}N/rfﬂ =t — Tty Yasr)): (4.20)
Die zugehorige Stelle 8 > 0 ist dann

T(tﬁz-l—l? Y?’f-‘,—l)

4.21
hn+1 ( )

i _
n+1 = G —
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Als Abkiirzung definieren wir die beiden Félle

Fl (n7 Z) : t§l+1 ( n+1 erJrl) m
Fa(n,i) : tfm+1 ( n+1> YJH) ln.

Es ergibt sich das Verfahren

S

Yr:Jrl yn+hn+lzaz]f ( n+1 n+1,Yn+1) 1= 1,...78
= . (4.22)
n(tn + 0hn+1) = Yn + hn+1 Z bl<0)f (tf@—&—l’ Y75+1’ ?rf—i-l) , 0< 0<1

i=1

mit
- ot hy b (t{l YLV ) falls 7 (n, i),
er+1 _ Y +1 ; n+1 )/ +1 Lnt1r Tnpa alls F1(n, 1) (4.23)
n (tfwrl T(t. 1, Y;H)) falls Fo(n,1).

Hier werden also zusiitzliche Unbekannte Y w1 eingefiihrt. Das RK-Verfahren wird
damit implizit, auch wenn es urspriinglich explizit ist.

Wir schreiben dieses Verfahren in der K-Notation mit den Inkrementen
K:Hrl _f< n+17er+17Y1§+l) fiir i = 17"'73-
Es folgt
K:Hrl f<tn+17 Yn + hn+1 Z az] n+17 Y;+1> 1= 1, ..., S

7j=1

N(tn + O0hni1) = Yo + hnia Z bi(H)Kviwh 0<0<1

i=1
mit
r s 1 S
Yn + hnta Z b; <ci ot T<tiz+1a Yn + Mg Z aifo;H))Ksz
j=1 n /=1
377:}1 _ ) falls Fi(n, i), .

( n+1 T<t 1 Yn + P Z aiZKf;_H))

=1
falls Fa(n, ).

48



Bemerkung 4.2 Ist zudem ein natiirliches SRK-Verfahren gegeben (siehe De-
finition 4.6), dann gilt Y’ ; = n(t, + ¢ihpsr) fiir ¢ = 1,...,s. Es gilt immer
Yn = n(t,). Liegt ein Interpolant vom ersten Typ mit Polynomgrad s vor, dann
erhalten wir die Darstellung

77(tn + Ohpy1) = L0<0)yn + Z Li<9)y7f+1 (4'24)
=1

fir 0 < 6 < 1 mit den Lagrange-Basispolynomen zu den Knoten 0 = ¢y <
¢1 < --- < ¢ < 1. Eine unbekannte uneigentliche Stufe Y, ; (4.20) kann somit
durch (4.24) eliminiert werden unter Verwendung von (4.21).

Konvergenz
Zunéchst zeigen wir ein technisches Lemma.
Lemma 4.1 Sei (a,)nen, eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit ag = 0
und (h,)nen eine Folge positiver reeller Zahlen, fir die gilt
An+1 S eChn-Han + hn+1d
fiir alle n > 0 mit Konstanten c,d > 0. Dann folgt
1 < 43 ettty

=1

fiir alle n > 1. Hier gilt hyy1 + -+ h, =0 falls i > n.

Beweis:
Wir verwenden vollstindige Induktion.
Induktionsanfang n = 1:  a; < e®ag+ hid = dhy
Induktionsschritt n — n + 1:
Uy < €M +ia, 4 hypd < eCh”“d< Z ec(h”ﬁm%")hi) + hnyrd
n . n+1

i=1 i=1

Damit ist die Formel gezeigt. 0
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Definition 4.9 Sei Q = [to, tena] X R? x R Eine rechte Seite f : Q — RY,
(t,y,2) — f(t,y, z) erfillt die Bedingung der globalen Lipschitz-Stetigkeit, wenn f
stetig in t ist und

||f(t,y,2) _f(t7gvz)|| < L ||y_g|| f’lZT’ (t7yv Z),(t,i%Z) S
||f(t7y7 ) f(t Y, < )H <L ||Z—Z” f’d’f’ <t7y72)7(t7y72)69

mit Konstanten L,, L, > 0 gilt.

Das néchste Lemma beinhaltet eine gewisse Lipschitz-Stetigkeit der numerischen
Losungen.

Lemma 4.2 Die Funktion f : [ty,tena] X R x R — R erfiille die globale Lip-
schitz-Bedingung. Es bezeichnet ((t) und n(t) jeweils die numerischen Losungen
der AWPe

{ dnlt) = F(tzm (O, ult = (70 (1), t << ton

Zn+1 (tn) = Zn

{ W, (1) = f(twnn(t),0(t = 7t waga (1)), ta <t <tun
Wpa1(tn) = wy

aus einem SRK-Verfahren. Dann gibt es eine Schrittweite h > 0 und Konstanten
P,Q >0, so dass

max |(t) = n(®)[] < (L +hpn1@)l2n = wall + hnsa P sup lu(t) = v(t)]]

tn <t<tpt1 —00<t<tn41

fiir hpi1 < h gilt.

Beweis:

i) Ein SRK-Verfahren fiir eine gewohnliche Dgl. 4/ = f(¢,y) kann beschrieben
werden durch

n(tn + ehn—I—l) = Yn + hn—&—lqj(tn» Yn, hn-l—lv 0; f)

mit der Inkrementfunktion (auch: Verfahrensfunktion)

U (tn, Yns hint1,0; f) = Zb t;,+17Yni+1)'
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Ist f global Lipschitz-stetig, dann gibt es Konstanten h > 0und Q5 > 0, so dass

”\Il<tn7yn7 hn-‘rhe; f) - \Ij(t’rugn) hn+1,9; f)” S Qf ||yTL - gnH
fiir alle ¢, € [to, tend)s Yn, n € RE, hnyr < by, 6 € 0,1].

Ist f global Lipschitz-stetig, dann gibt es Konstanten fo > 0 und Ry > 0, so dass
19 (tns Yo honr, 05 F) = Ut Yo s, 0; I < Ry sup |[f(ty) = (& 0)]

tn StStn+l 7y€Rd

fiir alle t,, € [to, tend], Pni1 < ;zf, 0 € [0,1] und jede andere rechte Seite f, siehe
Proposition 5.1.2 in [3].

ii) Subtraktion entsprechenden Formeln fiir die SRK-Verfahren zu den beiden
lokalen AWPen der verzogerten Dgln. liefert

1€(tn + Ohni1) = 0(tn + Ol i) |

< [z = Wall + P [[¥ (s 20, hogr 65 fu) = Wt Wiy hngr, 63 o))
Darin ist f,(t,y) = f(t,y,9(t —7(t,y))) fiir g € {u,v}. Es gibt Konstanten h>0
und @, R > 0, so dass fiir h,.1 < h gilt

1 (s 25 o1, 03 fu) = U (En, W B, 03 )|

< VW (tn, 200 havir, 65 fu) = W (En, W, P, 05 fu) |

+ 1 (tn, W, b1, 03 fu) = W, Wy hgr, 0 fo) |
<Qlen—wall +RL s fult = r(t,y)) — vt — (¢, )|

tnStStn+17y€Rd
mit der Lipschitz-Konstante L beziiglich f(¢,y,-). Da 7(t,y) > 0 vorliegt, kann
P = RL gesetzt werden. 0

Nun zeigen wir das Hauptresultat beziiglich der Konvergenz des Verfahrens.

Satz 4.8 Gegeben sei ein AWP (4.18) mit f € CP in [tg, tena] X R x RY, einer
Anfangsfunktion ¢ € CP und einer Verzégerung T € CP in [ty, tena] x R%. Die Git-
terpunkte A = {to,t1,...tn} sollen alle Unstetigkeitsstellen der Ordnung < p in
[to, tena] enthalten. Wenn das zugehirige SRK-Verfahren die diskrete Ordnung p
und die gleichmdfige Ordnung q besitzt, dann ist das Verfahren (4.22),(4.23)

konvergent mit diskreter Ordnung und gleichmdfiger Ordnung § = min{p, g+ 1},
d.h.

max [y(tn) — yall = O(h?) und ~ max |ly(t) —n(t)|| = O(h?)

1<n<N to<t<tend

mit der mazimalen Schrittweite h = max{hq,..., hn}.
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Beweis:

i) Wir betrachten die lokalen AWPe

Z1(t) = ft 2 (), y(t = 7( 2011(1))s te St <tppa
Zny1(tn) = y(tn), (4.25)
y(t) = ot), t<to

fir n = 0,1,..., N — 1. Offensichtlich gilt z,.1(t) = y(t) mit der Losung des
AWPs (4.18). Desweiteren fithren wir lokale Hilfsprobleme ein durch

w:@—&-l (t) = f(ta wn+1(t)7 77(t - T(t’ Wn+1 (t))))7 tn S t S tn-i—l
Wni1(tn) = n(tn), (4.26)
n) = ¢t), t<to

fir n = 0,1,..., N — 1 mit der stetigen Ndherung n(t) fiir t < t,,; aus dem
numerischen Verfahren. Es liegen hier gewohnliche Dgln. vor.

ii) Wir wenden Lemma 4.2 an mit u(t) = y(t), v(t) = n(t), 2, = y(tn), wn = n(tn).
Fiir h < h geniigen die Losungen ¢ und 7 aus (4.25) bzw. (4.26) der Abschétzung

max [[¢() = n()ll < (1+ haarQ)lly(tn) — n(ta)ll + hnia P max [ly(t) —n(1)]

tn StStn+l

(Supremum wird zum Maximum, da y(t) = n(t) fiir ¢ < 0). Desweiteren gilt

[y (tnt1) = n(tnse) | < Ny(tnsa) = ClEnn) |+ 1€ (Ensr) — n(Ens) Il

Da die Unstetigkeitsstellen der Ordnung < p stets in den Gitterpunkten enthal-
ten sind, ist die Losung z,.1 von (4.25) hinreichend glatt in [¢,,¢,.1]. Da das
Verfahren die diskrete Ordnung p besitzt, folgt

|y(tns1) = tasa) | < MAEET + (L + byt @Q)l|y(ta) — n(ta)|
+ hpa P EUP ly(t) —n(®)|l

t_t'rH»l

mit einer Konstanten M > 0. Es sei

e = max [y(t) —n(t)|  wnd B, = maxly(t) — n(0)|
fir n =0,1,..., N. Damit folgt
Hy(tn+1) - n(tn—&-l)H < Mh]::i_-ll + (1 + hn—l—lQ)en + hn-l-lPEn-i-l

und, da die Folgen (e,) und (£,) monoton steigend sind, auch

enp1 < MEETT+ (14 hps1@)en + b1 PEni
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fir n =0,1,..., N — 1. Beziiglich der Interpolanten erhalten wir

max |jy(t) —n(t)|| < max |ly(t) = C@)[+ max () —n(t)].

tngtgtnle tngtgtn+1 tnStStn+1

Mit der Glattheit der Losung z,,; und der gleichméfligen Ordnung ¢ des Verfah-
rens folgt

, max (8 =0l < MBS+ (1+ b @)ll(ta) = n(t)]|
+ ot P max [ly(t) = n(t)]
>ln41

< MR + (1 + hp1Q)en + hny1 PEnys

firn=20,1,..., N —1 mit der Konstante M > 0 wie zuvor. Mit neuer Konstante
R = max{M, P,Q, 1} ergeben sich die Ungleichungen

€ntl S (]. + hn+1R)6n + hn+1REn+1 + hn+1th
max |ly(t) — n(t)|| < (1+ hR)e, + hRE, 1 + RhT!

tnStStn+1
fir n =0,1,..., N — 1 mit der maximalen Schrittweite h. Damit folgt auch
poax Ny —n@ll =, max ly(t) =0l < (A+hR)en +hRE- 11+ Rh

mi einem n* < n.

Wir nehmen an, dass h < min{1, ﬁ, h} gilt. Dadurch ist % <1-—hR <1 sowie
14+ hR <14+ R < 2R. Da die Folgen (e,) und (E,) monoton steigend sind,
erhalten wir

Epi1 < 2Re, + hRE, 1 + Rh*H!

und somit

2R R

< n hq+1
ST R TR

E,
firn=0,1,...,N — 1.

iii) Mit S = R + 4R? ergibt sich zusammen

2R? R? _
Entl < (1+hn+1<R+ 1 —hR)) en + hnt1 (R+ 1 —hR) h?

< (1+ Shpy1)en + hpy1ShY

S eSh"+1€n + hn+15hq

fir n = 0,1,..., N — 1. Zudem ist ¢y = 0. Dadurch kénnen wir Lemma 4.1
anwenden mit ¢ = S und d = Sh?. Benotigt wird nur der Fall n = N

N N
en < Shqz eS(hi+1+"'+hN)hZ, < S heS (tena—to) Z h; = Ses(tcnd—to)(tend _ tO) ha.
=1 =1
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Damit erhalten wir auch

En < 2B ey i+ E-h7 < 4Rey 4+ 2RhT = O(hT) + O(h*+!) = O(h7).

Also sind die Konvergenzen mit Ordnung ¢ nachgewiesen. 0

Bemerkung 4.3 Bei Satz 4.8 wird eine Konsistenz gleichméfig in einem Strei-
fen [to,tena] X RY x R? vorausgesetzt. Diese Eigenschaft ist bei einigen Dgln.
nicht gegeben. Mit einer modifizierten Beweistechnik kann ein kompakter Bereich
Q = [to, tena] X [<7,7]% X [=r,7]? (r > 0) verwendet werden, wo die Konsistenz
gleichméfig gilt, vergleiche Satz 7.2.2.3 in [22]. Analog kann dann auch die globale
Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite f, siehe Definition 4.9, zu einer Lipschitz-
Stetigkeit auf O abgeschwiicht werden, wofiir f € C* bereits hinreichend ist.

Detektion der Unstetigkeitsstellen

Um Problem 3 zu beriicksichtigen wurde in Satz 4.8 angenommen, dass alle re-
levanten Unstetigkeitsstellen der Losung in der Menge der Gitterpunkte A ent-
halten sind. In der Praxis miissen hierzu die Unstetigkeitsstellen wahrend der
Zeitintegration bestimmt werden.

Definition 4.10 FEine Funktion y besitzt bei £ eine Unstetigkeitsstelle der Ord-
nung k, wenn es ein € > 0 gibt, so dass y dann k-mal stetig differenzierbar in
(E—¢,&+4¢), (k+1)-mal stetig differenzierbar in (§—¢, &) sowie (&, {+¢€) ist und die
links- und rechtsseitigen Grenzwerte von y*+Y) bei & existieren aber verschieden
sind.

Nach Definition sind diese Unstetigkeitsstellen isoliert.

Bei Anwendung eines SRK-Verfahrens mit diskreter Ordnung p sind Unstetig-
keitsstellen der Ordnung > p+1 irrelevant, denn es gilt dort y € CP*!. Umgekehrt
miissen Unstetigkeitsstellen £ der Ordnung < p beriicksichtigt werden. Zuséatzlich
(zu Definition 4.10) benétigt, dass die Grenzwerte

lim ¢ lim y® fir £ =1,... 1

Jim 9(¢) und  lim (@) far £=1,...,p+
existieren. Desweiteren soll bei benachbarten Unstetigkeitsstellen £ < £* der Ord-

nung < p gelten, dass y € CP(&, £*). Dies ist bei Losungen von verzégerten Dgln.
mit rechter Seite f € CP typischerweise gegeben.

Liegt eine verzogerte Dgl. mit einer konstanten Verzégerung 7 vor, dann entstehen
Unstetigkeitsstellen nur bei ¢t + k7 fir £k =0,1,2,.... Bei & = to + k7 liegt eine
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Ordnung k vor, d.h. die Ordnung nimmt zu. Unter der Schrittweitenrestriktion
hn,y1 < 7 kann ein AWP {iber die Schritte-Methode sukzessive in Intervallen
[to + k7, to + (k + 1)7] numerisch gelost werden. Dadurch ist die Voraussetzung
in Satz 4.8 erfiillt. Wird eine Methode der Ordnung p verwendet, dann kann fiir
t > tg + pr die Schrittweitenrestriktion aufgehoben werden.

Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall. Liegt bei &_; eine Unstetigkeitsstel-
le der Ordnung k vor, dann verursacht dies bei & eine Unstetigkeitsstelle der
Ordnung £ + 1. Dabei gilt

§e — T(&,y(&)) = &1

Zum numerischen Verfahren betrachten wir ein lokale AWP (4.19). Zur Bestim-
mung der Unstetigkeitsstelle verwenden wir die Gleichung

gﬂ - T(ééa Zn+1(é£)) - 5271 =0.

Jedoch ist z,11 nur eine Néherung der exakten Losung y. Es zeigt sich, dass im
Grenzfall h — 0 auch die Nédherungen &, fiir die Unstetigkeitsstellen gegen die
Unstetigkeitsstellen &, von y konvergieren.

Uber die Detektion von Unstetigkeitsstellen bei Dgln. mit mehreren Verzégerun-
gen sind Beschreibungen enthalten in [18].

Einfaches Runge-Kutta-Verfahren

Wir betrachten ein AWP (4.18) mit konstanter Verzogerung 7 > 0. Ein relativ

einfaches numerisches Verfahren entsteht, wenn wir eine konstante Schrittweite

h = = mit einem m € N verwenden. Problem 2 tritt dann nicht auf, da die

Schrittweitenrestriktion h < 7 gilt. Problem 3 wird beriicksichtigt, da die Unste-
tigkeitsstellen automatisch zu den Gitterpunkten A gehéren.

Die Anwendung eines SRK-Verfahrens liefert

erJrl =Yn+ hzaij f (tiH,erHan(tiH - 7’)) ;o i=1os

j=1
i=1
Die beteiligten Zeitpunkte sind hier einfach

tf'Hl—7':tn—i—cjh—mh:tn_m+cjh:t7jl+17m

fir j = 1,...,s. Verwenden wir ein natiirliches SRK-Verfahren geméfl Definiti-
on 4.6, dann folgt aus Satz 4.2
n(t{z+l) = Yanrl = n(t.72+1 —T) = er+lfm
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fiir j =1,...,s. Es entsteht das numerische Verfahren

erJrl =Yn+ hza” f (t{l+1’YT.Lj+17YT{+17m) ) L= 17 <oy S

J=1

: (4.27)
yn-i-l =Yn + h Z bz f (tjz+17 Y;-{—la Y7f+1—m)
i=1
fir n = 0,1,2,.... Dieses Verfahren wurde iiber ein natiirliches SRK-Verfahren

hergeleitet. Jedoch héngt (4.27) nur von den Koeffizienten des diskreten RK-Ver-
fahrens ab, d.h. ein Interpolant tritt nicht mehr auf. Die folgende Konvergenz-
aussage gilt entsprechend fiir ein diskretes RK-Verfahren.

Satz 4.9 Gegeben sei ein AWP (4.18) mit f € CP in [tg, tena] X R x RY, einer
Anfangsfunktion ¢ € CP und einer konstanten Verziogerung T > 0. Verwendet
werde ein RK-Verfahren mit diskreter Ordnung p und konstanter Schrittweite
h=T,m >1vonty bis to + kT < tena. Dann besitzt das Verfahren (4.27) die
diskrete Ordnung p, d.h.

max |ly(tn) = yal = O(A").

1<n<km

Beweis: siche Proposition 7.1 in [11]

4.4 Verfahren bei verteilten Verzogerungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Losung von Dgln. mit verteilten Verzoge-
rungen, sieche Definition 1.3. Deren AWPe sollen auf AWPe zu Dgln. mit meh-
reren diskreten Verzogerungen oder gewohnlichen Dgln. zuriickgefiihrt werden.
0O.E.d.A. werden autonome Dgln. betrachtet.

Aquivalente einfachere Systeme

In Dgln. mit verteilter Verzogerung (1.11) treten Integrale
A0 = [ vte- gt dr

mit Dichtefunktionen g auf. Ein Anfangswert z(0) kann aus den Anfangswerten
y(—7) fir 7 € [Tiin, Tmax] €rhalten werden. Im Fall y(—7) = yo mit Konstante y
folgt auch z(0) = yo wegen der Normierung der Dichtefunktion.
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i) Exponentialverteilung
Bei einer Exponentialverteilung liegt eine Dichtefunktion
g(1) = G 0" fir >0

mit Parameter ¢ > 0 vor. Somit ist 7, = 0 und 7. = 00. Der zugehorige
Erwartungswert lautet 7 = %. Wir berechnen mit partieller Integration

= %/ y(t —7)0e™ 0 dr = 0/ Y (t—T7)e " dr
0 0

- 9( [—y(t —7)e "] :go - /000 y(t — )07 d7'> = O(y(t) — =(t)).

(1)

Dadurch kénnen wir die Dgl. mit verteilter Verzogerung iiberfiihren in das System
gewohnlicher Dgln.

y'(t) = fy(t), 2(1))
2(t) = Oy(t) — 0z(t).

Beispiel 4.4 Wir betrachten die einfache Dgl. mit verteilter Verzogerung
y'(t) = )\/OO y(t —1)0e™ dr
0

mit Parametern A € R\{0} und € > 0. Es folgt das System gewohnlicher Dgln.

y'(t) = Az(t)

2(t) = Oy(t) — 0z(t).
Daraus 143t sich die gewohnliche Dgl. zweiter Ordnung

2Z'(t) + 02 (t) — O z(t) = 0.

herleiten. Hier sind geddmpfte Schwingungen moglich.

ii) Gammaverteilung

Zur Gammaverteilung lautet die Dichtefunktion

p
g(1) = _FQ( )Tp_le_gT firTt >0
p

mit Parametern ¢ > 0 und p > 0. Der Erwartungswert ist 7 = 5. Wir nehmen im
folgenden ganzzahliges p > 2 an (fiir p = 1 entsteht die Exponentialverteilung).
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Lemma 4.3 Sei y : R — R stetig differenzierbar. Die Funktionen y,y’ sollen
fiir t — —oo hdchstens polynomial anwachsen. Zu einer ganzen Zahln > 1 und
t > 0 betrachte

zp(t) = / y(t —m)er" e dr
0
mit einer Konstante ¢ > 0. Dann gilt
(t) = =020(t) + 201 (t)

fiir n > 2 sowie z1(t) = —0z1(t) + cy(t).

Beweis:

Mit partieller Integration folgt fiir n > 2

d [o.¢] o
2l (t) = —/ y(t —1)er™ e dr = c/ Y (t — )" te 0 dr

= c[ —y(t— T)T”_le_eT} et c/ y(t — 1) (7" — 0" e " dr
=0 0

= / y(t —1)er™ 20 dr — 9/ y(t —1)er™ e dr
0 0
= Zp_1(t) — 0z,(¢).

Fiir n = 1 folgt die Formel fiir 2] wie bei der Exponentialverteilung. 0
Wir wenden Lemma 4.3 an mit n = p und ¢ = %. Aus einer verzogerten

Dgl. (1.11) entsteht ein System aus gewohnlichen Dgln.

y = f(y, )
2y =—0z+cy
2h = —0z + 2

= _eznfl + Zn—2

= —0z, + z,_1.

Hier ist die Bestimmung der Anfangswerte fiir alle Losungskomponenten mit mehr
Aufwand verbunden, auch im Fall konstanter Anfangswerte.

iii) Gleichverteilung

Gegeben sind die Intervallgrenzen 7in < Tmax. Als Abkiirzung setzen wir L =
Tmax — Tmin- Die Dichtefunktion ist nun konstant g(7) = % fir 7 € [Tmin, Tmax]. Der

o8



Erwartungswert ist die Intervallmitte 7 = %(Tmin + Timax)- Mit dem Hauptsatz der
Differential und Integralrechnung folgt

Tmax t—Tmax
/ y'(t—7)dr = —%/ y(s) ds
t

Tmin

-

d Tmax
2 (t) = e /Tmin y(t — 7')% dr =

ST )

Aus einer Dgl. mit verteilter Verzogerung (1.11) entsteht hier ein Dgl.-System
mit zwei Verzogerungen

y(t) = fy(t), z(t))
Zl@) %(y<t - 7-min) - y(t - Tmax))'

Die Anfangswerte z(0) folgen wieder aus den Anfangswerten von y. Ob das alter-
native System vollstédndig dquivalent ist zum urspriinglichen Problem wére noch
zu untersuchen. Bei AWPen der Dgl. (4.28) entstehen typischerweise Unstetig-
keitsstellen in der Losung.

(4.28)

Beispiel 4.5 Wir greifen das SIR-Modell (1.13) aus Beispiel 1.6 auf. Die Dich-
tefunktion beschreibe eine Gleichverteilung auf [Tinin, Tmax]- Sei

It = — / "= 1) dr

Tmax — Tmin Tmin

Es folgt das System aus verzogerten Dgln.

S(t) = —AS()I(t) + 1 (1)

I'(t) = BS(0)1(t) — (1)

R() = 1(t) — (1) (4.29)
J’(t) = 1 (L(t — Tmin) — L(t — Timax))

Tmax —Tmin

mit Konstanten 3,y > 0.

iv) Beta-Verteilung
Bei einer Beta-Verteilung haben wir eine Dichtefunktion
g(t)=C7P(1 — 7)1 fir 7 € [Tmin, Tmax)

mit ganzen Zahlen p,q > 0 und einer Konstante C' > 0 zur Normierung. Der
Spezialfall p = g = 0 stellt eine Gleichverteilung dar. Es gilt hier

g(1) = Z oyt
i=0
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mit n = p + ¢q. Wir erhalten

n

z(t) = /Tmax y(t —7)g(7) dr = Z o /Tmax y(t — 1)t dr = Z a;x;(t),

Tmin =0 Tmin

wobei die Funktionen z; wie folgt definiert sind.

Lemma 4.4 Sei y : R — R stetig differenzierbar. Zu einer ganzen Zahl n > 0
und t > 0 wird

ilt) = / = o) dr

Tmin

gesetzt. Dann gilt

/

xz(t) =y(t— 7_min)Télin —y(t — TmaX)TI’ilaX +ix;1(2)

fir i >0, wobei formal x_1 =0 gesetzt wird.

Beweis:

Differentiation nach der Zeit liefert

d Tmax . Tmax .
zi(t) / y(t — 1)t dr = / y'(t— 1)t dr

N E Tmin Tmin
Tmax .
— [—y(t — T)Ti]::@ + z/ y(t — ) tdr

i

= y<t - TmiH)Tmin - y<t - TmaX)TIilaX + sz—l(t)

fiir ¢ > 1. Im Fall ¢ = 0 folgt

d Tmax Tmax
zy(t) = T / y(t —7)dr = / y'(t—7)dr = y(t — Tmin) — Y(t — Tmax),
was mit der Formel {ibereinstimmt. OJ

Mit Lemma 4.4 erhalten wir ein System aus verzogerten Dgln.

y'(t) = f(y(t), aoxo(t) + anzi(t) + - + anz,(t))
() = y(t — Toin) 7o, — Yt — Tnax) Toay + i1 (1), i=1,...,n
xi)(t) = y(t - Tmin) - ?/(t - Tmax)-

Es entstehen n + 2 Dgln., jedoch liegen nur zwei Verzogerungen vor.
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System aus Quadratur

Wir approximieren das Integral, welches die verteilte Verzogerung beschreibt,
durch eine Quadraturformel. Es folgt

0= [ ot g() dr = Y et - )

Tmin
mit Knoten 7, < 7 < 7o < -+ < Ty < Tmax und reellwertigen Gewichten
Wi, Wa, . .., wn. Dabei soll wegen der Normierung der Dichtefunktion gelten

iwi =1. (4.30)
i=1

Wir erhalten eine Dgl. mit m Verzééerungen
y'(t) = f(y(t),Zw@-y(t - Ti))- (4.31)
i=1

Die Anfangswerte sind aus der urspriinglichen Aufgabenstellung gegeben. Ne-
benbei bewirkt die Bedingung (4.30), dass die stationéren Losungen von (1.11)
und (4.31) iibereinstimmen. Der Rechenaufwand zur numerischen Losung eines
AWPs zu (4.31) steigt mit der Anzahl m der diskreten Verzogerungen an. Daher
sollte die Anzahl der Quadraturknoten moglichst klein gehalten werden.

Die GauB-Quadratur dient zur numerischen Berechnung von gewichteten Inte-
gralen, siehe z.B. [21]. Als Gewichtsfunktion wird hier die Dichtefunktion g ver-
wendet. Diese Quadatur besitzt eine Optimalitéitseigenschaft: Bei m Knoten gilt
in der Gaufl-Quadratur die Exaktheit

/ p(r)g(r) dr =3 wip(r)
Tmin i=1

fiir alle Polynome p mit Grad kleinergleich 2m — 1. Der Polynomgrad ist hier
grofftmoglich bei festem m. Bei einer Gaufl-Quadatur sind alle Gewichte posi-
tiv und sie erfiillen die Bedingung (4.30). Tabelle 4.4 enthélt die Namen der
GauB-Quadratur zu gingigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. In [17] wurde zur
Quadratur eine zusammengesetzte Simpson-Regel verwendet.

Tabelle 6: Gaul-Quadraturen zu Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Verteilung Tréager Name der Quadratur
Gleichverteilung [Tinin, Tmax] GauB-Legendre-Q.

Betaverteilung [Tmin, Tmax] GauB-Jacobi-Q.
Exponentialverteilung [0, 00) GauB-Laguerre-Q.
Gammaverteilung [0, 00) verallgemeinerte Gauf-Laguerre-Q.
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Abbildung 10: Numerische Losungen zu SIR-Modellen mit gleichverteilter
Verzogerung (links) und einer einzelnen Verzogerung (rechts).

Beispiel 4.6 Wir betrachten erneut SIR-Modell (1.13) aus Beispiel 1.6 auf.
Die Dichtefunktion beschreibe eine Gleichverteilung auf [Tiin, Tmax]- Zum einen
wenden wir die Gauf-Legendre Quadratur an. Es entsteht das approximierende
System aus verzogerten Dgln.

S'(t) = =BS(t)I(t) + ’VZwiI(t —Ti)
P(t) = S()I(E) — 211 (1.32)

R(t) = ~I(t) —~ Zwil(t — 7).

Zum anderen haben wir das dquivalente Dgl.-System (4.29) mit zwei Verzoge-
rungen. Wir 16sen nun AWPe zu beiden Systeme (4.29) und (4.32) jeweils nume-
risch in einem Zeitintervall [0,2000]. Die Anfangswerte sind konstant Sy = 0.99,
Iy = 0.01, Ry = 0. Desweiteren wird gesetzt § = 0.1, v = 0.03, 7um = 200,
Tmax = 400. Abbildung 10 zeigt links die Losung fiir das System (4.29) und rechts
die Losung fiir das System (4.32) mit einem Knoten (m = 1). Letzteres entspricht
dem SIR-Modell aus Beispiel 1.4, wo eine einzelne Verzogerung 7 auftritt (hier
gilt dann 7 = 7). Desweiteren enthélt Abbildung 11 die maximale Differenz zwi-
schen den beiden Modellen fiir die drei Lésungskomponenten in ¢ € [0,2000].
Wir beobachten, dass diese Differenzen fiir steigende Anzahl der Quadraturkno-
ten deutlich absinkt. Spéter stagniert diese Differenz, da dann die numerischen
Fehler aus der Zeitintegration der AWPe dominiert.
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Abbildung 11: Maximale Differenz zwischen den Losungen der AWPe zu den SIR-
Modellen mit zwei Verzogerungen und Approximation iiber Gau-Quadratur.

Stetiges Runge-Kutta-Verfahren

Im Fall 7, > 0 und unter der Schrittweitenrestriktion h,, 11 < Ty, kann ein SRK-
Verfahren fiir ein AWP einer (autonomen) verzogerten Dgl. (1.11) mit verteilter
Verzogerung angewendet werden. Das SRK-Verfahren besitzt dann die Gestalt

Yni+1:yn+hn+lzaijf(yg+l,fi+l), i=1,...,8

J=1

n(tn + ehn—‘rl) = Un + hn—i—l sz(9> f (Yni—i-la ]7i+1) ) 0 S 0 S 1

=1

mit den Zwischenstellen ¢!, | = ¢,, + ¢;h,+1 und den Integralen

I, = / ( n(ti+1 —1)g(t)dr, i=1,...,s. (4.33)

Tmin

Ein Interpolant  wird somit in einem Teilintervall [¢/ 41 — Tmax; t) 41— Tmin) iD-
tegriert. Durch die Schrittweitenrestriktion h, 1 < 7, und die Voraussetzung
0<ecy,...,cs <1 wird das Problem 2 vermieden. Die benétigten Integrale lassen
sich meist leicht berechnen, da der Interpolant 7 stiickweise ein Polynom ist.

Im Fall 7, = 0 tritt jedoch zwangslaufig das Problem 2 auf. Hier ist eine geeig-
nete Appproximation des noch unbekannten Integrals durchzufiihren.

Dieses Verfahren ist vorteilhaft, wenn die Integrale (4.33) exakt bestimmt wer-
den konnen. Werden die Integrale (4.33) durch eine Qudraturformel ersetzt, dann
entsteht im wesentlichen die Anwendung eines SRK-Verfahrens auf ein approxi-
matives System (4.31) aus dieser Quadratur.
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5 Anwendungen

In diesem Kapitel besprechen wir Anwendungsfelder fiir die Modellierung mit
verzogerten Dgln.

5.1 Populationsdynamik

Wir gehen vom allgemeinen Modelltyp hin zu konkreten Beispielen.

Modellierung

In biologischen Anwendungen wird die folgende Modellklasse betrachtet, siehe [4].

Definition 5.1 FEin Rekrutierungs-Modell (recruitment model) mit Verzégerung
st eine Dgl. der Form

y'(t) = Bly(t — 7)) — D(y(t)) (5.1)

mit der Populationsgrifie oder Populationsdichte y, einer Reifungsdauer 7 > 0,
einer Geburtsfunktion B : D — R und einer Sterbefunktion D : D — IR mit
R CDCR.

Anfangswerte yo : [—7,0] — R sollen nichtnegativ sein mit y,(0) > 0. Stationére
Losungen y* der verzogerten Dgl. (5.1) sind charakterisiert durch die algebraische
Gleichung

B(y") = D(y"). (5.2)

Bei einem Modell der Form (5.1) sind die folgenden Eigenschaften gewiinscht:

(P1) B(0) = D(0) =0 und B(y) > D(y) fiir hinreichend kleines v,

(P2) es gibt eine Konstante K > 0 mit B(K) = D(K),

(P3) (y = K)(B(y) — D(y)) <0 fiir y € (0, 00)\{K}.

Diese Forderungen sind auch ohne Verzogerung (7 = 0) sinnvoll. Die Eigen-
schaft (P1) bewirkt, dass y* = 0 eine stationédre Losung der Dgl. ist und dass
die Population fiir kleine Werte ansteigt. Die Eigenschaft (P2) bedeutet die Exi-

stenz einer positiven stationdren Losung K, genannt die Kapazitidt. Desweiteren
entsteht bei Vorliegen von (P3) das folgende Verhalten.
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LFal. y>K = B(y)<D(y)
2.Fall. y<K = DBy >D(y)
Dadurch ist die Kapazitdt K als positive stationdre Losung eindeutig.

In Beispiel 1.2 wurde ein verzogertes logistisches Wachstum betrachtet. Die Dgl.
besitzt die Gestalt

N5y =rN(0) (1 - ¥>

=rN(t)— = NE)N({t—7)

mit Konstanten r, K > 0. Die Verzogerung 7 hat die Bedeutung einer verspéteten
Reaktion auf die Uber- oder Unterschreitung der Kapazitit K des Lebensraums.
Diese Gleichung ist nicht vom Typ aus Definition 5.1.

In Beispiel 1.1 trat die lineare verzogerte Dgl.
N'(t)=bN(t—71)—dN(t)

mit Geburtenrate b > 0 und Sterberate d > 0 auf. Jetzt ist 7 die Zeitspanne fiir die
Entwicklung eines Individuums. Dies kann eine Schwangerschaftszeit sein oder die
Zeitspanne von der Eiablage bis zum Schliipfen bei Insekten. Die Eigenschaft (P1)
ist erfiillt genau dann, wenn b > d gilt. Es ist N* = 0 die einzige stationére Losung
(fiir b # d). Daher ist die Eigenschaft (P2) nicht gegeben.

Schmeififliegen-Modell

Die Population der australischen Schaf-Schmeififliege (lucilia cuprina) wurde un-
tersucht. Es ergab sich als Modell die Nicholson-Gleichung

N'(t) =bN(t —7)e N7 _dN(t) (5.3)

mit Eiablagerate b > 0, Sterberate d > 0 und Konstante a > 0, wobei % die Re-
sourcen im Lebensraum der Larven beschreibt. Losungen dieser Gleichung sind
jeweils nichtnegativ. Der Term e N € (0,1] beschreibt eine Uberlebenswahr-
scheinlichkeit der Larven. Fiir IV; = i mit j € N ergibt sich z.B. e7" =~ %,
e~ 2 e N3 & o ete. Die Gleichung (5.3) wird auch als Ricker-Modell oder
Ricker-Wachstum bezeichnet.

Stationdre Losungen der Dgl. (5.3) sind N = 0 und
1 b
Ny=-In|-]. 5.4
2 a n (d) ( )
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Es folgt, dass nur im Fall b > d ein positiver stationérer Zustand existiert.

Die gewiinschten Modelleigenschaften sind mit B(y) = bye~® und D(y) = dy fiir
b > d erfiillt:

(P1) B(0) = D(0) = 0 und fiir kleines y > 0

B(y) =~ by(1 — ay) = by — aby® > dy = D(y).

(P2) Eine positive stationdre Losung ist K = Nj aus (5.4).

(P3) Es gilt B(y) # D(y) fir y # K, da nur K eine positive stationdre Losung
ist. Mit Stetigkeit von B und D hat B — D gleiches Vorzeichen jeweils fiir
y>Kund y < K.

1. Fall: y > K

Der Grenzfall y — oo liefert B(y) — 0 und D(y) — oo. Alsoist B—D < 0.
2. Fall: y < K

Der Grenzfall y — 0 zeigt wie bei (P1), dass B — D > 0.

Mit der Skalierung N = aN ergibt sich aus (5.3) die dquivalente Dgl.
N'(t) =bN(t — 1)e M=) — N (). (5.5)

Sei K = In (%) die zugehorige positive stationédre Losung. Die charakteristische
Gleichung laut Definition 2.4 ist dann

Atd+eMd(In(2)—1) =0.

Eine Stabilitétsanalyse fand statt fiir die Dgl. (5.3) in [24] und fiir die Dgl. (5.5)
in [4]. Es ergeben sich daraus die folgenden Eigenschaften bei der Dgl. (5.3) mit
positiven Anfangswerten:

Es gilt immer  limsup N(¢)

t—o00

Fir b < d folgt lim N(¢) = 0.
t—0

b
< —
~ dae

Fiir d < b < de? ist K asymptotisch stabil.

Fiir b > de? ist K asmptotisch stabil fiir 7 € [0, 79) und instabil fiir 7 > 7y
mit

1 _ ( c2—1) (5.6)
To = ——— arcsin , .
0 dvec? —1 c

wobei ¢ = ln(g) — 1 gilt. Fiir 7 > 79 liegt eine periodische Losung vor.
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Abbildung 12: Losungen von AWPen der Nicholson-Gleichung fiir verschiedene
Verzogerungen 7. Die Population N ist skaliert auf Vielfache von Tausend.
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Abbildung 13: Loésungen von AWPen der Nicholson-Gleichung fiir verschiedene
Verzogerungen 7 im Pseudo-Phasenraum. Die Population NV ist skaliert auf Viel-
fache von Tausend.

Wir 16sen AWPe der Dgl. (5.3) numerisch mit den Parametern b = 5.93, d =
0.212, 2 = 463 aus [7]. Es folgt 7o ~ 2.526 fiir (5.6). Als Anfangswerte setzen
wir konstant Ny = 10. Abbildung 12 zeigt die Losungen fiir verschiedene Wahlen
der Verzogerung 7. Desweiteren enthélt Abbildung 13 die Losungen im Pseudo-
Phasenraum fiir den periodischen Fall und den chaotischen Fall.

Vergleiche von Losungen der Nicholson Gleichung mit Ergebnissen aus realen
Experimenten sind enthalten z.B. in [6, 7].

Stubenfliegen-Modell

Betrachtet werden Populationen der Stubenfliege (pusca domestica). Taylor und
Sokal [23] konstruierten als Modell die verzogerte Dgl.

N'(t)=bN(t—71)(k—beN(t—7)) —dN(t) (5.7)

mit der Eiablagerate b > 0, der Sterberate d > 0, £ > 0 die maximale Eier-zu-
Fliege Uberlebensrate und ¢ > 0 die Reduzierung der Uberlebensrate durch jedes
weitere Ei. Die Positivitiat der Losung eines Anfangswertproblems kann hier nicht
garantiert werden.

Die Bedingung (5.2) fiihrt nun auf eine quadratische Gleichung. Stationére Losun-
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gen der Dgl. (5.7) sind Ny = 0 und

NI = b — . 5.8
2 be b2c (5.8)

Somit ist bk > d erforderlich fiir einen positiven stationédren Zustand.

Die Geburts- und Sterbefunktion sind hier B(y) = by(k — bey) und D(y) = dy.
Unter der Annahme bk > d iiberpriifen wir die Modelleigenschaften.

(P1) Es gilt B(0) = D(0) = 0 sowie fiir kleines y

B(y) = bky — b’cy® > dy = D(y).

(P2) Eine positive stationdre Losung ist K = N; aus (5.8).

(P3) Die positive stationdre Losung ist eindeutig. Wieder mit der Stetigkeit von
B und D hat B — D gleiches Vorzeichen fir y < K bzw. y > K.
1. Fall: y > K
Der Grenzfall y — oo zeigt B — D < 0.
2. Fall: y < K
Der Grenzfall y — 0 ergibt mit (P1) hier B — D > 0.

Wir verwenden die Parameterwahl b = 1.81, d = 0.147, k = 0.5107, ¢ = 0.000226,
7 = 5 aus [23]. Anfangswert ist stets konstant Ny = 10. Abbildung 14 zeigt
die numerischen Losungen zu AWPen mit verschiedenen Verzégerungen. Im Fall
T = 6.5 entstehen negative Losungswerte und die numerische Losung versagt fiir
spétere Zeiten (¢ > 120). Abbildung 15 zeigt zwei dieser Losungen im Pseudo-
Phasenraum.

Populationsmodell mit zustandsabhingiger Verzogerung

Wir betrachten ein Modell fiir eine Population aus Menschen, wobei N die Po-
pulationsgrofie bezeichnet. Zudem sei L > 0 die Lebensdauer eines Individuums,
welche von N abhéngt. Es soll L eine monoton fallende Funktion sein, um den
negativen Effekt aus einer Uberbevolkerung darzustellen. Zudem sei B eine Ge-
burtenrate, die von der Populationsdichte N abhéngt jedoch nicht vom Alter
der Individuen. Die Gesamtanzahl der lebenden Individuen ergibt sich dann zu,
siehe [2, 15],

t

N(t) = / B(N(s)) ds.
t—L(N(t))

Bei einer konstanten Geburtenrate B und einer konstanten Lebensdauer L wiirde
einfach folgen N(t) = BL fiir alle ¢.
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Abbildung 14: Losungen von AWPen der Taylor-Sokal-Gleichung fiir verschiedene
Verzogerungen 7. Die Population N ist skaliert auf Vielfache von Tausend.
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Abbildung 15: Losungen von AWPen der Taylor-Sokal-Gleichung fiir verschiede-
ne Verzogerungen 7 im Pseudo-Phasenraum. Die Population N ist skaliert auf
Vielfache von Tausend.

Sei S eine Stammfunktion des Integranden Bo N. Der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung liefert iiber Differentiation mit der Kettenregel

N'(t) = S(5(6) — 5( ~ L))
= BIN() ~ BOV(E— LIV@))( ~ LN @)N'(0)
= BIN(1) ~ BN(— LIN@)) + BN( ~ LINO)E(NO)N'(1)

Wir erhalten daraus

Ny — BV(D) — BN — LN (1)

= T DN BING — LIV (59)

Es liegt eine verzogerte Dgl. vor, deren Verzogerung von der Losung abhingt.
Dazu ist erforderlich, dass sowohl B als auch L nicht konstant sind. Das Popula-
tionsmodell (5.9) ist nicht von der Form aus Definition 5.1.
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5.2 Verkehrsfluss

Wir betrachten aufeinanderfolgende Fahrzeuge (Kfz) auf einer Strafe.

Einfaches Modell

Es seien n Fahrzeuge hintereinander auf einer Strafle. Das i-te Fahrzeug sei hinter
dem (i + 1)-ten Fahrzeug. Die Positionen und Geschwindigkeiten seien z; und v;
fiir i = 1,...,n. Es gelten die gew6hnlichen Dgln.

i (t) = v(t) (5.10)
fir ¢ = 1,...,n. Fir die Beschleunigungen z7 = v} betrachten wir als Modell
verzogerte Dgln.

vi(t) = a(viga (t — 7) — vi(t — 7)) (5.11)
fir : = 1,...,n — 1 wie in [7]. Die Konstante o > 0 stellt eine Sensitivitit dar,

wéahrend é die Bedeutung einer Relaxationszeit hat. Ein hoher Wert o bedeutet
ein starkes Beschleunigen bzw. Abbremsen. Die Verzogerung 7 > 0 représentiert
eine Reaktionszeit. Fiir das fithrende Fahrzeug verwenden wir die gewohnliche
Dgl.

v, (t) = a0 — v, (1)) + u(?) (5.12)

mit der Zielgeschwindigkeit v > 0 und ggf. einem Quellterm w.

Als Beispiel 16sen wir AWPe der Dgln. (5.10), (5.11), (5.12) fiir zwei Fahrzeuge
(n = 2) in einem Zeitintervall [0,200] mit den Anfangswerten

21(0) =0, x2(0) =1, v1(0) =0, wvy(0)=0.

Als Parameter setzen wir o = % und v = 2. Ein Quellterm
() = —1 fir100 <t <101
= 0 sonst

bewirkt ein abbremsen des fithrenden Fahrzeugs in einem bestimmten Zeitinter-
vall. Fiir die Verzogerung werden die beiden Fille 7 = % und 7 = 2 simuliert.
Abbildung 16 zeigt die Geschwindigkeiten der beiden Fahrzeuge in den beiden
Féllen. Die Zielgeschwindigkeit v wird von den Fahrzeugen erreicht. Zudem wird
die Distanz h = x5 — x1 zwischen den beiden Fahrzeugen in Abbildung 17 dar-
gestellt. Bei der hoheren Verzogerung treten geddampfte Schwingungen bei der
Geschwindigkeit des nachfolgenden Fahrzeugs auf. Zudem wird der Abstand zwi-
schen den Fahrzeugen bei der Abbremsung kleiner. Dieser Effekt ist bei einer

erhohten Reaktionszeit zu erwarten.
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Abbildung 16: Geschwindigkeiten der zwei Fahrzeuge aus den Losungen der Dgln.
fiir verschiedene Verzogerungen.
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Abbildung 17: Distanz zwischen den beiden Fahrzeugen aus der Losung der
verzogerten Dgln.: gesamtes Zeitintervall (links) und VergroBerung (rechts).
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Modell mit optimaler Geschwindigkeit

Wir betrachten ein Modell aus [12, 13]. Es bezeichne
hi =i —

die Distanz bzw. der Abstand des i-ten Fahrzeugs zum vorausfahrenden (i+1)-ten
Fahrzeug. Wir nehmen eine optimale Geschwindigheit V' (h) fiir das i-te Fahrzeug
an, welche vom Abstand abhéngt. Fiir die Beschleunigung folgen als Modell die
gewOhnlichen Dgln.

vi(t) = i (V (hi(t)) — vi(t))

fir i« = 1,...,n mit den Sensitivitidten a; > 0, welches in [1] verwendet wurde.
Entsprechend ergeben sich verzogerte Dgln.

vi(t) = o (V(hi(t — 7)) — vt — K))

fiir ¢+ = 1,...,n mit zwei konstanten Verzogerungen 7,x > 0. Die Wahl x = 0
entspricht der Annahme eines menschlichen Fahrers, der sich sofort seiner eige-
nen Geschwindigkeit bewusst ist. Die Wahl 7 = k kann als ein automatisiertes
Fahren interpretiert werden, wobei die Geschwindigkeit aus Daten gemessen und
berechnet werden muss. Wir setzen hier x = 0, d.h.

V() = i (V(hi(t — 7)) — (1)) (5.13)

fir i = 1,...,n. Fir das fithrende Fahrzeug (i = n) ist der Abstand h,, nicht
definiert. Stattdessen kann ein Abschluss des Systems wie in (5.12) verwendet
werden. Alternativ nehmen wir an, dass sich die Fahrzeuge auf einer Kreisbahn
mit Lange L bewegen. Dadurch kann in (5.13) fur ¢ = n nun h, = 1 —x, + L

eingesetzt werden. Es folgt das System
vi(t) = ai(v(xiJrl(t —7)—x(t—7)) — vi(t))v i=1,...,n—-1 )
(5.14
un(t) = an (V(z1(t — 7) — z,(t — 7) + L) — va(2)).

Es ist leicht nachzupriifen, dass stationéire Losungen dieses Systems beziiglich der
Distanzen und Geschwindigkeiten gegeben sind durch

hi=h"=%  of=V*=V (&) (5.15)
fiir ¢ = 1,...,n. Die zugehorigen Positionen sind nicht konstant, sondern

wi(t) = ih* + Vit +C

fiir « = 1,...,n mit einem Scharparameter C' € R. Diese stationdren Losungen
gelten auch fiir ein System ohne Verzégerung.

74



Abbildung 18: Funktionen fiir optimale Geschwindigkeit aus (5.16) in rot und
aus (5.19) in blau.

Die optimale Geschwindigkeit V : Ry — R soll die folgenden Eigenschaften
besitzen, siehe [12]:
(G1) V ist stetig, nichtnegativ und monoton steigend.
(G2) Es gilt hlim V(h) =v mit einer Zielgeschwindigkeit v > 0.
— 00
(G3) Es existiert ein kritischer Abstand hgop > 0, so dass V(h) = 0 fiir h < hgop
und V(h) > 0 fiir b > hgep gilt.

Eine einfache Wahl lautet

tanh(sh — hg) + tanh(hg)
1 + tanh(hg)

V(h) =3 (5.16)

fir h > 0 mit Konstanten s, hy > 0. Hier ist (G3) nur mit hgop, = 0 erfiillt.
Abbildung 18 zeigt die Funktion (5.16) fiir die Parameter v = 1, s = 1 und
ho = 2. Eine derartige Funktion wurde in [1] bei gewohnlichen Dgln. betrachtet.

Ein verfeinertes Modell ist

atanh(s(h — ho)) + b} (5.17)

V(h)="0 max{O, >

fiir h > 0 mit Konstanten a, b, s, hg > 0. Der kritische Abstand resultiert zu

hstop = ho — %artanh(g). (5.18)
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Tabelle 7: Geschétzte Parameterbereiche [12].

Bezeichnung Symbol Parameterbereich
Reaktionszeit T 05-2s
Relaxationszeit é 0.5-50s
Sensitivitit a 0.04 - 2s7!
Zielgeschwindigkeit v 10 — 35 ms~!
kritischer Abstand hstop 2—15m

Die Parameter wurden an Datensétze aus japanischen Autobahnen angepasst:
v = 3213842, hg = 25m, s = 0.086%, a = 0.5227, b = 0.4773. Mit diesen Werten
folgt hstop = 7.0319m aus (5.18).

Eine alternative dimensionslose Wahl mit der Skalierung h= % lautet
stop

(5.19)

. {0 fiir 0 < h < 1,
V _

(=13 . T
U e fiir h > 1.

Diese Funktion ist global stetig differenzierbar. Abbildung 18 illustriert die Funk-

tion (5.19) fiir den Parameter v = 1. Tabelle 7 listet geschétzte Parameterbereiche
fiir das gesamte Modell auf.

Wir 16sen AWPe des Systems (5.10), (5.14) numerisch mit der Geschwindigkeits-
funktion (5.17) zu obigen Parametern im Fall n = 10. Weitere Parameter sind
a; = 2 und L = 500. Die Anfangswerte lauten x;(0) = 307 und v;(0) = 0 fiir alle .
Abbildung 19 zeigt die Ergebnisse fiir die Geschwindigkeiten und die Distanzen
zwischen den Fahrzeugen fiir drei verschiedene Verzogerungen. Im Fall 7 = 0.1
und 7 = 1 geht die Losung in den stationéren Zustand (5.15) tiber. Im Fall 7 = 2
entstehen jedoch negative Distanzen, wodurch das Modell nicht mehr sinnvoll ist.
Der gleiche Effekt entsteht auch fiir 7 = 1 bei kleinerer Lénge L oder kleineren
Distanzen zwischen den Anfangspositionen. Als Fazit konnen wir ziehen, dass
eine Mindestreaktionszeit in Abhéngigkeit der Lange der Kreisbahn erforderlich
ist, um den gewiinschten Verkehrsfluss zu erzielen.

Wir transformieren (5.14) zu einem dimensionslosen System. Die Zeit wird ska-
liert durch ¢ = £ und der Abstand durch h = Whop mit einem kritischen Abstand

hstop > 0. Es folgen die Dgln.

Pston 717y — (b V(hi(f—1)) - Dstop ﬁi(z?))

72 T T

5(0) = i (V(ha(i = 1) — ()
mit &; = a;7. Wir erhalten also wieder ein System (5.14), jetzt mit 7 = 1 und &;
statt a;.
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Verzogerung 7 = 0.1
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Abbildung 19: Geschwindigkeiten und Distanzen aus den Losungen von AWPen
der Dgl. (5.14) mit Funktion (5.17) zu verschiedenen Verzogerungen 7.
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Das System (5.10), (5.14) mit der Geschwindigkeitsfunktion (5.19) und n = 10
wird numerisch gelost in den beiden Féllen L = 20 und L = 40. Weitere Para-
meter sind v = 1 und entweder o; = 1 oder «; = 0.2 fiir alle i. Die Anfangswerte
sind z;(0) = 1.9¢ fir L = 20 und z;(0) = 2¢ fiir L = 40, wéhrend stets v;(0) =0
fiir alle 7 gesetzt ist. Abbildung 20 enthélt die Ergebnisse aus den Losungen der
AWPe. Im Fall L = 20 entsteht eine oszillierende Losung, welche einen Stau
beinhaltet. Die Fahrzeuge kommen sukzessive voriibergehend zum Stillstand und
beschleunigen dann wieder auf fast die Zielgeschwindigkeit. Der Stau pflanzt sich
dabei entgegen der Bewegungsrichtung der Fahrzeuge fort. Ein gewisser positiver
Abstand zwischen den Fahrzeugen wird dabei nie unterschritten. Im Fall L = 40
gehen die Losungen gegen den stationéren Zustand (5.15). Fiir grofie Parame-
terwerte a bleibt dieses Verhalten qualitativ bestehen. Fiir kleine Parameterwer-
te a < 0.1 entstehen negative Distanzen. Die Losungen sind dann qualitativ wie
im dritten Fall in Abbildung 19.
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