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1. Sei (p¢)1>0 ein Halbfluss auf einer offenen Menge D C R¥, der stetig sowohl in der Zeit ¢
als auch in den Zustinden ¢ € R” ist. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

a) Existiert der Grenzwert
Jim ¢y (€0) = €
in D fiir ein £y € D, dann ist é ein stationdrer Punkt des Halbflusses.

b) Die Menge der stationdren Punkte des Halbflusses ist abgeschlossen.

2. Ein SIR-Modell inklusive eines Verlusts der Immunitat lautet

S'(t) = =BS)I(t) + aR(t)
I'(t) = BS()I(t) —vI(t)
R'(t) =~I(t) — aR(t)

mit Konstanten «, 5,7 > 0. Bestimmen Sie die Menge aller stationdren Punkte dieses
Differentialgleichungssystems. Partitionieren Sie die Menge in die beiden Teilmengen
ninfektionsfrei“ und ,,endemisches Infektionsgeschehen®.

3. Wir betrachten ein Differentialgleichungssystem dhnlich dem Fitzhugh-Nagumo-Modell

/ 1,.3
vy = Fi(z1,22) = 22 + 11 — 377

.75/2 = F2($1,$2) =1 —a-+ bxg
mit konstanten Parametern a,b > 0. Die sogenannten Nullklinen
M:{(xl,xg)eRz : Fi(xl,.%‘g):()} firi=1,2

sollen diskutiert werden. Stationire Punkte liegen genau in N1 N A5 vor. Interpretieren
Sie die Nullklinen geometrisch in der (z1,x2)-Ebene. Finden Sie Parameter, so dass
jeweils genau ein, zwei und drei stationdre Punkte entstehen. Begriinden Sie, dass immer
mindestens ein stationdrer Punkt existiert.

4. Die Funktion x : [0, co[— R erfiille die Differentialgleichung
7dx(t) = sin® @ .
dt 2

im a0 = 27 | 50 |,

t—o00 2

Zeigen Sie, dass dann gilt:

wobei [+] die kleinste ganze Zahl groergleich v € R ist.
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5. Gegeben sei die Differentialgleichung

- ()

mit einem Parameter A € R. Bestimmen Sie alle stationfiren Punkte dieser Differen-
tialgleichung in Abhéngigkeit des Parameters A. Untersuchen Sie dann mit Fallunter-
scheidung, ob die stationdren Punkte asymptotisch stabil oder instabil sind.

6. Gegeben sei ein Modell einer Fischpopulation N(¢) mit logistischem Wachstum und
Abfischen der Gestalt

djgt(t) —N(1) < _ A;@) _ EN()

fiir positive Konstanten r, K, E.

a) Bestimmen Sie alle stationéren Punkte der Differentialgleichung.

b) Bestimmen Sie jeweils (mit Fallunterscheidungen fiir alle positiven Konstanten),
ob die stationdren Punkte asymptotisch stabil oder instabil sind. Hierzu soll eine
grafische Betrachtung des Funktionsgraphen der rechten Seite eingesetzt werden.

c) Beweisen Sie, dass N(t) > 0 fir alle t > 0 gilt falls N(0) > 0 erfiillt ist.
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