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1 Approximation mit Polynomen und Splines

Wir betrachten das folgende Problem. Dabei bezeichnet C[a,b] die Menge aller
stetigen Funktionen f : [a,b] — R, wobei stets a < b vorausgesetzt wird.

Aufgabenstellung: Gegeben sei eine Funktion f € Cla, b]. Aus einer Menge G C
C'a, b] von Funktionen einfacher Gestalt soll ein g € G gefunden werden, so dass
| — gl klein wird.

Diese Aufgabenstellung ist allgemein formuliert, wodurch eine Approximation g
noch nicht eindeutig definiert ist. Unter gewissen Voraussetzungen an die Menge ¢
existiert eine Bestapproximation ¢, d.h. es gilt dann

If = 9llee <If —9glle  firalle g €.

In diesem Kapitel wird die folgende Strategie angewendet: Es seien genau n + 1
Knoten a < g < 1 <19 < ... < 1,1 <z, < b ausgewidhlt. An diesen Stellen
erfolgen Auswertungen der Funktion f. Gesucht ist dann eine Funktion g € G
derart, dass die Abweichungen

|f(x;) — g(x;)] fir j=0,1,...,n (1.1)

moglichst klein werden. Auch hier ist die Approximation g noch nicht eindeutig
bestimmt.

In manchen Anwendungen ist die Funktion f sogar unbekannt und es liegt nur
eine endliche Anzahl von Funktionsauswertungen vor, z.B. aus Messungen. In
diesem Fall muss das obige Konzept verwendet werden.

Eine naheliegende Idee ist, die Funktion f mit einer Funktion ¢ € G an den
Stiitzpunkten zu interpolieren, sofern dies moglich ist. Dann gilt entsprechend
f(z;) = g(x;) fiir alle j = 0,1,...,n und die Differenzen (1.1) werden alle zu
null. Die Hoffnung ist, dass dann g auch nahe bei f auflerhalb der Knoten liegt
und somit || f — g/« klein ausfallt.

1.1 Interpolation mit Polynomen

Die Interpolation kann mit Polynomen erfolgen. Wir bezeichnen die Menge aller
Polynome vom Grad héchstens n mit P,,. Ein Wertepaar (x;, y;) heifit Stiitzpunkt
und z; darin die Stiitzstelle. Es gilt der folgende Satz fiir das Interpolationspro-
blem.

Satz 1.1 Zu Stitzpunkten (z;,y;) fir j = 0,1,...,n mit x; # x; fir j # 1
existiert ein eindeutiges Polynom p € P, mit p(x;) =y, fir j=0,1,...,n.
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Beweis: siche [20], Satz 2.1.1.1.

Das gesuchte Polynom p € P, besitzt die Gestalt
p(fE) =g+ oxr + 042552 4+t an_lxn—l + apz”

mit a priori unbekannten reellen Koeffizienten «y, . .., a,,. Daraus ersiecht man die
Monom-Basis
P, = span {1, L AL a:”} .

Fiir theoretische Untersuchungen bei der Polynominterpolation sind die Lagran-
gepolynome

Li(x) = H i fir i =0,1,...,n

P o B

J=0,37#i
als Basis geeignet, d.h. es gilt P, = span{Ly,..., L,}. Die Lagrange-Polynome
zeichnen sich durch die Eigenschaft

1 firi=j
Li(xj)‘{o fiir i # j

aus. Es gilt grad(L;) = n fiir alle 7. Die Konstruktion dieser Basis liefert die
einfache Darstellung

p(x) = Zyz‘Li(l‘)

des Interpolationspolynoms, d.h. die Koeffizienten sind aus den Stiitzpunkten be-
kannt. Ein entscheidender Nachteil ist jedoch, dass sich bei hinzufiigen einer neuen
Stiitzstelle (2,41, Yns1) zu den bisherigen Stiitzpunkten dann alle Basispolynome
dandern.

In der Praxis werden daher die Newton-Polynome eingesetzt. Sie sind definiert
durch

i—1

Ni(z) = Hm—xj =(x—wzo)(x—x1) (T — 2 1)

j=0
fuiri=1,...,nund Ny(x) = 1. Es gilt P,, = span{Ny, ..., N, } sowie grad(N;) =i
fiir alle 7. Das Interpolationspolynom besitzt somit die Darstellung

p(x) = ZﬁiNi(iC)-

Die gesuchten Koeffizienten 3; konnen mit der Methode der Dividierten Diffe-
renzen berechnet werden. Der Rechenaufwand ist dabei proportional zu n?. Die
Auswertungen des Polynoms erfolgen dann mit einer Modifikation des Horner-
Schemas fiir die Newton-Polynome (Aufwand proportional zu n). Alternativ kann
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das Interpolationspolynom direkt ausgewertet werden mit dem Algorithmus von
Aitken-Neville, wobei der Rechenaufwand wieder proportional zu n? ausfillt.
Néheres hierzu findet man in [18, 20].

Wird zu den gegebenen Stiitzpunkten (z;,y;) fiir j = 0, ..., n eine weiterer Stiitz-
punkt (z,11,Yn+1) hinzugefiigt, dann dndern sich die Koeffizienten Sy, ..., 5,
nicht und es muss nur der neue Koeffizient (3, berechnet werden.

Gegeben sei eine Folge (A,,)men von Mengen aus Stiitzstellen
JAVIEES {:L’gm), 2 ,:z:,({fn)}

(m) (m)

mit a < zy ' <23 (

< oo < 2™ < b fiir alle m. Wir definieren

4" | g — ol

xgm)—xgm)‘,...,

b—x(m)‘}

Nm,

p(A) = max{

)

als Kennzahl fiir die Feinheit der Zerlegung. Gilt p(A,,) — 0, dann geht die
Anzahl n,, der Stiitzpunkte notwendigerweise gegen unendlich.

Beispiele fiir Folgen von Stiitzstellen sind (n,, = m):

i) dquidistante Knoten:

b=t o™ = a+ jh fiiv = 0,1,...,m.

i) Tschebycheff-Knoten:

in [—1,1: &™) = cos (;gﬁnﬂ fir j=0,1,....m,
in [a,b]: xg-m) =a-+ b_T“(f'j(m) +1) fir j=0,1,...,m.

Beide Folgen erfiillen p(A,,) — 0.
Die Frage ist nun, fiir welche Folgen (A,,)men die zugehorige Folge (pp)men der

Interpolationspolynome gleichméflig gegen f konvergiert.

Satz 1.2 (Marcinkiewicz 1939) Zu jeder stetigen Funktion f : [a,b] — R
existiert eine Folge (A,,)men, so dass die zugehdorigen Interpolationspolynome
gleichmdf$ig gegen f konvergieren.

Beweis: siehe [15].

Leider liefert der Beweis dieses Satzes kein Konstruktionsverfahren fiir die Stiitz-
stellen. Zudem gilt das folgende negative Resultat beziiglich der Approximation
mit einer fest vorgegebenen Verfeinerung.
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Satz 1.3 (Faber 1914) Zu jeder festen Folge (A,,)men ezistiert eine stetige
Funktion f : [a,b] — R, so dass die zugehorigen Interpolationspolynome nicht
gleichmdf$ig gegen f konvergieren.

Beweis: siehe [4].

Unter stiarkeren Voraussetzungen an die zu approximierende Funktion erhalten
wir jedoch das gewiinschte Verhalten.

Satz 1.4 Sei f : C — C analytisch und f|ay reellwertig. Dann konvergieren
die Interpolationspolynome zu jeder Folge (Ay)mex mit ny, — oo gleichmdfig

gegen f.

Beweis: siehe [11], Kapitel 5, Abschnitt 4.3.

Im Fall der Tschebyscheff-Knoten 148t sich die Voraussetzung noch wesentlich
abschwéchen.

Satz 1.5 Ist f : [a,b] — R eine Lipschitz-stetige Funktion, dann konvergiert
die Folge der Interpolationspolynome zu den Tschebycheff-Knoten gleichmdfig

gegen f.
Je glatter die Funktion ist, desto schneller erfolgt die Konvergenz.

Satz 1.6 Fiir f € C**a,b] mit k > 1 ist die Konvergenzgeschwindigkeit bei den

logm

Tschebycheff-Knoten gekennzeichnet durch || f — pml|so = o(=2¢*) fiir m — oo.

Hinreichend fiir die Lipschitz-Stetigkeit als Voraussetzung in Satz 1.5 ist bereits
f € C'a,b]. In Satz 1.6 zeigt die Abschitzung log;,m < m fiir alle m die
obere Schranke o(m~*~1). Somit ist das Ziel fiir eine wichtige Teilmenge der
stetigen Funktionen bereits erreicht. Ein Nachteil dieser Konstruktion ist, dass
die Tschebycheff-Knoten nicht ineinander geschachtelt sind. Eine Erhohung der
Knotenanzahl erfordert somit eine komplette Neuberechnung des Interpolations-
polynoms.

Beispiel von Runge: Die Funktion

1
fi[—&,(l]—)]R, f<x>:1+372

wird betrachtet fiir a > 4, z.B. a = 5. Diese Funktion ist nicht analytisch in C,
jedoch Lipschitz-stetig in [—a, a]. Fiir dquidistante Knoten konvergieren die Inter-
polationspolynome nicht gleichméflig gegen f, sondern das Interpolationspolynom
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geht sogar gegen unendlich am Rand. Fiir die Tschebycheff-Knoten konvergieren
die Interpolationspolynome gleichméfig gegen f.

Es verbleibt die Frage nach einer Konstruktion der Stiitzstellen im Fall einer
beliebigen stetigen Funktion. Als Ausblick betrachten wir das folgende rekursive
Verfahren zur Konstruktion des Interpolationspolynoms.

»Gieriger Algorithmus*:

Sei zg = arg max | f(x)|.

z€[a,b]
Setze po := f(xo) und Ay = {x0}.
firn=1,2,3,...
bestimme x,, = arg max |f(x) — p,_1(z)]

z€[a,b]
setze A, = A, U{z,}
bilde p,, € P, aus den Stiitzstellen A,

Dieser Algorithmus ist , gierig“, da er die Stelle mit dem grofiten Fehler als neue
Stiitzstelle verwendet und damit der Fehler an dieser Stelle im néchsten Interpola-
tionspolynom zu null wird. Ein Vorteil ist, dass die Stiitzstellenmengen ineinander
geschachtelt sind, d.h. p, 1 kann mit wenig Aufwand aus p,, bestimmt werden bei
Verwendung der Newton-Basis. Das Verfahren vermeidet die Einschréankung aus
dem Satz von Faber, da die Stiitzstellen in Abhéngigkeit von f gewéhlt werden.
Eine Konvergenzanalyse dieses Verfahrens ist noch offen.

1.2 Approximation mit Polynomen

In diesem Abschnitt betrachten wir sowohl die Approximation von kontinuierli-
chen Funktionen als auch diskreten Daten durch Polynome.

Approximation kontinuierlicher Funktionen
Beziiglich der Approximation mit Polynomen ohne Interpolationsbedingungen

gilt der allgemeine Satz.

Satz 1.7 (Weierstral) Zu jeder Funktion f € Cla,b] existiert eine Folge
(Pn)nen von Polynomen, welche gleichmdflig gegen f konvergiert.

Satz 1.2 impliziert bereits diese Aussage. Der Beweis des Satzes 1.7 kann jedoch
auch konstruktiv erfolgen iiber die Bernstein-Polynome.



n=4 n=5

0.9r b 0.9r
0.8 b 0.8
0.7 b 0.71
0.6 b 0.6
yO 5 yO 5
0.4 b 0.4
0.3r b 0.3r
0.2r b 0.2r
0.1 8 0.1F
\
OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1 O0 0.2 0.4 0.6 0.8
X X

Abbildung 1: Beispiele fiir Bernstein-Polynome im Intervall [0, 1].

Def. 1.1 Fiir ein Intervall [a,b] lauten die Bernstein-Polynome vom Grad n

B = o (1) - -

firi=20,1,...,n.

Es gilt P, = span{B([fT’f], ..., B} und grad(BZ.[i’Lb]) = n fiir alle n.

Weitere Eigenschaften der Bernstein-Polynome:

(i) Positivitét: Bz[?,jbb} () >0 firallei=0,1,...,n und z € (a,b),

(ii) Zerlegung der Eins:

n

> Bia(z)=1 firalle € [a,b]. (1.2)

=0

Die Eigenschaft (i) ist offensichtlich, wihrend die Eigenschaft (ii) aus dem Bi-

nomischen Lehrsatz folgt. Eine Folgerung aus (i) und (ii) ist B [a,;b] (x) < 1 fur

Z’7

alle i = 0,1,...,n und = € [a,b]. O.E.d.A. verwenden wir im folgenden das

Intervall [0, 1], wodurch sich die Gestalt der Bernstein-Polynome vereinfacht zu

7_1):&(1 2" i i=0,1,...,n.
1

Bunte) = (

Diese Polynome lassen sich wie folgt zur Approximation einsetzen.



Def. 1.2 Zu einer stetigen Funktion f:[0,1] — R heifst

Bu@) =3 () Bun(a) (13

das n-te Bernstein-Polynom.

Wir benotigen noch folgende Hilfsaussage.

Lemma 1.1 FEs gilt die Abschdtzung

fiur 0 <x <1.

Beweis:

Man benétigt hierfiir (1.2) und die beiden Eigenschaften
" i (n
§ Z i1 = )"t =

)xi(l — )" =g (1 - 2).

Wir rechnen nach

S () =3 a3 (1 Dt

1=0

und

n—1
_ n- 1.%‘(1 _ ZL‘) Z (n - 2)! :Ei—l(l _ x)n—i—l

=1
n—1 w2 (n=2)! i
=— x(l_x);i!(n—Z—i)!x(l_x) 2
_ ”;1;1;(1—:):)(“(1—@)”—2 _ ";1@-(1_9;).



Sei als Abkiirzung R; = ('})2*(1 — z)"~*. Dadurch erhalten wir

n N 2 n . .
Z(m—i) Ri:Z(ﬁ—in—i—;;)Ri

1=0 =0

o Ny l

S ST SLUSE SEt
=0 =0 " 1=0

9 " i(n — i) -

= -2z -z — Z s Ri —R;
=0 " =0
=-2’-(1-Hzl-2)+z = la(1 -2
Man kann schlieflich abschétzen z(1 — z) < * fiir z € [0, 1]. O

Es ergibt sich dann das gewiinschte Verhalten.

Satz 1.8 Flir eine stetige Funktion f : [0,1] — R konvergiert die Folge der
Bernstein-Polynome gleichmdflig gegen f.

Beweis:

Sei € > 0. Da f auf [0,1] gleichméBig stetig ist gibt es ein § > 0, so dass fiir alle
z,y € [0,1] gilt
lz—yl<é = |flz)-fW)l<e

Wegen (1.2) und (1.3) gilt

- i n 7 n—i
@) = Bulo)] = |10 1= Buto)] < Y- 1£@) ~ )17 )0 - 0
i=0
Wir spalten die Summe in zwei Teile auf gemé&f
An:{i:OSign,‘x—%‘<5}, A%:{i:Ogign,‘a}—%‘Zé},

dh. A, N A}, =0 und A, U A, ={0,1,...,n}. Mit der gleichmiBigen Stetigkeit gilt
]f(x)—f(%)\<£ fir v € A,
und desweiteren die grobe Abschétzung mit Dreiecksungleichung

[f(@) = FEI < F @I+ G < 20flloe fiir i € AL

Sei R; = (7:) 7%(1 — )", Damit kénnen wir abschitzen unter Verwendung von Lem-
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ma 1.1

D@ = fDI R = Y If@) = FIRi+ Y f(2) = f()I R

i=0 i€An i€ AL,
< € Z Ri + 2|/ flloo Z R;
i€An i€ AL
n n
2[|.f[loo \2
B SV RIS R
i=0 i=0
1/ 1o
Tt oner

Obwohl A,,, A}, von x abhéngen ist die obere Schranke nun gleichmiflig fiir alle . Da n
beliebig war, withlen wir ng derart, dass || f||eo/(2106%) < ¢ erfiillt ist. Fiir alle z € [0, 1]
und alle n > ng gilt dann |f(x) — By (z)| < 2¢ und die gleichméBige Konvergenz ist
gezeigt,. ]

Als Folgerung aus Satz 1.8 ergibt sich Satz 1.7. Zur Konvergenzgeschwindigkeit
der Approximation gilt die asymptotische Formel.

Satz 1.9 (Voronovskaya 1932) Sei die Funktion f : [0,1] — R beschrdnkt und
xg € [0,1], so dass f in einer Umgebung von xy differenzierbar ist und f"(xq)
existiert. Dann gilt

lim 7 [f(z0) — Bu(wo)] = 20(1 — o) f" (o).

n—oo

Beweis: siehe Kapitel 10, Theorem 3.1 in [3].

Fiir ein stetiges f mit f”(zg) # 0 in einem Punkt z( liegt damit Konvergenz
in 29 mit der Konvergenzgeschwindigkeit O(+) vor. Die Geschwindigkeit der
gleichméBigen Konvergenz ist damit hochstens so schnell wie O(2), d.h. relativ
langsam im Vergleich zu beispielsweise der Splineinterpolation. Zudem bewirkt
eine erhohte Glattheit von f keine Konvergenzbeschleunigung.

Fiir nur Lipschitz-stetige Funktionen ergibt sich eine langsamere Konvergenz.

Satz 1.10 Fir eine Lipschitz-stetige Funktion f : [0,1] — R mit Lipschitz-

Beweis: siehe [11], Kapitel 4, Abschnitt 2.5.

Fiir die Ableitungen ergibt sich jedoch ein erstaunlich starkes Resultat.
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Satz 1.11 Falls f € C*[0,1], dann konvergieren die i-ten Ableitungen der Bern-
stein-Approximationen B, gleichmdfig gegen die Ableitungen f© fiir jedes i < k.

Beweis: siehe [3], Kapitel 10, Theorem 2.1.

Approximation diskreter Daten

Statt einer kontinuierlichen Funktion werden nun nur endlich viele Stiitzpunkte
angenéhert.

Aufgabenstellung: Gegeben Stiitzpunkte (z;,y;) fiir ¢ = 0,1,...,m mit z; # x;
fiir j # 4. Gesucht ist ein Polynom p € P,, mit n < m, so dass die Zielfunktion
T = (i — plaz))” (1.4)
i=0
minimal wird.
Wir setzen das gesuchte Polynom in der Monom-Basis an, d.h.
p(z) =ap+ a1+ + ap_1 2"+ ™

Gesucht ist daher

min Z (yZ —(ap + a1+ F gzl + ozn:t?))Q )
QQy.n ey Qi P
Im Spezialfall n = m konnen fiir die Koeffizienten «y, . .., a,, das Interpolations-

polynom eingesetzt werden. Dadurch wird die Zielfunktion (1.4) null und somit
liegt bereits das eindeutige Minimum vor.

Bei dieser Approximationsaufgabe ist eine Polynom von niedrigem Grad n er-
wiinscht, welches dennoch eine Menge von Stiitzpunkten mit hohem m gut ap-
proximiert. Daher wird die Frage der Konvergenz fiir n — oo nicht gestellt. Fiir
n > m liegt das Interpolationspolynom vor und somit gelten die Aussagen aus
Abschnitt 1.1.

Die obige Aufgabenstellung ist bei der Approximation von kontinuierlichen Funk-
tionen f sinnvoll, wenn die Funktionsauswertungen y; = f(x;) + ; mit Feh-
lern ¢; (z.B. Messfehlern) behaftet sind. Eine Interpolation der Werte wiirde da-
mit unnotigerweise den Fehler mit erfassen.

Wir definieren die Vektoren

0=(ag,...,an) €R"™ . y=(yo,...,Yn)" € R™™
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und die Matrix

1 =z x% T
2. n

o 1 33‘1 56'1 | 37'1 e RMHDX(n+1) (1.5)
1 =z, I%L Ty,

Die Aufgabenstellung 148t sich daher als lineares Ausgleichsproblem schreiben,
d.h.
i o UE

 in [y I3
mit der Euklidischen Norm || - ||o. Die Matrix ® besitzt vollen Spaltenrang, da die
Stiitzstellen paarweise verschieden sind. Somit existiert eine eindeutige Losung
des Ausgleichsproblems. Die Losung 6 kann iiber eine (Q R-Zerlegung von ® be-
rechnet werden, siehe [20]. Die Q) R-Zerlegung erfolgt mit entweder Householder-
Transformationen oder Givens-Rotationen.

Ein Hinzufiigen von weiteren Stiitzpunkte (z;, f(z;)) bedeutet hier die Vergrofie-
rung der Matrix ® um weitere Zeilen. Wurde eine Matrix ¢ bereits transformiert,
dann brauchen die Transformationen nur auf den neu hinzugekommenen Teil an-
gewendet zu werden.

1.3 Interpolation mit Splines

Eine naheliegende Idee ist es, statt mit Polynomen die Interpolation mit stiick-
weise polynomialen Funktionen durchzufithren. Sei eine Zerlegung A der Form
a=1x9<x1<--<ux,=>0gegeben. Es bezeichnet

p(A) = max |25 — 251

J=1L

die Feinheit der Zerlegung. Man beachte, dass die beiden Randpunkte hier Stiitz-
stellen sind.

Def. 1.3 Die Menge der Splines vom Grad k zu einer Zerlegung A von [a,b] ist
definiert durch

Sk(A) = {s c C* g, x,] S|z 12;) € Pr fiirj =1,... ,n} )

In der Praxis werden meist nur Splines vom Grad k£ = 1, 2, 3,4, 5 eingesetzt, wobei
der Fall £ = 3 am héaufigsten auftritt.
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Lineare Splines

Im Fall £ = 1 entstehen als Splines stetige Streckenziige. Der lineare interpolie-
rende Spline interpoliert dann eine Funktion f an den Stiitzpunkten (z;, f(x;))
fir j =0,1,...,n. Es folgt die Formel

r; —X T — Tj-

s(x) = ———f(x;1) +

) fir o€ [z, 2.
Tj— Tj-1 xj_ZEj—lf(x]) i @€ [z,

Die Stetigkeit von s ist mit dieser Konstruktion sichergestellt. Folgende Appro-
ximationsgiite kann gezeigt werden.

Satz 1.12 Seiz; =a+jh firj=0,1,...,n mit h = b_Ta Ist f € C?[a,b], dann
qilt fiir den linearen interpolierenden Spline s

1f = slloo < 5 Nloch®  und — |If" = 'loe < 51"l
wobei die Ableitungen definiert sind iber s'(xg) = §'(xo+), §'(x,) = §'(x,—),
s'(x;) = 3(s'(w;—) + ' (x;4)) firj=1,...,n—1.
Beweis: siche [23].

Falls f nur stetig auf [a, b] ist, dann kann man die gleichméfiige Konvergenz des
linearen interpolierenden Splines noch durch die gleichméflige Stetigkeit von f
nachweisen.

Satz 1.13 Fir eine Folge (A,)nen von Zerlegungen mit p(A,) — 0 konvergieren
die linearen interpolierenden Splines s gleichmdfig gegen f € Cla,b].

Beweis:

Sei € > 0. Da f gleichméBig stetig ist gibt es ein § > 0, so dass
[z -2 <d = [f(z) - fl@)]<e

fir alle z, 2’ € [a,b]. Es gibt ein ng, so dass p(A,) < § fir alle n > ng. Fir
festes x € [a,b] existiert jeweils ein von n abhéngiges j € {1,...,n} mit z €
[z;_1,%;]. Dadurch gilt

() = J(@) = 255 flay) + 2255 [ o)) — f(2).
—— ——

=:n; :;fj

Es gilt stets n; +&; = 1 und 7;,§; > 0. Daher konnen wir abschétzen

s(x) = f(@)| = Inif(xj—1) + & () — (n; + &) f ()]
< i lf(wjon) = F@)] + & 1f () — f(2)]

< nie+e = ¢
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wegen |r — z;| < 0 und | — x;_1| < 0. Somit ist die gleichméBige Konvergenz
gezeigt. 0

Die Approximation mit linearen Splines ist in der Praxis jedoch meistens unge-
eignet, das diese Funktionen nicht stetig differenzierbar sind.
Konstruktion kubischer Splines

Wir verwenden im folgenden stets kubische Splines, d.h. & = 3. Dadurch folgt die
stiickweise Darstellung

s(z) = a; + bi(x — 23) + ¢i(x — 2;)* + di(w — x;)® fiir ;<2 <xpy. (1.6)
Damit gilt firt=0,1,...,n—1
s(xy) =a;, S'(x;)=b;, §"(x;) =2¢;, §"(x;)=6d,.

Die 4n Koeffizienten a;, b;, ¢;, d; stellen Freiheitsgrade dar. Die Glattheitsbedin-
gung s € C?[xg, z,] ergibt jedoch bereits 3(n — 1) Bedingungen.

Seien Stiitzpunkte (x;,y;) fir j = 0,1,...,n gegeben. Ein kubischer interpolie-
render Spline s erfiillt die Eigenschaft

s(x;)=y; fir j=0,1,...,n. (1.7)

Somit werden n 4+ 1 Bedingungen gestellt. Mit dieser Forderung ist s noch nicht
eindeutig bestimmt. Wir stellen die natiirlichen Randbedingungen

§"(zg) = §"(x,) =0, (1.8)

wodurch insgesamt 4n Bedingungen vorliegen. Der kubische interpolierende Spli-
ne ist damit eindeutig festgelegt wie wir nachher zeigen.

Die Kriimmung einer Funktion f € C? wird definiert als

o(x) = [ () i
V14 f(z)?

fiir kleine | f'(x)|. Wir definieren die Gesamtkriimmung

~ [(x)

I(F) = 1712 = / T a)? da (1.9)

zo

Fiir den kubischen Spline s € C?[z¢, x,,] mit der Eigenschaft (1.7) und den Rand-
bedingungen (1.8) folgt J(s) < J(f) fiir alle f € C?[zg, v, mit gleicher Interpo-
lationseigenschaft, siehe [20]. Somit minimiert der kubische interpolierende Spline
mit natiirlichen Randbedingungen die Gesamtkriimmung (1.9).
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Nun berechnen wir die Koeffizienten in (1.6). Wir definieren die Schrittweiten
h; = x; — z;—1 und die Werte

M; = §"(z;) fir 1=0,1,...,n—1,n.

Die Randbedingungen (1.8) ergeben My = M,, = 0. Die Eigenschaft s = 0 und
die Stetigkeit von s” fiihrt auf

r — T

SH(ZE) = le + Mi—i—l fiir ZT; S T S Lit1- (]_]_0)
hita hit1
Integration liefert
Tiv1—1)> z—x;)2
S/(ZE) = _Mz—( 27;;+1) + Mi+1(2hi+1) + BZ
Tir1—x)3 x—x;)3
s(z) = Mt 4 My S 4 Biw — @) + A;

mit Konstanten A;, B;. Die Interpolationsbedingungen (1.7) ergeben

h2 h?
A=y, M1 =5 + Bihipa + Ai = yia

M;

fir ¢ = 0,1,...,n — 1 und stellen gleichzeitig die Stetigkeit von s sicher. Die
Integrationskonstanten kénnen nun bestimmt werden
h

2
_ i+1 _ Yir1—Yi hit1
Az_yz_Mz 16 s BZ— Zth_ZT(MH_l _Mz)

Damit folgen die Konstanten in der Darstellung (1.6) als

a; = Yi
bi = 5 R QM + M)
G = %]\147,

Es verbleibt also nur das Problem die Koeffizienten M; zu bestimmen. Die erste
Ableitung des Splines kann dargestellt werden als
(x—2)° Vi — Y hin

- M; 1 — M;
2hi4 * iy 6( i )

2
o) = g \Fi = 7)
S 2hisn

+ My

fiir ; < o < x;41. Als links- und rechtsseitige Grenzwerte folgen

/ — YiT¥i—a hq hi

S (Iz—) = % + gle + EZ i—1y
1o . Yi+1—Yi hiviar _ hiv1 g7

S (ZL‘fi‘) = it - 3 Ml 6 Mz—i—l-

Die Stetigkeit von s’ erzeugt die Bedingungen

hiM; 1 + 2(h; + hig1)M; + hiza My =6 (Z/i+h1 Y Y —hyi1>
i+1 i
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firi=1,2,...,n—1. Da My = M, = 0 gilt, erhalten wir ein lineares Gleichungs-
system fiir My, ..., M,_;. Die zugehorige Tridiagonalmatrix

2(hy + ho) ho
ho 2(hy + h3)  hs
T — (1.11)
hn—2 Q(hn—Q + hn—l) hn—l
hn—l 2(hn—l + hn)

ist symmetrische und positiv definit. Zudem ist T strikt diagonaldominant. Daher
kann der GaufB-Algorithmus ohne Pivoting eingesetzt werden zur Losung des
Gleichungssystems. Der Rechenaufwand ist dann proportional zu n.

Desweiteren sei erwéihnt, dass periodische Splines konstruierbar sind. Dabei wer-
den periodische Stiitzstellen vorausgesetzt, was lediglich yo = y,, bedeutet. Als
Randbedingungen hat man dann

s'(zo) = §'(xy) und  §"(xg) = 8" (z,).

Zur Konstruktion bzw. Berechnung dieses Splines siehe [20].

Konvergenzaussagen bei kubischen Splines

Fiir hinreichend glatten Approximanden gilt das folgende Resultat.

Satz 1.14 Sei f € CY[a,b] und s € S3(A) ein interpolierender kubischer Spline.
Zudem bezeichne

hmax = max{hi,..., h,} und hpy, =min{hy,... h,}.

Falls

HOO max

max |"(z;) — f(z5)] < C“f

mit einer Konstanten C' > 0 erfillt ist, dann folgt mit ¢ = 2‘““(6’ + ) die
Abschdtzungen

Is = fllo < el f® lloohiax:
Is" = flloe < 26l f@ lochfax:
Is" = "loe < 26l f@ lochfiax,

|| " f’”HOO 2CH.f ||OO max,

wobei fiir das Resultat beziiglich s die Auswertungen in den Knoten nicht be-
trachtet werden.

IN
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Fehler
Fehler

- 107 107"
Schrittweite Schrittweite

Abbildung 2: Approximationsfehler in Maximumnorm fiir kubischen interpolie-
renden Spline bei f(z) = {75z in [=5,5] zusammen mit Gerade fiir H* (links)

und bei f(z) = +/|z| in [—1, 1] zusammen mit Gerade fiir H (rechts) in doppelt-
logarithmischer Skala.

Beweis: siche [16].

Fiir den kubischen interpolierenden Spline mit den natiirlichen Randbedingun-
gen (1.8) kann eine Konstante C' = 2 nachgewiesen werden falls f”(a) = f”(b) = 0
gilt. Diese Randwerte konnen erzeugt werden, indem zur urspriinglichen Funkti-
on f ein Polynom (hochstens) dritten Grades addiert wird.

Im Fall von dquidistanten Stiitzstellen gilt H = hpax = hmin und es folgt ¢ = 1.
Wir erhalten
Is = flloo < IF @l H?,

d.h. eine Konvergenzgeschwindigkeit O(-;). Im Gegensatz zur Polynominterpo-
lation ist die Wahl dquidistanter Knoten bei der Splineinterpolation giinstig.

Abbildung 2 zeigt den Approximationsfehler in der Maximumnorm fiir Aqui-
distante Stiitzstellen beim Beispiel von Runge, wo die Funktion beliebig oft dif-
ferenzierbar ist, und bei einer Wurzelfunktion, die an einer Stelle nicht differen-
zierbar ist. Entsprechend erkennen wir bei der hinreichend glatten Funktion eine
Konvergenz von vierter Ordnung, obwohl die Voraussetzung f”(a) = f”(b) = 0
nicht erfiillt ist. Bei der nicht-glatten Funktion liegt die Konvergenz auch vor,
jedoch mit einer Geschwindigkeit langsamer als lineare Konvergenz.

Desweiteren wird in Abbildung 3 die Konvergenzgeschwindigkeit des kubischen
interpolierenden Splines bei dquidistanten Knoten verglichen mit der Polynomin-
terpolation bei Tschebycheff-Knoten. Beim Beispiel von Runge ist die Funkti-
on beliebig oft differenzierbar, wodurch die totale Variation aller Ableitungen
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Abbildung 3: Approximationsfehler bei f(z) = {7z in [=5,5] (links) und bei
f(z) = +/|z| in [-1, 1] (rechts) fiir kubischen interpolierenden Spline (rot) und fiir

Polynominterpolation mit Tschebycheff-Knoten (blau) in doppelt-logarithmischer
Skala.

existiert. Nach Satz 1.6 wird die Konvergenzgeschwindigkeit bei Tschebycheft-
Knoten beliebig schnell. Dies ist auch erkennbar bis zu einem Fehler in der
GroBenordnung der Maschinengenauigkeit (e ~ 1071%). Bei der Wurzelfunkti-
on ist fiir die Tschebycheff-Knoten die Voraussetzung fiir die Konvergenz aus
Satz 1.5 nicht erfiillt. Trotzdem beobachten wir eine Konvergenz mit der gleichen
Geschwindigkeit wie fiir den Spline.

Es verbleibt die Frage, ob bei nur stetiger Funktion f auf [a,b] der kubisch inter-
polierende Spline gleichméBig gegen f konvergiert falls p(A,) — 0. Hierzu gibt
es nur Resultate fiir den periodischen Spline.

Satz 1.15 Sei f € C[0,1] und f(0) = f(1). Zu einer Folge von Zerlegungen
(Ap)nen des Intervalls [0,1] mit p(A,) — 0 definiert man K, = 2= Falls
die Menge aller K, beschrdnkt bleibt, dann konvergiert die Folge der fubischen
interpolierenden periodischen Splines gleichmdfig gegen f.

Beweis: siehe [19].

Offensichtlich ist die Voraussetzung fiir den Satz 1.15 fiir Aquidistante Stiitzstellen
gegeben, da dann K, = 1 fiir alle n gilt. Die Beschréinktheit der K, bedeutet,
dass die Gitterfolge nicht entartet, d.h. hy, kann nicht beliebig klein im Vergleich
ZU hpax wWerden.
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Konvergenzaussagen bei Splines allgemeinen Grades

Wir betrachten jetzt Splines von einem beliebigen Grad 2m—1 fiir ein m > 2. Eine
zu approximierende Funktion f € C™[a, b sei gegeben. Es gilt dim(Sa,,—1(A)) =
n+ 2m — 1. Dann gibt es bei interpolierenden Splines 2m — 2 Freiheitsgrade, die
mit einem der folgenden Randbedingungstypen festgelegt werden.

(i) natirliche Randbedingungen
sV (a) = sY(b) =0 fir j=m,...,2m — 2.
(ii) wollstandige Randbedingungen
s9(a) = fD(a) und s (b) = f9(b) fir j=1,...,m—1.
(iii) periodische Randbedingungen
sV(a) =sV(b)  fir j=1,...,2m —2
unter der Voraussetzung fU)(a) = fU)(b) fiir j = 0,...,m — 1.

Man kann zeigen, dass diese Bedingungen jeweils einen interpolierenden Spline

eindeutig festlegen. Fiir die Konvergenz der Approximation gilt dann das folgende
Resultat.

Satz 1.16 Sei f € C™[a,b] und s € Sop—1(A) der interpolierende Spline eines
der Typen (i), (ii),(1i). Dann gilt die Abschitzuung

; , m! 1 m m—j—1
Hf(])—s(])!\ooﬁﬁﬁ 1™ 2, p(A)™ 2

fiir beliebiges m > 2 und 5 =0,1,...,m — 1.

Beweis: siehe [11], Kapitel 6, Abschnitt 5.4.

Man beachte, dass hier die Ly-Integralnorm von f(™ auftritt, welche sich aber
durch die Maximumnorm abschétzen 148t {iber

b
lolz. =y / g(0)? dr < VE—a [lgle.

Im Fall m = 2 der kubischen Splines folgen die néchsten beiden Abschétzungen
mit Apax = p(A)

3
1 = sllo < VZIf"llzs hibax,

1
1" = s'lloe < V2" llz, hivax,
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Die gleichméflige Konvergenz ist somit fiir die Funktion und ihre erste Ableitung
garantiert. Im Gegensatz zu den Resultaten aus dem vorhergehenden Abschnitt
brauchen hier keine Forderungen an die minimale Schrittweite h.;, gestellt zu
werden.

Die Konvergenzraten aus Satz 1.16 sind nicht optimal als Preis dafiir, dass die
Aussagen fiir beliebigen Grad 2m — 1 gelten. Daher lassen sich fiir konkrete Gera-
de oft bessere Konvergenzgeschwindigkeiten ohne hohere Glattheitsforderungen
finden. Optimale Schranken und kleinstmogliche Konstanten fiir kubische interpo-
lierende Splines mit vollstindigen Randbedingungen unter der Annahme f € C*
finden sich in [10].

1.4 Ausgleichsspline

Die folgende Vorgehensweise folgt im wesentlichen der Beschreibung in [17]. Seien
die Stiitzpunkte (z;,y;) fir j = 0,1,...,n gegeben mit zy < 1 < -+ < .
Dabei kann n grof sein. Falls die Werte y; (und/oder z;) fehlerbehaftet sind
beispielsweise durch Messfehler, dann ist eine Interpolation der Stiitzpunkte nicht
sinnvoll. Daher approximieren wir die Stiitzpunkte mit einer Funktion f € C2.
Abbildung 4 verdeutlicht diesen Ansatz.

Y

X

Abbildung 4: Interpolation von Daten mit Messfehlern.

Minimierung mit Nebenbedingung

Da wir Oszillationen in der Approximation f vermeiden mochten, stellen wir die
Minimierungsaufgabe

min  J(f)  mit J(f):/zn(f”(x))de (1.12)

fEC?[z0,2y] o



unter der Nebenbedingung

n 2
(M) <5 (1.13)
: w;
=0
mit Gewichten w; > 0 und dem Glattungsparameter S > 0. Die Gewichte w;
werden in Abhéngigkeit von der Grofie der Messfehler gewéhlt. Ein sinnvoller
Bereich fiir den Glattungsparameter ist S € [N —v2N, N++2N]| mit N = n+1.

Fir S = 0 folgt f(x;) = y; fir alle ¢ und die optimale Funktion f ist gerade
der interpolierende kubische Spline mit natiirlichen Randbedingungen. Ohne die
Nebenbedingung (1.13) ergibt sich das Minimum der Aufgabe (1.12) aus f” =0
(J(f) = 0), d.h. eine Gerade f(x) = az + f. Diesen Fall kann man als S —
oo interpretieren. Die bestapproximierende Gerade beziiglich der Stiitzpunkte
und der Gewichte ist die Ausgleichsgerade. Die Ausgleichsgerade ist Losung des
linearen Ausgleichsproblems

min [|D7H(Az = y)l; (1.14)
mit
Wy xo 1 Yo
b_ wy | A= 913'1 1 | zz(%), )= y‘1
wn 1 i

Sei f*(x) = a*z + B* die eindeutige Losung des Ausgleichsproblems (1.14). Wir
erhalten fiir das Residuum

n 2
a*x; + B — y;
&:§j( 7 y).

1=0

Fiir S € [0, So] existiert eine eindeutige Losung der Minimierungsaufgabe (1.12)
mit Nebenbedingung (1.13). Fir S > Sy ist die Losung nicht eindeutig und
wir wihlen die Ausgleichsgerade f* in diesem Fall. Man beachte im folgenden,
dass jede Gerade auch einen kubischen Spline mit natiirlichen Randbedingungen
darstellt.

Die Ungleichung (1.13) kann in eine Gleichung umgeformt werden durch Einfiihr-
ung einer Variablen z € R

Xn: (—f(xi; yi)2+z2 ~S=0.

1=0
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Wir koppeln diese Bedingung an die Minimierung (1.12) iiber einen Lagrange-
Parameter p. Es folgt das Funktional

J(f,p,2) = /:(f"(x))2 dz + 2p (Z:: (f(xwﬂy a2 s) .

Eine Variationsrechnung kann nun durchgefiihrt werden basierend auf diesem
Funktional, siehe [9].

Sei s die Losung der Aufgabe (1.12),(1.13). Wir betrachten ein stiickweise kubi-
sches Polynom

s(x) = a; + bi(x — 2;) + ci(x — 2)* + di(x — 2;)°  fiir x € [v5, 2541]  (1.15)

mit ¢ = 0,1,...,n — 1. An den Stiitzstellen sind die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte dann

B (i) = Lm ™ (g B (Y= L B (g — D).
s (24) h—>%)r,2>os (x; + h), s\ (2—) h—>g2>08 (x; — h)

Wegen s € C? erhalten wir die Bedingungen
s(xit) = s(xi—), §'(xi+) =8 (z;—), $"(vi+) =" (2;—) (1.16)
firi=1,...,n — 1. Wir fordern die Randbedingungen
§"(xo) = 8" () = 0. (1.17)
Desweiteren wird die Sprungbedingung

§"(xi—) — 8" (x+) = ZpMQ_yi fir i=0,1,...,n (1.18)

w;
mit s (zg—) = §"(x,+) = 0 gestellt. Wenn der Lagrange-Parameter p gegeben
ist, dann liefern (1.16),(1.17),(1.18) hier 4n Gleichungen fiir die 4n unbekannten

(
Koeffizienten in (1.15).

Berechnung der Koeffizienten

Mit den Schrittweiten h; = x;,1 — x; erhalten wir
() = ai+bi(z —x;) +ci(x — 2;)* + di(x — )7,
(x) = b+ 2ci(x — ;) + 3d;(x — x;)?,

s"(x) = 2¢ + 6d;(x — x;),
(z)

"(a) = 6d,

S

/

ST

S

fir x € [x;, ;41 und i = 0,1,...,n — 1. Es folgt:
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e Die dritte Bedingung aus (1.16) und die Randbedingungen (1.17) liefern

Cit1 — G
¢+ Cit1 30,

firi=0,1,...,n— 1 mit ¢g = ¢, = 0.
e Die erste Bedingung aus (1.16) fithrt auf
@+ bihy + R+ dihd = ape = b= LT h g
firi=0,1,...,n—1.
e Die zweite Bedingung aus (1.16) ergibt
b + 2¢ih; + 3d;h? = biyy.

Mit den Beziehungen zwischen b; und d; erreichen wir

hi—l 2 hz 1 1
—Cic1t S (hicr+ hi)ei + —cip1 = a1 — — | @i+ a;
3 Ci—1 3( 1+ hi)e 3C+1 hi—la 1 <hi—1+ Z>a +hia+1
firi=1,...,n—1.
Wir definieren die Vektoren ¢ = (ci,...,c,_1)" und a = (ag,...,a,)" sowie die
Matrizen T € R(=1Dx(=1 ypd @ € R+D*(n=1)
Q1 0
t11 ti2 0 -
¢ . . 421
T = . . ) Q = 431 v Gpn—1,n—1
) ’ tn—?,n—l
0 tnfl,n72 tnfl,nfl Inn—1
0 qn+1,n—1
mit t; = 3(hic1 + hi), tiv1y = tigsr = 3hi, G = ﬁa Qit1,i = —hil - h%,a
Giv2i = hi Die Tridiagonalmatrix 7" ist (bis auf ein Vielfaches) identisch mit der
Matrix (1.11) aus der kubischen Splineinterpolation. Es folgt das Gleichungssy-

Tc=Q"a. (1.19)

Daher koppelt T die Koeffizienten ¢; aus der zweiten Ableitung mit einem Diffe-
renzenschema aus den Werten a;.

Die Sprungbedingung (1.18) ergibt direkt

@i — Yi
2
w;

6(di—y — di) = 2p (1.20)
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fiir i =0,...,n mit d_; = d, = 0. Ersetzen der d; durch die ¢; liefert
Qc =pD~*(y — a).
Durch die Gleichungen
Q' (D?*Qc) = Q" (ply —a)) =pQ"y —pQTa=pQ"y —pTc

kann die Berechnung von a und ¢ aus (1.19),(1.20) entkoppelt werden zu
1
Q'D*Q+pT)c=pQ"y, p#0: a=y- 23192626- (1.21)

Die Matrix Q" D?Q + pT ist symmetrisch und positiv definit fiir p > 0 wegen
" (Q"D*Q + pT)x = ||DQx||% +pa Tz, > 0 fir jedes x # 0.
—— ~—~—

>0 >0

Man beachte, dass T" positiv definit ist und () vollen Rang besitzt. Desweiteren ist
Q" D*Q + pT eine Bandmatrix mit Breite 5. Fiir gegebenen Parameter p kénnen
wir sukzessive ¢;, a;, d;, b; berechnen.

Bestimmung des Lagrange-Parameters

Die Aufgabe ist somit auf die Identifizierung des Lagrange-Parameters p zuriick-
gefithrt. Die Funktion s erfiillt die Bedingung

- s(z:) — yi ? 2
() G
; Ww;
=0

Die Summe besitzt die Darstellung

> () -

i=0
Mit
D™ (y — a) = LDQc = DQ(QTD*Q + pT) Q.
was auch fiir p = 0 gilt wegen der Stetigkeit, folgt
F(p)*=9—2*
mit
F(p) = [IDQQ"D*Q + pT)'Q "yl (1.22)

Es kann gezeigt werden, dass F(p)? eine streng monoton fallende und konvexe
Funktion fiir p > 0 ist. Also ist auch F'(p) injektiv.

Deshalb erhalten wir eine Verbindung zwischen p und z. Wir fordern
p>0 und  pz=0. (1.23)

Somit treten zwei Falle auf:
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o 1.Fall: p=0

Die Gleichung (1.21) liefert direkt ¢ = 0. Es folgt d; = 0 sowie b; = b;4
und a; 1 = a; + h;b; fiir ¢ = 0,1,...,n — 1. Somit ist die Funktion s € C?
eine Gerade. Es gilt J(s) = 0 fiir (1.9). Im Unterfall S = S ist dann die
Ausgleichsgerade die eindeutige Losung des Minimierungsproblems mit Ne-
benbedingung. Fiir jede andere Gerade ist das Residuum des Ausgleichspro-
blems grofer als Sy. In (1.14) gilt Az = a. Mit F(p)*> = |D~'(y — a)||3 folgt
F(0)? = Sp. Im Unterfall S > S ist die Losung des Minimierungsproblems
mit Nebenbedingung nicht eindeutig. Dann wihle die Ausgleichsgerade.

e 2. Fall: p>0
Bedingung (1.23) impliziert z = 0. Der Lagrange-Parameter ist Losung der
nichtlinearen Gleichung
F(p)?—S=0.
Da F? eine konvexe Funktion ist, liegt im Newton-Verfahren sogar globale
Konvergenz vor. Man kann als Startwert beispielsweise p(®) = 0 setzen.

Es folgt

— 00

i O(E R(n—l)x(n—l))

)
3

@QTD*Q+p1)t A1

und damit
lim F(p) =0(e R).

p—0o0

Dementsprechend besitzt die nichtlineare Gleichung eine Losung fiir jeden
Glattungsparameter 0 < S < Sp. Die Funktion F(p) ist in Abbildung 5
dargestellt.

Die Newton-Iteration fiir die dquivalente Gleichung F(p) — v/S = 0 lautet

Gy _ o PO =VS G FEV) - FpU)vs
- I FlpF(p@)

p (1.24)

Man kann zeigen, dass
F(p)F'(p) = pu' T(Q"D*Q +pT) ' Tu —u' Tu

Wir erkennen, dass entweder s zur Ausgleichsgeraden aus (1.14) resultiert (p = 0)
oder die Ungleichung (1.13) wird zur Gleichung (p > 0, z = 0).

Wir zeigen noch nachtréiglich die Monotonie der Funktion (1.22).

Lemma 1.2 In der Funktion F aus (1.22) sei Q"y # 0. Dann ist F? streng
monoton fallend und konvex fiir alle p > 0.
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F(p)

0 P

Abbildung 5: Funktion F(p) in Abhéngigkeit vom Lagrange-Parameter p.

Bewels:

Die Matrix T ist symmetrisch und positiv definit. Dadurch gilt T'= U TDU mit Dia-
gonalmatrix D = diag(dy,...,d,—1) und orthogonaler Matrix U. Fiir

1L S TAl . AL N ~
T2 =U" D2U mit D2 = diag di,...,\/dp_1

gilt dann T3T3 = T. Es ist auch T3 symmetrisch und positiv definit. Dadurch erhalten
wir

D=

Q"D2Q + pT = T3(T~2Q " D*QT "% + pI)T
sowie ) ) ) )
(QTD*Q+pT)~' =T 2(T"2QT D*QT ™2 +pI)~'T 2.

Es bezeichne S = T_%QTD2QT_%. Die Matrix S ist symmetrisch und positiv defi-
nit, da Q" D?Q positiv definit ist und T3 symmetrisch sowie regular ist. Es seien
A,y An—1 > 0 die Eigenwerte von S und vy, ...,v,_1 eine zugehorige Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren.

Wir berechnen
F(p)? = (DQT2(S+pD)'T72QTy) T (DQT™>(S +pI) ' T2QTy)
= yTQT (S +pl) ' T 2QTD*QT2(S +pI)'T":Q Ty
= 2(S+p)~LS(S +pl)~ iz
mit z = T_%QTy. Da T3 regulér ist, gilt nach Voraussetzung z # 0.

In der Basisdarstellung der Eigenvektoren ist z = aqvi + -+ - 4+ @ —1v,—1 mit o5 # 0 fiir
mindestens ein j. Die Matrix (S +pI)~1S(S +pI)~! besitzt die gleichen Eigenvektoren
wie S und die zugehorigen Eigenwerte lauten

——
T

—— firi=1,...,n—1.
i + )2 Y
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Dadurch gilt

n—1 2 2
as as
F 2 — 7 7'\ — 727\ .
) Z (Ai +p)? QZ#:O (Ai +p)?
Wir differenzieren

il —_9 e MU
dp (?) 2 (Ai +p)3

011750
und 2 2\
= Fp)? =6 S EA
dp? ®) 2 (N +p)?
a;#0
Offensichtlich gilt (F?)’ < 0 und (F2)"” > 0 fiir alle p > 0. O
Algorithmus

Zur Berechnung des Ausgleichssplines wird hier die einzelne nichtlineare Glei-
chung F(p)—+/S = 0 mit der Newton-Tteration gelost. Die Auswertung von (1.24)
erfolgt in den Schritten:

1. Berechnung der Cholesky-Zerlegung
R'R=Q"D*Q + pT.

2. Lose RT Ru = Q "y mit Vorwirtssubstitution R'r = Q "y und Riickwiirts-
substitution Ru = r.
3. Berechne F = DQu, F = F'F, f=Tu, f=u"f.

4. Lose R™v = f und bestimme g = v v.

Nun wird die Newton-Iteration (1.24) zu
o _ F-VSF
pg—f
Die Iteration kann durchgefiihrt werden bis die Losung auf Maschinengenauigkeit
vorliegt. Eine geeignete Abbruchbedingung lautet F(p\)? < S.

(G+1) —

p

Dieser Algorithmus ist im Fall S = 0 nicht durchfiihrbar, da kein entsprechender
Lagrange-Parameter existiert (p — +oo fiir S — 0).

Verifikation der Optimalitit

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir eine kubische Splinefunktion iden-
tifiziert, welche die Bedingung (1.13) erfiillt. Jetzt ist noch zu zeigen, dass diese
Funktion die Minimierungsaufgabe 16st.
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Satz 1.17 Der Ausgleichsspline s definiert durch die Bedingungen (1.15), (1.16),
(1.17), (1.18), (1.23) stellt ein Minimum laut (1.12) unter der Nebenbedingung
(1.13) dar, d.h. fiir alle Funktionen f € C*[xg, z,] mit

zn: (ﬂxl—_y)Q <, (1.25)

folgt

Beweis:

Wir erhalten
/ :"f"<x>2 dr = [ (@) = @)+ 2J ) = 5 @) () o)
> 2 e - s do s [
Nachzuweisen ist somit

| @) = @)@ do 2 0 (1.26)
Zo
fiir alle f € C?[zg, x,] welche (1.25) erfiillen. Partielle Integration liefert

/ " (f1(2) — (2))s" (2) da

Zo

= [ - Sy o
= S = [ ) = s

Wegen f,s € C?[rg,z,] und den Randbedingungen (1.17) fiir s verschwindet
der erste Term. Da s ein stiickweise kubisches Polynom ist, siehe (1.15), gilt
s = 0 und der dritte Term verschwindet. Mit s"(zo—) = 8" (x,+) = 0 und der
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Sprungbedingung (1.18) wird der zweite Term weiter umgeformt

/ () — (@) () da

Zo

n

= ()~ s(a)(s" () — " (it)

= D) sl L
_ gy @) el =) _ (s(e) =y
o, (S_zQ_iq(m y@-><s<xi>—yz>)

Fiir p = 0 ist die Ungleichung (1.26) erfiillt. Fiir p > 0 liefert die Bedingung (1.23)
dann z = 0. Wir haben zu zeigen, dass

Z(f(xz) — yz)(;’(%) — Yi) <.
i=0 Wi

Mit der Definition v = D7(f —y) und v = D~*(s — y) entspricht diese Behaup-

tung u'v < S. Die Nebenbedingung (1.13) fithrt direkt auf ||ul|2 < S, [[v]|3 < S.

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung schitzen wir ab
luTv] < Jlufl2l|v]l < VS VS =S

Somit ist die Eigenschaft (1.26) gezeigt. O

Beispiel 1:

Wir verwenden eine Menge aus fiinf Stiitzpunkten. Die Gewichte werden auf
w; = 1 fiir alle ¢ gesetzt. Abbildung 6 zeigt die resultierenden Ausgleichsspli-
nes fiir verschiedene Parameter S. Zum einen ergibt sich eine Funktion dhnlich
zum kubischen interpolierenden Spline im Fall S ~ 0. Zum anderen entsteht die
Ausgleichsgerade fiir hohe Werte S.
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S =0.0001 S=0.1

1
10 10
9 9
8 8
7+ 7
s(x), s(x),
5- 5
4 ar )
3 3
2 2F o
‘0 1 2 3 a4 5 6 7 8 9 ‘D 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X X
S =05 S =10
1" 1
10 o 10 o
9 9
8 () | 8 o
7+ 7
s(x), s(x),
5 5r o
4 o 4r o
3 3
2 o 2 o
‘D 1 2 3 4 5 é 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X X

Abbildung 6: Ausgleichsspline fiir identische Stiitzpunkte und unterschiedliche
Glattungsparameter S.
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Beispiel 2:
Sei x; = a + th mit h = b’T“ fir i =0,1,...,n. Wir betrachten die Punkte
yi = g(x;) + 1 fir i=20,1,...,n
mit der vorgegebenen Funktion
g(x) =1+ sin(27x).

Die Werte r; stellen Zufallszahlen aus einer Gleichverteilung in [—0.1,0.1] dar.
Der Erwartungswert und die Varianz ergeben sich daher zu

E(r;) =0, Var(r)=0’=% =1 fir i=0,1,....n.

Alternativ kénnen in der Praxis auch paarweise verschiedene Varianzen auftreten.

Zu den Daten (z;,y;) kann man versuchen eine Funktion der Form
f() = o + Bsin(wz + )

mit a priori unbekannten Parametern o, 5, w, ¢ € R anzupassen. Falls nur a und
£ unbekannt sind, dann folgt ein lineares Ausgleichsproblem. Jedoch ergibt sich
ein nichtlineares Gleichungssystem falls alle Parameter als unbekannt angenom-
men werden. Zudem erfordert die Auswahl des Ansatzes fiir f eine Untersuchung
der Gestalt bzw. Struktur der Daten (z;,y;).

Im Gegensatz hierzu wenden wir den Ansatz des Ausgleichssplines an, welcher un-
abhéngig von der Gestalt der Eingabedaten ist. Wir setzen n = 100, a = 0,b = 1.5
und wahlen die Gewichte w; = o fiir alle 7. Abbildung 7 stellt die entstehenden
Ausgleichssplines fiir verschiedene Parameter S dar. Die Wahl S = n+1 liefert ei-
ne gute Approximation der zugrunde liegenden Funktion g. Viel groflere Werte S
fithren auf eine schlechte Approximation sowohl der Daten als auch der Funkti-
on g, da zu stark gegliattet wird. Viel kleinere Werte S erzeugen unerwiinschte
Ostzillationen im Spline, wobei die Stiitzpunkte zwar besser approximiert werden,
jedoch die Funktion g schlechter erfasst wird.
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Abbildung 7: Ausgleichsspline (—) fiir identische Stiitzpunkte (o) und verschie-
dene Parameter S zusammen mit der urspriinglichen Funktion ¢ (- - -).
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2 Approximation in normierten Riumen

In diesem Kapitel betrachten wir eine allgemeine Approximationstheorie in nor-
mierten Vektorrdumen. Als giinstisten Fall erweisen sich dabei Hilbert-Raume.
Die Ansétze zur Approximation werden konkret bei Fourier-Reihen und Wavelets
eingesetzt.

2.1 Allgemeine Approximationstheorie

Zunéchst wiederholen wir einige Begriffe aus der Topologie.

Definitionen aus der Topologie

Wir betrachten einen reellen normierten Vektorraum (V|| - ||), welcher eine be-
liebige Dimension haben kann. Die Norm induziert eine Metrik d iiber

d(vi,vg) :=|lvg — vaf| fur vy,vy € V.
Zu einem u € V und e > 0 definieren wir die Kugel
B.(u) :={veV : |lv—-ul| <e}.
Fiir ein Folge (v;);en C V schreiben wir
0= Zliglo U4 falls Zlgglo |v; — 0] = 0.

Damit folgen die nachstehenden Begriffe.

Def. 2.1 Sei (V.|| -||) ein normierter Vektorraum.

(i) Eine Menge M C 'V heifit offen, wenn

Yoe M 3e >0 : B.(v) C M.

(ii) Eine Menge M C V' heifit abgeschlossen, wenn V\M offen ist.

(iii) Eine Menge M C 'V heif§t beschrankt, wenn ein € > 0 existiert mit M C
B.(0).

(iv) Eine Menge M C 'V heifst vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge aus M einen
Grenzwert in M besitzt.
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Ist der ganze Raum V vollstdndig, dann nennt man (V|| - ||) einen Banach-
Raum. Von besonderer Bedeutung sind auch kompakte Mengen, welche dadurch
gekennzeichnet sind, dass jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

Def. 2.2 FEine Menge K C V' heifst kompakt, wenn aus
K C U Oz
iel
mit offenen Mengen O; die Ezistenz endlich vieler Indizes iq,1s, . .., 1, mit
KCOiIUOiQU"‘UOim
folgt.
Eine kompakte Menge ist stets beschrankt und abgeschlossen. Die Umkehrung gilt
meistens nicht. Jedoch ist im R" jede beschriankte und abgeschlossene Menge auch

kompakt nach dem Satz von Heine-Borel. Eine wichtige Eigenschaft kompakter
Mengen ist der Satz von Bolzano-Weierstraf.

Satz 2.1 Sei K C V eine kompakte Teilmenge. Dann besitzt jede Folge aus K
eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K.

Beweis: siehe [7], Satz 9.

Man beachte, dass diese Aussage auch ohne die Vollstandigkeit von V' gilt.

Satz 2.2 Fin beliebiger Vektorraum V mit endlicher Dimension n ist i.somorph

zu R™.

Beweis: siche [6], Abschnitt 2.2.4, Korollar 2.

Aus diesem Satz folgt sofort, dass ein endlichdimensionaler Vektorraum voll-
stiandig ist, da R™ fiir jedes n vollsténdig ist. Insbesondere gilt die Aussage fiir
endlichdimensionale Untervektorrdaume U C V' eines moglicherweise unendlichdi-
mensionalen Vektorraums V.

Satz 2.3 Ein endlichdimensionaler Untervektorraum U C V eines normierten
Vektorraums (V. || - ||) ist abgeschlossen.
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Beweis:

Wir zeigen, dass V\U offen ist. Sei v € V\U. Angenommen, es gelte fiir kein
e > 0 die Inklusion B.(v) C V\U. Dann enthielte jede Kugel um v Elemente
aus U und somit gébe es eine Folge aus U, die gegen v konvergiert. Da nach
Satz 2.2 U isomorph zu einem R"™ ist, folgt wegen der Vollstandigkeit von R”
dann fiir den Grenzwert v € U. Durch diesen Widerspruch gibt es ein € > 0 mit
B.(v) C V\U. O

Besonders giinstig erweisen sich Vektorrdume V' mit einem Skalarprodukt (-, -),
d.h. einer positiv definiten, symmetrischen Bilinearform. Das Skalarprodukt er-
zeugt eine Norm durch

lv]| = v/ (v,v) fir veV.

Somit liegt auch ein normierter Vektorraum vor. Ist (V, (-, -)) vollstdndig, dann
liegt ein Hilbert-Raum vor. Ist (V,(-,-)) nicht vollstindig, so spricht man von
einem Pré-Hilbert-Raum.

Strikte Normen

Desweiteren benotigen wir den Konvexitatsbegriff.
Def. 2.3 Sei (V,||-||) ein normierter Vektorraum.

(i) Eine Menge M C 'V heifit konvez, falls gilt
v, €M = A+ (1-NneM
fir alle A € [0, 1].

(ii) Eine Menge M C V' heifit streng konvex, falls mit vi,vy € M und vy # vo

folgt
VA€ (0,1)3e >0 : Bc(Avy+ (1 — N)wg) C M.

Fiir normierte Rdume betrachten wir damit die folgende Verschérfung.

Def. 2.4 FEin normierter Vektorraum (V.|| - ||) heifst strikt normiert, falls die
abgeschlossene Einheitskugel {v € V' : ||v|| < 1} streng konvex ist.

Aquivalent zur strikten Normiertheit ist die Bedingung

[orlls fJoal] <101 #va = Ao + (1 = Mwa| < 1.
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Gilt [Jv1]] < 1 und |Jve|| < 1 sowie vy # vy, dann folgt
[Aor 4+ (1 = Noa|| < AL Jloafl + [T = Al - floall < AT+ 1= Al =1

fiir 0 < A < 1, wodurch die Bedingung aus der strengen Konvexitét erfiillt ist.
Somit braucht nur der Fall |[v1]| = ||va]| = 1 betrachtet zu werden. Notwendig
und hinreichend fiir die strikte Normiertheit ist daher das Kriterium

[vi]] = [Jvol| =1, w1 #v2 = [Aor+ (1= Nwef < L.

Auf dem R™ haben wir als iibliche Normen

]|, = (2.1)

fiir p > 1 mit der Maximumnorm

.....

als Grenzfall. Die Normen (2.1) sind genau dann strikt, wenn 1 < p < oo gilt.

Der folgende Satz liefert eine Aussage fiir (Pré-)Hilbert-Raume.

Satz 2.4 Wird in einem normierten Vektorraum (V)| - ||) die Norm von einem
Skalarprodukt induziert, dann ist der Raum strikt normiert.

Beweis:
Sei ||vg|| = ||ve|| = 1 und vy # ve. Wir miissen
|(1—=XNwvy + Agf| <1 fiir A€ (0,1)
zeigen. O.E.d.A. sei 0 < A\ < % Dieser Fall kann dargestellt werden als

(1 — )\)Ul + vy = %( v + (Ul + 2Aﬁ]2 - Ul)l )

=01 =:U2g

Es gilt ||01]|| = 1 sowie
[O2]] = [[(1 = 2\)v1 4 2A0s || < |1 = 2A] - Joa[| + [2A] - [Joo] = |1 = 2A[ 4 [2A] = 1.

Gilt ||2|| < 1 dann ist die obige Bedingung sofort erfiillt. Es geniigt somit den
Fall A = $ zu betrachten.
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Da die Norm von einem Skalarprodukt erzeugt wird, gilt die Parallelogrammglei-
chung

o1 + va|* + [Jor — va||* = 2 (Jloa||* + [Jv]?) fiir alle vy, vs.
Sei v1 # vy und ||vy|| = ||ve|| = 1. Die Parallelogrammgleichung liefert

I301 + guall* = Fllon +val* = § (2lval* + 2floal|? = [Jor — va|?)

<sglloill® + llvel® = 1.

Somit folgt ||$v1 + 2vs]| < 1. O

Bestapproximationen

Die folgende Definition gilt fiir beliebige Teilmengen.

Def. 2.5 Sei (V|| - ||) ein normierter Vektorraum und M C V mit M # () sowie
v €V fest gegeben.

(i) Die reelle Zahl
Ey(v) = inf ||lu— |
ueM

wird als Minimalabstand des Vektors v zur Teilmenge M bezeichnet.

(ii) Eine Folge (u;)iex C M heifit M-Minimalfolge an v, wenn

lim ||u; — || = Ep(v).
1— 00

(1) Man nennt einen Vektor i € M eine Bestapproximation in M oder auch
M -Proximum falls

|t —v|| = inf ||u —v]|.
ueM

Der Minimalabstand existiert immer und ist eindeutig. Die Existenz einer Mi-
nimalfolge ergibt sich aus der Eigenschaft des Infimums. Eine naheliegende Fra-
gestellung ist nun, fiir welche Teilmengen die Existenz und Eindeutigkeit einer
Bestapproximation garantiert werden kann.

Beispiele:

1. Wir betrachten (R?,]| - [l2) und M = {z € R? : ||z|s < 1}. Zuv ¢ M gibt
es ein eindeutiges M-Proximum, namlich

1

[v]]2

U = .
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Es folgt Ea(v) = ||v]]2 — 1. Dass @ ein M-Proximum ist erkennt man wie
folgt: Sei @ € R? mit ||a — vz < |4 — v]|. Es folgt
[vll2 < @ = vlla + |lalls < [|& = vlls + @]z = [lo]la = 1+ [Jallz.
Daraus folgt sofort [|@|lz > 1 und somit @ ¢ M.
2. Wir verwenden (C[0,1], ] - |loo) und M = {* : 3 > 0} sowie v = 5. Es
gilt
e — 1w =€ -1 >1 firalle 8>0.

Fiir 8 — 0 sieht man Ey(v) = % Somit existiert kein M-Proximum von v.
Eine Minimalfolge ist durch jede Funktionenfolge in M mit § — 0 gegeben.

Folgendes Lemma liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer Be-
stapproximation.

Lemma 2.1 Sei M C V mit M # 0 fir einen normierten Raum (V| -||) und
(u;)ien eine M-Minimalfolge an v € V. Besitzt die Folge einen Hdufungspunkt
u € M, dann ist u ein M-Prozimum an v.

Beweis:

Ist @ € M ein Haufungspunkt der Folge, dann gibt es eine Teilfolge (u;, )ren, die
gegen U konvergiert, d.h.
lim |lu;, — || = 0.
k—o0
Wir setzen an
o —v|| < |4 — || + ||ug,, — o] fir alle &
und somit

o — o] < ]}1_{20 @ — i, || + [Jug, —v]| =0+ Ex(v) = En(v).

Wegen der Abschitzung Ey(v) < ||u — v|| fiir alle u folgt die Behauptung. O

Satz 2.5 Ist K C V mit K # () eine kompakte Teilmenge in einem normierten
Raum (V.|| - ||), dann existiert fir jedes v € V' ein K-Proximum an v.

Beweis:

Es existiert zu jeder nichtleeren Teilmenge K C V eine K-Minimalfolge. Als Folge
in einer kompakten Teilmenge existiert nach Satz 2.1 eine konvergente Teilfolge
mit Grenzwert in K. Da der Grenzwert ein Haufungspunkt der K-Minimalfolge
ist, stellt dieser Grenzwert laut Lemma 2.1 ein K-Proximum dar. 0
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Lemma 2.2 Ist M C V fir einen normierten Vektorraum (V)| - ||), dann ist
jede M-Minimalfolge (an beliebiges v € V') beschrinkt.

Beweis:
Sei (u;);en eine M-Minimalfolge fiir v € V. Dann gibt es ein n* € N mit
En(v) < flu; = of| < Ep(v) +1
fiir alle « > n*. Es folgt
[udll < flofl + llu; = ol < En(v) + 1+ o]l =: K,
fir ¢ > n*. Mit Ky = max{||u;|| : ¢ < n*} erhalten wir
lu;]| < max{K;, K,} fiir alle i € N.

Damit ist die Folge beschréankt. 0

Das néchste Resultat nennt man auch den Fundamentalsatz der Approximati-
onstheorie in normierten Vektorraumen.

Satz 2.6 Ist U C V ein endlichdimensionaler Untervektorraum eines normier-
ten Vektorraums (V.| - ||), dann ezistiert fiir jedes gegebene v € V' ein U-Proxi-
mum an v.

Beweis:

Sei (u;);en eine U-Minimalfolge fiir v € V. Nach Lemma 2.2 ist diese Folge be-
schrankt in V. Somit ist die Folge trivialerweise auch beschrankt in U, d.h. u; € K
fur alle i mit K = {u € U : |ju|| < ¢} bei hinreichend hohem ¢. Die Menge K ist
als abgeschlossene und beschréankte Teilmenge eines endlichdimensionalen Vek-
torraums kompakt in U. Satz 2.1 zeigt die Existenz einer konvergenten Teilfolge
mit Grenzwert in K. Da der Grenzwert ein Haufungspunkt der U-Minimalfolge
ist, stellt dieser Grenzwert laut Lemma 2.1 wieder ein U-Proximum dar. 0

Man beachte, dass in diesem Beweis der Satz 2.5 nicht direkt angewendet wurde,
denn dafiir miisste man zuerst nachweisen, dass K auch kompakt in V' und nicht
nur in U ist.
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Beispiel: Wir betrachten den normierten Raum (Cfa,b], || - || ). Es bezeichnet
P, die Menge der Polynome mit Grad hochstens n. Somit ist P, C Cfa,b] ein
Unterraum der Dimension n + 1. Satz 2.6 garantiert die Existenz einer Bestap-
proximation in P, zu beliebigem f € C|a, b].

Nachdem wir hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Bestapproximation
gefunden haben wenden wir uns nun der Eindeutigkeitsfrage zu.

Eine strenge Konvexitét impliziert die Eindeutigkeit, jedoch nicht die Existenz.
Satz 2.7 Ist M CV mit M # 0 eine streng konvexe Teilmenge eines normierten
Vektorraums (V|| - ||), dann ezistiert hochstens ein M -Prozimum an v € V.

Beweis:

Angenommen es existiert mindestens ein Proximum. Es seien 47 und s beide
M-Proxima an v sowie u; # Uy. Dann folgt

Bay(v) < [[o— (i +a)[l < Sllo—dall+ 3o —tiall = 3Bar(v) + L Enr(v) = Ene(v).
Dadurch haben wir [[v — 3(dy + d2)|| = En(v).
Weil M streng konvex ist gibt es fiir A = % Werte p mit

U= 5(t +U2) + p(v — 5(0 + ) € M

fir alle || < po mit po > 0 hinreichend klein. Sei 0 < i < 1 einer dieser Werte.
Wir erhalten

la—v] = 51— @) (@ +i2) — (1= o[l = [L=al-[[3(d1+d2) —vll = (1= 1) Ear ().
Also folgt ||a — v|| < Ep(v) im Widerspruch zu Ey(v) < ||u — v|| fiir beliebiges
ue M. O

Die néchste Schlufolgerung ergibt sich direkt aus Satz 2.5 und Satz 2.7.

Korollar 2.1 Ist K C V mit K # () eine kompakte und steng konvexe Teilmen-
ge eines normierten Vektorraums (V.|| - ||), dann ezistiert zu jedem v € V ein
eindeutiges K-Prozimum an v.

Nach Satz 2.6 existiert fiir einen endlichdimensionalen Untervektorraum die Be-
stapproximation. In strikt normierten Rdumen erhalten wir auch die Eindeutig-
keit.
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Lemma 2.3 FEin normierter Vektorraum (V. ||-||) ist genau dann strikt normiert,
wenn fir beliebige v,w € V\{0} gilt

ol + lwlf = llv+w| = ZFaeeR : w=av.

Beweis:

Wir zeigen nur die wichtigere Implikation. Fiir die Umkehrung siehe [16], Theo-
rem 15.18.

Sei (V]| - ||) strikt normiert. Wir verwenden v, w € V\{0} mit der Eigenschaft
[l + flwll = flv + wl[.
O.E.d.A. sei ||v|| < ||w]|. Es folgt mit der Dreiecksungleichung

v w v w w w
o+l = b+ i+ [ -
loll vl [oll - Jwl] [oll - fwl
und damit
I+l = [ = -
[oll Rl (ol [l [ol - [lw]]
v+ wl| 1 1
= - - [[]]
o] [oll - Jlwl]
[oll + [Jwll <|Iw|| B IIwII) _ s
o] ol [lwl]
Also gilt
1 v 1w
= . — _|_ = — >
S (] e (7
Wegen der strikten Normiertheit ist diese Ungleichung nur méglich falls ﬁ = m
Somit erhalten wir w = av mit a = % 0

Satz 2.8 Sei (V.|| - ||) ein strikt normierter Vektorraum und U C V' ein Un-
tervektorraum. Dann ezistiert hidchstens ein U-Proximum zu einem beliebigen
velV.

Beweis:

Gilt v € U, dann ist das U-Proximum eindeutig v selbst. Sei daher v ¢ U. Sind
1, und gy beide U-Proxima, dann folgt

By(v) < |lv= (i + i)l < gllv =]+ 3llv = da| = 5B (v) + 5Eu(v) = Ey(v).
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Somit gilt
130 = i) + 3 (v = @2)|| = [l = 5@ + @) || = [|5(v — @)l + I3 (v — @)

Da der Raum strikt normiert ist konnen wir Lemma 2.3 anwenden und erhalten
ein a € R, so dass

(v —ty) = az(v — Gs) und damit (1 —a)v =10y — ats.

Weil v ¢ U angenommen ist, erhalten wir 1 — a = 0, d.h. a = 1. Also folgt
Uy = Us. OJ

Als Folgerung aus Satz 2.6 und Satz 2.8 erhalten wir die néchste Aussage.

Korollar 2.2 Ist U CV ein endlichdimensionaler Untervektorraum eines strikt
normierten Vektorraums (V|| - ||), dann existiert fir jedes gegebene v € V' ein
eindeutiges U -Prorimum an v.

Falls die Eindeutigkeit nicht gegeben ist, dann liefert folgender Satz eine Infor-
mation zur Struktur der Bestapproximationen.

Satz 2.9 Ist M C V mit M # () eine konvexe Teilmenge eines normierten
Vektorraums (V.|| - ||), dann ist fir jedes v € V' die Menge der M -Proxima an v
konvez.

Beweis:

Seien u; und uy beide M-Proxima an v und A € [0, 1]. Die Konvexitidt garantiert
hier (1 — A)uy + Aug € M. Es folgt
[(1 = Aur 4+ Auz — o] = [[(1 = A)(ur =) + A(uz —v)
< 1= AL flur = ol + A flug = o
= (1-=XNEu@)+AEy(v) = En(v).

Wegen Ejy(v) < [Ju — v|| fir alle uw € M folgt Ep(v) = [[(1 — Nug + Aug — ||,
d.h. (1 — N)ug + Aug ist ebenfalls ein M-Proximum an wv. O

Gibt es also zwei verschiedene Bestapproximationen an v, so existiert bereits
ein Kontinuum aus Bestapproximationen zu v. Satz 2.9 gilt insbesondere fiir
(unendlichdimensionale) Untervektorrdume.
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Bestapproximation in Hilbert-Ridumen

In Vektorrdumen mit Skalarprodukt lassen sich die Bestapproximationen zu Un-
tervektorrdumen leicht charakterisieren und bestimmen. Laut Satz 2.4 ist ein
(Pra-)-Hilbert-Raum strikt normiert und das Proximum existiert jeweils und ist
eindeutig.

Def. 2.6 Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und M C V', dann ist das
orthogonale Komplement von M gegeben durch

M*+={veV : (v,u) =0 firale uec M}.
Diese Definition wird insbesondere fiir Untervektorrdume eingesetzt.

Satz 2.10 Sei (V,(-,-)) ein (Prd-)Hilbert-Raum und U C V' ein Untervektor-
raum. Ein Element @ € U ist genau dann ein U-Prozimum an v, wenn t—v € U+
qgilt.

Beweis:
Sei 7 € U und @ — v € U~. Fiir beliebiges u € U folgern wir

lu=ol* = fl&—v+u—al
= a—vl*+2(a—v,u—a)+lu—a|* > [Ja—v]*
—_——

=0
Somit ist @ ein U-Proximum an v.

Seinun 4 € U und 4—v ¢ U+. Dadurch existiert ein w € U\{0} mit (t—v, w) # 0.
Mit t € R erhalten wir

0+ tw —vl|? = |0 — v||* + 260 — 2||wl||? =: f(t
H,u+Uw, ol|* = [l — v[|* + 2@ — v, w) + 7 ||lw]|]” =: f(2),
S

d.h. ein Polynom zweiten Grades in t. Differentiation zeigt

F1(t) = 2(a — v, w) + 2t|w]|.

Ein Minimum von f liegt daher bei t* = <UHZJII;U ) # 0 vor. Also ist @ + t*w eine
bessere Approximation und somit # kein U-Proximum an v. 0

Der néchste Satz zeigt die Konstruktion der Bestapproximation.
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Satz 2.11 Sei (V,(-,-)) ein (Prd-)Hilbert-Raum und U C V' ein endlichdimen-
sionaler Untervektorraum mit gegebener Basis {ui, ... ,u,}. Es ist u € U mit

n
U= E AU
k=1

genau dann das U-Proximum an v € V', wenn die Normalgleichungen

n

Z(uk,uj>ak = (v,u;) fir j=1,2,....n (2.2)

k=1
erfillt sind.
Beweis:

Die Normalgleichungen lassen sich dquivalent umschreiben in

<<Zakuk>—v,uj>20 fir j=1,2,...,n
k=1

Nach Satz 2.10 ist @ genau dann ein U-Proximum an v, wenn @ — v € U=+, Ist
demnach 4—v € U™, dann gilt (4—v, u;) = 0 fiir alle j und die Normalgleichungen
sind erfiillt. Seien umgekehrt die Normalgleichungen erfiillt und @ € U beliebig

mit
n
U= E Biu;.
=1

Daraus folgt

(@—U,ﬂ>:<ﬂ—v,;ﬂjuj> Zﬁ] —v,u;) =0,

=0

wodurch @& — v € U+ nachgewiesen ist. 0

Die Normalgleichungen (2.2) bilden ein lineares Gleichungssystem Ax = b fiir

die unbekannten Koeffizienten aq, ..., «a, der Bestapproximation. Die beteiligte
Matrix
<'LL1, U1> e <u17 un>
A= : :
<un7u1> Tt <un7un>

nennt man Gramsche Matrix. Diese Matrix ist offensichtlich symmetrisch. Sie ist
auch positiv definit wegen

T _ _
Ax = E x; (U, uj) < E TiU;, E x]u]> =

1,j=1
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falls x # 0. Das lineare Gleichungssystem kann somit durch die Cholesky-Zer-
legung gelost werden.

Besonders giinstig sind hier Orthonormalbasen des endlichdimensionalen Teil-

raums, d.h.
|0 fir i # 5,
(s, u5) —{ 1 fiir i = j.

In diesem Fall reduziert sich die Gramsche Matrix zur Einheitsmatrix und die
Koeffizientendarstellung der Bestapproximation wird direkt

ar = (v, u) fir k=1,2,...,n.
Ist eine beliebige Basis von U gegeben, so lidsst sich daraus eine Orthonormalbasis
mit dem Verfahren von Gram-Schmidt konstruieren, siehe [6] Abschnitt 5.4.9.
Approximationsprinzip von Korovkin

Wir betrachten in diesem Abschnitt den normierten Raum (Cfa,b], | - ||) und
setzen als Abkiirzung I = [a,b] fiir a < b. Diskutiert werden lineare Operato-
ren auf diesem Vektorraum, wobei nur stetig Operatoren zugelassen sind. Die
Stetigkeit ist dquivalent zur Beschranktheit des Operators.

Def. 2.7 FEine Abbildung L : C(I) — C(I) heifit

(i) linear, falls
L{af + fg) = aLf + BLg
fir alle f,g € C(I) und alle a, p € R gilt.

(ii) monoton, wenn die Folgerung
f<g = Lf<Lg fir f,geC(I)
gilt, wobei die Ungleichungen punktweise fiir alle x € I gelten.

(i) positiv, falls

(iv) beschrinkt, falls

sup {[|Lflloe : f € CU), [[flloo < 1} < 00,
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Man kann leicht zeigen, dass fiir eine lineare Abbildung dann Monotonie und
Positivitat dquivalent sind.

Beispiele:

1. Polynominterpolationsoperator
Zu einer Menge von Stiitzstellen a < xg < 21 < - -+ < x, < b lautet der Operator
der Polynominterpolation

n

(P =3 @) I —

Ti— Tp
k=0 1 F

Dieser Operator ist linear und beschréankt. Jedoch ist der Operator nicht positiv
fiir z.B. alle n > 3. Man definiere die stetige Funktion f > 0 durch

flx) = Hx — ;|-
j=1
Das Interpolationspolynom P, f besitzt dann die Nullstellen zq,...,x, und ist

von null verschieden wegen (P, f)(xo) > 0. Es folgt, dass alle Nullstellen einfach
sind und daher ein Vorzeichenwechsel stattfinden muss. Also nimmt P, f auch
negative Werte in [a, b] an.

2. Bernsteinoperator
Auf I = [0, 1] definiert sich dieser Operator durch

ENCE WERWEE

vergleiche (1.3). Der Operator basiert auf den Bernstein-Polynomen B, ,,. Fiir
diese gilt 0 < B, ,(z) < 1 fiir alle z € I. Somit ist der Operator linear, beschriankt
und positiv.

Um das Prinzip von Korovkin anzuwenden brauchen wir noch folgenden Begriff.
Dabei sei e; € C(I) die Funktion, welche konstant eins ist.

Def. 2.8 FEine Menge @ C C(I) mit Q = {f1,..., [k} und e € Q heifst
Testmenge, wenn es eine Funktion p € C(I x I) gibt mit den Eigenschaften:

(i) Es existieren Funktionen ay,...,ax € C(I) mit

K

p(t,x) = ) ar(t) fu(x).

k=1
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(i1) p(t,x) >0 fir alle (t,z) € I x I.
(iii) p(t,t) =0 fir allet € 1.

Hilfreich sind noch die néchsten beiden Begriffe.

Def. 2.9 Zu g € C(I x I) lautet die Nullstellenmenge

Z(g) ={(t,x) e I x 1 : g(t,z) =0}
Zu f € C(I) ergibt sich die zugehirige Differenzfunktion

de(t,x) = f(x) = f(£).

Offensichtlich gilt ds(t,t) = f(t) — f(t) = 0 und somit
(t,t) € Z(dy) fir alle ¢ € I.

Der folgende Satz stellt eine Verallgemeinerung eines Approximationssatzes von
P.P. Korovkin aus dem Jahre 1953 dar.

Satz 2.12 Sei (L,)nen mit L, : C(I) — C(I) eine Folge monotoner linearer
Operatoren und sei () eine Testmenge mit zugehoriger Funktion p. Gilt

ILm HLnf - f”oo =0 firalle f € Q,
dann folgt sogar
lim ||L,f — fllo =0 firalle f € C(I),
n—o0

die die Bedingung Z(p) C Z(dy) erfiillen.

Beweis:
(i) Wir zeigen zuerst, dass die Bedingung

lim max |(Lnd; (¢, ))(t)] = 0 (2.3)

n—oo tel

hinreichend ist fiir
i [|Lf — e = 0.

Wegen dy(t,-) = f — f(t)es folgt f = f(t)er + df(t,-) und weiter
f - Lnf = f - f<t>Lnel - Lndf(t7 )
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Fiir t € I erhalten wir die gleichméfige Abschétzung

[f() = (L)) < [f(D)er = f(E)(Lnex)(8)] + [(Lnd(E, ) (2)]
< A fllecller = Luerlloo + max [(Lod; (2, -)) (2)]-
Dae; € Q gilt ||e;— Lpé1]|oo — 0 und die Bedingung (2.3) liefert || f — Ly, f||o — 0.

(ii) Als zweites weisen wir nach, dass die Bedingung (2.3) fiir alle f € C(I) mit
der Eigenschaft Z(p) C Z(dy) erfillt ist.

Die Differenzfunktion ist stetig in  und ¢. Zu jedem £ > 0 gibt es eine offene
Umgebung U von Z(dy) mit

|de(t,x)] < e fir alle (t,z) e U.
Fiir die Diagonale gilt
{t,x) e I xI : t=u} C Z(dy)
bei beliebigem f. Die Bedingung Z(p) C Z(d;) impliziert
p(t,z) >0 firalle (¢,2) € UY = (I x I)\U.

Ist UC = (), dann folgt |ds(t, )| < € fiir alle (¢, ) € I x I. Anderenfalls ist U® # ()
abgeschlossen und somit kompakt in I x I. Dadurch existiert das Minimum

M = min p(t,xz) > 0.
(t,m)EUcp( )

Wir folgern

t
5 (t.2)) < e < g 28D g alte (2) € U°
und somit
dllo
|d¢(t,z)| < | ]{J p(t,x) +¢ fir alle (t,x) € I x 1.

Anwendung des monotonen Operators L,, beziiglich x bei festem t zeigt

(Lud (£ ) @) < U2 (1,0, 9) () + (L) )

(L,p(t,) > 0 wegen p(t,-) > 0) und mit z =¢

(a6 DO < L oLt )0 + elLer | (24)

tel
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gleichméBig fur alle ¢ € 1. Wegen p(t,t) = 0 fiir alle ¢ gilt
K
> apt)fu(t) =0  firalle t €1,

Andererseits ist

und damit

(Lop(t,))(8) = > ax(t)(Lnfi) () = Y ar(t) felt) =Y ar(t) [(Lnfi) () — fr(t)].

=1

T
o
bl

Die Konvergenz der Folge (L, )nen auf span(Q) impliziert

Jim max(Lyp(t, -))(t) = 0. (2.5)
Desweiteren gilt
[Lnetlloo < [[Lner — etlloo + ller]loe = [[Lner — el + 1

und mit e; € @ folgt die Konvergenz der Operatoren. Also ist die betrachtete
Folge (|| Lné1||loo)nen beschrinkt. Da e > 0 beliebig ist, folgt mit (2.4)

deHoo
. < .
(a1, 0] < U= oL, )0
gleichmafig fur t € 1. Mit (2.5) folgt somit (2.3). O

Beispiel: Bernstein-Operatoren

Wir folgern mit dem Prinzip von Korovkin nun die gleichméfiige Konvergenz der
Bernstein-Polynome B, aus (1.3) gegen die zu approximierende Funktion f in
I =[0,1]. Als Testmenge verwenden wir @) = {ey, €2, €3} mit

er =1, e =, es = 1.

Wir definieren
p(t,x) = (t — x)* = * — 2w + 2*

und verifizieren

e1(z) + as(t)es(x) + az(t)es(x) = ai(t) + ax(t)x + az(t)x? mit
=12, ay(t) = —2t, az(t) = 1,
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(i) pl(t,2) = (¢ — ) > 0,
(iii) p(t,t) = (t —t)*> = 0.
Desweiteren gilt p(t,xz) > 0 fiir x # t, wodurch Z(p) C Z(dy) fiir beliegiges f
folgt.
Man kann zeigen, dass gilt

lim || Lper —exl|loc =0 fiir k=1,2,3.
n—oo

Fiir e; folgt dies direkt aus der Zerlegung der Eins in (1.2) und fiir ey, e3 aus den
ersten beiden Formeln im Beweis von Lemma 1.1. Somit sind die Voraussetzun-
gen fiir Satz 2.12 erfiillt und es folgt die Konvergenz der Approximationen fiir
beliebiges f € C(I). Dies stellt einen alternativen Beweis von Satz 1.8 dar.

2.2 Fourier-Reihen

In diesem Abschnitt betrachten wir periodische Funktionen mit fester Periode
L >0.0.E.d.A. sei L = 27, wodurch wir uns auf das kompakte Intervall [—m, +7]
zuriickziehen konnen.

Trigonometrische Polynome

Def. 2.10 Wir bezeichnen die Menge der stetigen bzw. quadratintegrablen
periodischen Funktionen mit Periode 2w durch

C, = {feCR) : fx+k2r) = f(x) fir allek € Z und x € R},

Ly = {/:R=>R : fllorsm € L2([=7, +7)),
fG+k2m) = f(-) fir allek € Z}.

Ist f € Cl—m,+n] mit f(—m) = f(7), dann kann f erweitert werden zu einer
Funktion in C,. Jedes f € L*[—m,+7] kann zu einer Funktion in LZQ7 fortgesetzt
werden. Umgekehrt kann jedes f € L7 auf den Raum L*[—m, 4] eingeschréinkt
werden. Es gilt C, C L2.

Def. 2.11 FEin reelles trigonometrisches Polynom ist eine Funktion der Gestalt

fla) = % + 3" ay cos(k) + by sin(kx) (2.6)
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mit Koeffizienten ag,...,a, € R und by,...,b, € R. Es bezeichnet n den Grad
des Polynoms (a, # 0 oder b, # 0). Sei T, die Menge aller trigonometrischen
Polynome mit Grad hochstens n.

Offensichtlich ist jedes trigonometrische Polynom in C},. Die trigonometrischen
Polynome 7, bilden einen Untervektorraum, d.h. 7, C C, C Lg.

Auf L*[—n, +7] verwenden wir das modifizierte Skalarprodukt

1 ™
= %/ f(z)g(z) dz fiir f,g € L*[—m,+7]. (2.7)
Die von diesem Skalarprodukt erzeugte Norm ist dquivalent zur iiblichen L?-Norm
und wir bezeichnen sie mit || - ||z2. Das System
{\}5, sin(z), cos(z), sin(2x), cos(2x), . . ., sin(nz), COS(TL:L‘)} :

ist eine Orthonormalbasis von 7, beziiglich des Skalarprodukts (2.7).

Def. 2.12 Zu f € L?|—, +7] lauten die zugehirigen Fourier-Koeffizienten

ap = / f(z) cos(kx) dx fir k=0,1,2,...,

by = f( )sin(kx) dx fir k=1,2,....

™

Die Fourier-Koeffizienten implizieren die Operatoren S, mit

(Snf)(z) = % + Z ay, cos(kx) + by sin(kz).
k=1

Die Eigenschaft f € L?[—m, +n] garantiert die Existenz der Fourierkoeffizienten
als reelle Zahlen. Es gilt

ar = (f(x),cos(kx)) fir k>0, br = (f(x),sin(kx)) fir k> 1.

Speziell fiir k& = 0 haben wir ag = v2(f(z), \/L§> und es ist G = (f(z), %)

o

Konvergenz der Fourier-Reihe

Mit Satz 2.11 folgt, dass S, f die Bestapproximation von f in 7, beziiglich der
Norm || - ||z ist. Daraus ergibt sich die Frage, ob diese Bestapprox1mat10nen auch
gegen die Funktion konvergieren.
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Satz 2.13 Fir f € L?|—m, +x] konvergiert die Fourier-Reihe im quadratischen
Mattel gegen f, d.h. es gilt

lim || f =S, fll,. =0.
n—00

Beweis: siche [24], Satz V4.9.

Somit konvergiert die Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen die zu appro-
ximierende Funktion. Eine zentrale Frage der Approximationstheorie war, ob fiir
eine stetige Funktion die Fourier-Reihe auch gleichméfig konvergiert.

Satz 2.14 Sei f € C}, eine stickweise stetig differenzierbare Funktion, d.h. es
gibt eine Unterteilung —m = 29 < 11 < -++ < Ty = 7, 50 dass f|@;_, ;) fiir
Jj=1,...,m stetig differenzierbar in [z;_1,x;] ist. Dann konvergiert die Fourier-
Reihe gleichmdf$ig gegen f.

Beweis:

Es bezeichne g; : [r;_1,7;] — R die erste Ableitung von f(, ;). Dann sei
g : R — R die periodische Funktion, die auf (x;_q,x;) mit g; fiir alle j iiberein-
stimmt. Die Fourier-Koeffizienten von g erfiillen die Besselsche Ungleichung

|a0
+Z| (D)I* + [br(9) ] < [lgll7-

Fiir k # 0 zeigt partielle Integration

/:1 f(x) cos(kx) dz = [%f(:c) Sin(k::c)} -7 /:jl g(z)sin(kz) dx

T=Tj—1 Jj=

und damit weil sich die Randterme gegenseitig autheben

Z f ) cos(kx) dx ! Z N g(x)sin(kx) dz = —lbk(g).
k4 , k

Analog folgt b (f) = %ak(g). Man beachte, dass g € L*[—n, +7] ist.

Fiir alle v,w € R gilt vw < 1(v? + w?). Wir erhalten

=290 <5 (G iR =52 < 4 (G lanta)?)

Da die Reihen

b Y@l Y o
k=1 k=1 k=1



wegen der Besselschen Ungleichung alle konvergent sind, folgt

—i—Z\ak )+ bk (f)] < .

Die Fourier-Reihe von f konvergiert wegen |sin(kz)| < 1, |cos(kz)| < 1 fir
alle £ damit absolut und gleichméfig. Es existiert also eine stetige Funktion
f als Grenzwert. Aus gleichméBiger Konvergenz folgt auch die Konvergenz im
quadratischen Mittel. Die Fourier-Reihe von f konvergiert jedoch auch gegen f
selbst nach Satz 2.13. Da der Grenzwert eindeutig ist folgt f = f in L?[—m, +7].
Da f und f stetig sind folgt daraus f = f. 0

In Satz 2.14 wird vorausgesetzt, dass bei Unstetigkeitsstellen der ersten Ableitung
die links- und rechtsseitigen Grenzwerte jeweils existieren.

Desweiteren hiangt die Konvergenzgeschwindigkeit von der Glattheit der Funktion
ab. Fiir das Abklingverhalten der Fourier-Koeffizienten gibt der folgende Satz eine
Auskunft.

Satz 2.15 Ist f € C, eine m-mal stetig differenzierbare Funktion (m > 1), dann
gibt es eine Konstante Cy > 0 und ein n* € N mat

1
max{|ay,|, |b,|} < Cf'n_m fir n>n*

und desweiteren gilt

nn

1f = Suflloe < K| f Hoo fir n =2

mit einer Konstanten K > 0 und der Mazimumnorm || - ||s.

Der Beweis der ersten Aussage erfolgt analog zum Beweis von Satz 2.14 mit
partieller Integration. Zum Beweis der zweiten Aussage siehe [21].

Jedoch ist die Stetigkeit allein nicht hinreichend fiir die gleichméflige Konvergenz.
Dazu betrachten wir ein Gegenbeispiel. Die Reihe

f(x):ZM fir 0<z<m

konvergiert absolut und gleichméflig. Der Grenzwert f existiert damit und ist
stetig. Es gilt f(0) = f ( ) = 0. Wir erweitern diese Funktion zu fi:[-m71] =R
durch f(z) = f(|z|), d.h. f ist eine gerade Funktion. Die Fourier-Reihe von f
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besteht dann nur aus Cosinus-Termen. Man kann zeigen, dass diese Fourier-Reihe
bei x = 0 divergiert, siche [5].

Approximation mit Fejér-Operatoren

Erfreulicherweise ergibt sich die gleichméflige Konvergenz mit trigonometrischen
Polynomen fiir eine leichte Modifikation der Fourier-Summen. Dabei wird aus
den Fourier-Summen ein arithmetisches Mittel konstruiert mittels der Cesaro-
Summation.

Def. 2.13 Zu f € L*[—m, +7] wird mit den Operatoren S,, der Fourier-Summen
der Fejér-Operator

fiir n € N gebildet.
Desweiteren existieren fiir beide Operatoren Kerne.

Def. 2.14 Der n-te Dirichlet-Kern ist die Funktion

sin((2n +1)%)

sin(3)

K;(z) =

und der n-te Fejér-Kern ist die Funktion

KP(z) = ~ <Sin(n%))2‘

n \ sin(3)

Abbildung 8 zeigt ein Beispiel fiir diese Funktionen. Jetzt konnen wir die Ope-
ratoren durch Integrale mit den Kernen darstellen. Man beachte, dass diese Re-
prasentation nur in der Theorie von Interesse ist. Fiir die numerische Auswertung
der Operatoren werden diese Formeln nicht eingesetzt.

Satz 2.16 Fir f € C[—m, 7] gilt

Suh)0) =5z [ FOKD( - 2) a

und
(Fuf)@) = 5 [ ORI di

fiir alle x € R und alle n > 0.
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Abbildung 8: Dirichlet-Kern (links) und Fejér-Kern (rechts) fir n = 10
in [—m,+7].

Beweis:
Wir erhalten die Hilfsformel

IR 1 sin((n+3)r)
5 + ;COS(’CI’) = 5 . W fiir alle n

aus

%+§cos(kx) = % i cos(kx) — % i ok

k=—n k=—n
2n i
1 —inx ikx 1 —inx el(2n+1)z -1
- e = " Em T
1 etz _ o—itn+3)z ~ Isin((n+ %)x)
2 els — e-i% 2 sin(%)

wobei die Formeln fiir Sinus und Cosinus im Komplexen sowie der Wert der
endlichen geometrischen Reihe verwendet wurden.

Mit den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen, der Periodizitét
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und der obigen Formel folgt

(Spf)(x) = @ + Z ay, cos(kx) + by, sin(kx)

= / f(t) % + Z cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(ka:)] dt

k=1

7

= f( ) % + Zcos(k;(t - x))] dt

dt.

_ 1 _” ) sm((n+ Zi x))

27 sin(5%)

Das Additionstheorem sin(a) sin(8) = 3 (cos(a — 3) — cos(a + 3)) zeigt uns

Zsm j+3)z)sin(%) = % cos(jx) — cos((j + 1))

wodurch die Aussage gezeigt ist. 0

Der Fejér-Operator ist offensichtlich linear. Mit der Darstellung des Operators
aus Satz 2.16 folgt, dass der Operator auch positiv ist, denn der Kern ist ei-
ne nichtnegative Funktion. Dadurch konnen wir Satz 2.12 anwenden, wobei wir
uns auf den Raum C|—m, +7] zuriickziechen. Wir definieren eine Testmenge @ :
{e1,e2,e3} € C, mit

ep =1, ey=cos(z), ez=sin(z)
sowie die Funktion

p(t,x) =1 —cos(t —x) = 1 — cos(t) cos(x) — sin(t) sin(x).
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Wir verifizieren

(i) p(t,z) = ar(t)er(x) + az(t)ez(x) + as(t)es(x)
mit a;(t) = 1, as(t) = — cos(t), az(t) = —sin(t),
(i) p(t,x) > 0 wegen —1 < cos(t —x) < 1,

(iii) p(t,t) =1 — cos(0) = 0.

Die Nullstellenmenge von p in [—m, +7]? ist

Z(p) = DU{(=m, +7), (+m, —m)}.
mit der Diagonalen D = {(t,t) : t € [—m, +n]}. Fir die Differenzfunktion
gilt immer D C Z(ds). Da f periodisch ist, d.h. f(—m) = f(n), folgt hier
{(=m,+mn), (+m,—m)} C Z(dy). Die Eigenschaft Z(p) C Z(dy) ist somit fiir alle

relevanten Funktionen f erfiillt. Es verbleibt zu zeigen, dass die Fejér-Operatoren
fiir jede Funktion aus der Testmenge () gleichméflig konvergieren. Dies folgt aus

Sper = 1fiirn >0, S,es =cos(x) fiirn > 1, Spes =sin(z) fiirn > 1,
denn wir erhalten
F,ei =1, F,ey = ”T_lcos(x), F,es3 = ”T_l sin(z) firn>1

und somit
lim |le; — Fréilloo =0 fir i=1,2,3.
n—o0

Wir notieren als Schlussfolgerung:

Satz 2.17 Ist f € C},, dann gilt mit den Fejér-Operatoren
lim || f = Fofllec =0,
n—oo

wobei || - ||oo die Mazimumnorm auf [—m, +| bezeichnet.

Die nachfolgende direkte Konsequenz daraus nennt man auch den Weierstraf3-
schen Approximationssatz fiir periodische Funktionen.

Korollar 2.3 Zu jeder Funktion f € C, existiert eine Folge von trigonometri-
schen Polynomen, welche gleichmdf$ig gegen f konvergiert.
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2.3 Wavelets

In diesem Abschnitt behandeln wir eine Approximationsmethode fiir Funktionen
in L?(R). Somit liegen keine Periodizitéiten vor.

Motivation

Wir definieren die Funktionenraume

o

Lp(]R):{f:]R—>(D ; fmessbar,/ ]f(q:)|pdx<oo}

—0o0

fiir ganzzahliges p > 1. Die zugehorigen Normen lauten

[ fllzr = i//_oo |f(2)]P da.

Nur im Fall p = 2 wird die Norm von einem Skalarprodukt (d.h. hermitesche,
positiv definite Sesquilinearform) erzeugt, ndmlich

(o= [ F@)g@de  fin fig € P(R)
Eine Teilmenge bilden die reellwertigen Funktionen der Gestalt f : R — R.

Eine reellwertige Funktion f € L?(R) soll nun approximiert werden. Polynome
eignen sich in diesem Raum nicht zur Approximation, denn es gilt ¢ ¢ L*(R) fiir
alle Polynome ¢q # 0. Ebenso gilt ¢ ¢ L*(RR) fiir jedes trigonometrische Polynom
q # 0. Eine Approximation mit trigonometrischen Funktionen wére hier zudem
nicht sinnvoll, da die Funktion f nicht periodisch vorausgesetzt ist.

Eine naheliegende Idee wiire, fiir die aperiodische Funktion f € L*(R) die konti-
nuierliche Fourier-Transformation anzuwenden, d.h. eine Integraltransformation.
Falls f € L'(R), dann lautet die Fourier-Transformierte

f(w) = \/LQ_T[' /Rf(a:) e T dg fir we R.

iwx

Man beachte, dass die Funktionen e“* zwar beschriankt sind, jedoch nicht in
L*(R) liegen. Fiir f € L*(R) kann die Fourier-Transformierte definiert werden
durch

wobei der Grenzwert in L*(R) zu bilden ist. Es gilt die Eigenschaft
(f.9)ie={frg)e  fir frg € LX(R).
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Insbesondere ist die Fourier-Transformation damit eine Isometrie, d.h.

Ifllze = I flle fiie fe LA(R).

Die Transformierte f € L*(R) ist selbst wieder eine Funktion, welche keine Ap-
proximation von f liefert.

Unser Wunsch ist es, ein Orthonormalsystem (1), ),en zu finden, welches vollstén-
dig ist, d.h. span{+,, : n € N} = L?(R). Insbesondere gilt dann

o0

f@) = (f,n)r2n(z)  firalle f € L*(R),
n=1
d.h. f kann in der Norm || - ||z2 beliebig genau approximiert werden. Zudem soll

zu jedem bzw. moglichst vielen f jeweils eine endliche Indexmenge J(f) C N mit
wenigen Elementen existieren, wobei die Fehlernorm

|- 32 e

neJ(f)

L2

relativ klein ist, d.h. f kann mit nur wenigen Basisfunktionen hinreichend genau
approximiert werden.

Kontinuierliche Wavelet-Transformation

Die kontinuierlierliche Fourier-Transformation in L*(R) basiert auf den trigo-

iwx

nometrischen Funktionen v(z,w) = e“* welche keine Basisfunktionen wegen
v(-,w) ¢ L*(R) fiir jedes w. Eine Verschiebung einer Funktion v im Argument
ergibt kein qualitativ unterschiedliches Verhalten, denn es gilt

v(z — bw) = @@ = g7l — C(w, b)u(z, w)
und die neue Konstante verschwindet wieder in einer Normierung.

Wir definieren die Wavelet-Transformation wie folgt.

Def. 2.15 FEine Funktion ¢ : R — R mit 1) € L*(R) nennt man Wavelet, wenn
ihre Fourier-Transformierte )(w) die Bedingung

_ [ (w)[?
Cp = QW/]R @] dw < oo0. (2.8)

erfillt. Die zugehdrige Wavelet- Transformation einer Funktion f € L*(R) ist
gegeben durch

1 1 xr — b
Loneh) = =l [ e () a (29)
fiir a € R\{0} und b € R mit dem linearen Operator L.
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Erstaunlicherweise liegt die Menge der Wavelets dicht in LQ(R), d.h. es existiert
eine Vielzahl von Wavelets. Die Fourier-Transformierte v ist fiir eine Funktion
Y € LY(R) stetig. Erfiillt somit ¢» € L'(R) N L*(R) die Bedingung (2.8), dann

folgt
/ () dr = / ¥(x) €07 da = V3m (0) = 0. (2.10)
R R
Dadurch verschwindet der Mittelwert eines Wavelets. Besitzt 1) einen kompakten
Tréger und ist stiickweise stetig, dann folgt ¢ € LP(R) fiir alle p > 1.
Beispiele:

Die folgenden Beispiele sind in Abbildung 9 dargestellt.

e Das Haar-Wavelet ist definiert durch

1 fir 0
Y(x) =< —1 fiir §
0 sonst.

<z
<z

[— N

<
<
Somit ist ¢ stiickweise konstant und unstetig. Dieses Wavelet besitzt einen

kompakten Tréger. Es gilt ¢, = 21n 2.

e Der Mexikanische Hut ergibt sich aus

1,2

Y(w) = (1 —a%)e™2",
wobei ¢ € C*° und ¢, = 1 gilt.
e Das komplex-wertige Morlet-Wavelet besitzt den Realteil
Re ¢(z) = e 2" cos(2mvx)

mit einem reellwertigen Parameter v. Das Morlet-Wavelet erfiillt nicht die
Bedingung (2.8). Jedoch koénnen Wavelets dhnlicher Gestalt konstruiert
werden, die (2.8) aufweisen.

Wir definieren eine Modifikation des Funktionenraums L?(IR?) durch

dadb
a4 ) RS R // g(a,b)] —dadb<oo}
R\ {0}

Falls g € L*(R?, a 2dadbd) stetig in R\{0} x R ist, dann gilt notwendigerweise

L2 (JR2

lim g(a,b) =0 fiir jedes b€ R
a—0
vorausgesetzt der Grenzwert existiert.
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Abbildung 9: Haar-Wavelet, Mexikanischer Hut und Morlet-Wavelet.

Satz 2.18 Die Bedingung (2.8) garantiert, dass der Operator

dadb)

a?

Ly: L(R) — L? (]RQ,
aus (2.9) eine Isometrie zwischen diesen Hilbert-Rdaumen darstellt.

Beweis: siche [14], Satz 1.1.8.

Dadurch ist der Operator L, injektiv. Jedoch ist der Operator nicht surjektiv.
Fiir eine Funktion g € Im(L,) im Bild des Operators lautet die inverse Transfor-
mation beziiglich (2.9) dann

@) = \/%/R/R\{O} la|~% ¥ (”“" - b> o(a,b) % dadb.  (2.11)

Als Beispiel betrachten wir die Funktion

1 fir —1<2<0oder 1<z<3
fl@)=4 24z fir —2<z<-1 (2.12)
0  sonst

aus Abbildung 10. Unstetigkeiten dieser Funktion und ihrer ersten Ableitung lie-
gen vor. Abbildung 11 zeigt die kontinuierliche Wavelet-Transformation basierend
auf dem Haar-Wavelet und dem Mexikanischen Hut. Wir erkennen eine Glattung
der Funktion fiir ansteigenden Parameter a.

Zum besseren Verstandnis dieser Transformation fithren wir noch zwei Operato-
ren ein.

Def. 2.16 Fiir gegebene reelle Zahl a # 0 lautet der Dilatations-Operator

D LAR) = LAR), fr Df = |a| 2 f(-/a).
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Fiir gegebene reelle Zahl b ist der Translations-Operator

T : L*(R) — L*(R), f~—Tf=f(-—b).

Beide Operatoren sind Isometrien. Es folgt

(Lo f)(a,b) = c* (f, T D) 1

Die inversen Operatoren sind (D®)~' = DY@ und (7%)~! = T.

Man kann nun die Wavelet-Transformation als Filter interpretieren. Die Filtration
von Frequenzen aus einem Signal f € L?(R) wird oft {iber die Faltung mit einer
speziellen Funktion ¢ € L?(R) durchgefiihrt, d.h.

fola) = (£ 2 9)@) = [ f(s)eta =)
Die zugehérige Fourier-Transformierte erfiillt die Gleichung
fo=vor feo.
Abhéngig vom Verhalten von ¢ ergeben sich drei Félle:
e Tiefpass-Filter: o~ x([-C,C)),

° Bandpass—Filter: @ ([ 02, ] U [Cl, CQ]) (Ol, CQ > 0),
e Hochpass-Filter: ¢ ~ x((—o0, —C] U [C, 4+0)).

Darin wird die charakteristische Funktion definiert durch (x(U))(x) = 1 firx € U
und (x(U))(z) =0 fir ¢ U mit U C R verwendet. Fiir festes a # 0 konnen wir
die Wavelet-Transformation (2.9) als Faltung schreiben

Lowd) = ol [ s (5F) as

_ \/L_w K (fw (_—)) 0)

Wir bestimmen die Fourier-Transformierte von v (z/a)

\/%_W /]Rw (g) e W g = \/%_W /]Rw(s)ei‘““sa ds = ah(aw).
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Abbildung 12: Fourier-Transformierte |(w)| fiir das Haar-Wavelet (links) und
den Mexikanischen Hut (rechts).

Fiir beliebiges a # 0 erhalten wir

O(-/a) = ad(aw).

Mit einem Wavelet ¢ € L*(R) N L2(R) ist die Fourier-Transformierte 1 stetig
und wir nehmen an, dass der Grenzwert im Unendlichen existiert, wodurch
R $w) =0

folgt. Die Aussage (2.10) liefert ¢»(0) = 0. Die Funktion ¢)(a-) erbt diese Eigen-
schaften. Daher agiert das Wavelet wie ein Bandpass-Filter. Man beachte, dass
[(w)] = [¢(—w)| gilt. Sei die Fourier-Transformierte 1) um die Frequenz wy her-
um konzentriert. Folglich ist ¢(a-) um die Frequenz wy/a konzentriert. Somit
enthélt die Funktion (Ly f)(a, -) nur Informationen beziiglich der Frequenzen um
wp/a in f. Deshalb nennt man a den Frequenzparameter. Abbildung 12 zeigt als

Beispiel die Fourier-Transformierten zum Haar-Wavelet und zum Mexikanischen
Hut.

Besitzt das Wavelet 1 einen kompakten Tréger, dann gilt
supp(¢) € [-C,Cl = supp(y((- — b)/a)) € [-aC +b,aC + b].

Dementsprechend héngt der Wert (L, f)(a, b) nur von der Funktion f im Intervall
[—aC +b, aC +b] ab. Eine dhliche Interpretation ist moglich fiir ein allgemeineres
Wavelet, das nur in einem Intervall [—C, C] konzentriert ist.

Einerseits hiangt der Parameter a mit den inherenten Frequenzen im zu trans-
formierenden Signal zusammen. Andererseits erlaubt der Parameter b auf einen
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Abbildung 13: Funktion f (links) und Wavelet-Transformierte Ly, f beziiglich des
Mexikanischen Huts (rechts).

bestimmten Zeitpunkt zu fokussieren. Dadurch ist eine Lokalisation sowohl in der
Zeit als auch in der Frequenz moglich.

Als Beispiel zur kontinuierlichen Wavelet-Transformation betrachten wir noch
die Funktion f in Abbildung 13 (links), welche einen kompakten Trager und
im wesentlichen zwei Frequenzanteile w = 27 (z € [0,2]) sowie w = 87 (v €
[—2,0]) besitzt. Die Wavelet-Transfomierte beziiglich des Mexikanischen Huts ist
in Abbildung 13 (rechts) dargestellt. Wir erkennen die Frequenzfilterungen fiir
die unterschiedlichen festen Parameter a unter der Verénderlichen b.

Diskrete Wavelet-Transformation

Die Wavelet-Transformation (2.9) erweist sich als redundant, denn wir erhalten
eine Funktion f mit der inversen Transformation (2.11) zuriick ohne Ly, f an allen
Stellen (a, b) kennen zu miissen. Insbesondere werden nur positive Werte a > 0
bendtigt. Wir betrachten das zweidimensionale Gitter

{(a,b) = (af',nboal’) : m,n € Z} C RT x R (2.13)

mit Konstanten ag > 1, by > 0. Das zugehorige Gitter im Frequenz-Zeit-Bereich
lautet

{(w,t) = (ag"wo, nboag') : m,n € Z} CR* xR
mit einer Konzentration um den Frequenzpunkt

Wy = /mwlzﬁ(w)ﬁ dw.
0

Abbildung 14 verdeutlicht dieses Gitter. Fiir Wavelets ¢ mit gewissen Eigen-
schaften existieren spezielle Paare ag, by, so dass die inverse Transformation (2.11)
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Abbildung 14: Gitter (af*, nbyag') im Parameterraum (links) und zugehoriges Git-
ter (ag "wo, nboa') im Frequenz-Zeit-Bereich (rechts) fur ag = 2,bp = 1, wy = 1.

durchgefiihrt werden kann mittels nur dieser Gitterpunkte. Die Wahl ag = 2 und
by = 1 ist oft erwiinscht.
Wavelets konnen fiir eine Multiskalenanalyse genutzt werden.

Def. 2.17 FEine Multiskalenanalyse (MSA) von L*(R) besteht aus einer Folge
von abgeschlossenen Unterrdumen V,, mit

{0}c---cVhocVvicWcCcV,CV,ycC---CL*R),

welche die Figenschaften

U Vi = L’(R), () Vi = {0},

meZ meZ

fO)eVm < f2™) el

erfiillen. Desweiteren soll eine Funktion ¢ € L*(R) existieren, deren Translatio-
nen o(- — k) eine Riesz-Basis von Vy bilden, d.h.

Vo = span{¢(- — k) : k € 7}

und es gibt Konstanten A, B > 0 mit

AZC% < HZCMO(—k)’

kEeZ kEZ

2 2 I 2
L < Bzck fir jedes (cg)kez € £°.
keZ

Die Abbildung ¢ heifit Skalierungsfunktion.
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Bemerkungen:

o Fiir jedes f € 1 gilt

fl@) =" el(f)plx — k)

keZ

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten cx(f) € R und (c(f))rez € 2.
e Der Raum Vj ist invariant beziiglich ganzzahliger Translationen, d.h.
feWh & f(-—k) el fiir jedes k € Z.
Desweiteren gilt

feV, < f(-=2"k)eV, fiir jedes k € Z.

e Die Funktionen
Pmi(x) = 272027 — k)

erzeugen die Rédume V,,, d.h. es ist V,, = span{y,, : k € Z}. Zudem gilt
lemillze = [l¢llz2. Die Vorfaktoren 27™/2 dienen nur zur Normierung.
Denn ist f € V,,, dann folgt nach Definition f(2™) € V4. Somit gilt

F@P2) = e(f2™))ple — k).

keZ

Die Substitution Z = 2™z liefert

f(@) =) (@ Pe(f(2m) 272027 E — k).

kez

Das folgende Lemma wird spéter bei einem Beispiel benotigt.

Lemma 2.4 Zu jeder Skalierungsfunktion ¢ gibt es eine Folge (hg)rez C R mit

p(r) = V2 hpp(2z — k). (2.14)

keZ

Beweis:

Es gilt

@ € Vo C V. =span{V2p(2z — k) : k € Z}.

Weil die Funktionen p(x — k) eine Riesz-Basis von V; bilden, stellen die Funktio-
nen p(2x — k) eine Riesz-Basis von V_; dar. Es folgt die Existenz der Entwick-
lung (2.14). O

Die néachste Definition verwendet die direkte Summe von Unterrdumen.
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Def. 2.18 Der Unterraum W,, sei das orthogonale Komplement von V,, im Un-
terraum V,,_1, d.h.

Vier =V, &@W,, mit V,, L W,,.

Wir konnen diese Zerlegung sukzessive anwenden, z.B.
Vi=VieW,=V,oeW, oW1 =VsoWs@Wo, @ W, =V, @ W,, & --- & W1,
Dadurch erhalten wir durch Grenziibergang
Vo=@ W, LR =EFw;
j>m+1 JEZ

Die Unterrdume W,, besitzen die Skalierungseigenschaft

few, < f@2m) eW,.
Wir beweisen eine Richtung: Sei f € W,,. Es folgt f € V,,_1 wegen V,,_; =
Vin @ W, Wir haben f(2"™) € Vo1 = Vo @ Wy. Ist g € Vg, so ist g(27™) € Vj,.

Es folgt (f(2™), g)r2 = 27"(f,g(27™)) 12 = 0. Daher gilt f(2™-) L V; und somit
f(2m) e .

Die Rdume V,, sind alle als abgeschlossen vorausgesetzt. Es ist leicht zu zeigen,
dass dann auch alle Raume W,,, abgeschlossen sind (bilde Cauchy-Folge ( f,,)nen C
W,,, dann f, — f € V-1 und f 1 V,,,). Daher exisitieren die Orthogonalprojek-
tionen P, : L*(R) — V,, und Q,, : L*(R) — W,, auf die Unterriume V,, bzw.
W, siche Theorem V.3.4 in [24]. Insbesondere gilt kern(P,,) = V.- = W, und
bild(P,,) = V. Somit folgt

Pm—lem+Pm-

Die wiederholte Anwendung dieser Projektion ist in folgendem Diagramm darge-
stellt:

L*R) -+ — V, — Vo — Vi, — Vo — - {0}

pN pN pN
Wo Wi Wy

In einigen Anwendungen sind Zerlegungen

0
Vi=We @ W;

j=J+1

mit J < 0 niitzlich, wobei die Rdume V; dann numerische Approximationen eines
bestimmten Problems enthalten.

Das Hauptergebnis zur MSA ist in folgendem Satz enthalten.
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Satz 2.19 Zu jeder MSA existiert ein (nicht eindeutiges) Wavelet ¢, so dass die
Funktionen

Vm(x) = 27227 ™x — k) (2.15)

eine Orthonormalbasis von W, fiir festes m € 7Z bilden. Ein solches Wavelet
kann explizit aus der Skalierungsfunktion konstruiert werden.

Der Beweis ergibt sich aus mehreren anderen Sétzen, siehe [14]. Da alle Funktio-
nen ), ; durch ¢ definiert sind, nennt man die Funktion 1 das Mutter-Wavelet.

Beispiel:

Eine einfache MSA ergibt sich aus der Skalierungsfunktion

(z) = 1 fir 0<x<1,
¥ 1 0 sonst.

Fiir jedes feste m € Z gilt

Vin = span{omi : k € Z}
= {f € L*(R) : f konstant auf [2™k, 2™ (k + 1)] fiir alle k € Z} .
Die Projektion P,, resultiert aus
2™ (k+1)
(Pnf)(z) = Q_m/ f@)dt fir x € 2™k, 2"(k+1)].

2mk

In diesem Beispiel stellen die Funktionen {y,, : k € Z} eine Orthonormalbasis
von V,,, dar. Dadurch erhalten wir eine Darstellung von P, f als

me = Z Czn(f)wm,k
keZ
mit 2™ (k41)

C;cn(f) = <mev (pm,k:>L2 - 2—m/2/2 f(t) dt.

m
Die Skalierungseigenschaft (2.14) erhalten wir durch

o) = V2 (Z5o(20) + Frp(2z — 1))
Daraus folgt die Entwicklung von ¢,,41 in der Basis {¢m, ;1 k € Z}

Om+1,k = %(@m,?k + @m,?k—i—l)-
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Fiir die Koeffizienten von P, 1 f € V,,41 C V,, folgt

() = () + B ()

Wir erhalten fiir die Projektion auf W,

Qerlf = me_Perlf

— m m+1
- ch Pmk — ch Pm+1,k

keZ keZ
= Z(Cg/i%Om,% + CZLHSOm,%H) - %Z(Cg}; + Cg;;+1)(g0m72k —+ gpm72k+1>
keZ kEZ
= 3D (B — G (Pmak — Pmakt)-
kEZ

Dadurch kann die Funktion @Q,,+1f € W,,41 als eine Reihe geschrieben werden
mit den Basisfunktionen

Yma1k = \%(@m,zk - SOm,2k+1)-
Man kann zeigen, dass die Funktionen 1,41 5 eine Orthonormalbasis von W,
bilden. Das Mutter-Wavelet ¢ = 1 ergibt sich zu

1 fir 0<z<3i
U(z) = ¢(22) =2z - 1) = ¢ —1 fir <z <1
0 sonst,

welches gerade das Haar-Wavelet ist.

Def. 2.19 In einer MSA heifst eine Skalierungsfunktion ¢ orthogonal, wenn ihre
ganzzahligen Translationen {o(- — k) : k € Z} eine Orthogonalbasis des Unter-
raums Vy bilden.

In obigem Beispiel ist die Konstruktion des Wavelets einfach, weil die Skalierungs-
funktion orthogonal ist. Falls eine Skalierungsfunktion keine Orthogonalbasis er-
zeugt, dann kann man daraus eine orthogonale Skalierungsfunktion konstruieren,
welche die erforderlichen weiteren Schritte ermoglicht.
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Satz 2.20 Sei (V;,)mez eine MSA, welche von einer orthogonalen Skalierungs-
funktion @ € Vi erzeugt wird. Die Funktion ¢ € V_1 definiert durch

U(@) =vV2Y g —k) = gro_1s(@) (2.16)

keZ keZ

mit gy = (—1)*hy_y, wobei (hy)rez die Koeffizienten aus (2.14) sind, besitzt die
folgenden Eigenschaften mit ¥, x(z) = 27™/%)(27™x — k):

(1) {Ymy : k € Z} bildet eine Orthonormalbasis von Wp,,
(ii) {mx : m,k € Z} stellt eine Orthonormalbasis von L*(R) dar,

(111) 1 ist ein Wavelet mit ¢y, = 21n2.

Die Eigenschaft (ii) aus Satz 2.20 impliziert

f@) =Y (f Yma)r> Ymalx)  fiir jedes f € L*(R). (2.17)

m,kEZ

Genauer bedeutet dies

=0.
L2

lim Hf(:c) — i i (fs mr) 2 ¢mk($)‘

n—oo

m=—nk=—n

Desweiteren gilt wegen 1y, = 27™/2¢(£27%)

(wa)(zmﬂ 2mk) = \/chw<f7 wm,k>L2 fiir alle m, keZ.

Dementsprechend kann die urspriingliche Funktion f vollstindig aus den Wer-
ten ihrer Wavelet-Transformierten nur in den Gitterpunkten (2.13) mit ag = 2
und by = 1 rekonstruiert werden. Die Koeffizientenfolgen (gi)rez und (hy)kez
ermoglichen eine schnelle Wavelet-Transformation.

Eine Umkehrung von Satz 2.20 gilt jedoch nicht. Es gibt Wavelets v, die durch
Ymp = 27™/2)(27™x — k) sogar eine Orthonormalbasis von L?(R) erzeugen, und
gleichzeitig keine MSA existiert, welche ¢ als Mutter-Wavelet zulésst.

Die kontinuierliche Wavelet-Transformation (2.9) stellt eine Integraltransforma-
tion fiir Funktionen in L?(R) dar. Demgegeniiber liefert die diskrete Wavelet-
Transformation eine Entwicklung (2.17) fiir Funktionen in L*(R) mit einem
abzéhlbar unendlichen System aus Basisfunktionen. Desweiteren existiert noch
die sogenannte schnelle Wavelet-Transformation, welche aus einer diskreten end-
lichen Datenmenge eine dquivalente transformierte endliche Darstellung erzeugt.
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Als Ausblick seien noch die folgenden Anwendungen der schnellen Wavelet-Trans-
formation erwéhnt:

e Signalanalyse:
Mit dem Prinzip der Multiskalen-Analyse kann hier nach bestimmten An-
teilen bzw. Mustern in einem Signal gesucht werden. Ein Beispiel ist die

Untersuchung von Signalen aus einem Elektrokardiogramm (EKG), siehe
Abschnitt 3.1.2 in [14].

e Datenkompression:
Hier wird in die endliche Wavelet-Darstellung transformiert und relativ klei-
ne Koeffizienten werden auf null gesetzt bzw. nicht mehr mit abgespeichert.
Hauptanwendungsbereich ist die Speicherplatzersparnis bei Bildern oder
Fotos, d.h. zweidimensionalen Daten, siche Abschnitt 3.3 in [14]. Der Kom-
pressionsstandard JPEG2000 beruht auf dieser Wavelet-Transformation.

e Rauschreduktion/Entrauschen:
Es wird in die endliche Wavelet-Darstellung transformiert und bestimm-
te Koeffizienten zu hohen Frequenzen werden auf null gesetzt (auch wenn
diese Koeffizienten moglicherweise grof sind). Beispiele sind hier die Ent-
rauschung von eindimensionalen Daten wie Ton bzw. Musik und zweidi-
mensionalen Daten wie Bildern bzw. Fotos.

Anwendungsbeispiele zur (diskreten) Wavelet-Transformation kénnen auch in
Kapitel 4 aus [2] gefunden werden.
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3 Parameterbestimmung

In diesem Kapitel behandeln wir die geeignete Bestimmung der Zahlwerte von
(physikalischen) Parametern in mathematischen Modellen.

3.1 Problemstellung und Beispiele

Es bezeichne § ein physikalisches System. Beispiele sind die Planeten mit der Son-
ne im Sonnensystem, elektrische Schaltungen oder Substanzen unter chemischen
Reaktionen in einem Behélter mit Wasser. Das System S ist oft zeitabhéngig.
Ein zeitabhingiges System enthélt hiaufig Eingangssignale wu(t). Existieren kei-
ne zeitabhéngigen Eingangssignale, so spricht man von autonomen Systemen.
Oft sind nicht alle zeitabhéngigen Anteile des Systems & messbar, sondern nur
bestimmte beobachtbare Grofien y(t), die man auch als Ausgangssignale inter-
pretieren kann.

Die typischen Schritte in der Modellbildung sind:

1. Parametrisierung des Systems :
Identifiziere eine minimale Menge von Modellparametern (physikalische Pa-
rameter und/oder kiinstliche Parameter), die das System S vollstéandig cha-
rakterisieren. (Zahlwerte der Parameter sind hier noch nicht festgelegt.)

2. Vorwidrts-Modellierung :
Bestimme die physikalischen Gesetze, die es erlauben aus den Modellpara-
metern dann Vorhersagen zu beobachtbaren Gréflen zu machen. Hier wird
im wesentlichen ein mathematisches Modell konstruiert.

3. Riickwdrts-Modellierung :
Verwende die Ergebnisse aus Messungen von beobachtbaren Gréflen um die
Zahlwerte der Modellparameter festzulegen.

Es besteht eine starke Interaktion bzw. Riickkopplung zwischen diesen drei Schrit-
ten. Auch kann Schritt 2 zuerst erfolgen, wobei man sich dabei iiber die benotigten
Parameter aus Schritt 1 im klaren wird. Wir wollen in diesem Kapitel hauptséch-
lich Verfahren zur Durchfiithrung von Schritt 3 besprechen.

Zudem unterscheiden wir zwischen zwei Modelltypen:

1. statische Modelle,

2. dynamische Modelle.
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Mathematische Modelle vom Typ 2 sind haufig durch Differentialgleichungen ge-
geben.

Beispiele von jeweils zwei statischen Modelle und zwei dynamischen Modellen
sind:

(i) Bethe-Weizsdicker-Formel
Ein Atomkern besteht aus N Neutronen und Z Protonen. Die Nukleonen-
zahl ist entsprechend A = N+ Z. Fiir die Gesamtbindungsenergie des Kerns
wird folgendes Modell aufgestellt

EBindung = EVolumen - EOberﬁéche - ECoulomb - ESymmetrie + EPaarung'

Es entsteht die Formel

2 1 N — Z)?
EBindung(N7 Z) = GVA — (IOA§ — GCZ(Z — 1)A7§ — as%
+apA~: fiir N, Z gerade,
+ —apA_% fiir N, Z ungerade,

0 sonst.

Die dabei auftretenden Modellparameter sind die Proportionalitdtskonstan-
ten av, ao, ac, as, ap. Aus Messungen der Bindungsenergien von mindestens
finf verschiedenen Atomkernen lassen sich diese Parameter identifizieren.
Je nach Auswahl dieser Referenzkerne entstehen in der Literatur leicht
verschiedene Parameterwerte. Fiir weitere Informationen hierzu siehe Ab-
schnitt 18.1.3 in [8].

(ii) Kettenlinie
Eine hidngende Kette in einer zweidimensionalen Ebene nimmt die Form
des Graphen der Funktion
y(z) = * cosh(a(z + C1)) + Cy (3.1)

a

ein. Daher sind die Modellparameter a > 0 und C7, C5 € R. Die Parameter
C1, Cy lassen sich aus einer Anfangswertvorgabe y(zo) = vo, ¥/ (z0) = ¥
oder Randwertvorgabe y(x¢) = Yo, Y(Zend) = Yena bei festem a bestimmen.
Der Parameter a steht im Zusammenhang mit der Gesamtlinge der Kette.

(ili) elektromagnetischer Schwingkreis
Wir betrachten eine elektrische Schaltung bestehend aus einem Widerstand
mit Wert R, einer Spule mit Induktivitdt L, einem Kondensator mit Kapa-
zitdt C und einer Spannungsquelle in Reihe geschaltet.
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ut( R L C |

Die Spannungsquelle liefert ein zeitabhéingiges Eingangssignal u(t). Als Aus-
gangssignal wird der Strom [(¢) durch die Elemente definiert. Als mathe-
matisches Modell folgt ein System aus zwei Differentialgleichungen erster
Ordnung

a4 = L) — EI(t) + Fu(t)

9 = 1

(3.2)

mit der Losung (I(¢),Q(t))". Die enthaltenen Modellparameter sind somit
R, L,C > 0. Gilt u = 0, dann ist die Losung des Systems (3.2) gegeben
durch

I(t) = e [Agsin(wt) + By cos(wt)]

s _ R 2_ 1 R
mit 0 = 57 und w* = 75 — i7=-

Anfangswertvorgaben.

Die Konstanten A, By bestimmen sich aus

Hydrolyse von Harnstoff
Als ein Beispiel mit chemischen Reaktionen sei der Abbau von Harnstoff
betrachtet. Die beteiligten Reaktionsgleichungen sind

U+E X UE
UE P U4+E

UE + 2 H,O S A+E

mit den Stoffen U: Harnstoff (Urea), E: Enzym (Urease), UE: Komplex aus
U und E, A: Ammoniumkarbonat, H,O: Wasser. Die Modellparameter sind
die Reaktionsgeschwindigkeiten ki, ko, k3 > 0. Als mathematische Beschrei-
bung entsteht ein zeitabhingiges System aus Differentialgleichungen erster
Ordnung

C{J = — k:lcUcE + kQCUE

o= —k + k + k

Cg 1CUCE 2CUE 3CUE
/ _

cog =  kicucg — kscur  — kscur
/

Ca = ]CgCUE

fiir die Konzentrationen cy(t), cg(t), cur(t), ca(t) der vier Stoffe. Da keine
Eingangssignale vorliegen ist dieses System autonom.
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3.2 Ausgleichsrechnung

Wir bezeichnen die Modellparameter im folgenden als 8 € © mit einer Menge
© C R™ aus zuléssigen Parameterwerten bzw. physikalisch sinnvollen Parameter-
werten. Eine einfache allgemeine Notation eines Modells ist

y = f(0)

mit den beobachtbaren Ergebnissen y € R* und einer Funktion f : © — R*. Bei
zeitabhéngigen physikalischen Systemen modifiziert sich die Darstellung zu

y(t) = f(t,0)
mit einer Funktion f : [tg, tena] X © — RF.

Sei nun zur Vereinfachung k = 1. Die Parameter sollen aus Messungen der be-
obachtbaren Ergebnisse geeignet bestimmt werden. Es bezeichne ¢(t) die in der
,Realitit® exakt vorliegende Grofle. Zu den Zeitpunkten t; < to < --- < t,,
werden Messungen durchgefiihrt, wodurch die Ergebnisse

9(t) = yi + & fir i=1,...,m

folgen. Es sind ¢; € R die stets auftretenden Messfehler. Die Messfehler lassen
sich gegebenenfalls nur durch genauere Messverfahren reduzieren, d.h. hier haben
wir keinen direkten Einfluss. Demgegeniiber weist unser Modell auch immer einen
Modellfehler gegeniiber der Realitét auf, d.h.

y(t) = f(t7 6) - @(t) + (5<t7 6))

mit dem Modellfehler § : [tg, tena] X © — R. Im allgemeinen ist es nicht moglich
den Modellierungsfehler zu beseitigen. Jedoch hiangt die Grofle von § nun von der
Wahl der Parameter 6 ab. Ziel ist daher, diesen Anteil moglichst klein zu halten.

Es sei 0;(0) = §(t;,0) fir i = 1,...,m. Unter Einbezug der Messungen entsteht
die Formel

y(t:) = f(t;,0) =y +6:(0) +e;  fir i=1,...,m.

Die Wahl der Parameter 6 beeinflusst die Messfehler nicht. Wir nehmen daher
zunichst ; = 0 fiir alle ¢ an. Die Modellfehler sollen minimiert werden. Wir
setzen voraus, dass die Anzahl der Messungen immer mindestens so hoch ist wie
die Anzahl der zu bestimmenden Parameter, d.h. m > n. Mit der Methode der
kleinsten Quadrate entsteht das Minimierungsproblem

m m

min 3 6i(0)° = Z (yi — f(t:,0))° . (3.3)



Je nach dem funktionalen Zusammenhang entsteht ein lineares oder nichtlineares
Ausgleichsproblem. Ein lineares Problem liegt genau dann vor, wenn gilt

f(t@,e) :(,011‘91+Q02292++§0m€n fiir ¢ = 1,,m

mit Koeffizienten ¢;; € R, die unabhéngig von 6 sind. Insbesondere ist dies der
Fall, wenn als Modell ein funktionaler Zusammenhang

f(t,0) = fi(t)br + fo(£)02 + - - + fu(t)0,

angesetzt wird mit vorgegebenen stetigen Funktionen f; : [to,tena] — R fiir
7 = 1,...,n. Dabei wird die lineare Unabhéngigkeit dieser Funktionenmenge
gefordert. Es folgt dann ¢;; = f;(t;).

Ordnen wir die Koeffizienten in der Matrix ® € R™*" und die Messungen im Vek-

tor y = (y1,...,Ym) an, dann kann das lineare Ausgleichsproblem geschrieben
werden als

i - 4

min |y — @0, (3-4)

mit der Euklidischen Norm || - ||5. Das lineare Ausgleichsproblem ist genau dann

eindeutig losbar in R", wenn der Rang der Matrix ® gleich n ist. In diesem Fall
ist das Minimum gegeben als Losung der Normalgleichungen

(@TP)o =0Ty,
welches ein lineares Gleichungssystem mit quadratischer Matrix darstellt.

Die Verwendung des Ansatzes der kleinsten Quadrate (3.3) bleibt auch noch
sinnvoll, wenn die Messfehler ungleich null sind, d.h. g; # 0, sofern keine syste-
matischen Messfehler vorliegen.

Beispiele:

(i) Polynome :
Als funktionalen Zusammenhang sei ein Polynom vom Grad n — 1 gegeben

f(t,0) = 0p+ 01t + 0ot + - 4+ 0, _ot" %+ 0, _1t"*

mit den n Koeffizienten 6y, ..., 60, 1. Man beachte, dass ein Polynom mit
Grad hoher als eins zwar eine nichtlineare Funktion ist, jedoch die Abhén-
gigkeit der Funktion von ihren Koeffizienten linear ist. Es entsteht ein li-
neares Ausgleichsproblem (3.4) mit der Koeffizientenmatrix

1t 2 . !
1ty t2 ... !

R . 2.
1 ty, t3, - ot



die in dieser Anwendung auch Van-der-Monde-Matrix genannt wird. Man
kann zeigen, dass bei paarweise verschiedenen Messpunkten ¢; der Rang
dieser Matrix gleich n ist. Dieses Beispiel trat auch in Abschnitt 1.2 bei (1.5)
auf.

(ii) Kettenlinie :
Bei der Kettenlinie haben wir statt der Zeitpunkte nun Ortspunkte ge-

geben. Es seien (z;,y;) fir i« = 1,...,m Messungen von Positionen einer
héngenden Kette. Mit dem funktionalen Zusammenhang (3.1) entsteht das
Ausgleichsproblem

m 1 2

i ; — — cosh (03(x; + 6 0

min 2 <y G cosh (03(x; + 01)) + 2>

mit der Parametermenge © = R x R x R™. Dieses Ausgleichsproblem ist
nichtlinear, da Parameterwerte innerhalb der nichtlinearen Cosinushyper-

bolicusfunktion auftreten.

Die Losung von linearen Ausgleichsproblemen (3.4) kann mit numerischen Ver-
fahren direkt erfolgen. Typischerweise wird eine () R-Zerlegung der Koeffizienten-
matrix ¢ bestimmt, wobei entweder Householder-Transformationen oder Givens-
Rotationen zum Einsatz kommen. Demgegeniiber kann eine numerische Lsung
von nichtlinearen Ausgleichsproblemen nur mit iterativen Verfahren erreicht wer-
den, beispielsweise mit dem Gaufl-Newton-Verfahren. Nédheres ist in Abschnitt 4.8
bei [20] beschrieben.

Konvergenz bei linearem Ausgleichsproblem

Im folgenden behandeln wir Resultate aus dem Bereich der linearen Regression.
Wir nehmen als Idealisierung an, dass die Modellfehler identisch null sind fiir
eine eindeutige Wahl 6 € © der Modellparameter. Dementsprechend liefern die
Messungen bis auf die Messfehler das beobachtbare Ergebnis unseres Modells.
Wir fragen danach, ob bei einer in gewissem Sinne gleichméflen Verteilung der
Messfehler eine Konvergenz der Losung unseres linearen Ausgleichsproblems ge-
gen die optimalen Parameter 6 im System vorliegt. Die Messfehler werden dazu
als zufallsabhingig angenommen.

Def. 3.1 Eine k-dimensionale Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwar-
tungswert p € R¥ und Kovarianzmatriz ¥ € R¥*, wenn sie eine Dichtefunktion
besitzt der Gestalt

1

= —z—p)'S Nz - mit x k.
flz) = T exp (—3(z —p) ' 27Nz —p)) mit xR
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Die Kovarianzmatrix wird dabei als symmetrisch und positiv definit vorausge-
setzt. Uber lineare Transformationen von Normalverteilungen gibt das folgende
Lemma eine Auskunft.

Lemma 3.1 Sei X eine k-dimensionale normalverteilte Zufallsvariable mit Er-
wartungswert p und Kovarianzmatriz X. Fir T € R* mit ¢ < k und rang(T) =
(st Y = TX +n eine -dimensionale normalverteilte Zufallsvariable mit Erwar-
tungswert Ty + 1 und Kovarianzmatriz TST .

Beweis: siche Abschnitt 6.7 in [13].

Im Spezialfall £ = k£ ist somit eine reguldre Transformationsmatrix gefordert.
Sei X eine k-dimensionale standard-normalverteilte Zufallsvariable, d.h. = 0
und > = I. X besteht damit aus k unabhéngigen standard-normalverteilten
Zufallsvariablen. Sei Y eine k-dimensionale normalverteilte Zufallsvariable mit
Erwartungswert 1 und Kovarianzmatrix Y. Bilden wir die Cholesky-Zerlegung
> = LLT, so folgt, dass die Zufallsvariable Y = LX + 7 die gleiche Verteilung
wie Y besitzt wegen LILT = ¥. Aus dieser Uberlegung notieren wir die folgende
Interpretation.

Korollar 3.1 Y ist genau dann eine k-dimensionale normalverteilte Zufallsva-
riable, wenn es eine k-dimensionale Zufallsvariable X mait unabhdngigen stan-
dard-normalverteilten Komponenten und eine requlire Matriz T € RF** so-
wie n € RF g¢ibt, so dass Y =TX + n die gleiche Verteilung wie Y besitzt.

Sei nun ein Modell mit einem linearen Struktur gegeben, d.h.

y(t) = fi(0)01 + fo(t)b2 + - - + fult)0n

mit linear unabhéngigen stetigen Ansatzfunktionen. Die Dimension n ist damit
a priori fest gewéhlt. Es seien Messungen v, ..., ¥, gegeben

9(t) = yi + & fir i=1,...;m

mit den Messfehlern ¢;, wobei m > n gelte. Die Messfehler werden als zufall-
sabhéngig ohne einen systematischen Fehler angenommen. Dies geschieht durch
die Annahme unabhéngiger Zufallsvariablen mit jeweils einem Erwartungswert
null.

Es folgt ein lineares Ausgleichsproblem (3.4) fiir die zu bestimmenden Parameter
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O = (61, ...,0,)" mit Matrix ®,, € R™*" und Vektor z,, € R™

filty)  falt) - faltr) Y1
filta)  falta) - falta) Y2
o, = | : 0 I
filtn) Foltw) - Faltn) i

Der néichste Satz liefert ein Resultat iiber die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
O.E.d.A. betrachten wir das Intervall ¢ € [0, 1].

Satz 3.1 Es sei § € R" das eindeutige Minimum der Modellfehler in der L2-
Norm, d.h.

1 1
/‘MLQQ&Si/éﬂﬁfdt fiir alle 6 € R™.
0 0

Die Zeitpunkte seien t; = ih fir i = 1,...,m mit Schrittweite h = % Sind
die Messfehler ¢; fir i = 1,...,m unabhdingige Zufallsvariablen mit identischen
Normalverteilungen zu Erwartungswert null und Varianz o?, dann folgt

v >0 ¢ tim P (||~ 8] >n) =0
m—0oQ
mit einer beliebigen Vektornorm || - || auf dem R™.

Beweis:

~

i) Es sei f(,0) die Bestapproximation an ¢y im endlichdimensionalen Untervek-
torraum U = span{ fi,..., fn} beziiglich der L>-Norm. Diese Bestapproximation
existiert und ist eindeutig, weil ein Hilbert-Raum vorliegt. Wegen Satz 2.11 erfiillt
6 damit die Normalgleichungen B = ¢ mit den Koeffizienten

1 1
0 0
ii) Die Losung 6, des linearen Ausgleichproblems ist gegeben durch
O = () @) 1®) 2, = (@) ®,)7 @) 2, — () @,,)7 D) e,

mit 2, = (§(t1),...,9(tm))" und e, = (¢1,...,6,)". Fiir die Eintrige in der
Matrix ® ®,, erhalten wir

(@ @m)ig = Y filte) fi(te) =m (Z hfi(tk)fj<tk)>

81



fir 7,5 = 1,...,n. Da die Ansatzfunktionen als stetig vorausgesetzt sind, konver-
gieren die Audriicke gegen die Riemann-Integrale

m 1
T S nfis) = [ H@50 de=b,
k=1 0

fir 7,7 = 1,...,n. Wir erhalten somit die Matrix B € R™ ™ aus (i), welche
symmetrisch und positiv definit ist wegen der linearen Unabhéngigkeit der Funk-
tionen fi,..., f,. Es folgt

lim 2(®®,,)=B  und lim m(®, ®,,)"t =B

m—ro0 m—oo

1
m

(@) @,,)"! konvergiert gegen null. Analog gilt

Somit ist notwendigerweise (®,| ®,,)7! = O(2), d.h. jede Komponente der Matrix

lim (P 2); = lim D hfilte)i(t) = /1]&,@)@@) dt = ¢;
k=1 0

m—o0

fir i = 1,...,n. Wir erhalten dadurch

lim ém =4

m—00
fiir die Losungen aus den Normalgleichungen (@] @,,)0,, = ® 2,,.

iii) Der Vektor e, ist eine m-dimensionale normalverteilte Zufallsvariable mit
Erwartungswert null und Kovarianzmatrix o2/ mit der Einheitsmatrix I € R™*™.
Die involvierte Matrix T = (®, ®,,)71®] € R™™ besitzt den Rang n nach
Voraussetzung. Laut Lemma 3.1 ist 6,,, jeweils normalverteilt mit Erwartungswert
€ R™ R
i = (O} &)1 2, =0,
und Kovarianzmatrix X, € R™*"
S = (®],0,)720]) (a21) (9] ®,,)"1d))
= 0%(0,,2,) 0L 0,((9,,2,)7")T

= 030y Pp) "
wegen der Symmetrie von ® ®,,. Somit folgt komponentenweise wegen (ii)

lim %, =o? lim (& ®,,)" = 0.

m—00 m— 00

Die Kovarianzmatrix enthélt auf ihrer Diagonale die Varianzen der Zufallsvaria-

blen 0., = (01, -y Omn) "
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iv) Die Tschebyscheff-Ungleichung liefert komponentenweise

Var(@m,j)

PHHmJ—@Am,j zn}gT fir y=1,...,n.

Wir verwenden o.E.d.A. die Vektornorm || - ||oo. Die Monotonie des Wahrschein-
lichkeitsmafles erlaubt die Abschéitzung

P [Hem - émHoo > 77] = P [lmax

= P(O {wGQ : ‘Gm,j(w)—ém,j 277})
j=1
< 3P s 2] < 53 Var(on)
— j=1

Weil die Dimension n fest ist und alle Varianzen jeweils gegen null konvergieren
(siehe (iii)), folgt die Konvergenz

lim P [0~ b, = | = 0.

m—r0o0

v) Fiir 7 > 0 gegeben existiert wegen (ii) ein m/ mit ||0,, — 0| < 3 fiir alle m > m/.

Sowohl 6,, als auch 6 sind nicht zufallsabhéngig. Wegen der Implikationen
16 =0l > 1 = ||6n = O]l + 100 =0l >0 = (|6 — O]l >
fiir alle m > m’ folgt mit der Monotonie des Wahrscheinlichkeitsmafles
0< P[0 —0] >n] < P[[J6n—ba] >3]  fir m=mr.

Wir haben in (iv) gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Sei-
te gegen null konvergieren. Damit erhalten wir die behauptete Konvergenz in
Wabhrscheinlichkeit. 0

Die Konvergenzaussage des Satzes 3.1 kann statt fiir dquidistante Zeitpunkte
auch fiir eine groflere Menge von Gitterfolgen erhalten werden.

Beispiel:

Wir geben nun die drei Ansatzfunktionen fi(t) = 1, fo(t) = sin(2nt), f3(t) =
cos(27t) vor, d.h. das Modell

y(t) = 60 + Oy sin(27t) + 63 cos(2mt)
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Abbildung 15: Exakte Funktion ¢(¢) (schwarz) zusammen mit Messwerten (rot)
und daraus konstruierter Approximation y(¢) (blau) fiir m = 10 (links) und
m = 100 (rechts).

fiir t € [0, 1]. Die spezielle Wahl 0, =1, 6y = 5 6y = % wird festgelegt und
die Ergebnisse bezeichne §(t). In diesem kiinstlichen Fall tritt somit bei 6 kein

Modellfehler auf, wihrend 6 # 0 einen Modellfehler verursacht.

Wir simulieren Messungen mit Messfehlern durch y; = 4(¢;) + &; mit Pseudo-
Zufallszahlen ¢; zu unabhéngigen Normalverteilungen mit Erwartungswert 0 und
Standardabweichung o = 0.05. Es sei t; = % fir © = 1,...,m. Abbildung 15
zeigt die fiir m = 10 und m = 100 berechneten Modelle. Wir erkennen eine
bessere Approximation fiir die hohere Anzahl von Messungen. Tabelle 1 zeigt die
Losungen aus den linearen Ausgleichsproblemen fiir verschiedene Anzahlen von
Messungen. Wir stellen die Konvergenz gegen die gesuchten Parameterwerte fest.

Tabelle 1: Losungen des Ausgleichproblems fiir verschiedene Anzahlen von Mes-
sungen.

Anzahl Messungen 10 100 1000 10000 100000

01 0.9780 1.0071 1.0009 0.9994 1.0000
0o 0.2495 0.2484 0.2521 0.2493 0.2503
05 0.7817 0.7420 0.7476 0.7498 0.7504
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Wir betrachten nun ein Modell y(t) = f(¢,0) mit f : [tg,tena] X © — R und
Parametermenge © C R", wobei f nichtlinear von den Parametern 6 abhingt.
Es sei f stetig in ¢ und stetig differenzierbar in 6. Zu Zeitpunkten ¢, < t; <
ty < v+ <ty < teng werden wieder Messungen y; = §(t;) +¢; firi =1,...,m
durchgefiithrt. Wieder bezeichnet ¢(t) die ,Realitdt® und &; die Messfehler. Die
Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung der Parameter lautet

m

. 2
min 2 (yi — f(t:,0))".

Um das Problem allgemeiner zu formulieren erfolgt ein Notationswechsel: z = 6,
D:@, F:D—R™mitF = (Fl,,Fm>T, F; :yz—f(tz,e)

Def. 3.2 Sei D C R" offen und F : D — R'™ eine stetige nichtlineare Funktion.
Das zugehdérige (nichtlineare) Ausgleichsproblem lautet

1 2
min 317 (x)| (5.5)
mit der Euklidischen Norm |||, wobei Ezistenz und Eindeutigkeit des Minimums

vorausgesetzt wird.

Das Minimierungsproblem (3.5) bedeutet gerade

min % Z Fi(x)*.
=1

:EGD2,

Im allgemeinen wird F' auch als stetig differenzierbar vorausgesetzt. Dadurch
existiert die Jacobi-Matrix

_OF;
N 8:1:]-

DF:D —R™", (DF),; firi=1,...,m, j=1,...,n.

Minimiert werden soll also die Funktion

r(z) =31 F(@)]*

2

Der Gradient dieser Funktion ist
gradr(z) = DF(z)" F(z) € R"

fiir x € D. Prinzipiell ist jedes Verfahren zur Minimierung von r anwendbar um
das Ausgleichsproblem (3.5) numerisch zu 16sen. Dies sind typischerweise iterative
Verfahren, welche eine Folge von Niherungen (z(%),cn erzeugen. Sie benétigen
jeweils einen Startwert z(*) € D.
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Wir betrachten drei wichtige Verfahren.

1. Gradientenverfahren

k) € D gegeben. Wir definieren als Suchrichtung den negativen Gradienten

Sei

Az® = —DF (™) T F (™). (3.6)
Daher nennt man dieses Verfahren auch die Methode des steilsten Abstiegs.
Man setze A = 1. Der Ansatz fiir die neue Naherung ist

gD — 2B L AAZ R, (3.7)

Falls r(z*+Y) < r(2®) gilt, dann wird die Niherung z*+1) akzeptiert und der
néchste Iterationsschritt begonnen. Anderenfalls wird A = % gesetzt und erneut
das Abstiegskriterium iiberpriift.

Man kann zeigen, dass ein A\g > 0 existiert, so dass
r(z® + AAz®) < r(z®) fir alle A € (0, \o).
Das Abstiegskriterium ist also irgendwann fiir ein hinreichend kleines A erfiillt.

Das Gradientenverfahren 148t sich zur Minimierung jeder reellwertigen differen-
zierbaren Funktion r : D — R einsetzen. Leider ist die Konvergenz héufig lang-
sam. Zudem besteht die Gefahr in einem lokalen Minimum stehen zu bleiben.

2. Gauf-Newton- Verfahren

Diese Methode stellt eine Ubertragung des Newton-Verfahrens fiir Systeme aus
nichtlinearen Gleichungen auf nichtlineare Ausgleichsprobleme dar.

Die Funktion F wird hier um einen gegebenen Wert z*) € D linearisiert, d.h.
man approximiert

F(z) ~ F(z™) + DF(z®™)(x — 2®).

Statt der exakten Funktion F' wird nun diese Approximation minimiert

min 3 HF(x(k)) + DF(z®)Az® H2 (3.8)
Azk) eR?
mit Az®) = z — 2. Dies ist gerade ein lineares Ausgleichsproblem fiir die

Unbekannte Az®). Die Losung ist somit gegeben durch die Normalgleichungen

(DF (™) TDEF (™)) Az = —DF (") T F(2®). (3.9)

86



Der Algorithmus fiir einen Iterationsschritt des Gaufl-Newton-Verfahrens ergibt
sich zu:

1. Werte F(z®) und DF(z®) aus.
2. Lose lineares Ausgleichsproblem (3.8) nach Unbekannten Axz*).

3. Setze zF D) = (k) 4 Agp(k),

Da sogar fiir Werte nahe des exakten Mininums diese Iteration divergieren kann,
wird ein geddampftes Gauf-Newton-Verfahren eingesetzt. Der Dampfungsfaktor
sei Ay € (0,1]. Dazu werden Konstanten 0 < § < %, z.B. 0 =0.0l,und 0 < a < 1,
z.B. a = % gewi#hlt. Der obige 3. Schritt wird ersetzt durch (3.7) und A, wird
maximal in der Folge 1, o, o2, o3, ... gewihlt, so dass das Kriterium

r(z®) — r(z*D) > § A |DF (%) Az®) |2
erfiillt ist, vgl. auch [1]. Insbesondere gilt dann r(z*+Y) < r(x*)).
Fiir die Konvergenz dieser Methode gilt das folgende Resultat, siehe Satz 7.3
in [22].

Satz 3.2 Sei D C R" offen und F : D — R™ mit m > n und F € C?*(D).
Desweiteren existiere ein y € D, so dass die Menge

L={zeD : r(z)<r®)}

kompakt ist und rang(DF(x)) = n fir alle x € L gilt. Dann konvergiert das
gedimpfte Gaup-Newton-Verfahren fiir jedes 9 € L gegen ein lokales Minimum
von r in L.

Dieser Satz garantiert die Konvergenz gegen eine Minimalstelle, jedoch nicht not-
wendigerweise gegen ein globales Minimum falls mehrere lokale Minima existieren.
Die Konvergenzgeschwindigkeit des geddmpften Gaufl-Newton-Verfahrens wird
aber nicht immer lokal quadratisch, d.h. es kann auch nur lineare Konvergenz
iiber die gesamte Iteration hinweg vorliegen.
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3. Levenberg-Marquardt- Verfahren

In dieser Methode wird zu gegebenem z*) € D die Korrektur Az® mittels einer
Modifikation von (3.8) aus dem GauB-Newton-Verfahren bestimmt, ndmlich

min [Fe) + DFGO) A [+ 42 s
Az (k) cRn

mit einem Regularisierungsparameter p > 0. Dieses Ausgleichsproblem kann auch

geschrieben werden als
F(a®) + DF(z™) Ag®)
0 wl

mit der Einheitsmatrix / € R"*". Aus (3.10) erhélt man die Normalgleichungen

2
min
Az(F)cR»

(3.10)

(DE@@*)TDF (™) + p°T) Az® = —DF(z®)TF (2™

fiir die unbekannte Losung. Interessant sind nun die Grenzfille fiir kleine und
grofle Regularisierungsparameter.

1. Fall: pu—0
Fiir 1 = 0 entsteht gerade die Vorschrift (3.9), d.h. die Iteration wird zum (un-
geddmpften) GauB-Newton-Verfahren.

2. Fall:  pu— o0
Fiir > 1 wird die Matrix DF(z®®)TDF(2®) vernachlissigbar gegeniiber p?1.
Die Korrektur wird dadurch nédherungsweise

Az ~ —%DF(x(k))TF(x(k)),

d.h. die Suchrichtung (3.6) liegt vor. Es entsteht hier das Gradientenverfahren,
wobei wegen % < 1 jedoch nur ein kleines Stiick in Richtung des steilsten Ab-
stiegs gegangen wird.

In der Praxis kann eine geeignete Folge i, von Regularisierungsparametern wéh-
rend der Iteration bestimmt werden. Diese sollen nicht zu klein sein, da oft Di-
vergenz resultiert. Sie sollen auch nicht zu grofl sein, weil sonst nur kleine Kor-
rekturen geliefert werden.

Ein Vorteil des Levenberg-Marquardt-Verfahrens ist, dass der Konvergenzbereich
héufig grofer als beim Gaufl-Newton-Verfahren ist und wenn die Iteration spéter
nahe der gesuchten Losung ist wird automatisch 1 ~ 0 verwendet, wodurch die
lokale quadratische Konvergenz der GauB-Newton-Methode erhalten wird.
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3.3 Parameterbestimmung bei dynamischen Systemen

In diesem Abschnitt behandeln wir die Identifikation von Parametern in Modellen
fiir zeitabhédngige Prozesse. Das zugrunde liegende physikalische System besitzt
eine Eingabe von Signalen u(t) € R"™» und eine Ausgabe von beobachtbaren Er-
gebnissen y(t) € R, siehe das Schema in Abbildung 16. Zur Vereinfachung
betrachten wir in diesem Abschnitt nur Systeme mit einem einzelnen Eingabesi-
gnal, d.h. ny, = 1.

physikalisches

Eingabe . Ausgabe
u(t) System (1)

Abbildung 16: Schema eines dynamischen Systems.

Validierung

Es bezeichne 3 die ,Realitéit* aus dem physikalischen System, y die exakte Losung
eines mathematischen Modells (Gleichungen) und ¢y die Ndherungslésung aus
einem numerischen Verfahren. Der Gesamtfehler kann zerlegt werden in

vy—y = yg-y + y—y
— — ——
Gesamtfehler Modellfehler Verfahrensfehler

Bei der Analyse der Fehleranteile unterscheidet man zwei Begriffe:

e Validierung bedeutet die Uberpriifung, ob der Modellfehler hinreichend
klein ist, d.h. die Qualitidt eines Modells wird analysiert. (Fragestellung:
» Werden die richtigen Gleichungen gelost?*)

o Verifizierung bedeutet die Uberpriifung, ob der Verfahrensfehler hinrei-
chend Kklein ist, d.h. die Qualitdt einer numerischen Methode wird ana-
lysiert. (Fragestellung: , Werden die Gleichungen richtig gelost?*)

In diesem Abschnitt ist nur die Validierung relevant. Wir nehmen gegebenenfalls
an, dass die Verfahrensfehler vernachlaflighar klein gegeniiber den Modellfehlern
sind.

Fiir die Parameterbestimmung mit nachfolgender Validierung werden bei dyna-
mischen Modellen typischerweise vier Schritte durchgefiihrt:
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_| physikalisches ,
System VAL
ynr Vergleich
- mathematisches Ve
Modell SN

Abbildung 17: Schema der Validierung eines Modells.

1. Messphase :
An das physikalische System werden nacheinander die verschiedenen Ein-
gaben uyq,...,u, angelegt und die zugehorigen Ausgaben yq,...,y, gemes-
sen. Die Eingaben liegen dabei meist als zeitkontinuierliche Funktionen vor,
wéahrend die Messungen nur an diskreten Zeitpunkten erfolgen.

2. Aufteilung der Daten :
Es erfolgt eine Aufspaltung der Eingaben und Ausgaben in zwei Gruppen:
PB fiir Parameterbestimmung und VAL fiir Validierung, d.h.

upB - {ula-"auk}v UVAL - {uk—l—lv"'auf}a
YpB - {yb e ,yk}n YVAL - {yk+17 ce 7ye}-

Als Faustregel sollen beide Gruppen etwa gleich grof3 sein.

3. Parameterschdtzung :
Verwende upg und ypp in einer Ausgleichsrechnung, um geeignete Parame-
ter € zu bestimmen. Hier kommen die Methoden aus Abschnitt 3.2 zum
Einsatz.

4. Validierung :
Das mathematische Modell mit der Parameterwahl aus dem 3. Schritt wird
fiir die Eingaben uyar, numerisch simuliert. Die Ergebnisse ysny vergleicht
man mit den Messungen yyar. Liegt eine gute Ubereinstimmung vor, so
deutet dies auf eine geeignete Wahl der Parameter hin.

Ein Anteil des 1. Schritts und der 4. Schritt sind in Abbildung 17 schematisch
dargestellt.
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Wahl des Eingangsignals

Wir stellen zwei Beispiele fiir typische Wahlen des Eingangsignals u dar:

(i)

Pseudo-Zufall-Bindr-Signal
Dieses Signal nimmt nur zwei verschiedene Werte an, d.h.

[ +U, fir tes
Mﬂ_{—% fiir t ¢ S

mit einer Konstante Uy > 0 und einer Teilmenge S C [tg, tenq]. Der Zeitbe-
reich [tg, tena] wird in Teilintervalle identischer Lange At aufgespaltet und
u ist auf jedem Teilintervall konstant. Vorgegeben wird auch eine Uber-
gangswahrscheinlichkeit p mit 0 < p < 1. Nach jedem Teilintervall erfolgt
mit Wahrscheinlichkeit p ein Sprung zum anderen moglichen Wert und mit
Wahrscheinlichkeit 1 —p wird der aktuelle Wert beibehalten. Dieses Zufalls-
experiment wird auf dem Rechner mit Pseudo-Zufallszahlen simuliert, siehe
z.B. Abschnitt 5.2 in [9]. Man beachte, dass dieses Eingangssignal unste-
tig in ¢ ist, d.h. in einem entsprechenden mathematischen Modell miissen
unstetige Funktionen u zugelassen sein. Abbildung 18 (links) zeigt ein Bei-
spiel.

Chirp-Signal
Das Signal stellt hier eine frequenzmodulierte Schwingung mit in der Zeit
zunehmender Frequenz dar. Man definiert

ult) = Upsin (21 f(£)t) (3.11)

mit einer vorzugebenden Konstante Uy > 0. Fiir die Frequenz kann bei-
spielsweise f(t) = K/t gesetzt werden, wobei dann die Festsetzung der
Konstante Ky > 0 ein Freiheitsgrad darstellt. Ein Vorteil ist, dass dieses
Signal beliebig oft stetig differenzierbar ist. Abbildung 18 (rechts) verdeut-
licht diesen Signaltyp.

Diese Signale wurden z.B in [12] verwendet.

Anwendung bei Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System aus gewohnlichen Differentialgleichungen

2'(t) = g(t, z(t),0) (3.12)

mit g : [to, tena) X R* x © — RF. Eingangssignale u(t) kénnen somit in g enthalten
sein. Die Losung x : [to,tend] — R* hingt damit auch von den Parametern
0 € © C R" ab. Die Parameter sollen nun geschétzt werden.
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Abbildung 18: Beispiel eines Pseudo-Zufall-Binér-Signals mit At = 0.005 und
p = 0.1 (links) und Chirp-Signal mit Ky =1 (rechts).

1. Strategie: ,,Setze Messungen in Differenzengleichung ein.

Wir nehmen an, dass Messungen 1, zs, . . ., z,, aller Losungskomponenten zu den
Zeitpunkten ty < t; < ty < --- < t,, vorliegen. Wir betrachten eine Teilmenge
des Gleichungssystems spezifiziert durch die Indexmenge Z C {1,...,k}. Voraus-
setzung ist eine rechte Seite in (3.12) der Form

ge(t,x,0) = 0190 (t, ) + O2gm(t, ) + - - + Ongen(t, ) + se(t, x) (3.13)

fir alle ¢ € Z. Ableitungen auf der linken Seite in (3.12) werden durch Diffe-
renzenquotienten ersetzt. Es bestehen folgende Moglichkeiten der Approximation
der Ableitungen

z(t;) ~ tzﬂ%tz [(tiv1) — x(t)] (Vorwérts-Diff.),
() ~ # [z(t;) — x(tiz1)] (Riickwérts-Diff.),
¥(t) =~ W# [2(tit1) — x(ti—1)] (symmetrische Diff.).

Sei z : [to, tena] = R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Fiir Messungen
zi = z(t;)+ei gelte |g;| < € fur alle i. Fiir den Approximationsfehler der Vorwérts-
Differenzen folgt
/ Zit1 = Zi €
t;) — ——— | < C1At + Cy—
2 (t:) Al | SR TR
mit Konstanten Cy,Cy > 0 und At = ¢;,1 — t;. Analoge Formeln gelten fiir die
beiden anderen Differenzenquotienten. Eine zu kleine Zeitschrittweite bewirkt da-
her eine Verstarkung der Messfehler. Dagegen fiihrt eine zu grofle Zeitschrittweite
auch auf eine schlechte Approximation der Ableitung. Nihere Erldauterungen kann
man in [23] finden.
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Die ¢-te Differentialgleichung des Systems (3.12) wird nun durch eine Differen-
zengleichung ersetzt, d.h.

Mﬁ [Toiv1 — Tei) = 0190 (tiy ) + -+ - + Ongen(ts, z3) + se(ti, ;)

firi=1,...,m — 1 und alle ¢ € Z. Dadurch entsteht ein lineares Ausgleichspro-
blem
. @ o 2
min |6 — y|

fiir die Parameterwerte # mit (m — 1)|Z| Gleichungen. Im Spezialfall Z = {(}
folgt im Ausgleichsproblem eine Matrix ¢ mit Komponenten

Qi = go(ti, ;) firi=1,....m—1und j=1,...,n
und ein Vektor y mit Komponenten

Y; = m[:ﬁgﬂgﬂ —l‘g’i] —Sg(ti,.xi) fiir 7 = 1,...,m—1.
Vorteile:

e Lineares Ausgleichsproblem ist direkt l6sbar.
e Wenig Rechenaufwand. Differentialgleichungen brauchen nicht gelost zu
werden.
Nachteile:
e Differentialgleichungen miissen als Formeln gegeben sein und betrachtet
bzw. umgeformt werden.

e Messungen miissen fiir alle Komponenten z; vorliegen, die in den Gleichun-
gen ¢ € T auftreten.

e Messfehler wirken sich bei Naherungen der Ableitungen stark aus.

Die Strategie 1 kann auch bei allgemeiner rechter Seite in (3.12) angewendet
werden. Jedoch entsteht dann ein nichtlineares Ausgleichsproblem.
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2. Strategie: ,,Vergleiche Messungen mit Losung der Differentialgleichung.

Zu dem Differentialgleichungssystem (3.12) muss jetzt eine Anfangswertvorgabe
z(to) = o (3.14)

gemacht werden, wobei x, geeignet festzulegen ist. Desweiteren wird aus der
Losung des Systems (3.12) eine Ausgabe

y(t) = f(z(t)) mit f: RF¥ = R

definiert. Beispielsweise kann dies einfach eine Lésungskomponente von x sein,
d.h. y(t) = z;(¢) fir ein j € {1,...,k}. Zum einen seien in Zeitpunkten ¢, <
t <ty <--- <ty Messungen y1,vs ..., Y, der Ausgabe gegeben. Zum anderen
erhalten wir aus der Losung des Anfangswertproblems (3.12),(3.14) mit fester
Parameterwahl aus einem numerischen Verfahren N&herungen

o(t) = &, ylt) =G = f(Z) firi=1,...,m.

Dadurch héngt ¢, ..., 9, von 6 ab. Ein Vergleich der Messungen mit den Néhe-
rungen der Losung der Differentialgleichungen fiithrt auf das nichtlineare Aus-
gleichsproblem

. - 2
i — Ui ) 1
s 2 (i — 4:(0)) (3.15)
Die Auswertung von ¢, . . . , 9, fiir festes 6 erfordert jeweils die numerische Losung

des Anfangswertproblems (3.12),(3.14) {iber das gesamte Zeitintervall [to, t,,].
Vorteile:
e Differentialgleichungen brauchen nicht als Formeln gegeben zu sein und
miissen nicht betrachtet werden.
e Messungen sind nur fiir die Ausgabe y(t) erforderlich.

o Messfehler wirken sich oft nicht stark aus.
Nachteile:

e Hoher Rechenaufwand. Anfangswertprobleme von Differentialgleichungen
miissen numerisch gelést werden.
e Ein Iterationsverfahren zur Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems

kann divergieren, d.h. keine Ndherungslosung wird geliefert.

Die Strategie 2 148t sich auch bei dymanischen Modellen einsetzen, die nicht auf
Differentialgleichungen basieren.
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Abbildung 19: Losung des Differentialgleichungssystems (3.2) ohne Eingangssi-
gnal (links) und mit frequenzmoduliertem Eingangssignal (rechts).

Beispiel:

Wir greifen als Beispiel das Differentialgleichungsmodell (3.2) einer elektrischen
Schaltung aus Abschnitt 3.1 auf. Es sei R =1, L = 0.1, C' = 0.01. Abbildung 19
zeigt die Losung von zwei Anfangswertproblemen: fiir Eingabesignal v = 0 und
fiir das Chirp-Signal (3.11) mit Uy = 1 und f(¢) = ¢ als Eingabe.

Wir wenden Strategie 1 an. Die erste Gleichung im System (3.2) konnen wir
schreiben als

df
7= —01Q(t) — 021(t) + Osu(t)

%, 0y = %, 03 = %, wodurch wir die Form (3.13) erzeugt haben. Die
gesuchten Parameter folgen dann aus R = Z—i, L= é, C= Z—i’. Als Eingabe u(t)
verwenden wir das Chirp-Signal (3.11) mit f(¢) =t und Uy = 1. Im Zeitintervall
[0, 5] bendtigen wir Messungen fiir I und @ in Zeitpunkten mit Abstand At. Wir
simulieren diese Messungen, indem zu einer Ndherungslosung eines Anfangswert-
problems in den Zeitpunkten Zufallszahlen fiir unabhéngige Normalverteilungen
mit Erwartungswert null und Varianz o2 hinzuaddiert werden. Es entsteht ein
lineares Ausgleichsproblem mit m — 1 = % — 1 Gleichungen.

mit 01 =

Tabelle 2 zeigt die Ergebnisse fiir verschiedene Wahlen der Zeitschrittweite und
der Standardabweichungen. Wir erkennen, dass die Giite der Schétzung kritisch
von den Messfehlern abhéngt. Fiir hinreichend kleine Messfehler entsteht jedoch
eine sehr gute Approximation der gesuchten Parameter.

Wir setzen nun Strategie 2 fiir dieses Problem ein. Hier kann direkt 6, = R,
0y = L, 03 = C definiert werden. Das gleiche Chirp-Signal wie in Strategie 1
wird verwendet. Als Zeitintervall wird [0, 2] und als Zeitschrittweite At = 0.01
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Tabelle 2: Parameterschiatzungen aus Strategie 1 fiir Beispiel des elektromagne-
tischen Schwingkreises.

At =0.01 At = 0.001
c0=01 0=001 ¢=0001]0c=01 oc=001 o=0.001
0.9549  0.9104 0.9978 0.9118  0.9752 1.0002
0.1515  0.1188 0.1059 0.1511  0.1179 0.1007
0.4445  0.0147 0.0098 0.6356  0.0156 0.0100

Q>

Tabelle 3: Parameterschiatzungen aus Strategie 2 fiir Beispiel des elektromagne-
tischen Schwingkreises.

At = 0.01
c=01 0=0.01 o=0.001
R 1.1259  1.0045 1.0036

L 0.1098 0.1045 0.0996
C 0.0099 0.0098 0.0100
Anz. It. 16 13 13

angesetzt, d.h. m = 200 diskrete Zeitpunkte entstehen. Die Anfangswerte sind
stets 1(0) = Q(0) = 0. Die Anfangswertprobleme der Differentialgleichungen
werden niherungsweise mit der Trapez-Regel gelost. Als Ausgabe sei nur die Va-
riable I definiert, d.h. Messungen bendétigen wir jetzt nur noch fiir diesen Strom.
Das nichtlineare Ausgleichsproblem (3.15) wird dann mit dem geddmpften Gauf-
Newton-Verfahren (3.9) aus Abschnitt 3.2 iterativ gelost. Als Startwerte verwen-
den wir RQ = 2, LO = 05, C() =0.1.

Tabelle 3 enthélt die Ergebnisse zu diesem Ansatz sowie die benotigte Anzahl
an Iterationsschritten. Wir erkennen, dass sich die Ndherungslosung viel robuster
beziiglich der Messfehler verhélt als in Strategie 1. Jedoch sei erwdhnt, dass auch
das geddmpfte GauB-Newton-Verfahren fiir schlechtere Startwerte (z.B. Ry =
Ly = Cy = 1) in diesem Beispiel divergiert, d.h. wir erhalten dann keine sinnvolle
Parameterschétzung.
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