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Kapitel

lterative Losung groBer linearer Gleichungssysteme

1 Motivation

In diesem Kapitel wird die iterative Losung von linearen Gleichungssyste-
men

Ax = b, AeR"™", detA#0, z,beR" (1)

behandelt. Da eine L R-Zerlegung ca. %n?’ Rechenoperationen erfordert, wird
eine direkte Losung fiir grofles n extrem aufwendig. In den Anwendungen
sind groffe Matrizen A typischerweise diinnbesetzt (englisch sparse), d.h.
nur wenige Elemente sind ungleich null. Ein Weg, diese Besetzungsstruktur
auszunutzen, fithrt auf Varianten der L R-Zerlegung, bei denen der Elimina-
tionsprozess die Anzahl der entstehenden, von null verschiedenen Eintrage
(englisch fill-in) minimiert, meist mit Hilfe der Graphentheorie und einge-
schriankter Pivotsuche. Da nur Rechenoperationen mit von null verschiende-
nen Eintrdgen auch tatséchlich durchgefiihrt werden, sind diese direct sparse
solver fiir den Bereich 1000 < n < 100000 eine bewihrte Wahl, siehe in
MATLAB den Befehl sparse.

Schwerpunkt im folgenden ist jedoch eine Einfithrung in iterative Verfah-
ren, die auch bei deutlich hoheren Dimensionen zum Erfolg fiihren. Die
Grofenordnung zur Anzahl n an Unbekannten ist dann durchaus im Be-
reich von Millionen oder Milliarden in den praktischen Anwendungen. Die

Iteration liefert eine Folge (2¥)zen C R™ aus Néherungen fiir £ = A1)
e S T T A

ausgehend von einem vorzugebendem Startwert 2° € R”.
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Dabei soll jeder Iterationsschritt moéglichst geringen Rechenaufwand besit-
zen. Konkreter soll der Aufwand eines einzelnen Schritts den einer Matrix-
Vektor-Multiplikation mit A nicht wesentlich iibersteigen (wobei die Be-
setzungsstruktur selbstverstandlich ausgenutzt wird und keine unnétigen
Operationen mit Nullen durchgefithrt werden).

Beispiel zu diinnbesetzter direkter L6sung

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem (1) der Dimension n = 6900,
welches aus einer Anwendung mit einem dynamischen System entstand. Die
Tabelle unten enthélt die Anzahl der Eintrage ungleich null in der Koeffi-
zientenmatrix A sowie deren relativen Anteil (d.h. nach Division durch die
Gesamtanzahl n? der Eintrige). Abbildung 1 verdeutlicht zudem die Beset-
zungsstruktur dieser Matrix. Somit ist die Matrix diinnbetzt.

Zum einen wird der iibliche Gauf}-Algorithmus mit Spaltenpivotsuche (d.h.
mit Zeilenvertauschungen) durchgefiihrt, wobei nur die Elemente ungleich
null in der Matrix abgearbeitet werden. Die entstehende L R-Zerlegung wird
in einer Matrix abgespeichert. Die Tabelle und Abbildung 2 zeigen, dass
hier viele neue Eintrdge ungleich null entstehen. Der Speicherbedarf und
der Rechenaufwand sind somit hoch.

Zum anderen wird ein Algorithmus fiir eine L R-Zerlegung mit vollstéandiger
Pivotsuche (d.h. mit Zeilen- und Spaltenvertauschungen) verwendet. Dabei
erfolgt die Pivotisierung nur zum Teil zur numerischen Stabilitdt und soll
hauptséchlich die Anzahl der neuen Eintrége ungleich null klein halten. Die
Tabelle und Abbildung 2 demonstrieren, dass dieses Ziel erreicht werden
kann. Dadurch sinkt der Speicherbedarf und der Rechenaufwand deutlich.

Vergleich zu Anzahl der Nicht-Null-Eintrédge in den Matrizen:

Matrix Nicht-Null-Eintrdge Anteil
Koeffizientenmatrix A 64 378 0.14%
L R-Zerlegung mit Spaltenpivot. 3415484 717%
L R-Zerlegung mit vollstandiger Pivot. 212111 0.45%



Abbildung 1: Beispiel einer diinnbesetzten Koeffizientenmatrix in einem grofen linearen
Gleichungssystem. Eintrdge ungleich null sind mit blauer Farbe dargestellt.
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Abbildung 2: LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche (links) und LR-Zerlegung mit voll-
standiger Pivotsuche zur Reduzierung der Nicht-Null-Eintrége (rechts).



2 Matrixnormen und Spektralradius

Die Grofle eines Vektors wird durch eine Vektornorm || - ||y quantifizert.
Ubliche Vektornormen fiir z € R" sind die Summennorm || - ||;, die Eukli-
dische Norm || - [|o und die Maximumnorm || - ||

n
lzle =D lal, el =
i=1

Wir betrachten nur quadratische Matrizen in diesem Kapitel. Die Grofie
einer Matrix kann durch eine Matrixnorm mit analogen Eigenschaften spe-
zifiziert werden.

n
> al el = max |ui.
i=1

=1,...

Def.: Eine Abbildung || - || : R™" — Rs( heifit Matrixnorm, falls die
folgenden vier Eigenschaften fiir A, B € R™*" erfiillt sind:
(i) definit: A#0 = ||A]| >0
(ii)) homogen:  ||AA| = |A|-[|4] fur alle A € R
(iii) subadditiv: ||A+ BJ| < ||A|| + ||B]| (Dreiecksungleichung)
(iv) submultiplikativ: ||AB| < ||A]l - | B||

Ubliche Matrixnormen fiir A € R™*" sind

m
e Spaltenbetragssumme: || Al|; = max Z |aijl,
j=1,..., n
i=1
n
e Zeilenbetragssumme:  ||A|l = max Z |aijl,
1=1,..., m
j=1

e Spektralnorm: | All2 = v/ Amax(ATA).



Die Matrix A" A ist stets symmetrisch und positiv semi-definit. Deren Ei-
genwerte sind somit reell und nichtnegativ. Es bezeichnet A, den grofiten
Eigenwert der Matrix.

Mit Matrixnormen kann auch die Konditionszahl x einer reguldaren Matrix
alternativ formuliert werden. Es gilt

k(A) = [IA A7

Fiir eine regulére symmetrische Matrix gilt beziiglich der Spektralnorm noch

Ay ey | An
K/Q(A): maX{| 1‘7 7’ |}
min{|[A\|,..., A}
mit deren reellen Eigenwerten Ay, ..., \,, welche alle ungleich null sind.

Desweiteren besteht eine Verbindung von Matrixnormen zu Vektornormen.

Def.: Eine Matrixnorm || - || auf R™*" heifit konsistent zu einer Vektornorm
|- ||y auf R", falls
[Az[ly < [[A]l ][y

fiir alle x € R™ und alle A € R™*" gilt.

Die Spaltenbetragssumme ist konsistent zur Summennorm, die Zeilenbe-
tragssumme zur Maximumnorm und die Spektralnorm zur Euklidischen
Norm. Zudem sind dies jeweils die kleinsten Matrixnormen mit dieser Kon-
sistenzeigenschaft.

Eine wichtige Kenngréfie fiir quadratische Matrizen ist der Spektralradius.

Def.: Die Matrix A € R™ " besitze die Eigenwerte A{,...,\, € C. Der
Spektralradius der Matrix ist

p(A) = max |A]. 2)

1=1,...,n

In der komplexen Zahlenebene ist somit die Menge aller Eigenwerte (d.h. das
Spektrum der Matrix A) in einem Kreis um null mit Radius p(A) enthalten.
Der Spektralradius ist jedoch keine Matrixnorm, da sowohl die Definitheit
als auch die Subadditivitéit verletzt sind.
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3 Stationire Iterationsverfahren

Ein stationares Iterationsverfahren zur ndherungsweisen Losung des linea-
ren Gleichungssystems (1) besitzt die Form

" = (2, k=0,1,2,... (3)

bei vorgebenen Startvektor 2. Stationdr bedeutet, dass die Funktion ® in
jedem Iterationsschritt identisch gewéhlt wird. Die exakte Losung x von (1)
soll der einzige Fixpunkt der Iteration sein.

Eine Iterationsvorschrift entsteht durch die Wahl einer reguldren Matrix
B € R™" aus der Zerlegung

Br+(A-—Bx=b = Ba"'+(A-B)2" =0, (4)

welche ein lineares Gleichungssystem fiir 2! darstellt. Aufgelost erhélt
man

" = ab — BT Az —b) = (I — B'A)2" + B~ b (5)

Zur Berechnung von x**! ist ein Matrix-Vektor-Produkt beziiglich A und
die Losung eines linearen Gleichungssystems beziiglich B notwendig. Die
Iterationsmatrix / — B~1A dient nur zur Untersuchung der Konvergenz.

Die Matrix B soll in diesem Zusammenhang zwei Eigenschaften besitzen:
1. Lineare Gleichungssysteme mit der Matrix B sollen leicht auflosbar
sein, damit die Iteration mit wenig Aufwand durchfiihrbar ist.
2. Die Matrix B soll A gut approximieren, d.h. wesentliche Informationen

aus A enthalten, damit die Konvergenz der Iteration gesichert ist.

Diese beiden gewiinschten Eigenschaften stehen im Gegensatz zueinander.
Es folgt, dass nur fiir bestimmte Matrizentypen als A eine geeignete Ma-
trix B gefunden werden kann.

Zur Untersuchung der Konvergenz ist der Begriff des Spektralradius aus (2)
von zentraler Bedeutung.



Satz 1 (Konvergenz stationirer Verfahren)
Das Iterationsverfahren (5) ist fir beliebigen Startwert genau dann konver-
gent, wenn qilt

p(I — B7'A) < 1. (6)

Hinreichend fiir die Konvergenz von (5) bei beliebigem Startwert ist die
Bedingung

11— B Al <1, (7)
wobei || || eine beliebige Matriznorm ist, die konsistent zu einer bestimmten
Vektornorm.

Beweis:

Fiir den Fehler f*:= 2% — 2 (z = A~'b) hat man mit
2 = (I -B A2 + B
v = (I-B'A)x+ B
durch Subtraktion die Rekursionsformel
FH = (1= BLA)f*

und damit
ff=U—-BA"F k=0,1,2,....

Sei (5) konvergent. Ist A ein Eigenwert von I — B~'A, so wihle man f° als zugehorigen
Eigenvektor. Damit gilt f* = A\*f°. Durch die Konvergenz ist lim f* = 0 und somit not-
wendigerweise |A| < 1.

Sei umgekehrt p(I — B7*A) < 1. Zur Iterationsmatrix und gegebenem & > ( existiert eine
Vektornorm, so dass in der korrespondierenden Matrixnorm

| - B'Al| < p(I— B 'A) +¢
gilt (ohne Beweis). Damit folgt
1(T = BTAP < ([T = BTA|* < (p(I = BT A) +¢)* = pi*

mit 4 < 1 fiir € hinreichend klein. Also ist lim(I — B7*A)* = 0 und somit lim f* = 0 fiir
alle f9.

Sei schlieBlich || — B7'A|| < 1 in einer Matrixnorm, die konsistent zu einer festen Vektor-
norm ist. Fiir eine solche Matrixnorm gilt stets p(C') < ||C|| (ohne Beweis). Damit ist das
hinreichende Kriterium aus dem ersten Teil des Satzes erfiillt. U



Dem Beweis entnimmt man insbesondere die Abschétzung
[l — 2] < [|I = BTA] - ||2* — ] (8)

in einer beliebigen Vektornorm und der induzierten Matrixnorm. Damit gilt
fiir ||I — B~'AJ|| < 1 dann globale lineare Konvergenz in dieser Norm. Dies
kann man hier auch aus dem Banach’schen Fizpunktsatz folgern.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens (5) ist umso hoher, je klei-
ner der Spektralradius der Iterationsmatrix ist. Der folgende Satz gibt eine
Aussage, die von Matrixnormen unabhéngig ist.

Satz 2 (Konvergenzgeschwindigkeit)
Beim Iterationsverfahren (5) gilt fiir den Fehler f* = 2% — x

1/k
y AN
sup limsup 0 ) = p(1 = B~'A) (9)
40 koo \[SO|

in einer beliebigen Vektornorm || - ||.

Beweis siehe z.B. Stoer, Bulirsch: Numerische Mathematik 2.

4 Klassische Iterationsverfahren

Im folgenden werden géngige stationére Iterationsverfahren vorgestellt. Sie
entstehen durch die Zerlegung der Gestalt

A=D+ L+ R, (10)
wobei D Diagonalmatrix mit der Diagonalen von A und L, R den unteren

bzw. oberen Dreiecksanteil (ohne Diagonale) von A enthalten.

Jacobi-Verfahren

Ein einfaches Iterationsverfahren entsteht, wenn man in (5) B = D wéhlt,
also nur die Diagonale von A. Gilt stets a; # 0, so kann die Invertierung
sofort vorgenommen werden. Wir erhalten als Iteration

" =2 — DY (D + L+ R)z"—b)=—-D((L+R)z"—0).
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Es ergibt sich fiir jede Komponente ¢ = 1,...,n die Formel

1
forl = — bl — Z az-jxﬁ? . (11)

A5 —
J#i

Da jede Komponente sofort separat berechnet werden kann, nennt man diese
Iteration auch Gesamtschrittverfahren.

Das Jacobi-Verfahren ist konvergent, wenn die Diagonale von A den Haupt-
anteil der gesamten Matrix bildet. Die Matrix A erfiillt das starke Zeilen-
summenkriterium, wenn gilt

laii] > lag| fir i=1,...,n (12)
JF#i
Analog erfiillt A das starke Spaltensummenkriterium, falls
laj;l > ay| fir j=1,....n (13)
i#]
Sowohl (12) als auch (13) ist nach Satz 1 hinreichend fiir die Konvergenz
des Jacobi-Verfahrens. Aus (12) folgt ndmlich sofort

|l — B~ IAHOO: max Z|aw| <1 (14)

| azz

in der Zeilenbetragssumme als Matrixnorm und aus (13)

> ayl <1 (15)

i#J

| — B~*A||; = max
=L |aj.7’

in der Spaltenbetragssumme als Matrixnorm.

Unter zusétzlichen Voraussetzungen kann die Konvergenz des Jacobi-Ver-
fahrens noch garantiert werden, wenn in (12) oder (13) nur eine kleinergleich
Beziehung gilt, also schwache Summenkriterien. Dies ist bei vielen Matrizen,

die aus Diskretisierungen entstehen, gegeben (siehe Anwendungsbeispiel am
Ende dieses Abschnitts).
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Gaul3-Seidel-Verfahren

Mehr Information iiber die Matrix A wird einbezogen, wenn man die Drei-
ecksmatrix B = D + L ansetzt. Die Invertierung entspricht dann gerade
einer Vorwartssubstitution, wozu ebenfalls a;; # 0 notwendig ist. Die Itera-
tion lautet

"t =2 —(D+ L)Y (D + L+ R)a* —b) = —(D+ L) (Ra" —b).

Es entsteht fiir die einzelnen Komponenten ¢ = 1,...,n die Formel
1
i j<i j>i

Da die Komponenten nur sukzessive berechnet werden koénnen, wird diese
Iteration auch als Einzelschrittverfahren bezeichnet.

Fiir die Konvergenz des GauB-Seidel-Verfahrens sind ebenfalls die Bedin-
gungen (12) oder (13) hinreichend. Bei bestimmten Matrix-Klassen lésst
sich zeigen, dass das Gauf-Seidel-Verfahren schneller konvergiert als das
Jacobi-Verfahren.

Im Gegensatz zum Jacobi-Verfahren konvergiert das Gauf3-Seidel-Verfahren
auch fiir symmetrisch positiv definite Matrizen:

7Zu zeigen ist, dass die Eigenwerte von K = —(D + L)"'L" im Einheitskreis liegen. Mit A
ist auch D positiv definit. Damit haben K und

K':=D:KD 3= —(I+L)"'LT mit L=D:LD:
das gleiche Spektrum. Zu zeigen ist daher nur p(K') < 1.
Aus K'x = Az mit z*x = 1 ergibt sich
—L'z=MI+Lz = —2'L'z=\1+2"Lx).
Mit o + 18 := 2* LTz folgt daraus

2_ 0424—52
14 2a+a?+ 32

’)\|2=‘_a_lﬁ <1

1+a+ip

falls 1 + 2a > 0.
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Wegen #*D 2 AD 22 = (D~ 22)*A(D 2x) ist die Matrix D=2 AD~2 positiv definit. Aus
D 3AD i =T+ L+ L7 folgt sofort

O<a*(I+L+LNe=1+a"La+a"L e =1+2"La+rLe =1+ 20

Das GaufB-Seidel-Verfahren kann analog auch iiber B = D + R angesetzt
werden. Desweiteren existieren symmetrische Varianten, die abwechselnd
je einen Schritt mit dem unteren und dann einen Schritt mit dem oberen
Dreiecksanteil von B durchfiihren.

Relaxationsverfahren

In der Iteration (5) kann man allgemeiner die Matrix B in Abhéingigkeit
von einem Parameter w € R wahlen. Ziel ist es dann, w optimal zu wéahlen
dahingehend, dass p(/ — B(w) 'A) minimal wird und somit die Konvergenz
des Verfahrens zu beschleunigen. Bei den Relaxationsverfahren wird zum
Relaxationsparameter w > 0 iiber die Zerlegung (10) die Matrix

1

B(w) »

(D +wL) (17)
gewihlt. Wir erkennen, dass fiir w = 1 das Einzelschrittverfahren (16) ent-
steht. Fiir die Berechnung der einzelnen Komponenten erhalten wir die For-
mel firi=1,...,n

1
k+1 __ ) § ekl E -k
ZZ — bz - CLZ].T] - azjx] )
i

7<t 7>

P = (1 — w)ah 4 w2 t!

7 ) :

Die HilfsgroBe 27! wird dabei wie im Einzelschrittverfahren (16) bestimmt.
Als neue Nédherung der i-ten Komponente wird jedoch eine Linearkombina-
tion aus alter Ndherung und der Hilfsgréfle gebildet. Fiir 0 < w < 1 ist dies
eine Konvexkombination. Bei w < 1 spricht man von Unterrelaxation und
bei w > 1 von Uberrelaxation. Dadurch entstand der Name SOR- Verfahren
(successive overrelaxation).

12



Laut Satz 1 wird die Konvergenz eines stationdren Verfahrens durch den
Spektralradius der Iterationsmatrix bestimmt. Zum Relaxationsverfahren
mit der Matrix (17) geben die beiden néchsten Sétze eine allgemeine Aus-
sage.

Satz 3 (Kahan)
Bei beliebiger regqulirer Matrix A € R™"™ mat Diagonalelementen ungleich
null gilt im SOR-Verfahren fiir den Spektralradius der Iterationsmatrix

p(I = Blw) 'A) > [w — 1

fir alle w € R.

Satz 4 (Reich-Ostrowsky)

Ist A € R™"™ symmetrisch sowie positiv definit, dann gilt im SOR-Verfah-
ren fiir den Spektralradius der Iterationsmatriz p(I — B(w) tA) < 1 falls
0<w<?2.

Der Satz von Kahan zeigt, dass w € (0,2) notwendig fiir die Konvergenz
des Verfahrens ist. Der Satz von Reich-Ostrowsky liefert bei symmetrischer
positiv definiter Matrix, dass w € (0, 2) auch hinreichend fiir die Konvergenz
des Verfahren ist. Bei symmetrischen positiv definiten Matrizen existiert ein
eindeutiger optimaler Relaxationsparameter 1 < wqpt < 2, d.h.

p(I — Bleiopt) " A) < p(I — B(w) ™" A) fiir w # wope.

Dieser optimale Parameter 148t sich in Spezialfillen explizit berechnen und

muss ansonsten geschéitzt werden. Die Konvergenz ist dann erheblich schnel-
ler als fiir das Gauf}-Seidel-Verfahren.

Ist nur das starke Zeilen- oder Spaltensummenkriterium erfiillt, dann ist
p(I — B(w)™tA) < 1 garantiert fiir 0 < w < 1. Auch hier existiert hiiufig ein
optimaler Relaxationsparameter mit 1 < wopy < 2.

13



Iterative Nachbesserung

In den Kontext der iterativen Verfahren (5) — jedoch nicht auf der Zerle-
gung (10) basierend — fillt auch die sogenannte Nachiteration. Wird das
lineare Gleichungssystem Ax = b iiber L R-Zerlegung auf dem Rechner di-
rekt gelOst, so erhélt man eine durch Rundungsfehler beeintrichtigte Losung
T ~ A~'b. Diese kann, falls A nicht zu schlecht konditioniert ist, durch diese
Nachiteration bis auf Maschinengenauigkeit verbessert werden.

Der Gauf3-Algorithmus liefert auf dem Rechner eine durch Rundungsfehler
verfilschte LR-Zerlegung A ~ LR, d.h. es gilt nur

A=LR+E, (18)

wobei die unbekannte Matrix F Fehleranteile enthalt. Fiir die Matrix B
in (5) wahlt man dann B = LR (L, R haben hier nicht die Bedeutung von
L, R aus (10)) und es entsteht die Vorschrift

" = g% — (LR) ™ (Az* — b) = 2% — (LR) 4" (19)

mit dem Residuum r der k-ten Néherung. Als Startwert bietet sich die
direkte Losung 2° = (LR)™1b an.

Die Iteration (19) lasst sich mit wenig Aufwand durchfiihren, da die Zer-
legung LR bereits berechnet ist und somit nur Vorwérts- und Riickwiirts-
substitution erforderlich sind. Da nur Rundungsfehler in L, R auftreten,
gilt (f/}?)_lA ~ [. Folglich ist der Spektralradius der Iterationsmatrix klein
und die Konvergenz der Iteration sehr schnell. Zudem liegt iiber 2 bereits
ein guter Startwert fiir die Iteration vor. Dementsprechend erh&lt man im
allgemeinen nach etwa zwei Iterationsschritten die Losung auf Maschinen-
genauigkeit.

Bei der Berechnung des Residuums r* tritt durch Subtraktion Ausléschung wegen Az* ~ b
auf. Dieser Wert muss daher mit hoherer Genauigkeit als der Maschinengenauigkeit bei den
anderen Operationen berechnet werden. Nur dann kann das Ergebnis auf die urspriingliche
Maschinengenauigkeit erhalten werden. Ist 2° nur eine grobe Niherung, so kann die Nach-
besserung mit stets gleicher Rechengenauigkeit die Anzahl der Stellen erhdhen, jedoch
nicht auf die volle Stellenzahl. Die Problematik der Auslésung in (5) tritt sonst bei den
Iterationsverfahren nicht auf, da nur eine relativ geringe Genauigkeit erzielt werden soll
(d.h. Az"* ~ b gilt weniger stark).
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Anwendungsbeispiel

Wir betrachten das Dirichletsche Randwertproblem fiir eine reellwertige
Funktion u(z,y) im Einheitsquadrat Q := {(z,y) : 0 < z,y < 1}

— Au= —uy —uy, = f(z,y) (x,y) € Q

u(z,y) = 0, (z,y) € 082 (20)

bei vorgegebener stetiger Funktion f. Die Differenzenquotienten werden auf

einem uniformen Gitter der Schrittweite h := ﬁ flir M € N diskretisiert

= {(s,y5) = (Gh,jh) 1,5 =1,..., M}. (21)
Der symmetrische Differenzenquotient zweiter Ordnung liefert als Nahe-
rungsformel fiir u; j 1= u(z;,y,)

U1 — 2UWij + Wir1;  Wij—1 — 2Ui 5 + Ui g1
L T2 Vi M D P ) (22)

und dquivalent mit f; ; := f(z;,y;)

~ L2
Auij = wio1j = Uig1j — Uij-1 — Uijp1 R h7fi (23)

bei 7,5 = 1,..., M. Die Unbekannten und die rechten Seiten seien in der
Form

u = (u1,17u2,17"'7uM,17U’1,27"'7uM,27'"7u1,M7"'7uM,M)T (24)
b = hZ(fl,l)fZl;"'7fM,17f1727"'7fM,27'"7fl,M7"'7fM,M)T

angeordnet, wodurch ein lineares Gleichungssystem Au = b der Dimension
n = M? entsteht. Die Matrix A besitzt die folgende Bandstruktur

c —I 4 -1
A= |71 mit c= |t . (25)
e T oo —1

—1 C -1 4

Die Matrix A ist diinnbesetzt, da jede Zeile maximal 5 Elemente ungleich
null enthélt. Desweiteren ist A symmetrisch und positiv definit. Eine Cho-
lesky-Zerlegung A = LLT wiirde jedoch zahlreiche Eintrige ungleich null

15



in L erzeugen, d.h. L ist nicht diinnbesetzt. Dagegen erfordern Matrix-
Vektor-Produkte beziiglich A nur vergleichsweise wenig Operationen. (Nur
Elemente ungleich null miissen abgearbeitet werden.)

Fiir die Matrix (25) kann der Spektralradius der jeweiligen Iterationsma-
trix I — B~ A fiir die obigen drei Verfahren explizit berechnet werden. Zur
Wahl des optimalen Relaxationsparameters im SOR-Verfahren siehe auch
Abbildung 3. Im einzelnen ergeben sich die folgenden Werte:

Jacobi-Verfahren: p(I—D7'A) = cos(3£7)
GauB-Seidel-Verfahren: p(I — (D + L) '4) = cos’® (5/7)
SOR-Verfahren: p(I — B(wgpt) 1A) = cos” (5757) 2
( (wopt) ™ A) (1+sin(5£7))

Wir erkennen die Relationen
1> py > pas > psor > 0 fiir festes M > 2.

Nach Satz 1 ist damit die Konvergenz in allen drei Iterationsverfahren ga-
rantiert. Nach Satz 2 ist die Groflenordnung des Spektralradius entscheidend
fiir die Konvergenzgeschwindigkeit, d.h. wieviele Schritte fiir eine bestimmte
Genauigkeit benotigt werden. Mit steigender Problemgroflie M — oo folgt
p — 1, wodurch die Konvergenz in allen drei Verfahren immer langsamer
wird. Fiir festes M ist jedoch das GauB-Seidel-Verfahren etwa doppelt so
schnell wie das Jacobi-Verfahren wegen pgs ~ p3. Es lisst sich desweiteren
fiir groles M annédhern

_ Inpsor o 4M+1)
In pj T )

p5 = PSoR = K

wodurch das SOR-Verfahren mit optimalem Relaxationsparameter mehr als
M mal so schnell wie das Jacobi-Verfahren konvergiert.
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Abbildung 3: Spektralradius der Iterationsmatrix im Relaxationsverfahren fiir verschiedene
Parameter w € [0,2] bei Matrix (25) mit M = 10, 20, 30.

Ausblick:

Es gibt neben den stationdren Verfahren noch weitere fortgeschrittene Ite-
rationsmethoden fiir grofle lineare Gleichungssysteme.

o Verfahren der Konjugierten Gradienten (CG-Verfahren)
nur fiir symmetrische positiv definite Matrizen; basiert auf sukzessi-
ver Minimierung des Fehlers entlang von eindimensionalen Suchrich-
tungen; Verallgemeinerungen auf allgemeine Matrizen und nichtlineare
Gleichungssysteme existieren.

e Generalised Minimal Residual method (GMRES)
fiir allgemeine Matrizen; basiert auf Minimierung des Residuums; Re-
chenaufwand steigt in der Iteration jedoch mit der Schrittzahl an.

e Mehrgitterverfahren
bei Matrizen die aus Diskretisierungen von partiellen Differentialglei-
chungen entstehen; Wechsel zwischen groben und feinen Gittern findet
in der Iteration statt.
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5 Verfahren der Konjugierten Gradienten

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit einer symmetrischen,
positiv definiten Matrix A € R™*". Dadurch existiert auch die inverse Ma-
trix A~! und ist symmetrisch sowie positiv definit. Wir definieren ein Funk-
tional F': R" — R durch

F(z) = 1(Az—b)TA™ (A2 —b) (26)
= 12TAz—bTz+ 0T A
Dadurch liegen drei Eigenschaften vor:

e F(2) >0 fiir alle z,

o (A71D) =0,

o Fiir 2 # A71b gilt Az # b und somit F(2) > 0.
Aus diesen Eigenschaften folgt sofort, dass & := A~'b das eindeutige Mini-
mum von F' mit F(Z) = 0 ist. Die Idee besteht nun darin, ein Iterations-

verfahren zur Minimierung des Funktionals F' einzusetzen, um die Losung
2 des linearen Gleichungssystems naherungsweise zu erhalten.

Methode des steilsten Abstiegs

Die Methode des steilsten Abstiegs wird auch Gradientenverfahren genannt.
Der Gradient des Funktionals (26) als Spaltenvektor geschrieben lautet

VF(z)=Az—-be R"

Die Richtung des steilsten Abstiegs in einem Punkt ist gerade der negative
Gradient, d.h.
—VF(z)=b— Az.

Sei eine Néherung 2% € R" gegeben. Das zugehdrige Residuum ist dann
ri = b — Az®. Wir definieren die Funktion F : R — R durch

k

F(u) = F(a" + pry).

18



Der Parameter u € R wird jetzt als Losung des eindimensionalen Minimie-
rungsproblems
min F (2" + pry)
I

bestimmt. Dadurch lautet die neue Naherung ohl = b 4 LminTk it die-

sem optimalen Parameter p,;,. Das entstehende Iterationsverfahren kon-
vergiert im Fall einer symmetrischen, positiv definiten Matrix A gegen das
Minimum & = A~'b. Jedoch ist die Konvergenzordnung nur linear und die
Konvergenzgeschwindigkeit oft sehr langsam. Ein Grund hierfiir ist, dass die
sukzessiven Suchrichtungen orthogonal aufeinander stehen, d.h. r, 7, =0
fiir alle k. Typischerweise gilt in dieser Iteration ¥ # & = A~'b fiir alle k.

Definition des Verfahrens der konjugierten Gradienten

Das Iterationsverfahren der konjugierten Gradienten (engl. conjugate gra-
dient (CG) method) wird wie folgt rekursiv definiert.

Algorithmus 1 (CG-Verfahren)
Wihle z° € R".

Setze py := 19 := b — Az".

Fiir k=0,1,2, . ..

1.) Falls p;, = 0: ENDE

z¥ ist Losung von Az = b.

2.) Berechne

o TkTTk
k p—

i Apy
oF = 2F oy
Tk+1 = Tk — akApk

T
5 Tk+1 Tk+1
E = ————
TkTTk

Dkl = Tk+1 + BrDk-
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Der Rechenaufwand pro Iterationsschritt besteht aus:

1. Eine Matrix-Vektor-Multiplikation: Apy,

2. Zwei Skalarprodukte: p) (Apg), 70,1 k41
(r) 7y liegt aus vorhergehenden Schritt vor),

3. Drei Vektoradditionen: 2% + agpr, i — an(Apr), Tre1 + Brpe.

Die Matrix-Vektor-Multiplikation ist dabei der wesentliche Anteil des Re-
chenaufwands.

Eigenschaften des CG-Verfahrens

Wir definieren zunéchst den folgenden Begriff.

Def.: Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit. Zwei Richtungen p,q
heifien A-konjugiert, wenn (p,q)a :=p' Aq =0 gilt.

Sind zwei Richtungen A-konjugiert, so bedeutet dies, dass sie orthogonal
beziiglich des von A induzierten Skalarprodukts sind.

Satz 5 (Eigenschaften des CG-Verfahrens)

Sei A € R™"™ symmetrisch und positiv definit sowie b € R". Zu jedem
Startvektor ¥ € R"™ gibt es eine kleinste ganze Zahl £ mit 0 < ¢ < n,
so dass py = 0. Die Vektoren ¥, py, ry fir k < ¢ aus dem CG-Verfahren
besitzen die folgenden Eigenschaften:

a) Az’ = b,

b) rlp;=0 fir0<j<i<{,

c)ripi=rlr firi</,

d) p/ Ap; =0 fir0<i<j</{, pjTApj>O fiir j </,
e) r/ri =0 fir0<i<j<H/, rorj>0 fiir j </,
f)ri=b—Ax"  firi </
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Beweis: siehe J. Stoer, R. Bulirsch: Numerische Mathematik 2, Springer 2005, Satz 8.7.1.4.

Folgerungen:

i) Nach spétestens n Iterationsschritten liefert das Verfahren bei exakter
Rechnung auch die exakte Losung zy = A~1b, siehe (a). Abgesehen von
Spezialfillen fiir den Startwert werden im allgemeinen genau n Schritte
benotigt.

ii) Die Vektoren r; = b— Az, siehe (f), sind die Residuen der N#herungen.
Wegen (e) sind die Residuen fiir 7 # j orthogonal zueinander.

iii) Die Suchrichtungen p; sind A-konjugiert, siehe (d). Dies begriindet den
Namen des Verfahrens.

iv) Das CG-Vefahren ist wohldefiniert wegen pjTApj # 0, siehe (d), und
rir; # 0, siehe (e).

Trotz der Eigenschaft (i) besteht bei grofien linearen Gleichungssystemen,
d.h. hohes n, der Wunsch, dass das Verfahren nach nur relativ wenigen Ite-
rationsschritten k£ < n eine hinreichend genaue Néherung liefert. Fiir kleine
lineare Gleichungssysteme ist wegen der Eigenschaft (i) eine direkte Losung
mit dem CG-Verfahren praktisch moglich. Ein Schritt des CG-Verfahrens
wird dominiert vom Aufwand der Matrix-Vektor-Multiplikation. Bei voll-
besetzter Matrix sind dazu n? Operationen notwendig (der typische Re-
chenschritt a + b - ¢ zahlt dabei als eine Operation). Bei Vergleich mit der
Cholesky-Zerlegung zeigen sich jedoch folgende Verhéltnisse.

Rechenaufwand: Cholesky-Algorithmus : ca. %n?’ Operationen

CG-Verfahren : ca. n - n?> = n® Operationen

Somit ist das Cholesky-Verfahren zur direkten Losung besser geeignet.
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Minimalititseigenschaft

Wir zeigen, dass die Naherung #**! aus dem CG-Verfahren eine Losung des
Minimierungsproblems

min F(ack + poro + pary 4 - A pgry)
KOs 1 5e- 5ok

mit r; := b — Az’ und dem Funktional (26) darstellt.
Es gilt
Sk :=span{rg,...,rx} = span{pg, ..., pr} fir k< /.
Dies folgt induktiv aus pg = ro und pr = i + Bkpr_1 bzw. 1 = pr — BrPr_1-
Wir definieren eine Hilfsfunktion
O (pio, s - - i) == F (2" + popo + papr + - -+ + pipr)-

Differentiation ergibt mit der Kettenregel

0P . .
a—M(MO, oo pg) = VE@" + popo + -+ + purpr) ' p; fir 0<j<k.
J

Sei = 2% + popo + - - - + pppr im weiteren. Dadurch zeigt sich

g—i:(Ax—b)ij fir 0 <j <k.
Fiir pig = -+ = pp—1 = 0 und pp, = ay, folgt 2**! = 2 + aypr. Wir erhalten
g—i = (Az" + apAp, —b)'p; = —rlp;+ upl Ap;
—0+0=0 fir j <k,
B { —rl T+ p%a;kp;Apk =0 fiir j = k.

Somit ist #¥*1 ein kritischer Punkt von ®. Es gilt F(2) = 2T A2 — b’z + ¢
mit einer Konstanten ¢ € R. Fiir die Hilfsfunktion ergibt sich

k k
T
(o, o) = 2" AT+ pip! Apj+ Y ) As'
i,j=0 J=0
k

+ Z ,Lijij +b'2" +c.
=0
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Die Doppelsumme beschreibt den quadratischen Term, wahrend die anderen
Terme linear oder konstant in u := (pg, i1, . .., ix) " sind. Wir erhalten

k
> pinip] Apj = T A'p
i,j=0
mit A’ = (af;) € RF*EH) und af; == p] Ap;. Wegen Satz 5 (d) ist A’ eine
Diagonalmatrix mit positiven Diagonalelementen. Insbesondere ist A" damit
symmetrisch und positiv definit. Somit reprasentiert z¥*! das eindeutige

globale Minimum der Funktion &.

Fehlerabschitzung

Wir definieren den Fehler der k-ten Ndherung aus dem Iterationsverfahren
als den Vektor

ep =12 — A7t fir k=0,1,2,... .
Damit gilt die folgende Abschéatzung.
Satz 6 (Fehlerschranke im CG-Verfahren)

Fiir die Fehler der Niherungen x* aus dem CG-Verfahren gilt beziglich der
Energienorm || - ||a die obere Schranke

k
feilla _ , (/5 ~1
leolla = \ /ma(A) + 1
mit der Konditionszahl ko(A) zur Euklidischen Vektornorm.

Beweis: siehe J. Stoer, R. Bulirsch: Numerische Mathematik 2, Springer 2005, S. 315-316.

Fiir eine symmetrische, positiv definite Matrix A gilt

ArIla)(
ra(A) = —

mit dem groBiten und kleinsten Eigenwert. Wir fithren noch die Wurzel ei-
ner Matrix als Hilfsmittel ein. Zu einer symmetrischen, positiv definiten
Matrix A existiert die Zerlegung

A=SDS"T mit D =diag(\,...,\,) und S'=5T.
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Es sei Dz = diag(v/AL, ..., vA,). Damit kann die Wurzel der Matrix A
definiert werden als
1 1
A7 = S5D2ST.
Es folgt (A2)% = A. Zudem ist auch A2z symmetrisch und positiv definit.

Lemma 1 Fiir die Fehler der Niherungen z* aus dem CG-Verfahren gilt
beziiglich der Euklidischen Norm || - ||2 die obere Schranke

ol o (VD 1)

Beweis:
Wir erhalten
|A2z|2 = (A2z) T (A2z) = 2" (A2) T A2e = 2T A2 A2g = 27 Az = |23,
d.h. ||Azz]|y = ||z 4 fiir beliegiges - € R™. Damit schiitzen wir ab
lolls = 1A~5 Abally < |AH |5l A3zl = A= la]l2lla,

d.h. ||xH2 < ||A 2|, HIHA fiir beliegiges # € R". Die Konditionszahl erfiillt die Gleichung
ka(A2) = || Az ||o]| A== |o. Es folgt mit Satz 6

k
2(A
lesls < 1A el < 1A-Ha2 (VL) el
k k
-1 k2(A)—1 1 i 1 r2(A)—1
< a2 (V2R ) 14k el = 2m2<Az>(V@(A)H) leoll

1

Fiir die Konditionszahl erhalten wir rks(A2) = /K , da die Eigenwerte von Az gerade
die Wurzeln der Eigenwerte von A sind. U

Die Abschétzung in Lemma 1 ist jedoch grob im Vergleich zu Satz 6.

Eine wichtige Folgerung aus Satz 6 ist, dass die Konvergenzgeschwindigkeit

umso langsamer ist, je hoher die Konditionszahl der Matrix ausfallt. Fiir

hohe Konditionszahl ist ndmlich
HQ(A)—I
KQ(A)—i-l

~ 1,

wodurch die k-ten Potenzen nur sehr langsam abnehmen.

24



Vorkonditionierungstechnik

FEin Konvergenzbeschleunigung soll nun erhalten werden, indem statt des
urspriinglichen Gleichungssystems ein &dquivalentes Gleichungssystem mit
einer Matrix von deutlich niedrigerer Konditionszahl iterativ gel6st wird.
Als Ansatz wird Az = b ersetzt durch

z, b =B 2

N|—

A =V mit A'=B:AB™:, 2 =B

mit einer symmetrischen, positv definiten Matrix B € R"*". Damit gilt

N

A'=BiAB = B*(B'A)B~

)

wodurch die Eigenwerte von A’ und B~'A identisch sind. Das Ziel ist nun
ro(A') < ra(A)

zu erreichen. Dabei gilt als untere Schranke ro(A’) > 1. Die Matrix B
soll eine gute Approximation von A sein, denn dann folgt B~'A ~ I mit
der Einheitsmatrix, wodurch die Konditionszahl von A’ nahe eins wére.
In der Praxis mochte man das Aufstellen der Matrix B~z vermeiden, weil
dazu die Eigenwerte und Eigenvektoren von B bestimmt werden miissten.
Stattdessen sind dann lineare Gleichungssysteme mit der Matrix B zu l6sen.
Diese Gleichungssysteme sollen daher leicht direkt lésbar sein.

Konstruktionsmoglichkeiten fiir die Matrix B sind:

1. Aus stationiiren Iterationsverfahren (Zerlegung A= D + L+ L'):
symmetrisches Gauf-Seidel-Verfahren: B = (D + L)D (D + L)T
symmetrisches SOR-Verfahren: B(w) = 3% (1D + L)D" (1D + L)'

2. Unvollstandige Cholesky-Zerlegung;:
B = LL", wobei L eine Approximation des exakten Faktors L aus der
Zerlegung A = LLT ist. Diese Approximation kann erhalten werden,
indem der Cholesky-Algorithmus nur teilweise durchgefiihrt wird.

Eine Niherung 2% aus dem CG-Verfahren fiir das System A’z’ = V' muss
auf eine Niherung % fiir das System Ax = b riicktransformiert werden
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iiber 2¥' = B2z* bzw. 2% = B 22%. Die Suchrichtungen p; werden zur
Anderung der Naherungen eingesetzt und transformieren sich daher auch
tiber pj, = B 2p. Fiir die Residuen gilt

ri, =0 — A2 = B73b — (B"2AB™%)(B2a") = B3(b - Az*) = B73ry.

Das CG-Verfahren wird jetzt auf das Gleichungssystem A’z = angewen-
det. Wir schreiben einfach die Formeln geméafl Algorithmus 1 auf

AW

I TR Tk k+17 K /o I I Al
A TR T =TT+ by, Thp1 = Tk — A,
P P
/ T§c+1Tr;~c+1 / / ’ot
Bk =TT Diyi1 = Tpy1 T 5kpk-
k 'k
Es gelten die Aquivalenzen

/ /

oY = My alpl & 2T = 2F +alpy,

!/ !/ / !../ /
Thar = Th— GAD, & T = 1 — aApy.

Fiir die Euklidischen Normen der Residuen folgt
rfjrﬁﬁ = (B_%rk)T(B_%rk) = 7“,;r(B_%)TB_%7“;C = T;B_%B_%Tk =7 B 'r,.
Desweiteren ist
T 1 1 1 1
pr APy = (B2pr) ' (B 2AB 2)(B2p;) = p;, Api
sowie
. =i,y Iy p—1 /
pkv1 =B 2p =B 2(rk+1 + Bypr) = B™ g1 + Bppr-

Die obigen Formeln zum CG-Algorithmus schreiben wir damit um zu

Tp-1
I _ Ty BTk k+1 _ .k / "
ap = e L = At ogpy, Thi = T — g Apy,
T -1
I T BT R _ np-1 /
6[{; ~ By, Pr+1 = B Tk+1 + 6kpk
Beziiglich der Matrix B werden somit nur die Vektoren g, := B~ 'r; in

der Iteration benotigt. Diese erhdlt man aus der Losung des linearen Glei-
chungssystems Bq, = 1.

Mit einem Notationswechsel oy, := o und fj := ;. lautet der Algorithmus
des Verfahrens der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierungstechnik
(engl. preconditioned conjugate gradient (PCG) method) wie folgt.
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Algorithmus 2 (PCG-Verfahren)
Waéhle symmetrische, positiv definite Matrix B € R™*".
Wihle 2V € R™.
Setze py := 19 := b — Az'.
Lose LGS Bqy = 1.
Fir k=0,1,2,...
1.) Falls p = 0: ENDE
z* ist Losung von Az = b.

2.) Berechne

-
o — —kdk
k pu—
P Api
" = 2F + aupy

The1 = T — Qi Apy,
Bgy 1 = rp1
By = 7“1<;+1TQk+1
) T qr
Pkl = Gra1 + Bepr-

Der Rechenaufwand pro Iterationsschritt des PCG-Verfahrens kennzeichnet
sich durch:

1. Eine Matrix-Vektor-Multiplikation: Apy,

2. Ein lineares Gleichungssystem: Bqpi1 = i1
(qx = B~1ry liegt aus vorhergehenden Schritt vor),

3. Skalarprodukte und Vektoradditionen wie im CG-Verfahren.

Wird fiir B beispielsweise das symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren einge-
setzt, so sind fiir die Losung des Gleichungssystems im wesentlichen eine
Vorwiarts- und eine Riickwartssustitution erforderlich. Der Aufwand dazu
entspricht einer Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Matrix A. Daher ist
der Rechenaufwand in einem Iterationsschritt beim PCG-Verfahren etwa
doppelt so hoch wie beim gewdhnlichen CG-Verfahren.
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100 /@\ 0.4

Abbildung 4: Rechte Seite f in Poisson Gleichung (links) und zugehorige numerische Losung
auf Gitter (rechts).

Vergleich der Verfahren fiir Beispiel

Wir greifen das Anwendungsbeispiel aus Abschnitt 4 auf, d.h. die Poisson-
Gleichung. Homogene Dirichlet-Randbedingungen werden verwendet. Ab-
bildung 4 (links) zeigt die gewéhlte rechte Seite f. Eine numerische Losung
wurde auf einem Gitter mit M = 100 iterativ berechnet, siche Abbildung 4
(rechts). Dabei erfolgten 158 Schritte des SOR-Verfahrens mit optimalem
Relaxationsparameter zu Startwert z° = 0.

Nun Vergleichen wir die eingefiihrten Verfahren beziiglich ihrer Effizienz,
d.h. der Fehler der Naherungen gegeniiber dem Rechenaufwand. Wir ver-
wenden die folgenden Verfahren:

1. Jacobi-Verfahren,

2. GauB-Seidel-Verfahren,

SOR-Verfahren mit optimalem Relaxationsparameter,

> W

CG-Verfahren,

ot

PCG-Verfahren mit symm. Gauf-Seidel-Vorkonditionierung,

6. PCG-Verfahren mit symm. SOR-Vorkonditionierung
bei optimalem Relaxationsparameter.
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Als Startwert wird immer 2° = 0 eingesetzt.

Wir berechnen zwei Falle:

M n = M? Ko(A)
1. Fall: 100 10000 6.0 - 103
2. Fall: 1000 1000000 5.9-10°

Der relative Fehler
=% — 2l
12l

der Niherungen z* wird in der Maximum-Norm berechnet. Als Referenz-
16sung & ~ A~'b dient dabei die direkte Losung des linearen Gleichungssy-
stems mit dem Cholesky-Verfahren. Man beachte, dass diese Referenzlésung
nicht ganz der exakten Losung entspricht wegen Rundungsfehlern. Daher
Konvergiert der Fehler nicht gegen null sondern nimmt nach einigen Schrit-
ten einen konstanten Wert an. Jedoch konvergieren die Verfahren auf dem
Rechner auch nicht gegen die exakte Losung wegen der Rundungsfehler. Ab-
bildung 5 stellt diese bestimmten relativen Fehler fiir die sechs Methoden
bzw. Varianten dar.

Beim Effizienzvergleich ist zu beachten, dass ein Iterationsschritt der PCG-
Verfahren etwa doppelt soviel an Rechenaufwand kostet wie ein Iterations-
schritt des CG-Verfahren. Trotzdem stellen wir einen deutlichen Gewinn
durch die Vorkonditionierungstechnik fest.
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Abbildung 5: Maximaler relativer Fehler der Naherungen in verschiedenen Iterationsver-
fahren beziiglich der Schittanzahl: Jacobi-V. (blau), Gau-Seidel-V. (griin), SOR-V. (gelb),
CG-V. (rot,—), PCG-V. mit Gau$-Seidel (rot,---), PCG-V. mit SOR (rot,- - -).
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6 GMRES-Verfahren

Wir betrachten jetzt ein lineares Gleichungssystem Az = b mit einer belie-
bigen regularen Matrix A € R"*". Das Residuum einer Naherung z € R"
der Losung x = A7 lautet r(z) = b — Az. Wir definieren die reellwertige
Funktion F': R" — R durch

F(z) = 3llb— Az|[3 = 5(b — A2)"(b — Az2). (27)

Offensichtlich gilt F'(z) > 0 fiir alle z. Es ist F'(z) = 0 genau dann, wenn
z = A71b. Also ist die gesuchte Losung = das eindeutige globale Minimum
der Funktion (27). Die Idee des GMRES-Verfahrens (generalized minimal
residual) besteht darin, ein Iterationsverfahren zur Minimierung der Funk-
tion (27) einzusetzen. Man beachte jedoch, dass ein kleines Residuum nicht
notwendigerweise eine gute Naherung der Losung impliziert.

Def.: Zu einem Vektor v € R™ und einer Matrix A € R™*" lautet der k-te
Krylov-Raum

Ki.(v, A) = span{v, Av, A%v, A3v, ... A" 2y, AF v}

fir £ > 1. Zudem sei Ky(v, A) = {0}.

Die Krylov-Réume bilden eine Kette von Untervektorrdumen in R", d.h.
Ko(v, A) C Ki(v, A) C Ko(v, A) C -+ CKy(v, A).

Beziiglich der Losung des linearen Gleichungssystems besitzen die Krylov-

R&ume eine giinstige Eigenschaft.

Lemma 2 Sei A € R™" requlir und b,z € R™. Seirg = b — Az". Ist k
die kleinste ganze Zahl mit Ky (ro, A) = Kpy1(ro, A), dann gilt v = A7'b €
20 4 K.

Beweis: siche Ch. Kanzow: Numerik linearer Gleichungssysteme, Lemma 6.3.

Nimmt also die Dimension der Krylov-R&ume nicht mehr weiter zu, dann
befindet sich die exakte Losung bereits in dem affinen Raum 2° + K.
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Algorithmus 3 (GMRES)

Wihle Startwert 20 € R”.
Setze ry :=b — Ax".

Fir k=1,2,3,...

1.) Falls r,_; = 0: ENDE
2¥~1 ist Losung von Az = b.

2.) Bestimme 2* € R" aus dem Minimierungsproblem

min {[|b — Az|]s : z € 2" + Ky(ro, 4) } .

Wegen Lemma 2 liefert die Iteration nach spétestens n Schritten die exakte
Losung. Unser Wunsch ist wieder, dass nach nur relativ wenigen Iterations-
schritten eine gute Ndherung erhalten wird.

Fiir eine effiziente Losung der Minimierungsprobleme aus Algorithmus 3 ist
eine sukzessive Berechnung erforderlich.

1. Konstruktion einer Orthonormalbasis vy, ve, ..., v, der Krylov-Raume
Ki(ro, A) = span{ry, Arg, ..., A¥"1rg} iiber den Algorithmus von Ar-
noldi (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung):

B=rolla, 1= gm0

fir k=1,2,3,. ..
u = Avy,
firi=1,2,...,k
hi, = UZ-TU
k
W = U — Z hixvi, Pisi e = [|will2, Ukl = o W
i=1

Im k-ten Schritt betragt der Rechenaufwand: eine Matrix-Vektor-Mul-

tiplikation mit A, k£ Skalarprodukte und k Vektoradditionen. Werden

insgesamt m Schritte ausgefiihrt, dann lautet der Gesamtaufwand fiir

k =1,...,m: m Matrix-Vektor-Multiplikationen (Aufwand bei diinn-
m(m+1)

besetzten Matrizen oft proprotional mn) sowie —=— Skalarprodukte

und Vektor-Additionen (damit ca. m?n Operationen). Die Anzahl der
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Rechenoperationen steigt proportional zu m?, d.h. fiir hohe m entsteht
extrem viel Aufwand.

Der Arnoldi-Algorithmus liefert eine Hessenberg-Matrix Hj, € RF+1)xk
der Gestalt

(hn hig oo e hay
hov haa -+ hog-1  ho

= |0

hr—1p—1 hr-1p

: hrg—1 Tk
\0 0 hk+1,k/

. Minimierung im Krylov-Raum:

Ist Vi, = (vi,va, ..., v) € R™* dann gilt Ky (ro, A) = {Viy : y € RF}.
Jedes x € 2° € Ki(rg, A) hat die Darstellung z = 2° + V,y mit einem
geeigneten y € R¥. Es gilt

AV = Vi Hy,

wegen Av; = u = hjp1,0541 — hjvg — -+ — hjv;. Flir o = 20 + Viy
folgt

b= Azlls = [b— Az — AViy|
= |lro = Virr Hry|2
= ||[Vir1(Ber — Hiy)ll2
= ||Ber — Hyyll2

mit e; = (1,0,...,0)", weil V' V441 = I durch die Orthogonalitéit.
Nun wird y* als Losung des linearen Ausgleichsproblems

min [|Be; — Hyylla
y€RF

bestimmt. Dazu wird Hj; mit orthogonalen Transformationen in eine
obere Dreiecksmatrix tiberfithrt. Givens-Rotationen sind bei dieser Ge-
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stalt der Matrix einzusetzen. Die Matrix besitzt die Aufteilung

X

= .
ry/ ]i _ .
Hk‘ — k—1 y

X

0 -+ 0=

wobei H 1;—1 bereits in den vorhergehenden Schritten transformiert wur-
de. Die letzte Spalte von H ;. muss noch transformiert werden durch:
(i) (kK — 1) vorhergehende Rotationen auf die Zeilen 2,3, ..., k anwen-
den, (ii) eine neue Rotation fiir das Element in der letzten Zeile. Ins-
gesamt sind also k Rotationen fiir die Spalte erforderlich, wodurch der
Rechenaufwand fiir k = 1,...,m Schritte proportional zu m? ist (je-
doch unabhéngig von n). Analog miissen die Givens-Rotationen auch
auf den Vektor fe; angewendet werden. Es folgt das transformierte

Ausgleichsproblem
AN
()= ()

mit g € R, 3 € R und R, € R¥*. Zudem gilt v, = [|b — Az"]s.

Als Residuum-basiertes Abbruchkriterium kann daher HZﬁ < ¢ mit

einer Genauigkeitsforderung ¢ > 0 verwendet werden. Die Berech-

min
yeRk

2

nung von y”* erfolgt aus dem linearen Gleichungssystem R.y* = ¢, mit
Riickwértssubstitution erst, wenn das Abbruchkriterium erfiillt ist. Der
Aufwand ist dann einmalig proportional zu k? bzw. m? (unabhingig
von n). SchlieBlich geben wir 2% = 2° 4+ V;4/* aus.

Konvergenzaussagen

Zu einer beliebigen Matrix A € R™*" bezeichne o(A) = {Ay,..., \,} C C
das Spektrum von A. Ist A reguldr, dann gilt 0 ¢ o(A). Desweiteren sei Py,
die Menge aller Polynome iiber C vom Grad kleinergleich &
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Satz 7 Sei A € R™" requlir und diagonalisierbar, d.h. A = SDS™! mit
S € C™" und Diagonalmatriz D € C™" mit Eigenwerten \q,..., A\, € C.
Ist p € Py, mit p(0) = 1, dann gilt fir das Residuum im k-ten Schritt des
GMRES-Verfahrens

[[71]]2
< Kko(S) max |p(z 28
AT < () ma [9(2) (28)

mit der Konditionszahl ko beziiglich der Euklidischen Norm.

Beweis:

Im folgenden bezeichnet || - || die Euklidische Vektornorm oder die Spektral-(Matrix-)Norm.

i) Wir setzen ¢(z) = 1%@. Dann gilt ¢ € Pj_1. Somit ist = := q(A)rg € Ki(ro, A). Wegen
p(z) =1 — 2q(2) folgt

p(A)rg = (I — Aq(A))rg =ro — Aq(A)rg =b — Az’ — Az = b — A(2" + 7).

Da die k-te Nidherung das Residuum im affinen Raum z° + Kx(ro, A) minimiert, kénnen
wir abschétzen

Irill = 116 = Az*[| < [|b = A(2" + 2)| = [p(A)roll < [Ip(A)|l Ioll-

ii) Mit A = SDS~! berechnen wir

Z%AJ - Zaj SDSy =3 a;SDis ! = (Z%DJ) Sp(D) S

Es ist p(D) eine Diagonalmatrix und insbesondere symmetrisch. Dadurch ist die Spektral-
norm identisch dem Spektralradius, d.h. ||p(D)|| = p(p(D)). Wir erhalten

(A < ISP 187 = £2(S) p(p(D)) = r2(S) max |p(A;)],

da die Operationen in p(D) im jedem Diagonaleintrag separat erfolgen. O

Da Satz 7 fiir jedes Polynom mit den geforderten Eigenschaften gilt, folgt

< Ko(S inf :
Irelle < wa(S) | _int s [p(2)]| ol

Jedoch ist dieses Infimum in der Praxis nicht berechenbar.
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Satz 7 liefert auch die Aussage r, = 0 (d.h. Az™ = b), welche aus Lemma 2 folgt. Wir
konnen némlich p(z) = n(z — A\1)(z — Ag) - -+ (2 — A\p,) setzen. Der Vorfaktor n € C wird
dann so gewéhlt, dass p(0) = 1 gilt. Es folgt p(z) = 0 fiir alle z € o(A). Also zeigt (28)

7|2 < 0, somit [,]]2 = 0.

Nun sei 0(A) C B,(2) mit B.(2) = {2 € C : |z —Zz| <r} mit z € C\{0}
sowie 0 < r < |z|. Wir setzen p(z) = (%)k, wodurch p € Py, und p(0) =1
gilt. Mit einem Eigenwert \; von A folgt

k r k
< <T> <1
2]

fir yj=1,...,nund k > 1. Satz 7 zeigt dann

Z— )\

z

PN =

k
Irellz < a(S) (ﬂ) ol (20)

fir k =1,2,.... Wir erkennen den Dampfungsfaktor é Giinstig ist somit
r < |z|, d.h. das Spektrum von A ist ein Cluster nahe eines Punkts z, der

wiederum relativ weit vom Nullpunkt in C entfernt ist.

Vorkonditionierung

Eine Vorkonditionierung des linearen Gleichungssystems Ax = b erbringt
héufig eine Konvergenzbeschleunigung im GMRES-Verfahren. Dazu wird
das dquivalente Gleichungssystem

MAN (N 'z) = Mb

angesetzt mit reguldren Matrizen M, N € R"*". Es folgt das Gleichungs-
system A2’ = b mit A’ = MAN, 2/ = N~'a, i/ = Mb. Lineare Gleichungs-
systeme mit Koeffizientenmatrizen M, N miissen dann leicht direkt l6sbar
sein.

Ziel ist ky(A') < ka(A). Optimal wire A’ &~ I mit der Einheitsmatrix 1.
Ist A’ diagonalisierbar, so wire A’ = S’D'S""! ~ I. Die Eigenwerte bilden
dann ein Cluster um z = 1, was durch die Abschétzung (29) eine schnelle
Abnahme der Gréfle der Residuen garantiert.
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Vorteile von GMRES:
e Anwendbar bei jedem linearen Gleichungssystem mit reguldrer Matrix.
Nachteile von GMRES:

e Rechenaufwand im k-ten Schritt ist proportional zu k. Fiir m Schritte
dominiert der Term m?n falls m hoch.

e Speicherbedarf im k-ten Schritt ist kn fiir die Orthonormalbasis.

e Es existiert keine Abschitzung fiir den Fehler der Ndherungen. Eine
Abschéatzung liegt fiir das Residuum vor, welche aber in der Praxis
nicht auswertbar ist.

GMRES mit Neustarts

Im Rechenaufwand des GMRES-Verfahrens mit insgesamt m Schritten do-
miniert der Term m?n. Hier kann der Aufwand reduziert werden, indem die
[teration nach je m Schritten mit einem kleinen m < n neu gestartet wird.

Es entsteht das GMRES(m)-Verfahren.

Algorithmus 4 (GMRES(m))
Wihle Startwert 2° € R™.
Fir¢=1,2,3,...
Fithre m Schritte des GMRES-Verfahrens mit Startwert z(“~V™ aus.

In dieser Iteration entsteht die Folge

+1 2m  _2m+1 3m

0 1 m _.m
1,8’5 N AN B /N

LT,

~"

=1 =2 73

der Niherungen. Der Rechenaufwand bei (. Schritten des GMRES(m)-
Verfahrens ist nun dominiert durch den Term #,,,.m?*n mit kleinem m und
hohem n.
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Jetzt gilt im Allgemeinen z* # A~'b fiir alle k, selbst wenn k > n vorliegt.
Gewiinscht ist wieder die Konvergenz

lim 2 = A~ 1.
k—o0

Leider existiert keine Konvergenzaussage fiir allgemeine reguldre Matrix A.
Konvergenzsétze konnen nur fiir Klassen von Matrizen mit bestimmten Ei-
genschaften erhalten werden:

e A unsymmetrisch, positiv definit (d.h. " Az > 0 fiir alle z # 0):
GMRES(m) konvergiert fiir alle m > 1.

e A symmetrisch, indefinit:
GMRES(m) konvergiert fiir alle m > 2.

Fiir symmetrische, positiv definite Matrizen wird man natiirlich besser das
CG-Verfahren aus Kapitel 5 verwenden.
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