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Kapitel 1

Beispiele und Klassifikation

Diese Vorlesung behandelt die numerische Losung von partiellen Differen-
tialgleichungen (PDGen). Die exakte Losung héngt von mehreren unabhén-
gigen Verdnderlichen ab, die oft die Zeit und Ortskoordinaten darstellen.
Verschiedene Typen partieller Dgln. existieren bereits im linearen Fall. Je-
de Klasse besitzt gewisse Eigenschaften und benétigt daher entsprechen-
de numerische Verfahren. Anfangsbedingungen und/oder Randbedingungen
treten dabei auf.

Im Gegensatz dazu konnen Systeme aus gewdéhnlichen Differentialgleichun-
gen (GDGen) in der allgemeinen Form

y'(z) = f(z,y(z)) (y:R—R", f:RxR"'"— R")

dargestellt werden. Die unabhéngige Verdnderliche stellt hédufig die Zeit
dar. Daher sind Anfangswertprobleme y(zy) = ¥y die iiberwiegende Auf-
gabenstellung. Eine analytische Losung ist im allgemeinen nicht mdoglich.
Daher werden numerische Verfahren zur Erzeugung einer Naherungslosung
benétigt. Eine konvergente numerische Methode kann prinzipiell alle Syste-
me aus GDGen (mit gewissen Voraussetzungen) losen.



1.1 Beispiele

Wir stellen drei wichtige Beispiele vor, welche die drei Typen von Modellen
aus partiellen Dgln. demonstrieren.

Poisson-Gleichung

Wir betrachten ein beschrinktes Gebiet Q C R?, beispielsweise das Ein-
heitsquadrat = (0,1) x (0,1). Fiir u € C?(Q) ist der Laplace-Operator
(in zwei Ortskoordinaten z,y) definiert durch

0*u  O%*u

Au:@—Fa—yT

(1.1)

Die Poisson-Gleichung lautet dann
—Au=f

mit vorgegebener Funktion f : €2 — R. Der Spezialfall f = 0 stellt die
Laplace-Gleichung dar. Die Losung der Poisson-Gleichung (1.1) ist stationér,
d.h. sie &ndert sich nicht mit der Zeit.

Hier befassen wir uns mit Randwertaufgaben. Sei 02 der Rand von ().
Randbedingungen des Dirichlet-Typs lauten

u(z,y) = g(x,y) fir (z,y) € 0N

mit vorgegebener Funktion ¢ : 9¢2 — R. Randbedingungen des Neumann-
Typs beziehen sich auf die Ableitung der Lésung senkrecht auf dem Rand,

d.h.
%(x’y) = (v(z,y), Vu(z,y)) = h(z,y) fir (z,y) € 0

mit Normalenvektor v (||v|l2 = 1) und vorgegebener Funktion h : 02 — R.
Ebenfalls konnen gemischte Randbedingungen

. ou .
u(z,y) = g(x,y) fir (z,y) € I'p, 5(1’,9) = h(z,y) fir (z,y) € 'y

auftreten mit 'p Uy =0Q und T'p NIy = 0.
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Wir leiten die Poisson-Gleichung fiir das elektrische Feld im Fall von drei Raumdimensionen
(z = (21,72, 73)) her. Sei E : R* — R? das elektrische Feld und @ : R?* — R das zugehdorige
Potential. Es gilt

E(z) = -Vo(z)
mit dem Gradienten V& = (g—fl, %, g—f;). Es folgt

divE(z) = —A®(x).

Die Ladungsverteilung wird beschrieben durch p : R® — R. Sei ¢ > 0 die Permittivitit.
Die erste Maxwell-Gleichung (Gauf’sches Gesetz) lautet

divE(x) = @
€
Beide Gleichungen zusammen liefern die Poisson-Gleichung
_AD(r) = 2
€

wobei p vorgegeben und ¢ unbekannt ist.

Eine Verbindung zur komplexen Analysis (Funktionentheorie) besteht fiir holomorphe
Funktionen. Sei g : C — C holomorph und 2 C C offen, zusammenhéngend und be-
schrinkt. Einerseits liefert die Cauchy’sche Integralformel

1 9(¢)
9(z) = 271 Joo ( — 2

¢ fir z € Q.

Folglich ist g in Q2 bereits eindeutig durch die Funktionswerte auf dem Rand 0f2 bestimmt.
Andererseits impliziert die Formel der komplexen Differentiation (Cauchy-Riemann-Dgln.)

A(Reg) =0 und A(Im g) =0.

Somit sind Real- und Imaginérteil jeweils Losung einer Laplace-Gleichung in zwei Verénder-
lichen. Die Werte von g auf 02 werden durch Dirichlet-Randbedingungen spezifiziert. Es
folgt jeweils die Eindeutigkeit des Real- und Imaginérteils in 2. Daher stimmen diese beiden

theoretischen Konzepte iiberein.

Wellengleichung

In einer Raumdimension lautet die Wellengleichung

0%u 0%u
72 = o (1.2)



wobei die Konstante ¢ > 0 die Wellengeschwindigkeit darstellt. Die Losung
u hangt sowohl vom Ort als auch von der Zeit ab. Wir 16sen die Wellenglei-
chung mit der Methode nach d’Alembert. Neue Variablen werden eingefiihrt
durch

¢ =1x —ct, n=x+ct.
Es folgt

o oo om0 0
Ox 0E0x  Onox o on’

0? 0? 0? 0?

o2~ og acon o

o _am oo (0 0
ot otot  onot o€ " on )

2 2 2 2
(2

ot2 o2 “ocon " on?
Wir erhalten die transformierte Dgl.
0? 0? 0? 0? 0? 0?
2 -9 — 2 2
(o~ 256 * ) w6 = (g + 25 * ) e

und daher

0 B
ocon

Es ist leicht nachzupriifen, dass die allgemeine Losung gegeben ist durch

u(&,n) = 2(§) + ¥(n)

mit Hilfsfunktionen ®, ¥ € C?(R). Ein Spezielfall ist ® = ¥ (nur sofern
94(x,0) = 0). Wir erhalten

0.

u(x,t) = ®(x — ct) + V(x + ct).

Die Funktionen ®, ¥ ergeben sich aus Anfangsbedingungen (fiir u(z,0) und

% (2,0)). Zur Interpretation schreiben wir

O(x —ct) = O(x + cAt — c(t + At)) = O(z" — ct”)



mit ¥ = z + cAt and t* = t + At. In der Zeitdauer At wird die Infor-
mation vom Punkt z zum Punkt z* mit Az = cAt transportiert. Daher
stellt der Term ®(x — ct) eine Welle dar, die sich mit Geschwindigkeit c
fortbewegt. Entsprechend représentiert der Term W (x + ct) eine Welle mit

der Geschwindigkeit —c. Die Losung u ist die Uberlagerung dieser beiden
Wellen.

Mit Anfangswerten u(z, 0) = ug(z), %(x,0) = cui(z) bei t = 0 ergibt sich
fiir die exakte Losung die Formel

xr+ct

u(z,t) = % (U()(SC + ct) + ug(x — ct) + /x u1(s) ds) : (1.3)

—ct
Es folgt, dass die Losung u an einem Punkt (z*,¢*) mit ¢* > 0 nur von
Anfangswerten bei t = 0 im Interval z € [z* —ct*, * + ct*] abhéngt. Deshalb
beschreibt die Wellengleichung einen Informationstransport mit endlicher
Geschwindigkeit.

Die lineare Dgl. (1.2) zweiter Ordnung kann in ein lineares System aus Dgln.
erster Ordnung transformiert werden. Wir definieren v; = 9% ynd vy = %.

ot
Sei u € C2. Somit liefert der Satz von Schwarz

v Pu  Ov
or  Oxdt Ot

Die Dgl. (1.2) zeigt
Ou _ 200
o Ox
Es folgt das System

5 () (5 )5 ()= 0) (14)

Die entstehende Matrix besitzt die Eigenwerte 4+c und —c, d.h. die Wellen-
geschwindigkeiten. Um die Losung u der Dgl. (1.2) zu erhalten ist noch eine
Integration mit vy, vy durchzufiihren.



Wairmeleitungsgleichung

In einer Raumdimension lautet die Wdarmeleitungsgleichung
ou \ 0*u
ot~ Ox?

mit der Konstante A > 0. Um Losungen dieser Dgl. zu diskutieren setzen

wir 0.E.d.A. A = 1 und betrachten ein endliches Intervall z € [0, 7]. Wir
verwenden homogene Dirichlet-Randbedingungen

u(0,t) =0, wu(mt)=0 fiir alle ¢t > 0. (1.6)

(1.5)

Die Funktionen
or(z,t) = e sin(ka) fir ke N (1.7)

sind jeweils Losungen der Warmeleitungsgleichung (1.5) und erfiillen die
Randbedingungen (1.6).

Gegeben seien nun Anfangsbedingungen u(x,0) = ug(x) fiir z € [0, 7] mit
up(0) = up(m) = 0. Dadurch kann ug zu einer stetigen ungeraden Funk-
tion auf [—m, ] fortgesetzt werden. Diese wiederum zu einer stetigen 27-
periodischen Funktion auf ganz R. Wir erhalten die Entwicklung in eine

Fourierreihe
0

up(z) = Z a sin(kx)
k=1
mit Koeffizienten a; € R.

Da die Wirmeleitungsgleichung (1.5) linear ist, erhalten wir die Lésung aus
einer Superposition der Funktionen (1.7)

Za e " 'sin(kx)

fiir ¢ > 0.

Alternativ konnen Randbedingungen des Neumann-Typs vorgegeben wer-
den. Homogene Neumann-Randbedingungen

gu(Ot) 0. =0 firalle t>0
€T
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bedeuten, dass kein Warmefluss durch den Rand stattfindet.

Nun seien Anfangsbedingunen u(x,0) = wo(x) im gesamten Ortsbereich
r € R vorgegeben. Es ergibt sich eine Formel fiir die exakte Losung der
Wirmeleitungsgleichung (mit A = 1)

wlﬁ /_m ety (z — ) de, (L8)

wobei die Existenz des Integrals vorausgesetzt wird.

u(z,t) =

Wir stellen fest, dass die Losung in einem Punkt (z,¢) nun von allen An-
fangswerten u(§) mit & € R abhéngt. Daher findet der Informationstrans-
port mit unendlicher Geschwindigkeit statt. Jedoch wird die Grélenordnung
der Information exponentiell geddmpft bei ansteigenden Entfernungen.

Wir leiten die Wirmeleitungsgleichung in drei Raumdimensionen her. Sei 7 : R?* — R
die Temperatur, F' : R* — R? der Wirmefluss und x > 0 die Diffusionskonstante. Es gilt
allgemein

F=—-kVT.
Wir erhalten fiir die Energie £ : R® - R
oF
T —divF = kdivVT = k AT.
Sei a = g—? ein konstanter Materialparameter. Es gilt %—f = g—g%—f. Somit erhalten wir die
Wirmeleitungsgleichung
ar k
— = —AT
ot  «

mit der Konstanten A\ = g

Black-Scholes-Gleichung

Die bisherigen Beispiele sind aus der Physik und technischen Anwendungen
motiviert. Wir stellen kurz ein Beispiel aus der Finanzmathematik vor. Sei
S ein Aktienpreis und V' der faire Preis einer Européischen Call-Option auf
diese Aktie. Es folgt eine partielle Dgl. mit Losung V', wobei die unabhéngi-
gen Verédnderlichen die Zeit ¢ und die (moglichen) Aktienkurse S > 0 sind.

Die berithmte Black-Scholes-Gleichung lautet
OV | 5.0 0%V ov
Zr 41 - - _ — 1.
at—|-205852+7“565 rV =0 (1.9)
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mit Konstanten r, ¢ > 0. Obwohl die Black-Scholes-Gleichung (1.9) kompli-
ziert aussieht, kann sie in eine Warmeleitungsgleichung (1.5) transformiert
werden. Daher stimmen die Eigenschaften der Black-Scholes-Gleichung mit
denen der Warmeleitungsgleichung iiberein.

Bemerkung: Die Wellengleichung (1.2), die Warmeleitungsgleichung (1.5)
sowie die Black-Scholes-Gleichung (1.9) sind relativ einfache Dgln., wodurch
Formeln fiir die entsprechenden Losungen vorliegen, siehe (1.3) und (1.8).
Daher sind numerische Verfahren nicht zwingend erforderlich. Jedoch ist

eine analytische Losung oft nicht mehr moglich, wenn ein Quellterm auftritt,
d.h.

Pu 0% ou  O0*u

w:c @—l—f(l',t,l//) Oder EZA@—F](.(Q?,@U)
Nun benétigen wir numerische Verfahren zur Erzeugung einer Ndherungs-
16sung. Jedoch &dndern sich die Eigenschaften einer Dgl. nicht durch das

Hinzufiigen eines Quellterms.

1.2 Klassifikation

Wir betrachten eine lineare partielle Dgl. zweiter Ordnung

_ 0u ou ou
Zaijm:f<x1,...,xn,u,a—:m,...,%> (110)
i,j=1 J n
mit n > 2 unabhéngigen Verédnderlichen. Die Losung u : Q2 — R erfiille
u € C*(Q) mit einer offenen Menge 2 C R". Wir verwenden die Abkiirzun-
gen r = (z1,...,2,) und Vu = (aa—;l, o 597“). Die Typen partieller Dgln.

beziiglich des Grads der Linearitét lauten:

e lineare Dgl.: Die Koeffizienten a;; sind Konstanten oder héngen nur von
x ab und die rechte Seite ist linear in v und Vu (f = b(z) + c(x)u +
all(:z:)aa—;f1 +---+ dn(x)a%).

o semi-lineare Dygl.: Die Koeflizienten a;; sind Konstanten oder héngen
nur von x ab und die rechte Seite ist nichtlinear.

11



o quasi-lineare Dgl.: Die Koeffizienten a;; hingen (auch) von u und/oder
Vu ab. (Die rechte Seite f kann linear oder nichtlinear sein.)

Die Definition eines korrekt gestellten Problems lautet wie folgt.

Definition 1.1 FEine Dgl. oder ein System aus Dgln. mit zugehorigen An-
fangs- und/oder Randbedingungen heifit korrekt gestellt genau dann, wenn
eine eindeutige Losung existiert und die Losung stetig von den Eingabedaten
abhdngt. Anderenfalls ist das Problem schlecht gestellt.

Die Koeflizienten a;; bilden eine Matrix A = (a;;) € R™". O.E.d.A. setzen
wir die Matrix A symmetrisch voraus, da u € C? angenommen wird. Daher
ist die Matrix A diagonalisierbar und alle Eigenwerte (EWe) Ay, ..., A, sind
reelle Zahlen. Die Klassifikation partieller Dgln. (1.10) beruht auf der Defi-
nitheit von A. (Die Klassifikation ist unabhéngig von der rechten Seite f.)
Im Falle zweier Raumdimensionen (n = 2) gilt det(A) = A Ag, d.h. die Defi-
nitheit ergibt sich aus dem Vorzeichen der Determinante. Die quadratische
Form
q(z) = 2" Az (A€ R¥* 2 € R?)

kann fiir eine geometrische Interpretation betrachtet werden. Dies liefert die
Namensgebung der Typen zu partiellen Dgln.

1. Fall: A (pos. oder neg.) definit — elliptische Dgl.

(alle EWe sind positiv oder alle EWe sind negativ)

Elliptische Dgln. modellieren stationére Zustinde. Randbedingungen liefern
korrekt gestellte Probleme.

Fiir n = 2 bildet die Menge {z € R*: 2" Az = +1} eine Ellipse.

Beispiele Poisson-Gleichung
In n Dimensionen lautet die Poisson-Gleichung
0%u 0%u
— — e — = ce X)) 1.11
ax12 aan f($17 7:1; ) ( )
Es folgt, dass die Matrix A € R"*" diagonal ist und alle Diagonalelemente
(Eigenwerte) sind —1. Somit ist die Dgl. (1.11) elliptisch.

—Au =
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2. Fall: A indefinit, det A £ 0 — hyperbolische Dgl.

(mindestens zwei EWe besizten unterschiedliches Vorzeichen, alle EWe sind
ungleich null)

Hyperbolische Dgln. modellieren Transportprozesse. Anfangsbedingungen
(moglicherweise zusammen mit Randbedingungen) liefern korrekt gestellte
Probleme.

Fiir n = 2 bildet die Menge {2z € R?: 2" Az = 1} eine Hyperbel.

Beispiel: Wellengleichung
In n Raumdimensionen lautet die Wellengleichung

0*u Pu (82u 82u> 0

go T

mit Wellengeschwindigkeit ¢ > 0. Wieder ist die Koeffizientenmatrix A €
R *+Dx(+1) diagonal. Es tritt ein einfacher EW +1 und ein n-facher EW
—c? auf. Somit ist die Wellengleichung (1.12) eine hyperbolische Dgl.

(1.12)

Oft besitzt ein EW ein anderes Vorzeichen als alle anderen EWe (die Zeit
verhilt sich qualitativ anders als die Ortskoordinaten). Wenn mindestens
zwei EWe positiv und mindestens zwei EWe negativ sind, dann spricht man
von einer ultrahyperbolischen Dgl. (n > 4 notwendig). Jedoch werden wir in
dieser Vorlesung keine ultrahyperbolischen Dgln. betrachten.

3. Fall: det A =0 — parabolische Dgl.

(mindestens ein EW ist null)

Parabolische Dgln. modellieren z.B. Diffusionsprozesse. Anfangsbedingun-
gen zusammen mit Randbedingungen liefern korrekt gestellte Probleme.

Fiir n = 2 bildet die Menge {z € R* : 2TAz = 1} ein Geradenpaar.
Falls lineare Terme der quadratischen Form hinzugefiigt werden (q(z) =
2" Az +b'"2), dann kann eine Parabel entstehen.

Beispiel: Warmeleitungsgleichung
In n Raumdimensionen lautet die Warmeleitungsgleichung

ou ou 0%u 0%u
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mit der Konstanten A > 0. Die Koeffizientenmatrix A € R"HDx(+1) jgt
diagonal. Ein einfacher EW null und ein n-facher EW —\ tritt auf. Somit
ist die Dgl. (1.13) parabolisch.

Die Klassifikation ist im Falle konstanter Koeffizienten a;; eindeutig. Bei
a;j(x) kann dieselbe Dgl. (1.10) unterschiedliche Typen in verschiedenen
Teilmengen von 2 aufweisen. Bei a;;(u) kann der Typ der Dgl. sogar von
der Losung u abhéngen. Jedoch tritt dies nur selten in der Praxis auf.

Skalierung

Multiplikation der Dgl. (1.10) mit einer Konstanten a # 0 veréndert die
Koeffizientenmatrix A zu A = aA. Die Unterschiede der Vorzeichen bei den
Eigenwerten bleiben dabei bestehen. Daher ist der Typ der Dgl. invariant
beziiglich einer Skalierung.

Basistransformationen

Nun untersuchen wir die Invarianz des Typs einer Dgl. (1.10) beziiglich einer
Basistransformation im Definitionsbereich 2. Wir betrachten konstante Ko-
effizienten a;;, da eine Verallgemeinerung auf nichtkonstante Koeffizienten
leicht moglich ist. Sei y = Bx mit einer reguldren Matrix B = (b;;) € R™*".
In neuen Koordinaten y ist die Losung u(y) = u(Bx) = u(x). Die Ketten-
regel der mehrdimensionalen Differentiation liefert

ou(x)  Ou(Brx) _ zn: ou(Bx)

— b 19
ox; ox; — Oy g
O*u(z)  O0*u(Bux) "\« 0%u(Bx)
— — gL b
00z Oz ;0 ;; Oy Oy Wi
Es folgt
- 0*u(Bx) a . 0% (y)
az iy bkzbfj = [ az’jbkz‘b@'] .



Seien A = (@) die Koeffizienten in der neuen Basis. Es gilt
A= BABT. (1.14)

Somit ist die Matrix A stets symmetrisch. Die Matrix B is regulir vor-
ausgesetzt. Der Tragheitssatz von Sylvester impliziert, dass die Anzahl der
positiven Eigenwerte sowie die Anzahl der negativen Eigenwerte jeweils in
A und A iibereinstimmen. Es folgt, dass der Typ einer Dgl. invariant unter
allen Basistransformationen ist.

Desweiteren ist eine symmetrische Matrix diagonalisierbar und es existiert
eine Basis aus orthogonalen Eigenvektoren. Daher gibt es eine orthogonale
Matrix S (S7! = S7), so dass D = SAST eine Diagonalmatrix ist. Wir
kénnen daher die Dgl. jeweils in Diagonalform transformieren, wodurch die
gemischten Ableitungen verschwinden.

Der Tragheitssatz von Sylvester wird dargestellt in z.B.:
G. Fischer: Lineare Algebra, (18. Aufl.) Springer Spektrum 2014. (S. 323/324)
J. Liesen, V. Mehrmann: Lineare Algebra, (2. Aufl.) Springer Spektrum 2015. (S. 304)
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Kapitel 2

Elliptische Differentialgleichungen

In diesem Kapitel behandeln wir die numerische Losung von Randwert-
problemen zu elliptischen Differentialgleichungen. Dabei stellt die Poisson-
Gleichung das Musterbeispiel dar. Es gibt zwei Klassen aus numerischen
Verfahren fiir diese Aufgabenstellung: Finite-Differenzen-Methoden und Fi-
nite-Elemente-Methoden.

2.1 Maximumprinzip

Wir betrachten die Poisson-Gleichung

~Au(r) = =3 a—;gm = f(2) (2.1)
mit v = (x1,...,2,) in n > 2 Raumdimensionen. Sei 2 C R" beschranktes

Gebiet. Die Randbedingungen vom Dirichlet-Typ lauten
u(z) = g(x) fir « € 09 (2.2)

mit einer vorgegebenen Funktion g : 92 — R. Wir setzen die Existenz einer
Losung u € C?(Q)NCY(Q) voraus. (Entsprechende Existenzsiitze benétigen
gewisse Annahmen und sind schwierig zu beweisen.) Sowohl die Eindeutig-
keit als auch die stetige Abhéngigkeit von den Eingabedaten folgen aus dem
Maximumprinzip.
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Satz 2.1 (Maximumprinzip) Sei u € C?(Q) N CY(Q). Es gilt

(1) Maximumprinzip: Falls —Au < 0 in Q, dann besitzt u ein Mazximum

auf dem Rand 0.

(1i) Minimumprinzip: Falls —Au > 0 in Q, dann besitzt u ein Minimum
auf dem Rand Of).

(iii) Vergleich: Falls v € C*(Q)NC(Q) und —Au < —Av in Q sowie u < v
auf 052, dann folgt u < v in Q.

Beweis:

Wir zeigen zuerst die Eigenschaft (i). Sei —Au < 0 in 2. Wenn ein £ € Q
existiert mit

u(§) = supu(z) > sup u(x),
€ €N

dann ist & auch ein lokales Maximum. Es folgt Vu(§) = 0 und die Hesse-
Matrix V*u(€) = (ug,,(€)) ist negativ semi-definit. Insbesondere sind die
Eintrdge auf der Diagonalen nicht positiv. Daher gilt

_(u$1$1(§) + -+ uxnxn(f)) Z 0.

Dies ist ein Widerspruch zu —Au < 0. Daher muss ein Maximum auf dem
Rand 012 liegen.

Nun sei —Au < 0 und 7 € 2 mit

u(n) = supu(z) > sup u(z).
x€f) x€df)
Wir definieren die Funktionen h(z) := (m — 21)*>+ -+ + (9, — x,,)? und
w(z) := u(z) + 0 - h(x) mit einer reellen Zahl § > 0. Da h € C?(Q) N C%(Q)
gilt, besitzt die Funktion w ein Maximum in € fiir hinreichend kleines ¢. Es
folgt
—Aw(z) = —Au(x) — Ah(z) = —Au — 26n < 0.

Wieder tritt ein Widerspruch auf. Daher muss hier ein Maximum auf dem
Rand 012 liegen.

17



Die Eigenschaft (ii) folgt aus (i) durch das Maximumprinzip angewendet
auf die Funktion v := —u.

Um die Eigenschaft (iii) zu zeigen setzen wir w := v — u. Es folgt
—Aw=-Av+Au>0

durch die Voraussetzungen im Satz. Es gilt w > 0 auf dem Rand 0f). Das

Minimumprinzip liefert w(z) > 0 fiir alle x € Q. O

Mit dem Maximumprinzip erhalten wir folgende Abschétzung.

Satz 2.2 Fiir u € C*(Q)NCYQ) gilt

lu(z)| < sup |u(z)| + ¢ sup |Au(z)]. (2.3)
2€00 z€)

fiir jedes x € €2 mit einer Konstanten ¢ > 0.

Beweis:

Das beschrankte Gebiet ) befindet sich in einer Kugel mit Radius R und
Mittelpunkt bei x = 0. Wir definieren

w(r) = R? — fo
i=1

Es folgt wy, ., = —20;;. Desweiteren gilt —Aw = 2n und 0 < w < R? in Q.
Nun setzen wir
v(z) = sup |u(z)| + w(z) - 5= sup |Au(z)| > 0.
2€0Q z€Q)
Mit dieser Konstruktion ergibt sich —Av > |Aul in 2 und v > |u| auf 0f.
Satz 2.1 (iii) liefert —v(x) < u(x) < +ov(z) in Q, d.h. |u(z)| < v(x) in Q.

. . . R?
Da w < R? gilt, folgt (2.3) mit ¢ := 4. O

Seien u; und uy zwei Losungen eines Randwertproblems (2.1), (2.2), d.h. es
gilt —Auy = f1, —Aus = fo in Q und u; = g1, us = go auf 0€). Einsetzen
der Differenz u; — ug in (2.3) liefert

ur(2) = ua(x)] < sup |g1(2) — ga(2)| + e sup [1(2) = fal2)]  (24)
2€09 2€Q
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fiir alle x € Q). Daher hdngen die Losungen Lipschitz-stetig von den Eingabe-
daten ab. Zudem ist die Losung eines Randwertproblems vom Dirichlet-Typ

(2.1), (2.2) eindeutig (setze fi = fa, g1 = g2).

Randwertprobleme des Dirichlet-Typs sind korrekt gestellt, siehe Definiti-
on 1.1, da (2.4) gilt (nur die Existenz wurde nicht gezeigt sondern vorausge-
setzt). Wir diskutieren ein Beispiel um zu zeigen, dass Anfangswertprobleme
nicht korrekt gestellt sind. Wir betrachten die Laplace-Gleichung Au = 0
im Gebiet Q = {(z,y) € R? : y > 0}. Seien Anfangswerte vorgegeben bei
y = 0 durch

u(z,0) = +sin(nz), g—Z(x, 0) = 0.

Es ergibt sich eine eindeutige Losung
u(z,y) = + cosh(ny) sin(nz),

welche fiir y — oo wie e anwiichst. Es gilt |u(xz,0)| < £, wihrend v immer
groBer wird bei y = 1 fiir n — oo. Im Grenzfall u(z,0) = 0 ist die Losung
u = 0. Somit héngen die Losungen nicht stetig von den Anfangswerten ab.

Nun betrachten wir einen allgemeinen Differentialoperator des elliptischen
Typs.

Definition 2.3 Der lineare Differentialoperator L : C*(Q2) — C°(Q)

n 62
L=— i () =——=— 2.5
heifit elliptisch in Q, wenn die Matriv A = (a;;) positiv definit ist fir jedes
€ Q, d.h. es gilt ETA(x)E > 0 fiir alle ¢ € R™\{0}. Der Operator (2.5)
heif$t gleichmdjig elliptisch in 2 C R", wenn eine Konstante a > 0 existiert
mit

ETA(2)E > a3 fir alle € € R" und alle x € Q. (2.6)

Das Maximumprinzip aus Satz 2.1 gilt ebenso fiir L anstelle von —A im
Falle eines allgemeinen elliptischen Operators (2.5). Die Abschéitzung aus
Satz 2.2 bleibt bestehen mit L anstelle von —A im Falle eines gleichmafig
elliptischen Operators (2.5).
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Abbildung 1: Gitter in Finiter-Differenzen-Methode.

2.2 Finite-Differenzen-Methoden

Wir fiihren die Klasse der Finiten-Differenzen-Verfahren fiir Randwertpro-
bleme zu elliptischen Dgln. in zwei Raumdimensionen ein.

Laplace-Operator auf dem Quadrat

Als Musterbeispiel betrachten wir ein Randwertproblem vom Dirichlet-Typ
auf dem Einheitsquadrat Q = {(z,y) : 0 < z,y < 1} fiir die Poisson-
Gleichung

—(Au)(z,y) = —%(%?J)—g—y@b(%w = floy), @y e g
u(z,y) = 0, (z,y) € 00

Wir fiithren ein uniformes Gitter im Definitionsbereich €2 ein mit Schrittweite
h =L fiirein M € N

M+1
Qh = {(xmy]) - (Zhvjh) : Z?] = 17 .- '7M}7 (28)
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siche Abbildung 1. Wir leiten eine Differenzenformel durch Taylor-Entwick-
lung her. Fiir u € C*(Q) gilt

u(x + h,y) = u(z,y) + hug(z,y) + hQ%um(I, y) + h3%uxm(:c, y)
+ h4iuxmcx (SU + 791h7 y)

u(z — h,y) = u(z,y) — hug(z,y) + B3 (2, y) — B’ gupe (2, y)
+ h4ﬁu3xmm($ - 192}’/7 y)

mit 0 < 191,192 < 1. Es fO]gt
w(z 4+ h,y) + u(x — h,y) = 2u(z,y) + Puz (2, y) + B St (x + 9, y)

mit —1 < ¥ < 1 und daher

0u u(x + h,y) — 2u(x,y) +u(z — h,y) h*d%
0*u ~u(z,y+h) —2u(z,y) +u(z,y —h)  h*ow
a—yQ(xay) = 12 —Ea—yét(%er??h)

mit —1 < ¢¥,n < 1. Diese Differenzenformel besitzt die Ordnung 2. Wir
ersetzen die Ableitungen in (2.7) durch diese Differenzenformeln in den Git-
terpunkten (2.8). Sei w; ; 1= u(x;,y;), fij := f(xi,y;) und

_ Wiy T 2y Uiy i1 = 2Ui Ui

(Apu)ij = 72 72
Weglassen der Restterme ergibt ein lineares Gleichungssystem
A — Ui — Uig1j — Wij1 — Ui jp1 = 2 fi (2.9)
fiir 4,7 = 1,..., M. Die Diskretisierung kann in Form eines Fiinf-Punkte-

Sterns dargestellt werden, siehe Abbildung 2. Die homogenen Randbedin-
gungen liefern

Up; = UM+1,j = Ui = Ui+ = 0 fiir alle 4, 7.

Wir ordnen die Unbekannten und die Auswertungen der rechten Seite f an
in der Form

Uh — (ul’l’UQJ,...7UM’1’U1727...,/U/M’Qy-.-7u1,M7-.-7uM,M)T (2 10)
Fh — (f171)f2’1,...,fM,]_jf].,Z,-..,fM72j..-7f].,M7o.-7fM7M)T.

21



Abbildung 2: Fiinf-Punkte-Stern (links) und Neun-Punkte-Stern (rechts).

Wir erhalten damit ein lineares Gleichungssystem A,U;, = F}, der Dimension
n = M?. Die Koeffizientenmatrix Ay ist eine Bandmatrix
Cc -1 4 -1
1 |- —1 . -
_ I C mit = | 7! C(2.11)
' SR U

-1 C -1 4
Zudem ist die Matrix A;, diinnbesetzt, weil jede Zeile hochstens fiinf Eintrage
ungleich null besitzt. Offensichtlich ist die Matrix Aj; symmetrisch. Es kann
nachgewiesen werden, dass Ay stets positiv definit ist. Somit ist die Matrix
reguldr. Die zugehorige Losung U, = Agth stellt eine Néaherung fiir die
Losung u der Dgl. in den Gitterpunkten dar.

Laplace-Operator auf allgemeinem Gebiet

Nun betrachten wir ein beliebiges beschrinktes Gebiet Q C R?, siche Ab-
bildung 3. Die Anwendung der Finiten-Differenzen-Methode erfordert die
Konstruktion eines Gitters. Wir definieren ein (unendliches) Hilfsgitter

Gy ={(z,y) = (ih,jh) : i,5 € Z}.
mit Schrittweite h > 0. Nun lautet das zu verwendende (endliche) Gitter
O, =G, NAQ.

Seien €, = {z1,..., 2} die Gitterpunkte. Randbedingungen treten in den
Gitterpunkten

0, = {(Gh,y) i € Z,y € Ry U {(x,jh) : j € Z,x € R}) N OAN.
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Abbildung 3: Gitter auf allgemeinem Gebiet ).

N

¢ (x,y+hy)

C(X_hW’Y) Z & (X+hE’Y)O E

o6 (x,y—hg)

S

Abbildung 4: Fiinf-Punkte-Stern mit variablen Schrittweiten.
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auf. Die Differenzenformeln nahe des Rands enthalten jetzt variable Schritt-
weiten.

Wir wenden wieder den Fiinf-Punkte-Stern an, siehe Abbildung 4. Taylor-
Entwicklung liefert
d%u 2 2 2

il - n +O(h
022, ~ hp(he+hw) & hphw 2 hw(he + b)) (h)

0%u 2 2
—_— u JR—
82|, hy(hy + hg)

ug + O(h)

+
hvis 2 hs(hx + hs)

unter der Voraussetzung u € C3(Q). Dabei treten vier (moglicherweise)
unterschiedliche Schrittweiten auf. Sei h = max{hg, hw, hy, hs}. Dieses
Schema zur Einbeziehung der Randwerte wird auch Shortley- Weller-Stern
genannt.

Im allgemeinen wird ein Fiinf-Punkte-Stern und ein Neun-Punkte-Stern
festgelegt durch seine Koeffizienten

an ONW QN ONE
aw Qz Qf bzw. aw ay ap |,
ag asw Qg OSE

vergleiche Abbildung 2. Eine Diskretisierung der Poisson-Gleichung (2.7)
mit einem beliebigen Fiinf-Punkte-Stern lautet

Z aUp = f7

(=7.E,S,W,N

fiir jedes Z € €2,. Eine allgemeine Differenzenformel kann in der Gestalt

LhU = Z OégUg
14

geschrieben werden, wobei die Summe {iber alle Koeffizienten a, ungleich
null lauft. Der Differenzenoperator L; hingt von den Schrittweiten ab. Wir
verwenden die Notation

Lyu = Z apu(Zy),
¢
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wobei eine Funktion u : 2 — R (iiblicherweise eine Losung der Dgl.) an den
Gitterpunkten Z, € ), U 0€2;, ausgewertet wird.

Wir skizzieren einen Algorithmus der Finiten-Differenzen-Methode fiir ein
Dirichlet-Randwertproblem der Poisson-Gleichung auf allgemeinem zweidi-
mensionalen Ortsgebiet (2.

Algorithmus:  Finite-Differenzen-Methode fiir Dirichlet-Problem

1. Wahle eine Schrittweite A > 0 und bestimme €2;, sowie 0f2;,.
2. Wihle eine Nummerierung der Unbekannten Uy fiir Z € €2p,.
3. Stelle die Differenzenformeln
azUyz + agUg + awUw + anUx + agUs = f7
fiir jedes Z € (), auf.

4. Wenn Randwerte Ui mit R € 92, in der linken Seite einer Differenzen-
formel auftreten, dann ersetze Ur durch g und verschiebe den Term
zur rechten Seite.

5. Lose das entstandene lineare Gleichungssystem
AhUh = Fh

mit der gewéhlten Nummerierung der Unbekannten U; = (Uy,) fiir
Zi € .

Es verbleibt noch nachzuweisen, dass die Koeffizientenmatrix Aj, regular ist.
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Allgemeiner Differentialoperator

Differenzenschemata existieren ebenfalls fiir gemischte Ableitungen. Bei-
spielsweise gilt

2
ﬂ(w y;) = Uit1,j+1 — Wi—1j+1 — Wil j—1 + Ui—1,5-1
oxoy "7 AR2

+O(h?).  (2.12)

Wir bestétigen diese Formel durch (mehrdimensionale) Taylor-Entwicklung
in den Nachbarpunkten des zentralen Punkts u = u; ;.
Uit1 j+1 = U+ huy + huy, + %hz(um + 2y + Uyy)
+ %hB(Umm + By + Bty + tyyy) + O(hY)
Ui—1 j+1 = u — huy + hu, + %h2(um — Uy + Uyy)
+ AR (— U + By — gy + Uyyy) + O(RY)
Ui+1,j—1 = U + huw — huy + %h2(ul$ — 2ny + uyy)
+ %h?)(uxm — gy + Uy — Uyyy) + O(h4)
Ui—1 j—1 = u — huy — hu, + %hz(um + 20y + Uyy)

= Uirr i1 — W11 — Wil g1+ W11 = 4h*uy, + O(hY)
Nun kénnen wir einen beliebigen Differentialoperator zweiter Ordnung

9%*u 0%u 0%u
Lu:=a — +2 2.1
U= a o +2b 9200 +c 57 (2.13)

mit a,b, ¢ € R fiir n = 2 diskretisieren. Der Operator (2.13) ist elliptisch
genau dann, wenn ac > b? gilt. Die Ableitungen %, giyé‘ werden durch Dif-
ferenzenformeln fiir A;, und die gemischten Ableitungen aa;gy werden durch
die Differenzenformeln (2.12) ersetzt. Es folgt der (diskrete) Differenzenope-

rator

Lyu = peltio1j — 2Uij + Uiy ]
+ #[UHMH — U141 — Uir1j-1 T Ui1,j-1] (2.14)
+ %[ui,y’—l — 2u; j + ;i j11].
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Dieses Differenzenschema entspricht einem Neun-Punkte-Stern, sieche Ab-
bildung 2.

Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz

Wir sind an der Konvergenz einer Finiten-Differenzen-Methode interessiert,
d.h. ob der globale Fehler gegen null konvergiert fiir abnehmende Schrittwei-
te. Die Konsistenz einer Differenzenformel beziiglich des Differentialopera-
tors allein ist nicht hinreichend fiir die Konvergenz. Wir benétigen zusatzlich
eine Stabilitdtseigenschaft um die Konvergenz zu erhalten. Die Konzepte
sind dhnlich wie bei der numerischen Lésung von Anfangswertproblemen zu
gewohnlichen Dgln. mittels eines Mehrschrittverfahrens.

Wir definieren einen lokalen Fehler und einen globalen Fehler.

Definition 2.4 (lokaler und globaler Fehler) Gegeben sei Q@ C R™ und
ein (endliches) Gitter Q) C Q. Sei L ein Differentialoperator und Ly, ein
Differenzenoperator. Fir eine hinreichend glatte Funktion u : Q0 — R st
der lokale Fehler festgelegt durch T(h) := Lu — Lyu auf . Falls u eine
Lésung einer Dgl. Lu = f und U € RI™| eine numerische Lisung auf U,
ist, dann lautet der globale Fehler n(z;) := u(z;) — U; fir jedes z; € Q.

Nun erfolgt die Definition der Konvergenz iiber den globalen Fehler.

Definition 2.5 (Konvergenz) Fin numerisches Verfahren mit dem Dif-
ferenzenopertor Ly, heifit konvergent, falls fiir den globalen Fehler gilt

li )| = 0.
Him. max ()]

FEin Verfahren heifit konvergent mit Ordnung (mindestens) p, falls gilt
max [n(z;)| = O(h”).
€Qp,

(3

Im Grenzfall h — 0 geht die Anzahl der Gitterpunkte iiblicherweise gegen
unendlich, d.h. |2;| — co. Um ein konvergentes Verfahren zu erhalten stellt
die Konsistenz eine wesentliche Eigenschaft dar.

27



Definition 2.6 (Konsistenz) Fin Differenzenoperator Ly, heifit konsistent
beziiglich eines Differentialoperators L : V- — W falls fiir den lokalen Fehler

lim 7(h) =0 gleichmdaf$ig auf Uy,
h—0

fiir alle Funktionen u € V' qilt.
Das Verfahren heifst konsistent mit Ordnung (mindestens) p, falls

T(h) = O(h?) gleichmdfig auf

fiir alle Funktionen u € V' gilt.

Beispielsweise ist der Differenzenoperator (2.14) beziiglich des Differential-
operators (2.13) mit V = C*(Q) konsistent mit Ordnung p = 2.

Wir untersuchen die Konvergenz fiir das Dirichlet-Randwertproblem der
Poisson-Gleichung, d.h. eine Diskretisierung Aj des Laplace-Operators A.
Es gilt
AUy = Fy, AUy = Fy + Ry,

wobei Uy, = (u(z)) die Werte der exakten Losung in den Gitterpunkten
darstellen. Es ist Ry, ein Vektor, welcher die lokalen Fehler 7(h) enthalt.
Da die Differenzenformel konsistent mit Ordnung p = 2 ist, folgt in der
Vektornorm ||Ryllsc = O(h?). Wir verwenden die Maximumnorm, da die
Lange der Vektoren von der Schrittweite h abhingt. Unter der Annahme,
dass Ay regulér fiir alle A > 0 ist, erhalten wir

U, — Uh = A;th — Agl(Fh + Rh) = —A,;th
und somit
1Un = Unllso < || A3 Y| I1Ral < C A 22

mit einer Konstanten C' > 0 und hinrechend kleinem A > 0. Um die Kon-
vergenz zu garantieren benotigen wir jetzt eine Bedingung wie

K

14l <& oder A7 < 5

gleichméflig fiir alle A < hy mit einer Konstanten K > 0. Eine derartige
Bedingung entspricht der Stabilitdt der Finiten-Differenzen-Methode.
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Wir erhalten ein allgemeines Kriterium fiir die Stabilitdt aus folgendem
theoretischen Resultat. Dabei benotigen wir die Annahme, dass das Gitter
2, zusammenhéangend ist.

Definition 2.7 (zusammenhingendes Gitter) Ein Gitter ), C Q C
R? heifit zusammenhdngend, wenn je zwei Punkte des Gitters durch Gera-
denstiicke im verwendeten Differenzenstern verbunden werden kénnen, die
stets innerhalb des Gitters sowie innerhalb ) liegen.

Typischerweise liegt ein zusammenhéngendes Gitter fiir hinreichend kleine
Schrittweite vor. Nun konnen wir eine diskrete Version zu Satz 2.1 aufstellen.

Satz 2.8 (diskretes Maximumprinzip)

Gegeben sei eine elliptische Dgl. Lu = f mit f < 0 in Q und Dirichlet-
Randbedingungen. Sei Ly, ein Differenzenoperator in Form eines Finf-Punk-
te-Sterns auf einem zusammenhdngenden Gitter £, mit negativen Koeffizi-
enten auflerhalb des Zentrums und die Summe aller Koeffizienten sei null.
Wenn die Werte {Uy : Z € Qp U IQ,} das Finite-Differenzen-Schema
erfiillen, dann sind entweder alle Werte Uy konstant oder ein Mazimum
der Werte Uy befindet sich nicht in €, sondern auf dem Rand O0S€2y,.

Beweis:

Wir nehmen an, dass

max Uy > max Up
YAS )3 ReoQ)y,

gilt, und zeigen dann, dass Uz konstant auf {2, U 0€;, ist. Dadurch befindet
sich das diskrete Maximum stets auf dem Rand. Sei Uz das Maximum in €2j,.
Mit den Nachbarwerten gilt die Ungleichung

UZ Z max Ug.
(=E,W,N,S

Desweiteren impliziert die Differenzenformel

Z aUp = f7 <0.

(=7.E,S,W,N
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Es folgt

Z aU—Uyz) = a(Up—Uy)
(=E,S,W,N (=7.E,S,W N
= ( Z CYgUg) — (UZ Z Oég) = Z OégUg S 0.
(=7,E,S,W,N (=7,E,S,W,N (=7,E,S,W,N

Es gilt ay < 0 und Uy — Uz < 0 fiir alle £ in der urspriinglichen Summe.
Dadurch sind alle Terme in der urspriinglichen Summe nichtnegativ. Somit
muss jeder Term identisch null sein. Aus ay < 0 fiir £ € {E,S,W N} folgt

Uz =Ug = Uy = Uyn = Usg,

d.h. die Nachbarn von Uy haben den gleichen Wert. Wir setzen diese Ar-
gumentation ausgehend von Uy bis zum Rand fort. Jeder Nachbar des ur-
spriinglichen Uy erfiillt die Annahmen und daher haben dessen Nachbarn
ebenfalls den gleichen Wert. Dadurch ist Uy konstant fiir sowohl alle Z € €2,
als auch alle Z € 0€);,. Bei dieser Folgerung verwenden wir, dass das Git-
ter €2, zusammenhéngend ist, wodurch je zwei Gitterpunkte aus 2, U 0€,
durch Differenzenformeln verbunden sind. [l

Bemerkungen:

e Das diskrete Maximumprinzip gilt ebenfalls fiir Differentialoperatoren
aus einem Neun-Punkte-Stern mit entsprechenden Bedingungen an die
Koeffizienten. Nur Nahe des Rands sind Fiinf-Punkte-Sterne zu ver-
wenden.

e Der Differenzenoperator (2.14) ist konsistent mit Ordnung 2 beziiglich
des Differentialoperators (2.13). Jedoch erfiillt die Differenzenformel
hier nicht die Bedingung ay < 0 fiir alle Koeffizienten auflerhalb des
Zentrums. Weitergehende Untersuchungen zeigen, dass in diesem Fall
zusatzliche Stabilitdtsbedingungen notwendig sind.
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Weitere Folgerungen aus dem diskreten Maximumprinzip in Satz 2.8 sind:

e Diskretes Minimumprinzip: Falls Lu = f mit f > 0 gilt, dann ist
die diskrete Losung entweder konstant oder nimmt ein Minimum nicht
in €2, sondern auf dem Rand 02, an.

e Diskreter Vergleich: Falls L,U,; < L,V fiir alle Gitterpunkte Z €
Qp und Ui < Vp fiir alle R € 09y, gilt, dann folgt Uy < V fiir alle
Z €y,

Nun kénnen wir nachweisen, dass ein lineares Gleichungssystem aus unserer
Finiten-Differenzen-Methode eine eindeutige Losung besitzt.

Satz 2.9 Wir betrachten eine elliptische Dgl. Lu = [ auf Q2 mait Dirichlet-
Randbedingungen u = g auf 02. Sei AUy, = F}, ein lineares Gleichungssy-
stem aus einem Finite-Differenzen- Verfahren, welches die Voraussetzungen
des diskreten Maximumprinzips erfillt. Dann ist die Matriz Ay, requldr und
somit existiert eine eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems.

Beweis:

Das homogene lineare Gleichungssystem AU, = 0 stellt die Diskretisierung
der elliptischen Dgl. mit f = 0 und ¢ = 0 dar. Sei Uj, eine Losung des
linearen Gleichungssystems. Das diskrete Maximumprinzip zeigt Uz < 0 in
jedem Z € ), wiahrend das diskrete Minimumprinzip Uz > 0 in jedem
Z € Qy, liefert. Es folgt U = 0. Somit ist die Matrix nicht singulér. ]

Es verbleibt zu zeigen, dass die Finite-Differenzen-Methode konvergent ist.
Im folgenden diskutieren wir die Konvergenz nur fiir Diskretisierungen des
Laplace-Opertors, d.h. Lu = —Au. Wir verwenden den Fiinf-Punkte-Stern,
welcher konsistent mit Ordnung mindestens 1 ist und das diskrete Maxi-
mumprinzip erfiillt.
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Lemma 2.10 Seiu € C*(Q)NC°(Q) die Lisung der Poisson-Gl. —Au = f
mit Dirichlet-Randbedingungen u = g auf 0S2. Es bezeichne Lj, den Differen-
zenopertor zum Finf-Punkte-Stern auf einem Gitter €),. Dann gilt fiir den
lokalen Fehler und den globalen Fehler aus der Finiten-Differenzen-Methode

die Abschdtzung

max [u(Z) — Uz| < K max|7(Z)] (2.15)

mit einer Konstanten K > 0, welche unabhdngig von der Schrittweite h ist.

Beweis:
Wir untersuchen die lokalen Fehler und globalen Fehler
7(Z) = —Au(Z) — Lyu(Z), n(Z) =u(Z)— Uy fir Z € Q.
Mit der Linearitéit der Operatoren folgt
Lin(Z) = Lyu(Z) — LUz = Lyu(Z) — f(Z) = Lyu(Z) + Au(Z) = —7(2).

Der globale Fehler verschwindet auf dem Rand 02, da dort die Néhe-
rungslosung identisch mit den vorgegebenen Randwerten ist. Wir untersu-
chen das Problem

Lym=—71 in Q, n=20 auf 0. (2.16)
Die Skalierung
~ n ~ .
== = — t oy = A
ni= T mit 1y := max |7(2)|

erzeugt das Problem
Lyn=—7 mit —1<7(7)<1 fiir alle Z € Q,.

Es gilt immer noch 7 = 0 auf 9Q,. Sei Q C {(z,y) € R*: 2% + y* < R*}.
Wir definieren die Hilfsfunktion

w(z,y) = (R — 2> —y*) > 0.

Da alle dritten Ableitungen von w identisch null sind, verschwinden die
lokalen Fehler im Fiinf-Punkte-Stern. Es folgt Lyw = —Aw = 1 in Q.
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Weil der Fiinf-Punkte-Stern das diskrete Maximumprinzip erfiillt, ergibt
der diskrete Vergleich

n<w< %RQ fir alle Z € Q.
Mit —w anstelle von w liefert der diskrete Vergleich
—%RQ <—-w<n fir alle Z € €.

Somit folgt

< ip?
max [(Z)] < " max[(Z)]

und wir konnen die Konstante K = R{ wahlen. L]

Im Beweis zu Lemma 2.10 werden sowohl die Konsistenz als auch das diskre-
te Maximumprinzip angewendet. Das diskrete Maximumprinzip garantiert
hier die Stabilitdt der Finiten-Differenzen-Methode. Jetzt konnen wir die
Konvergenz zeigen.

Satz 2.11 Seiu € C3(Q) die Losung der Poisson-Gleichung —Au = f mit
Dirichlet-Randbedingungen v = g auf 0S2. Dann konvergiert die Ndaherungs-
losung aus der Diskretisierung mit dem Fiinf-Punkte-Stern gegen die exakte
Lésung und es gilt

max [u(Z) — Uz| = O(h).

Falls w € C*(Q) gilt und alle Schrittweiten identisch sind, dann gilt zudem

. _ 2
max [u(Z) — Uz| = O(K).

Beweis:

Die Konsistenz des Fiinf-Punkte-Sterns liefert 7(Z) = O(h) fiir alle Z € .
Die Abschétzung (2.15) aus Lemma 2.10 impliziert

max |n(Z)| < 1R*Ch fir 0 < h < hg
ZeQy,

mit Konstanten C, hg > 0. Im Fall von u € C*(Q) und identischen Schritt-
weiten folgt 7(Z) = O(h?). Der globale Fehler ergibt sich nun analog. [
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Weitere Untersuchungen zeigen, dass die Konvergenz mit Ordnung p = 2
auch fiir variable Schrittweiten (Shortley-Weller-Stern am Rand) gilt. Zu-
dem liegt die Konvergenz (ohne eine Ordnungsaussage) bereits unter der
schwiicheren Voraussetzung u € C?(Q) vor.

Die Stabilitét eines numerischen Verfahrens wird iiblicherweise definiert als die Lipschitz-
stetige Abhéngigkeit der Naherungslosung von den Eingabedaten gleichméfig fiir alle (hin-
reichend kleinen) Schrittweiten. Wir demonstrieren diese Eigenschaft durch die Untersu-
chung zweier Probleme

—Au = f inQ —Ad = f inQ

v = 0 aufof und w = 0 aufof)

fir @ ¢ R und f, f € C°(Q). Seien U und U die Niherungslosungen aus einer Finiten-
Differenzen-Methode auf einem Gitter 2, d.h.

L(Z)=f(Z) wd  LU(Z) = [(Z)

fiir Z € Q. Wegen der Linearitdt der Differenzenoperatoren liefert eine Subtraktion

Ln(U(2) = U(2)) = [(2) = [(2).

Daher erhalten wir die gleiche Struktur (2.16) wie im Beweis zu Lemma 2.10. Die Aussa-
ge (2.15) ergibt nun

max |U(2) — 0(2)] < K wax|/(2) = F(2)] < K

ZeQy,

;Igl/aé{fl |f(m,y) - f(m7y)| =K ||f - .];Hoo

(zy)

Daher héngen die Naherungslosungen Lipschitz-stetig von den Eingabedaten f ab mit einer

Lipschitz-Konstanten K, welche unabhéngig von der Schrittweite h ist.

Verallgemeinerungen

Wir skizzieren Verallgemeinerungen der vorgestellten Finiten-Differenzen-
Methode fiir weitere Probleme.

e von-Neumann-Randwertproblem: Wir betrachten die Poisson-Gleich-
ung —Au = f in Q C R? mit Randbedingungen % = g(z,y) auf 0.

Sei @ = (0,1) x (0,1). Wir verwenden die Gitterpunkte (2.8) fiir
1,7 =20,1,..., M, M+1. Im Vergleich zum Dirichlet-Randwertproblem
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treten jetzt 4M zusétzliche Unbekannte auf (die vier Echem im Qua-
drat werden nicht verwendet). Daher stellen wir 4 M Gleichungen mit
Differenzenformeln auf, welche die Ableitung % ersetzen:

9(x:,0) = —9%(x;,0) ~ Fluio— uii] fir i =1,..., M,
g(xlﬁl) - g_Z(xul) ~ %[Ui,MJrl_UJZ"M] fir i =1,..., M,
9(0,y;) = _%(anj) ~ Lug; —ui ] fir j=1,..., M,
9(Ly;)) =  F5(lLy) ~ ;ll[uM—l—l,j_UM,j] fir j=1,..., M.

Verfahren fiir Neumann-Randbedingungen auf beliebigen Gebieten (2
existieren ebenfalls. Losungen fiir ein reines Neumann-Randwertprob-
lem sind nicht eindeutig und erfordern eine zusétzliche Bedingung.

ortsabhdingige Koeffizienten : Gegeben sei die elliptische Dgl.

2 2 2
Lu = a(z,y) 4% + 2b(z, y) aigy + c(z,y) g—y‘; = f(z,y)
mit ortsabhéngigen Koeffizienten a,b,c : 2 — R. Geeignete Finite-

Differenzen-Verfahren kénnen fiir diesen Fall konstruiert werden. Fiir
die Konvergenz ist ein gleichméafig elliptischer Operator, siche Defini-
tion 2.3, vorauszusetzen.

rechte Seite enthalt die Losung: Wir betrachten die (semi-lineare) Dgl.
—Au = f(x,y,u) mit einer nichtlinearen Funktion f. Homogene Rand-
bedingungen u = 0 auf 0f2 seien vorgegeben. Sei {2 das Einheitsquadrat.
Der Fiinf-Punkte-Stern liefert die Gleichungen

bt — e — Uiy — i1 — i) = f(i Y, )
fir 4,5 = 1,..., M. Wir erhalten ein nichtlineares Gleichungssystem
fiir die Unbekannten w; ;. Das Newton-Verfahren kann eine zugehorige

Naherungslosung erzeugen. Im Spezialfall f(x,y,u) = b(z,y)+c(x, y)u
ergibt sich wieder ein lineares Gleichungssystem.

dreidimensionales Ortsgebiet: Der Laplace-Operator in drei Ortskoor-
dinaten lautet Au = u,, + uyy + u,.. Wir betrachten ein beschréanktes
Gebiet Q C R? fiir die Poisson-Gleichung —Awu = f. Die Theorie fiir
Finite-Differenzen-Methoden kann in diesem Fall wiederholt werden.
Es gelten die gleichen Resultate beziiglich Konsistenz, Stabilitdt und
Konvergenz.
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2.3 Sobolev-Riume und Variationsform

In diesem Abschnitt fithren wir schwache Losungen von elliptischen Dgln.
ein. Finite-Elemente-Methoden sind konvergente numerische Verfahren fiir
schwache Losungen, wiahrend Finite-Differenzen-Methoden hier versagen.

Klassische Lésungen
Klassische Losungen (starke Losungen) einer partiellen Dgl. sind hinrei-

chend glatt in einem gewissen Sinn.

Definition 2.12 (klassische Lésungen) Sei Q@ C R"™ offen, zusammen-
hingend und beschrinkt. Zu einer elliptischen Dgl. Lu = f heif§t eine Funk-
tion u: Q — R eine klassische Losung, wenn gilt

e fiir Dirichlet-Randwertprobleme: u € C?(2) N C°(Q),
e fiir Neumann-Randwertprobleme: u € C?*(2) N C1(Q).

Als ein Beispiel mit n = 2 betrachten wir die Laplace-Gleichung auf einem
Dreiviertel des Einheitskreises als Definitionsbereich, d.h.

Q={(v,y) e R*: 2? +y* < 1,7 < 0 oder y > 0}.

Wir identifizieren 2 C C iiber z = Re(z), y = Im(2). Nun ist die Funktion

w: Q= C, wz) = 2% analytisch. (Fiir z = 7€l mit » > 0 sowie 0 <
¢ < 2 ist dabei 223 = p2/3613% ) Der Imaginirteil u = Im(w) erfiillt die

Gleichungen

Au = 0 in €,
u(e?) = sin(3p) fir 0 <o <3
u = 0 sonst auf 0.

Wir erhalten die Darstellung

u(z,y) = v/a? + y?sin(Z arctan(¥))  fiir 2 > 0.

Es folgt u € C?(2)NCY(£2), wodurch u eine klassische Losung des Dirichlet-

Randwertproblems darstellt. Wegen w'(z) = %z‘l/?’ und w”(z) = —52_4/3
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sind aber sowohl die erste als auch die zweite Ableitung von u unbeschrénkt
in einer Umgebung von z = 0. Es folgt u ¢ C?(Q). Dadurch kénnen wir die
Konvergenz einer Finiten-Differenzen-Methode, wie sie in Abschnitt 2.2 kon-
struiert wurde, nicht garantieren. Ein alternatives numerisches Verfahren ist
erforderlich.

Schwache Ableitungen und Sobolev-Raume

Sei 2 C R" eine nichtleere offene Menge. Wir definieren den Raum der
Testfunktionen als

CP(QQ) :={p € C™(Q) : supp(¢) C 2, supp(¢) ist kompakt},

wobei supp(¢) = {x € Q : ¢(x) # 0} den Tréger (support) von ¢ bezeichnet.
Falls Q2 beschréankt ist, so folgt ¢(z) = 0 fiir x € 2. Desweiteren verwenden
wir den Hilbert-Raum L?(Q). Dessen Skalarprodukt lautet

2 = . d
e = [ @) gle) do
fiir f,g € L*(2). Die induzierte Norm ist
2 = 2dx .
e =/ [ rlap do

Die Menge C5°(Q) C L*() liegt dicht. Ein Multiindex besitzt die Gestalt
a = (ai,...,a,) € Ng, ‘@‘:ZO@'-
i=1

Fiir u € C*(Q) mit k = |a| lautet ein elementarer Differentialoperator

olely

D% = :
oz{t - Oxp"

Fiir u € C*(Q) ist D% die iibliche (starke) Ableitung.
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Definition 2.13 (schwache Ableitung) Sei f € L*(Q). Eine Funktion
g € L*(Q) heift die schwache Ableitung D*f von f, wenn

[ ota)-ota) dz = M{/ff ) Dg(a
fir alle ¢ € C§°(Y) gilt. Wir schreiben D*f =

Die Bedingung aus dieser Definition kénnen wir schreiben als

(9.0)12 = (=1)"(f,D¢)r2 fiir alle ¢ € CF(92).
Es kann leicht gezeigt werden, dass die schwache Ableitung einer Funktion
eindeutig ist, da der Raum CO () dicht in L*(Q) liegt.

Beispiel: Im Spezialfall n = 1 sei f € C'(a,b) N C%a, b]. Es folgt

/fww@m:vmmmﬂe/fmwwmz—/fmwmm

fur jedes ¢ € C§°(a,b). Somit ist f’ die schwache Ableitung von f.

Im allgemeinen Fall n > 1 liefert das folgende Lemma eine Aussage. Eine
Skizze des zugehorigen Beweises ist enthalten in: Werner, Funktionalanaly-
sis, Springer, S. 195.

Lemma 2.14 (partielle Integration) Sei Q@ C R" nichtleer und offen.
Falls f,g € CYQ) und der Triger von g kompakt ist mit supp(g) C €,
dann folgt

cgdr = — /f 99 dx fir i=1,...,n.

8x, axz

Lemma 2.14 impliziert, dass aus f € C*(Q) die Existenz aller schwachen
Ableitungen D®f mit |a| < k folgt, sofern diese Funktionen auch in L?(()
liegen. In diesem Fall sind dann die iiblichen Ableitungen auch die schwa-
chen Ableitungen.

Eine andere Verallgemeinerung der partiellen Integration fiir beschrénkte
Gebiete 2 C R™ mit n > 2 ist die Green’sche Formel

/QU-SZd:z::/an-w-Vids—/Qg;-wdx (2.17)
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fiir i = 1,...,n und v,w € C'(Q). Dabei bezeichnet v; die i-te Komponente
des duleren Normalenvektors auf dem Rand 02 und ds ist ein zugehoriges
Differential. Die Formel (2.17) gilt nicht fiir beliebige Gebiete 2. Jedoch sind
die erforderlichen Voraussetzungen héaufig bei den in der Praxis verwendeten
Gebieten erfiillt. Zur Vereinfachung schrénken wir uns daher im folgenden
auf Gebiete ein, wo die Formel (2.17) giiltig ist.

Wir benutzen das Konzept der schwachen Ableitung zur Definition der
Sobolev-Réume.

Definition 2.15 (Sobolev-Raume) Fir m > 0 sei H™(Q2) die Menge
aller Funktionen u € L*(Q), zu denen eine schwache Ableitung Du € L*()
fiir alle |a| < m ewxistiert. Der Raum H™(2) besitzt das Skalarprodukt

<u,'U>Hm = Z <D0‘u, DaU>L2.

|af<m

Die Menge H™(Q2) heifit ein Sobolev-Raum. || - || gm ist eine Sobolev-Norm.

Daher kann H™(2) als Verallgemeinerung des Funktionenraums C™(€),
welcher kein Hilbert-Raum ist, interpretiert werden. Die Funktionenrdume
(H™(2), || - ||gm=) sind Hilbert-Raume, d.h. sie sind vollsténdig. Desweiteren
gilt H™(Q)) C L*(Q) fiir m > 1 und HY(Q) = L*(Q).

Um Dgln. mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen (fiir beschréinktes €2)

zu untersuchen definieren wir die Teilmengen H{'(2) = C§°(§2) als Ab-
schluss von C§°(Q2) € H™(Q2) beziiglich der Norm || - || g=. Genauer gilt

H"(Q) = {u € H™(Q) : (v;)ien C CFZ(2) mit zlgilo |lu — v||gm = O} .

Es folgt, dass die Unterrdume (H(", || - ||g=) ebenfalls Hilbert-Réume sind.

Desweiteren erhalten wir eine Halbnorm auf H™(£2) durch

1/2
ulgrn = ( > |Dau|iz> .

|al=m
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Wenn (2 in einem Wiirfel mit Kantenldnge s liegt, dann gilt die Normaqui-
valenz

lulgm < ||ullgm < (14 s)"|u|lg~ fur alle v € HJ'(Q). (2.18)

Die zweite Relation hier wird als Poincaré-Friedrichs-Ungleichung bezeich-
net.

Die obige Konstruktion kann ebenfalls mit den Funktionenrdumen LP({2)
statt L?(Q) mit 1 < p < oo erfolgen. Es entstehen Sobolev-Riume Wm(

),
welche fiir p # 2 keine Hilbert-Raume sind. Spezialfall ist W3 (2) = H™(€).

Symmetrische Operatoren und Bilinearformen

Gegeben sei eine elliptische Dgl. Lu = f in 2. Wir setzen im folgenden
0.E.d.A. homogene Dirichlet-Randbedingungen auf 9€2 voraus. Denn ist uy :
Q — R hinreichend glatt und u = vy auf 99, dann erfiillt die Funktion
w=1u—uy die Dgl. Lw = f in Q mit f = f — Lug und w = 0 auf Q. Wir
haben somit auf homogene Randbedingungen transformiert.

Wir betrachten zunichst einen allgemeinen linearen Differentialoperator
zweiter Ordnung

Lu=— (ml aij@xﬁ@) (Z Qo ) + agu. (2.19)

Dabei nehmen wir a;; € C?(Q), a; € C1(Q), ap € C°(Q2) an. Der zugehérige
adjungierte Operator L* ist durch die Bedingung

(Lu,v)r2 = (u, L™v) 2
fiir u, v € C?(Q) mit u = 0,v = 0 auf 9Q definiert. Es folgt
0*(aijv) “~ d(a;v)
() - (5% e

Ein symmetrischer (auch: selbst-adjungierter) Operator erfiillt die Bedin-
gung L = L*. Es kann gezeigt werden, dass ein symmetrischer Operator

40



genau dann vorliegt, wenn er in der Gestalt

"0 ou
Lu=— (Z o <aij8x]~>> + agu (2.20)

2,5=1

darstellbar ist. Insbesondere ist jeder Operator (2.19) symmetrisch im Fall
konstanter Koeffizienten a;; und a1 = --- = a,, = 0. Diese Struktur ist bei
der Poisson-Gleichung gegeben. Die Green’sche Formel (2.17) liefert

ou 81}
(Lu,v) (Z / a”@x‘] o ) +/anuv dz. (2.21)
1,j=1

Wir bemerken, dass die rechte Seite symmetisch beziiglich v und v ist. Daher

gilt (Lu,v) = (u, Lv). Desweiteren treten nur Ableitungen erster Ordnung
n (2.21) auf.

Definition 2.16 Sei H ein Hilbert-Raum mit der Norm ||-||. Eine Bilinear-
forma: Hx H— R heifit

i) symmetrisch, falls a(u,v) = a(v,u) fir alle u,v € H gilt.

i) stetig, falls eine Konstante C' > 0 existiert mit
la(u,v)| < C - ||lul| - ||vl fiir alle w,v € H.
i1) positiv, falls a(u,w) > 0 fiir alle w € H\{0} gilt.
i) koerziv (auch: H-elliptisch), falls eine Konstante > 0 existiert mit
alu,u) > B - ||lul? fiir alle w e H.

Eine koerzive Bilinearform ist insbesondere positiv. Jede symmetrische, po-
sitive Bilinearform a induziert eine Norm

|u|le = v a(u,w) fir w € H, (2.22)

welche als Energienorm bezeichnet wird. Die Energiernorm ist dquivalent
zur Norm des Hilbert-Raums.

Die Gleichung (2.21) motiviert die Definition einer symmetrischen Bilinear-
form beziiglich eines gleichméBigen elliptischen Differentialoperators.
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Satz 2.17 Die Bilinearform a : H}(Q2) x H}(Q) — R gegeben durch

ou 6?)
<Z;/a”a v >+/anuv dx (2.23)

mit a;j,a9 € C°(Q), A = (a;;) symmetrisch und positiv definit, ag > 0 ist
stetig und koerziv, vorausgesetzt der zugehirige Differentialoperator (2.20)
1st gleichmdfSig elliptisch und €2 ist beschrdnkt.

Beweis:

Wir definieren ¢ = sup{|a;;(z)| : x € Q, 1 <14,j < n}. Es folgt mit der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

Z/amumzvx dx <CZ/|%%| dr < CZ ||z,

1,j=1 1,7=1 1,7=1

—c(Zn% )(Zuvxjnp) = clulm [v]m,
7=1

Wir setzen b = sup{|ao(z)| : x € Q}. Es folgt

/ apuv dx
Q

Wir erhalten wegen ||ul|zz < ||u||g: und |u|gr < ||u|| g

12 [[va; [ 22

< b/ lwo| dz < b-||ul|g2 - ||v|| L2
0

la(u, v)| < C-lullgr - o]l g

mit C' = b 4 c¢. Weil der Differentialoperator gleichméflig elliptisch, sie-
he (2.6), ist, folgt mit der Monotonie des Integrals

/Za”vxvx dx>a/z%

i,j=1

fiir v € H}(Q). Wegen ag > 0 ergibt sich

a(v,v) > Ozz:/(vxi)2 dz = alv|3,
i=1 /4
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fiir jedes v € H{(Q2). Die Aquivalenz (2.18) liefert a(v,v) > aK|v||%, fiir
v € H} () mit einer Konstanten K > 0, die nur von € abhiingt. Somit ist
die Bilinearform a koerziv mit 5 = a k. O

Variationsform

Nun betrachten wir eine Dgl. Lu = f mit gleichmé&Big elliptischen Differen-
tialoperator L. Sei u eine klassische Losung und Lu, f € L*(Q2). Es folgt

Lu—f=0 inQ
(Lu—flo=0 inQ

(Lu— f,v)2 =0

(Lt )2 — {f )2 = 0

fiir jedes v € L?(£2). We definieren eine lineare Abbildung

l(v) = (f,v)e (2.24)

fiir v € L*(2) oder einen Unterraum davon. Die Cauchy-Schwarz’sche Un-
gleichung zeigt

()] < | fllzzlv]l 2 fiir v € L*(1Q). (2.25)

Dadurch ist ¢ beschrinkt (d.h. stetig) auf L?(2) und fiir die Operatornorm
gilt ||€|| < ||f||z2. Daher ist £ auch stetig auf H(1).

Sei ¢/ € V' mit dem Dualraum V’. Somit ist £/ : V' — R eine beliebige
beschrinkte lineare Abbildung. Wir verwenden die Notation (¢,v) = ¢(v),
welche sich auf die Bilinearform (-,-) : V' x V' — R bezieht.

Die rechte Seite f der Dgl. liefert eine lineare Abbildung (2.24), wéhrend
die linke Seite Lu einer Bilinearform (2.23) entspricht. Dies fiihrt auf das
Konzept einer schwachen Losung.

43



Definition 2.18 (schwache Ldsung)
Eine Funktion u € H}(Q2) heifit schwache Lisung des elliptischen Problems

Lu=f in Q
u=0 auf 09,

falls mit der zugehdrigen Bilinearform (2.23) und der Linearform (2.24) die
Bedingung

a(u,v) = ({,v) fiir alle v € H}(Q) (2.26)
gilt.
Nun zeigen wir, dass eine klassische Losung auch eine schwache Losung

des Problems darstellt. Dabei werden wieder gewisse Annahmen fiir die
Koeffizientenfunktionen gemacht.

Satz 2.19 Sei u eine klassische Losung des elliptischen Problems

_Z&r <a”a >+a0u:f in
i,5=1 L
. u=0 auf 0N

mit a;; € CHQ) N CYQ) und ag, f € CUQ) fiir beliebiges beschrinktes
Gebiet 2. Dann stellt u auch eine schwache Liosung des Problems dar, vor-
ausgesetzt alle Ableitungen erster Ordnung befinden sich in L*().

Beweis:

Wir zeigen zuerst u € HJ(2). Da u klassische Losung ist, gilt v € C*(2) N
CY(Q) laut Definition 2.12. Insbesondere existieren die ersten Ableitungen,
die nach Annahme in L?*(§) sind. Weiter ist u € L*(Q), dau € C°(Q2) und 2
beschriinkt. Dies zeigt u € H(Q). Wegen u € HY(Q)NC"(Q) und u = 0 auf
0Q ist auch u € H}(Q). (Niheres spiter mit dem Spuroperator in (2.30)).

Es verbleibt (2.26) zu zeigen. Sei zunédchst v € C§°(€2). Wir wenden Lem-
ma 2.14 an mit den beiden Funktionen v € C'(Q) und a;ju,, € C'(Q):

0 ou ou Ov
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Wir benutzen jeweils die Bilinearform und die Linearform

ou Ov
a(u,v) = /Qijz:aw Oz, O, + apuv dz, (l,v) = /va dz.

Es folgt
a(u, / ( Z@xz (awa ) —|—a0u>v dz

= [ (Lu)vdr = [ fods = ({,v)
J J

wegen Lu = f auf 2. Sowohl die Bilinearform a als auch die Linearform /¢
sind stetig auf Hg (), vergleiche den Beweis von Satz 2.17 und (2.25), wobei
aij, ap, f € C°(Q) verwendet werden. Da C§°(Q2) C HJ(Q2) dicht liegt, folgt
auch a(u,v) = (¢, v) fiir alle v € H} (). O

Wir zeigen eine wichtige Aquivalenz fiir unser Problem.

Satz 2.20 Sei V' ein Vektorraum und a : V X V. — R eine symmetrische,
positive Bilinearform sowie £ : V — R eine lineare Abbildung. Die Funktion
J(v) = sa(v,v) — (£, v) (2.27)

besitzt etn Minimum in V' bei u genau dann, wenn
a(u,v) = ((,v) fir alle v eV (2.28)

qilt. Es existiert hochstens ein Minimum.

Beweis:

Eine positive Bilinearform besitzt die Eigenschaft a(u,u) > 0 fiir alle u # 0.
Mit u,v € V und t € R berechnen wir

J(u+tv) = sa(u+tv,u+tv) — ({,u+ tv)

= J(u) + t [a(u,v) — (€, v)] + 3t7a(v,v).
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Falls u € V' die Bedingung (2.28) erfiillt, dann folgt bei t = 1
J(u+v) = J(u)+ ta(v,v) > J(u)
fir v € V\{0}. Somit ist u eine eindeutige Minimalstelle zu J.

Sei umgekehrt v € V' ein Minimum der Funktion (2.27). Fiir jedes v € V
gilt

d
— t = 0.
dtJ(u+ V) t:O 0
Wegen
d
&J(u + tv) = a(u,v) — (£,v) + ta(v,v)
folgt die Bedingung (2.28). O]

Satz 2.20 impliziert die Eindeutigkeit einer schwachen Losung. Falls eine
klassische Losung zusitzliche Bedingungen (wie z.B. u € C?(Q)) erfiillt,
dann stellt diese Funktion auch die eindeutige schwache Losung dar.

Wir erhalten eine zusétzliche Charakterisierung fiir die schwache Losung
durch Satz 2.20: Die schwache Losung eines Dgl.-Problems stellt eine Losung
des Minimierungsproblems

J(v) = 3a(v,v) — ((,v) —> min. (2.29)

dar und umgekehrt. Die Aufgabe (2.29) wird Variationsform (des Problems)
oder Variationsproblem genannt.

Satz 2.21 (Lax-Milgram) Sei H ein Hilbert-Raum und V' C H eine abge-
schlossene konvexe Teilmenge. Ista : Hx H — R eine koerzive Bilinearform
und ¢ € H' eine Linearform, dann besitzt das Variationsproblem (2.29) eine
eindeutige Losung i V.
Beweis:
Die Abbildung J ist beschrankt von unten, denn es gilt

J(v) = gBlwl* = 1]l - o]l = g5Bllvll = 1€1)* = 5511¢1* = —5511¢]1*.
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Wir setzen ¢ = inf{J(v) : v € V}. Sei (vy)nexn C V eine Folge mit der
Eigenschaft
lim J(v,) = c.

n—oo

Es folgt
Bllvn — vmll* < alvy — Uy Uy — Vi)
= 2a(vy, vp) + 2a(Vp, V) — a(vy + Uy Uy + Vi)
= 4J(vy) + 4 (v) — 8J(5(vy + Vi)
< 4J(v,) +4J(vy) — 8¢,

weil %(vn + vy,) € V gilt durch die Konvexitéit von V. Die obere Schranke
konvergiert gegen null fiir n,m — oo. Damit folgt ||v, — v,/ — 0 fir
n,m — 00, d.h. (v,)nen ist eine Cauchy-Folge. Da V' eine abgeschlossene
Menge ist, existiert ein Grenzwert u € V. Es folgt

J(u)=1J (hm vn> = lim J(v,) = inf{J(v) :v €V}

n—oo n—oo

wegen der Stetigkeit von J. Somit liegt ein Minimum in u vor.

Die Eindeutigkeit betreffend seien ui,us € V' zwei Losungen des Variations-
problems (2.29). Es gilt J(u1) = J(u2) = ¢. Wir verwenden u; als v, und
uy als vy, in obiger Ungleichung. Es folgt

Bllug — ug||* < 4J(ur) + 4J(up) — 8¢ = 0.

Wegen [ > 0 erhalten wir ||u; — us|| = 0 und somit u; = us. O

Wir wenden Satz 2.21 an im Spezialfall V. = H = H}(Q), weil H}(Q)
ein Hilbert-Raum ist. Es folgt, dass das Variationsproblem (2.29) eine ein-
deutige Losung u € Hi () besitzt. Wegen Satz 2.20 ist die Losung u des
Variationsproblems auch eine schwache Losung des Dgl.-Problems beziiglich
Definition 2.18. Wir erhalten direkt als Folgerung.

Satz 2.22 Sei L ein gleichmdffig elliptischer, symmetrischer Differential-
operator. Dann besitzt die Dgl. Lu = f mit homogenen Dirichlet- Randbe-
dinungen eine eindeutige schwache Lisung in H}(S2).
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Bemerkung: Nicht alle beschriankten Gebiete 2 C R" sind zuléssig, da die
Green’sche Formel giiltig sein muss. Jedoch ist die Green’sche Formel bei
fast allen Gebieten in der Praxis zutreffend.

Im eindimensionalen Fall (n = 1) erhalten wir ein homogenes Randwertproblem zu einer
gewohnlichen Dgl. zweiter Ordnung, ndmlich

—(p(2)u/(2)) + g(x)u(x) = f(z) firz e (a,b)

mit u(a) = u(b) = 0. Unter der Voraussetzung p(z) > py > 0 und ¢(z) > 0 fiir x € (a,b)
ist der zugehorige Differentialoperator gleichméfig elliptisch. Ein Variationsproblem kann

wie oben konstruiert werden. Eine detaillierte Herleitung in diesem Spezialfall findet sich
z.B. in Stoer/Bulirsch: Numerische Mathematik 2, Springer, 2005 (Abschnitt 7.5).

Von-Neumann-Randwertprobleme

Zur Poisson-Gleichung —Au = f auf 2 lauten die von-Neumann-Randbe-
dingungen % = g auf 0€2. Schwache Losungen werden jetzt im Funktionen-
raum H'(Q) betrachtet.

Fiir eine grofle Klasse von beschrinkten Gebieten €2 existiert eine beschrank-
te lineare Abbildung

v HY(Q) = L(09),  [[v()ll20) < Clvllm (2.30)

mit einer Konstanten C' > 0 und der Eigenschaft v(v) = v|,, fiir alle v €
C%(Q) N HY(Q). Die lineare Abbildung ~ heifit Spuroperator. Der Spurope-
rator erlaubt eine alternative Charakterisierung des Hilbert-Raums H; ().

Wir setzen wieder H}(Q2) = C5°(€2), d.h. der Abschluss der Testfunktionen
beziiglich der Sovolev-Norm || - ||g:. Es kann die Darstellung

Hy(Q) = {u € H'(Q) : 7(u) = 0}

gezeigt werden. Diese Eigenschaft wurde bereits im Beweis von Satz 2.19
angewendet, weil wegen v € CO(Q)NH(Q) und u = 0 auf OQ nun u € HL(Q)
gilt.

Eine Variationsform kann auch im Fall der von-Neumann-Randbedingungen
hergeleitet werden. Zur Vereinfachung sei u € C?(Q),v € C1(Q). Nun liefert
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die Green’sche Formel (2.17) fiir das Skalarprodukt (Aw,v) 2

" 9%u i ov Ou
/QU;&—x?dx—zzzl/v—dx Z axzyzds— 0z, 0, dz.

Der zweite Term bewirkt die Definition einer Bilinearform
ou 81}
2.31
a(u,v) / Z ox; (93:Z ( )

wie im Fall von (homogenen) Dirichlet-Randbedingungen. Der erste Term
ist nun ungleich null. Es folgt

" Ou
VldS /U —; dS:/UVu-V d3:/vgds.
Z (9:132 o0 <ZZ Ox; ) o0 (\\g;_) o0

=1 —9u
ov

Daher lautet die zugehorige lineare Abbildung ¢ hier

(l,v) = /va dzr + /89 gv ds (2.32)

unter der Annahme f € L*(Q) und g € L*(99). Nun kénnen wir Funktio-
nen v € H'(Q) betrachten, wobei der Spuroperator (2.30) verwendet wird.
Die lineare Abbildung (2.32) modifiziert sich zu

(€,v>=/ﬂfv d:z:Jr/mg'y(v) ds

fir v € HY(Q). Trotzdem wird die Notation (2.32) iiblicherweise in der
Literatur verwendet.

Die Linearform (2.32) enthélt die Information aus sowohl der rechten Seite f
als auch der Randwerte g. Numerische Verfahren kénnen zur Lésung des
Variationsproblems oder seiner dquivalenten Probleme konstruiert werden.
Es sei daran erinnert, dass ein reines von-Neumann-Randwertproblem keine
eindeutige Losung besitzt (ist u eine Losung, so ist auch u + ¢ eine Losung
fiir beliebiges ¢ € R). Daher ist eine zusitzliche Bedingung erforderlich.

Weitere Einzelheiten finden sich in Braess: Finite Elemente. (Kapitel 3)
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2.4 Finite-Elemente-Methoden

Nun sezten wir die Theorie aus dem vorhergehenden Abschnitt ein zur Kon-
struktion eines numerischen Verfahrens zur Bestimmung schwacher Losun-
gen.

Ritz-Galerkin-Verfahren

Wir betrachten ein homogenes Dirichlet-Randwertproblem zu einem gleich-
méBig elliptischen, symmetrischen Differentialoperator (2.20). Es folgt die
Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung. Satz 2.20 enthalt die
zwei Eigenschaften, welche eine schwache Losung charakterisieren: Varia-
tionsform d.h. Minimierung der Funktion (2.27) und die schwache Formu-
lierung (2.28). Numerische Verfahren konnen jeweils auf einer der beiden
Charakterisierungen aufbauen. Sei jetzt H ein beliebiger unendlichdimen-
sionaler Hilbert-Raum. Ublicherweise werden endlichdimensionale Unter-
vektorraume Sy C H (N ist die Dimension von Sy) ausgewihlt.

Es gibt drei Typen numerischer Verfahren in diesem Zusammenhang:

o Galerkin-Verfahren:
Die schwache Formulierung (2.28) wird verwendet. Eine N#herung der
schwachen Losung soll in Sy bestimmt werden. Die Bedingung (2.28)
wird dabei nur fiir alle v € Sy gefordert.

e Petrov-Galerkin-Verfahren (auch: Methode der gewichteten Residuen):
Die schwache Formulierung (2.28) wird wieder verwendet. Die Néhe-
rung @ der schwachen Losung soll in Sy liegen. Die Bedingung (2.28)
wird gefordert fiir u € Sy und alle v € T mit einem anderen Unter-
vektorraum T’y gleicher Dimension. Der Spezielfall Sy = Ty liefert das
Galerkin-Verfahren.

e Rayleigh-Ritz- Verfahren (auch: Ritz- Verfahren):
Das Variationsproblem mit der Funktion J aus (2.27) wird betrachtet.
Eine Naherung des Minimums in H wird bestimmt als das Minimum
von J nur im Teilraum Spy.
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Wir diskutieren zuerst das Galerkin-Verfahren. In einem Unterraum Sy
wéhlen wir eine Basis {¢1,...,¢n}. Eine Ndherung in diesem Unterraum
besitzt die Darstellung

N
T) = Z a;p;(x) (2.33)

mit unbekannten Koeffizienten ag,...,ay € R. Ersetzen wir in der Bedin-
gung (2.28) die exakte Losung u € H durch eine Naherung uy € Sy, dann
wiirde sich ergeben

a(uyn,v) = ({,v) (2.34)

fir alle v € H. Da aber im allgemeinen uy # wu ist, kann diese Bedin-
gung nicht fiir alle v € H erfiillt werden. Alternativ fordern wir die Bedin-
gung (2.34) nur fir alle v € Sy. Unter Verwendung der Basisvektoren ist
diese Bedingung dquivalent zu

a(un, ¢;) = (€, ¢;) fir i =1,...,N.

Einsetzen von (2.33) erzeugt ein lineares Gleichungssystem

N
S aja(e, ¢) = (Cgy)  fir i=1,...,N
j=1

fiir die Unbekannten aq,...,ay. Die Koeffizientenmatrix dieses linearen
Gleichungssystems lautet A = (a(¢;, ¢;)) € RY*Y. Die Symmetrie der Bi-
linearform a impliziert die Symmetrie der Matrix A. Die Positivitdt der
Bilinearform a ergibt fiir £ = (&1,...,&v)" #0

N

ETAE= " al¢), ¢)&i6 = a (Z@%Z@@)”

ij=1

Somit ist die Matrix A positiv definit. Folglich existiert eine eindeutige
Losung des linearen Gleichungssystems, welche eine Néherung (2.33) liefert.

Im Petrov-Galerkin-Verfahren fordern wir die Bedingung (2.34) fiir uy € Sy
und alle v € Ty mit einem anderen Teilraum Tx C H gleicher Dimension.
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Die Elemente in Ty werden oft als Testfunktionen bezeichnet (gehoren je-
doch im allgemeinen nicht zur Funktionenmenge C{°). Wir wihlen eine
Basis {t1,...,%x} in Tyy. Nun ist die Bedingung (2.34) fiir alle v € Ty
dquivalent zu

N
a(Zozjgbj,m):(E,@bi) fiir 221,,N
j=1
Es folgt das lineare Gleichungssystem
N
> ajale; i) = () fir i=1,...,N
j=1

mit der Koeffizientenmatrix A = (a(¢;,1;)). Diese Matrix ist im allgemei-
nen nicht symmetrisch. Die Regularitdt der Matrix hangt von der Wahl der
Teilrdume ab. Im Spezialfall Sy = T und bei Verwendung der gleichen Ba-
sis in beiden Teilrdumen stimmt dieser Ansatz mit dem Galerkin-Verfahren
iiberein wegen ¢; = 1); fiir alle 1.

Im Rayleigh-Ritz-Verfahren setzen wir eine Naherung (2.33) in die Funkti-
on J aus (2.27) ein. Es folgt (o = (aq,...,ay)")

N N N
J( Z O‘j¢j) =3 Z ajoialg), ¢i) — Z a;{l,¢;) = %QTA@ —a'b
j=1 ij=1 j=1
mit der selben Matrix A und rechten Seite b wie im Galerkin-Verfahren.
Eine Minimierung von J nur in Sy ergibt die Bedingung

ﬂ:O fir k=1,...,N.
8%

Der Gradient von J als Funktion von « lautet VJ = Aa — b. Es folgt
das lineare Gleichungssystem Aa = b. Daher stimmt diese Methode mit
dem Galerkin-Verfahren iiberein. Unterschiedliche Ansétze konnen entste-
hen falls die Bilinearform a nicht symmetrisch oder nicht positiv ist. Bei
Problemen, fiir die das Rayleigh-Ritz-Verfahren und das Galerkin-Verfahren
identisch sind, spricht man vom Ritz-Galerkin- Verfahren. Die Koeffizienten-
matrix A wird auch als Steifigkeitsmatriz bezeichnet.
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Die Methode der gewichteten Residuen kann auch im Fall glatter Losungen von Dgln.
motiviert werden. Sei uy € Sy C C?*(Q) N C%) eine Niherung zu einer klassischen
Losung. In einem endlichdimensionalen Teilraum Sy wéhlen wir eine Basis ¢4, . .., ¢n (aus
sogenannten Ansatzfunktionen) und betrachten die Néherung (2.33). Es folgt das Residuum
p: Q2 — R mit

p=Luy— f= (f:oqL@) - f
=1

Wir mochten die Koeffizienten ay, ..., ay € R derart bestimmen, dass das Residuum p (in
gewisser Weise) klein wird. In der Methode der gewichteten Residuen wird ein Teilraum
T der Dimension N aus Testfunktionen ausgewéhlt. Wir fordern, dass das Residuum p
orthogonal auf dem Teilraum T beziiglich des Skalarprodukts von L? steht. Dies bedeutet

(Luy — f,v)2 =0 fiir alle v € Ty.

Durch Auswahl einer Basis {11, ...,¥y} in T kann diese Bedingung geschrieben werden
als

/p(m)@/)](x) de =0 oder (p,¢;)2=0 fir j=1,...,N.
Q

Dieser Ausdruck kann als ein gewichtetes Integral des Residuums p interpretiert werden,
wobei die Funktionen ¢; die Gewichte darstellen. Es folgt das lineare Gleichungssystem

N
Zai<L¢iawj>L2 = <f7wj>L2 fiir j=1...,N
i=1

mit den unbekannten Koeffizienten als Losung.

Bemerkung: Ein wesentlicher Vorteil des Ritz-Galerkin-Verfahrens besteht
darin, dass die Matrix im linearen Gleichungssystem stets symmetrisch und
positiv definit ist. Dies gilt dann auch bei einem elliptischen Problem auf be-
liebigem Gebiet €2. Dadurch kénnen iterative Losungsverfahren effizient ein-
gesetzt werden. In einer Finiten-Differenzen-Methode, siehe Abschnitt 2.2,
ist die Matrix im linearen Gleichungssystem symmetrisch und positiv definit
im Fall des Einheitsquadrats (2 = (0,1)?). Die Matrix wird jedoch bereits
unsymmetrisch fiir andere Gebiete ) wie den Einheitskreis.

Beziiglich der Stabilitdt des Ritz-Galerkin-Verfahrens gilt die folgende Aus-
sage.
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Satz 2.23 (Stabilitat) Sei H ein Hilbert-Raum, a : H x H — R eine
symmetrische, stetige, koerzive Bilinearform und ¢ : H — R eine stetige
Linearform. Dann g¢ilt fiir die Niherungslosung uy aus dem Ritz-Galerkin-
Verfahren

Juvlla < ) (23

unabhdngig von der Wahl des Teilraums Sy C H.

Beweis:

Da ¢ als stetig vorausgesetzt ist, gilt |[¢(v)| < ||¢] - [|v||z fiir alle v € H mit
der Operatornorm von £. Die Koerzivitat liefert

0 < Bllunllzy < aluy, ux) = (€ un) < 1] [luyllz

mit der Konstanten f > 0. Falls uy = 0, so ist die Ungleichung (2.35)
trivial. Falls uy # 0, dividieren wir durch ||uy||g und erhalten (2.35). O

Beziiglich der Genauigkeit der Naherung aus dem Ritz-Galerkin-Verfahren
gilt der folgende zentrale Satz.

Satz 2.24 (Lemma von Céa) Sei H ein Hilbert-Raum, a : H x H - R
eine symmetrische, stetige, koerzive Bilinearform und ¢ : H — R eine
stetige Linearform. Die Funktion u definiert durch a(u,v) = (¢,v) fir alle
v € H und die Ndherung uy aus dem Ritz-Galerkin-Verfahren mit einem
endlichdimensionalen Unterraum Sy C H erfillen die Abschdtzung

C .
lu—unllg < Eﬂ;ggNHU—UNHH- (2.36)

Beweis:
Es gilt
a(u,v) = ((,v) fir ve H, aluy,v)=({,v) fir ve Sy C H.
Subtraktion liefert
a(u —uy,v) =0 fir alle v € Sy.
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Fiir beliebiges vy € Sy erhalten wir

Bllu —ux|* < alu—uy,u—uy)

= a(u—uy,u—vy)+ alu —uy, vy —uy)
= a(u—uy,u — vy)
< C-flu—un| - flu—ovn]

wegen vy — uy € Sy. Fir [[u — uy|| = 0 ist die Aussage (2.36) trivial.
Anderenfalls liefert eine Division der obigen Ungleichung durch ||[u—uy|| # 0

C
lu=unll < Zlu—=owll

Da vy € Sy beliebig ist, folgt die Ungleichung (2.36). O

Satz 2.24 impliziert bereits die Konvergenz des Ritz-Galerkin-Verfahrens
falls gilt

lim inf |ju—ovy|g =0.
N—ocovyESN

Daher muss eine Folge (Sy)nen derart gewdhlt werden, dass der Abstand
der Teilrdume zur exakten Losung gegen null geht. Dies ist nun eine Frage
der Approximationstheorie, also losgelost vom urspriinglichen Problem.

Bisher wurde ein abstrakter Hilbert-Raum H betrachtet. Jetzt kehren wir zu
einem Randwertproblem einer elliptischen Dgl. auf einem Gebiet 2 zuriick.
Daher wird der Hilbert-Raum Hg () verwendet, in dem sich schwache
Losungen befinden. Der endlichdimensionale Teilraum wird nun mit S
(statt Sy) bezeichnet, wobei h > 0 eine Schrittweite bezeichnet, die spéter
noch eingefiithrt wird. Typischerweise gilt dim(S;) — oo fir h — 0. Eine
Néaherung in S), wird als u;, (statt uy) geschrieben.

Fiir eine elliptische Dgl. Lu = f auf 2 mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen disku-
tieren wir die Stabilitétseigenschaft aus Satz 2.23. Es gilt ||| < ||f]|zz. Wir betrachten
zwei rechte Seiten fi, fo mit den zugehorigen schwachen Losungen uy, uy. Dann ist die Dif-
ferenz u; — us eine schwache Losung zur rechten Seite f; — fo. Fiir die Naherung aus dem
Ritz-Galerkin-Verfahren gilt somit

1
[up, — uil 2 () < EHfl — follz2(@)
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wegen (2.35) und der Linearitédt. Diese Abschitzung ist unabhéngig von der Wahl des
Teilraums Sy, d.h. gleichméfig beziiglich der (noch einzufiihrenden) Schrittweite h > 0.
Somit héngen die Ndherungen Lipschitz-stetig von den Eingabedaten ab und die Lipschitz-

Konstante ist unabhéngig von h.

In einer Finiten-Differenzen-Methode ist die Koeffizientenmatrix im linea-
ren Gleichungssystem typischerweise diinnbesetzt oder sogar eine Bandma-
trix. Der Rechenaufwand fallt daher deutlich geringer aus im Vergleich zu
einer vollbesetzten Matrix gleicher Dimension. Wir mochten eine diinnbe-
setzte Matrix oder eine Bandmatrix auch im Ritz-Galerkin-Verfahren er-
halten. Wir verwenden Teilrdume S}, welche aus stiickweise polynomialen
Funktionen bestehen. Jedoch wird die entstehende Steifigkeitsmatrix nur
fiir bestimmte Wahlen der Basisfunktionen diinnbesetzt sein.

Sei supp(¢) = {x € Q: ¢(x) # 0} der Triger von ¢. Die Bilinearform (2.23)
besitzt die Eigenschaft

a(p,v) =0 falls p(supp(¢) Nsupp(y)) =0

mit dem Lebesgue-Maf} 1, da die Bilinearform ein Integral iiber €2 darstellt.
Wir werden daher eine Basis konstruieren, wo sich die Trager der Basis-
funktionen nur selten iiberschneiden. Notwendigerweise muss immer noch

USUPP ¢;) =

fiir eine Basis {¢1,..., 0N} gelten. Wir teilen das Gebiet €2 in kleinere Teil-
bereiche auf, um sowohl die Teilrdume S} zu konstruieren als auch die Ba-
sisfunktionen auszuwéhlen.

Triangulationen

Wir betrachten den zweidimensionalen Fall (n = 2). Sei Q C R? ein offenes
Polygon. Dadurch kann das Gebiet €2 in Dreiecke aufgeteilt wird.

Definition 2.25 (Triangulation) Sei Q C R? ein Gebiet mit einem Poly-
gon als Rand. Eine Menge T = {T1,..., T}, wobei jeweils T; ein nichtleeres
abgeschlossenes Dreieck ist, heifst zuldssige Triangulation wenn
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Q
(i) Q = UTJ’ und
j=1

(i) T; N T} fiir i # j ist entweder leer oder besteht genau aus einer Ecke
beider Dreiecke oder einer gesamten Kante beider Dreiecke.

Aus der Eigenschaft (ii) folgt, dass das Innere der Dreiecke stets paarweise
disjunkt ist, d.h. die Dreiecke iiberlappen sich nicht.

Fiir ein T € T bezeichnen wir den halben Durchmesser des Dreiecks mit
hy = gmax{|lz —yll2: 2,y € T}.

Jedes Dreieck T' enthélt seinen Innkreis mit Radius pr. Es liegt immer
pPr S hT VOr.

Zu einer Familie 7;, aus Triangulationen mit Schrittweite h und 0 < h < h
(fiir ein h > 0) nehmen wir die Bedingung

max{hr: T €T} <h
an. Wir sind am Grenzfall A~ — 0 interessiert.
Definition 2.26 FEine Familie T, aus Triangulationen heifit uniform, wenn

es eine Konstante k > 0 gibt mit pr > % fir alle T' € Ty,. Eine Familie Ty,
heifit quasi-uniform, falls pp > %T fiir jedes T' € Ty, gilt.

Fiir eine uniforme Triangulationsfamilie ist die Grofie der Dreiecke ungefahr
gleich fiir festes h, denn es gilt %h < pr < hy < h fir alle T € T,. Eine
uniforme Familie ist auch quasi-uniform. Bei einer quasi-uniformen Triangu-
lationsfamilie ist garantiert, dass die Winkel in den Dreiecken nicht beliebig
klein werden konnen.

Ist ein beliecbiges beschrinktes Gebiet Q@ C R? gegeben, so wird dessen
Rand zunéchst durch einen Polygonzug approximiert. Dadurch kann eine
Triangulation des entstehenden Polygons erfolgen. Fiir ein Polygon ) C
R? kénnte auch eine Aufteilung in Vierecke konstruiert werden. Jedoch
erlauben Triangulationen eine hohere Flexibilitét.
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Basisfunktionen

Wir betrachten eine zuléssige Triangulation 7, auf einem offenen Polygon
Q) C R? Wir definieren endlichdimensionale Funktionenrdume Sj,, welche
aus allen Funktionen v : {2 — R bestehen mit den drei Eigenschaften

(i) v € C*(Q) fiir ein k > 0,

(i) vz =0,
(ili) wv|p ist ein Polynom mit Grad (hochstens) ¢ > 1 fiir jedes T € Tj,.

Somit ist die Menge S;, durch die Wahl der ganzen Zahlen k, ¢ festgelegt,
welche unabhéngig von der Schrittweite h > 0 erfolgt. Also treten stiickweise
polynomiale Funktionen auf. Wir verwenden den Fall £ = 0 (global stetige
Funktionen) und ¢ = 1 (stiickweise lineare Funktionen). Es gilt

V|lp = ar + Bra + yry fiir jedes T € Ty,
mit Koeffizienten ap, 7, vr € R.

Sei R = {(x;,y;) : i = 1,..., N} die Menge der inneren Knoten, d.h. die
Ecken der Dreiecke in Q. Sei OR = {(z;,y;) : i = N+ 1,...,N + K} die
Menge der Randknoten, d.h. die Ecken der Dreiecke auf 0€2. Wir definieren
stiickweise lineare Basisfunktionen ¢; durch

|1 falls i=
Pil@i,4i) = { 0 falls i # ] (2:37)

firi=1,...,Nund j=1,..., N+ K. Es gilt dim(S,) = N

Wir miissen die Bilinearform (2.23) auswerten, welche umgeformt werden
kann zu

a(didj) = | Y an il 8@ + appi¢; dx

s Oxy, Oxy
0o; O
—Z/Z are ¢ ¢]+a0¢z¢gdl’
TeTh kal
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fire,7 =1,..., N. Entsprechend kann die Information aus der rechten Seite
ausgewertet werden iiber

(0,6:) = /Q F(@)di(z) dz = Zr / F(@)i(x) da
fire=1,...,NN.

Im Fall 2 C R" geben wir die allgemeine Definition von Finiten Elementen
nach Ciarlet an.

Definition 2.27 (Finite Elemente)
Fin Finites Element ist ein Tripel (T,11, %) mit den Eigenschaften:

(1) T C R" ist ein Polyhedron (es folgt T' beschrankt),
(i) I C C°(T) ist ein Vektorraum endlicher Dimension s,

(11i) X = {o1,...,0s} ist eine Basis des Dualraums
II'={f:11 = R, f linear} (verallgemeinerte Interpolation).

Eigenschaft (iii) bedeutet, dass jedes m € II eindeutig durch die reellen
Zahlen o(m),...,04(m) (Reihenfolge von Bedeutung) bestimmt ist.

Manchmal werden nur die Teilbereiche T' C () als Finite Elemente bezeich-
net. Im zweidimensionalen Fall  C R? liefert eine Triangulation eine Menge
aus Finiten Elementen, wobei 7' ein Dreieck ist.

Modellproblem

Gegeben sei ein uniformes Gitter im Quadrat = (0,1) x (0, 1), siche Ab-
bildung 1. Eine zugehorige Triangulation kann sofort erzeugt werden wie in
Abbildung 5 dargestellt. Die Schrittweite h ist hier jedoch nicht die Half-
te des Durchmessers der Dreiecke sondern die Schrittweite des uniformen
Gitters. Wir betrachten die Poisson-Gleichung —Au = f mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen. Die zugehoérige Bilinearform ist in (2.31) gege-
ben.
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Abbildung 5: Uniformes Gitter mit zugehoriger Triangulation.

Wir verwenden die stiickweise linearen Basisfunktionen (2.37). Fiir ¢; sei
Z = (x;,y;) der zentrale Knoten. Die Nachbarknoten werden bezeichnet wie
in Abbildung 6 (links) dargestellt. Die ersten Ableitungen der Basisfunkti-
on sind stiickweise konstant, wobei sich die Werte in Abbildung 6 (rechts)
finden. Wir berechnen die Steifigkeitsmatrix A;, = (a(¢;, ¢;)) aus dem Ritz-
Galerkin-Verfahren. Mit (2.31) folgt

_ 2 _ 007\° | (092
a(gbz,gbz)—/ﬂ(ngz) dzedy = Q/I,HI,IV (%) + (8—3/) dzdy

2 2
= / (%) dxdy + 2/ <%> dzdy
L1 \ O v \ 9y

2 2 2 h?
= — dxd — dedy = — -4 — = 4.
h? Jrim T LIV T 2
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Desweiteren erhalten wir

3 B 0pz 0dn ~ Opz Odn
a(pz, dn) = /Q(V¢Z) (Von) dady = /LIV or Oz + oy Oy

1)1 1
= — | -dedy = —— dxdy
/I,IV < h) h h? Jiiv

Mit den Symmetrien im Problem ergibt sich auch

a(¢z,dn) = a(dz, ¢s) = a(dz, dw) = a(¢z, ¢p) = —1.

Durch Betrachtung der Tréger der Basisfunktionen kann leicht bestétigt
werden, dass

a(dz, dnw) = aloz, dnE) = a(dz, dsw) = a(dz, dsp) =0

dxdy

gilt.

Fiir die rechte Seite benutzen wir die Naherung
(€00 = [ fl@9)onta.n) dody ~ BF a0,
da f(xj,y;)0i(z;,y;) = f(zi,y;)0;; fur alle j sowie
/ngz-(a:, y) dedy = h?

gilt. Es folgt der iibliche Fiinf-Punkte-Stern aus dem Finite-Differenzen-
Verfahren, vergleiche (2.9). Allgemein entspricht jede Finite-Differenzen-
Mehtode einer gewissen Finite-Elemente-Methode. Jedoch besitzt nicht je-
de Finite-Elemente-Methode eine dquivalente Finite-Differenzen-Methode.
Daher erlauben Techniken mit Finiten Elementen mehr Flexibilitét.

Berechnung der Steifigkeitsmatrix

Wir skizzieren die effiziente Berechnung der Steifigkeitsmatrix aus dem Ritz-
Galerkin-Verfahren, wobei eine beliebige zuldssige Triangulation verwendet
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Abbildung 6: Triangulation im Modellproblem.

wird, siehe Definition 2.25. Die Struktur der Matrix A, = (a(¢i, ¢;)) €
RY*Y legt nahe, eine Schleife iiber die inneren Knoten (fiir i = 1,..., N)
zur Auswertung der Bilinearform zu verwenden (Knoten-orientierte Art).
Jedoch erweist sich dieses Vorgehen als ineffizient. Alternativ verlauft die
Schleife iiber die Dreiecke (Element-orientierte Art).

Wir betrachten ein offenes Polygon € C R? mit einer zulissigen Triangu-
lation T;, = {T1,...,T¢}. Die Poisson-Gleichung —Awu = f mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen dient wieder als Modellproblem. Die zugehorige
Bilinearform (2.31) ist nun auszuwerten iiber

B [ 0¢,0¢, 06,09,
= aldp @) = 8:1::# ox + ayu oy

Oy Oy 3¢u0¢y
_Z/ ox 8x Oy Oy dady

dxdy

fir u,v=1,..., N. Wir setzen
o _ [ 90,00, 06,00,

= dxdy. 2.38
D 7, 0r Ox dy Oy vy (2.38)
Es folgt in der Steifigkeitsmatrix
Q Q
= Zafw und A, = ZAq mit Aj = (al,).
q=1 q=1
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Seien 7, 7, k die Indizes der Ecken im Dreieck Tj,. Daher sind nur ¢;, ¢;, ¢, un-
gleich null in 7}, und liefern einen Beitrag im Integral iiber 7j,. Wir erhalten
die Struktur

q
Qg A Qe
qa _ qa ... 9 ... q ... NxN
A = aj; aj; @, eR :
q q q
K a’ki ak] akjkj

wobei (hochstens) neun Eintrédge ungleich null sind. Diese Matrix kann in
kondensierter Form geschrieben werden als

q .4 q
i iy Qi
A q q q 3x3

q q q
Ap; Qp; Qg

Zur Berechnung der Integrale (2.38) transformieren wir jedes Dreieck T,
auf das Referenzdreieck T = {(£,7) € R* : 0 < &,1m, € +n < 1}, siehe
Abbildung 7. Es folgt die Formel

B 1 - Yji —Yr T — Iy
Al = mEqEq mit E,=y—vy = —xg |,
! Y=Y Tj— L

wobei |T}| die Flache des Dreiecks darstellt. Es sei daran erinnert, dass die
Indizes 7, 7, k von ¢ abhéngen. Daher ergeben sich nun die Eintrage in Ay
direkt aus den Koordinaten der Ecken in den Dreiecken.

Falls eine Ecke in T}, sagen wir mit Index ¢, nicht zu den inneren Knoten
gehort sondern zu den Randknoten, dann ist die zugehorige Basisfunktion ¢;
nicht definiert. Dadurch werden die erste Zeile und die erste Spalte in (2.39)
weggelassen. Entsprechend werden zwei Zeilen und zwei Spalten entfernt,
falls zwei Ecken auf dem Rand liegen. Diese Technik steht in Einklang mit
den homogenen Dirichlet-Randbedingungen.

63



y Kk n
1
| j
0 X 0 1 &

Abbildung 7: Transformation eines beliebigen Dreiecks auf Referenzdreieck.

Die Steifigkeitsmatrix A, € RV*Y enthilt insgesamt N? Eintrige. Weil A,
die Summe der Af fiir ¢ =1, ..., Q ist, erhalten wir eine grobe Abschétzung
der Nicht-Null-Eintrége in Ap: hochstens 9Q Eintrage sind ungleich null.

Approximationen hoherer Ordnung

Bisher haben wir stiickweise lineare Polynome auf zugehoérigen Triangula-
tionen 7, = {11, ...,Tq} eines Polygons €2 verwendet. Stiickweise Polynome
hoheren Grades kénnen ebenfalls konstruiert werden. Sei Py die Menge aller
Polynome mit Grad kleinergleich ¢, also

Py = {p(:v, = > cijxiyj}.
i.j>0,i+j<t
Es gilt dim(Py) = 3(¢+ 1)(¢+2), was auch der Anzahl der Koeffizienten c;;
entspricht.

Auf jedem Dreieck T € T, wahlen wir W Punkte z; = (xs,ys) aus

zur Durchfithrung einer Interpolation. Abbildung 8 zeigt die Auswahl der
Punkte im Referenzdreieck T'. Es folgt der eindeutige Interpolationsoperator

Ir: CUT) = Pr, (Iru)(zs) = u(zs) fiir s=1,...,2(+1)(¢+2).
Wir bilden einen globalen Interpolationsoperator durch

I, : C°(Q) — C°(Q), L, =Ir. (2.40)
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Abbildung 8: Knoten fiir lineare (links), quadratische (mitte) und kubische (rechts) poly-
nomiale Interpolation im Referenzdreieck.

Somit ist [u eine stiickweise Funktion aus Polynomen mit Grad hochstens ¢.
Zudem ist die Funktion [pu global stetig. Die Einschrinkung eines Po-
lynoms Iru auf die Kante eines Dreiecks T liefert ein Polynom in einer
Veranderlichen mit Grad hochstens £. Da jede Kante £ + 1 Knoten enthélt,
stimmen die eindimensionalen Polynome zweier benachbarter Dreiecke iiber-
ein wegen der Eindeutigkeit der Polynominterpolation.

Wir méchten die Sobolev-Raume H™(£2) anwenden. Das Lemma von Sobo-
lev bei Q@ C R" liefert H™(Q) € C*(Q) fiir m > k+%. Mitn=2und k =0
folgt H™(Q2) € C°(Q) fiir m > 2, d.h. jedes u € H™(2) besitzt einen steti-
gen Reprasentanten. Somit konnen wir den Interpolationsoperator erweitern
zu einem Operator I; : HI'(Q) — C°(Q) unter der Voraussetzung m > 2.
Wir fordern (Iu)(zs) = 0 fiir einen Knoten z; € 092 wegen der homogenen
Dirichlet-Randbedingungen.

Wenn der Grad ¢ in den stiickweise polynomialen Funktionen hinreichend
hoch ist, dann konnen globale Interpolanten Iu € C*(Q) fiir &k > 1 de-
finiert werden. Jedoch wird die Konstruktion dann deutlich komplizierter.
Die Wahl der Interpolation héingt zusammen mit der Festsetzung der end-
lichdimensionalen Teilrdume S;, im Ritz-Galerkin-Verfahren.

Bemerkung: Auf einer Triangulation kénnen wir bereits Funktionen @ er-
halten, die global @ € C*(Q) fiir ein beliebiges k& > 0 erfiillen, vorausgesetzt
der Grad ¢ der lokalen Polynome ist hinreichend hoch. Daher benétigen wir
keine komplizierteren Teilbereiche von €2 als Finite Elemente um Approxi-
mationen hoherer Ordnung zu erzielen.
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Konvergenz der Finiten-Elemente-Methode

Wir betrachten eine Finite-Elemente-Methode zu einem allgemeinem Pro-
blem Lu = f mit gleichmé&fBig elliptischem Differentialoperator und homo-
genen Dirichlet-Randbedinungen in einem offenen Polygon © C R2. Sei
eine zulédssige Triangulation 7, = {T1,...,Tp} gegeben. Die Konvergenz
des Verfahrens folgt aus Satz 2.24, wobei wir die Approximationen aus dem
Interpolationsschema diskutieren miissen.

Eine Finite-Elemente-Methode auf Grundlage einer Triangulation 7; ver-
wendet einen Teilraum

Sp=4{v e C’(Q) : v|yy=0,v|; € Py fiir jedes T € Ty} (2.41)
Wir verwenden den globalen Interpolationsoperator
I H'(Q) — S, € CUQ), Iyulp € Py fiir jedes T € Ty,
unter der Annahme m > 2, vergleiche (2.40).

Wir definieren fiir m > 0 die Norm

[ollms = [ Il

TeT,

2
Hm(T)

fiir Funktionen v : 2 — R, welche v|;, € H™(T) fiir jedes T € T, erfiillen.
Die Funktionen v, € Sj, aus (2.41) besitzen diese Eigenschaft. Es sei be-
merkt, dass v € C*(Q) nur v € H*"1(Q) impliziert, sogar fiir stiickweise
polynomiale Funktionen v. Es gilt

N0l = [|v]| & fir v € H™(Q).
Jedoch erfiillt der Teilraum (2.41) nur S, C Hi(Q).

Der nachfolgende Satz gilt fiir allgemeine Funktionen, d.h. sie sind nicht not-
wendigerweise die Losungen zu Dgln. Eine quasi-uniforme Triangulations-
familie aus Definition 2.26 wird vorausgesetzt.
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Satz 2.28 Seit > 2 und (Ty)n>o eine Familie aus quasi-uniformen Triangu-
lationen auf ). Die zugehorige Interpolation mittels stiickweisen Polynomen
vom Grad t — 1 besitzt die Fehlerabschditzung

lu — Dpullmn < c 7™ |ulge  fir uwe H ()

und 0 < m < t. Die Konstante ¢ > 0 hdngt von §2, der Konstanten k aus
der quasi-uniformen Triangulationsfamilie und der ganzen Zahl t ab.

Zum Beweis siche D. Braess: Finite Elemente.

Da schwache Losungen einer elliptischen Dgl. in H}(2) liegen, wenden wir
nur den Fall m = 1 an. Dabei ist Iyu € H}(Q) garantiert. Wir nehmen an,
dass die schwache Lésung u € H{(Q) C H () mit einem ¢ > 2 erfiillt. Nun
erhalten wir die Konvergenz mittels Satz 2.24. Wegen [,u € S}, gilt

inf |lu—vpllm < |Ju— Ll < c- 71 |ulge.

vRLESH

Wir folgern die Konvergenz der Ordnung p > 1 fiir die Naherungen u;, € S,
aus dem Ritz-Galerkin-Verfahren in der Norm von H(Q), da gilt

lu —upllm < Ky B - |ul o fiir w € HPPHQ) (2.42)

mit der Konstanten K, = % abhingig von p. Fir £ = 2 verwenden wir
stiickweise lineare Polynome. Fiir £ > 2 erreichen wir héhere Ordnung nur
durch Einsatz von Polynomen héheren Grads in jedem Dreieck. Die Néahe-
rung uy bleibt jedoch global nur stetig.

Wegen (2.42) benétigen wir mindestens u € H?(Q) um Konvergenz der
Ordnung p > 1 zu garantieren. Es kann gezeigt werden, dass eine schwache
Losung auch v € H?(Q) aufweist, vorausgesetzt fiir die rechte Seite gilt
f € L*(Q) und das Gebiet  besitzt gewisse elementare Eigenschaften.

Satz 2.28 liefert auch eine Abschétzung in der Norm des Hilbert-Raums
L?*(Q), d.h. im Fall m = 0. Wir erwarten eine Konvergenz der Ordnung ¢
in der L?-Norm. Leider kann Satz 2.24 jetzt nicht angewendet werden, da
die Bilinearform nicht stetig beziiglich der L?>-Norm ist. Trotzdem ergibt die
Technik von Aubin und Nitsche eine Abschétzung

Ju— wpl|pe < K- WP |ulgenr filr w € HPTHQ)
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mit der Konstanten [N(p > ( abhéngig von p.

Fiir manche Probleme kann eine gleichméflige Konvergenz der Gestalt

Sup u(@) —up(z)] < c-h-[/fl
xre

mit einer Konstanten ¢ > 0 gezeigt werden. Solche Abschétzungen entspre-
chen dem Banach-Raum L>((2).

Wir haben die Konvergenz in einer Sobolev-Norm sowie in der L?-Norm dis-
kutiert. Weitere Abschétzungen konnen beziiglich der Energienorm (2.22)
hergeleitet werden.
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Kapitel 3

Parabolische Differentialgleichungen

Nun betrachten wir parabolische Differentialgleichungen, welche zeitabhén-
gige Probleme beschreiben. Die Warmeleitungsgleichung stellt das Muster-
beispiel fiir diesen Typ von partiellen Differentialgleichungen dar. Numeri-
sche Verfahren fiir Anfangs-Randwert-Probleme zu parabolischen Differen-
tialgleichungen werden hergeleitet und untersucht.

3.1 Anfangs-Randwert-Probleme

Zeitabhéngige parabolische Differentialgleichungen besitzen haufig die Ge-

stalt 5

6_?+Lu:f($l7axn)
mit der Losung w @ D X [tg, tena] — R, wobei D C R ein Ortsgebiet ist. Der
lineare Differentialoperator L enthélt partielle Ableitungen zweiter Ordnung
im Ortsgebiet (d.h. nicht in der Zeit) und weist haufig einen elliptischen Typ
auf. In diesem Kapitel schranken wir uns auf eine Raumdimension (n = 1)

Cl11.

Die Warmeleitungsgleichung lautet

ov 0%

mit Koeflizientenfunktion A : D — R (D C R) und A(z) > 0 fiir alle x.
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Abbildung 9: Anfangs-Randwert-Problem.

O.E.d.A. sei A\(z) =1, d.h.
ou  0*u
ot O
Fiir eine Losung u von (3.2) erhalten wir eine Losung von (3.1) fiir konstan-
ten Parameter A iiber die Transformation v(x,t) = u(x, At).

(3.2)

Wir wihlen ein endliches Intervall [a,b] im Ort (¢ < b). Randbedingungen
(RB) werden bei © = a und = = b festgelegt. Anfangsbedingungen (AB)
werden in der Form

u(z,tg) = up(x) fir = € [a,d] (3.3)

gestellt, wobei ugy : [a,b] — R eine vorgegebene Funktion ist. O.E.d.A.
setzen wir ty = 0. Abbildung 9 enthélt eine Skizze des Anfangs-Randwert-
Problems.

Wir unterscheiden drei Typen bei Randwertproblemen:

(i) Randbedingungen vom Dirichlet-Typ lauten
u(a,t) = a(t), wu(bt)=p(t) firalle t>0 (3.4)
mit vorgegebenen Funktionen «, 5 : [0, 00) — R.
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(ii) Randbedingungen vom von-Neumann-Typ fordern

@ — @(t) @
ox B " Ox

r=a

= [(t) fir alle ¢ >0 (3.5)

r=b

mit vorgegebenen Funktionen «, 5 : [0, 00) — R.
(iii) Randbedingungen vom Robin-Typ sind ein gemischtes Problem der Ty-
pen (i) und (ii), d.h.
ou

’Y&(t)u(aﬂ t) + 5a(t) %

ou

=a(t), w(t)u(bt)+ a(t) 7|, = B(t)

Ir=a

fiir alle ¢ > 0 mit vorgegebenen Funktionen a, 3, v, Vs, 0, Op-

Die Anfangswerte (3.3) miissen mit den Randbedingungen kompatibel sein.
Beispielsweise ist ug(a) = «(0) und ug(b) = 5(0) erforderlich im Fall von
Dirichlet-Randbedingungen.

Sei u eine Losung der Warmeleitungsgleichung (3.2) mit homogenen Dirich-
let-Randbedingungen («, § = 0). Die Funktion
u(zr) = Zj—ﬁ a+ =0

erfiillt die inhomogenen Randbedingungen (3.4) fiir Konstanten «, 8 # 0.
Es folgt, dass v := u + @ eine Losung von (3.2) ist, welche die inhomogenen
Dirichlet-Randbedingungen erfiillt. O.E.d.A. betrachten wir daher homoge-
ne Dirichtlet-Randbedingungen.

Wir 16sen die Warmeleitungsgleichung (3.2) mit homogenen Dirichlet-Rand-
bedingungen analytisch fiir a = 0,b = 1. Ein Separationsansatz fiihrt auf

u(z,t) = o(t)i(x).
Einsetzen dieser Gleichung in (3.2) ergibt

9 ¥'()
o) ~ ula)

Dabei stellt k € R die Separationskonstante dar.

¢()(x) = ot (x) <
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Zu den beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
¢'(t) = ro(t),  ¥'(x) =r(x)
folgen die allgemeinen Losungen
o(t) = Ce,  y(z) = AeV® 4 Be VT,
mit Konstanten C' € R, A, B € C. Wir erhalten die allgemeine Losung

u(w,t) = e {fleﬁx + Be_ﬁ“‘}

mit beliebigen Konstanten A,B € C. Die homogenen Randbedingungen
sind genau dann erfiillt, wenn

k=—k’r* fir k=1,2,3,....
Es folgt eine Familie aus Losungen
vr(z,t) = Ape ™ sin (k)

fiir k € N mit neuen Konstanten A, € R. Wir verwenden diese Losungen
zur Konstruktion einer einzelnen Losung, welche die vorgegebenen Anfangs-
bedingungen (3.3) erfiillt. Sei ug € CY([0,1]) N C1((0,1)). Es gilt uy(0) =
up(1) = 0 wegen der homogenen Randbedingungen. Wir kénnen die Funk-
tion wuy zu einer ungeraden Funktion @ : [—1,1] — R erweitern durch die
Festsetzung 4(x) = ug(x) fir x > 0 und u(z) = —up(—2x) fiir x < 0. Eine
periodische Fortsetzung auf ganz R ist dann stetig und stiickweise stetig
differenzierbar. Unter diesen Annahmen konvergiert die Fourier-Reihe

oo

up(z) = Z a sin(kmx)

k=1

gleichmiBig. Es folgt Ay = ai. Somit lautet die Losung des Anfangs-Rand-
wert-Problems

u(z,t) = Z are M sin(krz). (3.6)
k=1
Um die Formel (3.6) auszuwerten muss die Reihe abgeschnitten werden und
die enthaltenen Fourier-Koeffizienten a; sind numerisch zu berechnen.

72



Die Formel (3.6) charakterisiert die Kondition unseres Anfangs-Randwert-
Problems. Seien ug, g zwei Anfangsbedingungen mit zugehorigen Fourier-
Koeffizienten a; bzw. a;. Unter den gemachten Annahmen gilt auch g, ug €
L*((0,1)). Die entstehenden Lésungen besitzen als Differenz

o

u(z,t) —a(z,t) = Z(ak — ap)e M sin(krx).
k=1

Damit erhalten wir
[ee]
lu(z,t) — u(x,t)| < Z lay, — ay| - e "
k=1

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zum Hilbert-Raum ¢? zusammen mit
der Parseval-Identitét liefern

00 0 o)
Z ‘ak . ak‘ . e—k2ﬂ-2t < Z |ak . &k|2 Z |e—k27r2t’2
k=1 k=1 k=1

= HUO - 7fLOHL?((o,n)

o0
k=1

Dabei haben wir Erweiterungen u, u zu ug, g verwendet, welche die Peri-
ode 2 besitzen, sowie ||a — QH%Q((fl 1) = 2[luo — {LOH%Q((O 1)) wegen der Sym-
metrie.

Wir wenden die Formel zum Grenzwert einer geometrischen Reihe an

1 e—27r2t

o0 0.9 k2

_9k2.2 _ 9.2
E:GQkﬂtZE e27rt < 2_1: —.
k=1

k=1
Es folgt

e—ﬂ'Qﬁ

ju(r,t) — a(z,t)] < |lug UOHL%(O,I))W
fir alle z € [0,1] und ¢ > 0. Dadurch werden Unterschiede in den Anfangs-
werten mit der Zeit exponentiell gedampft. Die Kondition dieses Anfangs-
Randwert-Problems is dadurch exzellent. Umgekehrt sind Anfangs-Rand-
wert-Probleme riickwérts in der Zeit (von ¢ty = 0 zu einen tq,q < 0) extrem
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schlecht konditioniert, da auch kleinste Unterschiede exponentiell verstarkt
werden.

Fiir die Warmeleitungsgleichung (3.1) héngt die Kondition des Anfangs-
Randwert-Problems von der Konstante A € R\{0} ab geméf:

vorwart in Zeit riickwarts in Zeit
A>0: gut konditioniert schlecht konditioniert
A < 0 : schlecht konditioniert gut konditioniert

Anfangswertprobleme riickwérts in der Zeit werden auch Endwertprobleme
genannt (die Werte bei der frithreren Zeit te,q < 0 sind unbekannt, wahrend
der Zustand zur Endzeit tg = 0 vorgegeben ist).

Wir erhalten eine Losung des Anfangswertproblems der Warmeleitungsglei-
chung (3.2) auch im Fall z € (—o0, +00), wo kein Rand auftritt. Es folgt

n 1 [T e S ) d 3.7
wat) = o= [ ) aw 3.7
Die Integrale existieren z.B. fiir eine beschrankte messbare Funktion uy oder
ug € L*(R). Anderenfalls miissen Integrabilititsbedingungen gestellt wer-
den. Die Formel (3.7) kann nicht fiir ¢ = 0 ausgewertet werden. Stattdessen
sind die Anfangsbedingungen erfiillt im Sinne von

lim wu(z,t) = ug(x) fiir jedes x € R.
t—0+

Zudem ist diese Konvergenz gleichméafig auf jeder kompakten Ortsmenge
D C R.

Sei uq stetig, ug > 0 und uy Z 0. Selbst falls uy einen kompakten Trager
besitzt, folgt u(x,t) > 0 fiir alle x € R und jedes ¢t > 0. Daher findet der
Informationstransport mit unendlicher Geschwindigkeit statt. Dies gilt auch
bei einem Anfangs-Randwert-Problem mit einem endlichen Ortsbereich z €

[a, b].
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Abbildung 10: Gitter in Finiter-Differenzen-Methode.

3.2 Finite-Differenzen-Methoden

Wir mochten ein Finite-Differenzen-Verfahren verwenden, um ein Anfangs-
Randwert-Problem zur Warmeleitungsgleichung (3.2) aus Abschnitt 3.1 nu-
merisch zu 16sen. Ein Gitter wird im (x,t)-Bereich fir = € [a,b] und t €
[0, T'] konstruiert, siche Abbildung 10. O.E.d.A. sei [a, b] = [0, 1]. Wir setzen
die Gitterpunkte fest

x;j=gh fir j=0,1,....M —1,M, h=
t,=nk fir n=0,1,..., N—1,N, k=

=15 gl

Die zugehorigen Schrittweiten sind h = Az und £ = At in Ort bzw. Zeit.

Seien uj = u(x;,t,) die Werte der exakten Losung und U} die entsprechen-

den Nédherungen auf dem Gitter. Jetzt ersetzen wir die partiellen Ableitun-
gen in der Warmeleitungsgleichung (3.2) durch Differenzenformeln.

Klassisches Explizites Verfahren

Wir ersetzen die Zeitableitung durch den gewohnlichen Differenzenquotien-
ten erster Ordnung (als Vorwértsdifferenz) und die Ortsableitung durch den
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symmetrischen Differenzenquotienten zweiter Ordnung, d.h.

ut(xjv tn) - %(u(‘rﬁ tn+1> - u(mﬁ tn)) - gutt(xjv ty + ﬁk)

e (T, t0) = gr(w(Tj1,tn) — 2ul(z), tn) + (i, t,))
- ifzumm(:c] + 60h,t,)

mit Zwischenwerten ¢ € (0,1), § € (—1,1). Dabei setzen wir u hinreichend
glatt voraus. Die Wirmeleitungsgleichung zeigt w;(x;,t,) = uzs(xj,t,). Es
folgt

%(u?“ —uj)+ O(k) = #(u?_l —2uj +ujg) + O(h?).

Das entstehende Finite-Differenzen-Verfahren lautet
%(Un—i—l Un) _ hQ(Un . 2Un + ]+1)
n+1 __ n n n n
Uit =Uj + W(Uj—l —2U} + Ujyy).

Wir definieren das Verhaltnis r = % Die Formel des Verfahrens resultiert
zu

Urtt =rUl 4+ (1 =2r)U} + U}, (3.8)

fir y =1,..., M — 1. Dies ist ein explizites Einschritt-Verfahren. Die Zeit-
schichten kénnen sukzessive berechnet werden. Die Anfangswerte ergeben
sich aus (3.3) iiber

Uj(-):uo(xj) fir j=0,1,..., M.

In nachfolgenden Schichten miissen die Randbedingungen einbezogen wer-
den. Dirichlet-Randbedingungen liefern

Uy = alt,), Uy =pB(t,) fir jedes n.
Von-Neumann-Randbedingungen werden spéter diskutiert.

Der lokale Diskretisierungsfehler lautet
7(h, k) = Euy (2, t, + 9k) — lzumm(ﬂc] + 0h,t,).

Wir nehmen an, dass uy und u,,,, existieren und stetig auf [0, 1] x [0, 7]
sind. Sei

Ci= max J|ug(x,t)], Co= max |uge.(x,t)].
x€[0,1],t€[0,T) x€[0,1],t€[0,T)
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Es folgt
7(h, k)| < (k+ h?)(max{1C1, £Co}) = C(k + h?) (3.9)

gleichmafig fiir alle Gitterpunkte (x;,¢,) in [0,1] x [0, T]. Dadurch ist das
Finite-Differenzen-Verfahren konsistent. Fiir k, h — 0 konvergiert der lokale
Diskretisierungsfehler gleichméflig gegen null. Wir erhalten Konsistenz von
Ordnung 1 in der Zeit und Ordnung 2 im Ort.

Klassisches Implizites Verfahren

Wir verwenden die selben Differenzenquotienten im Gitterpunkt (x;,t,41)
und diskretisieren (als Riickwartsdifferenz)

Ut(.%'j, tn_|_1) = %(u(:z:j, tn_|_1) — u(xj, tn)) + %utt(xj, tn + ﬁk)

Uaa (T tur1) = gz (W1, tosr) — 202, tag) + w1, tos))
+ ;L_;u:m:xx<x] + 9h7 tn+1)

mit Zwischenwerten ¥ € (—1,0), 8 € (—1,1). Die Warmeleitungsgleichung
liefert we(xj, thy1) = Uga(z;, n+1) Wir erhalten

KU = Up) = O - 207+ O,

Es folgt die Methode (wieder mit r = 73)

—rUM + (142U — U = U (3.10)

fir j =1,..., M — 1. Dies entspricht einem impliziten Einschritt-Verfahren.
In jedem Zeitschritt muss ein lineares Gleichungssystem gelost werden, um
die Naherungen sukzessive zu berechnen. Die Koeffizientenmatrix dieses
Gleichungssystems lautet

2+1 -1

B=r PR e RM=D=M=D - (311)



Diese Matrix ist symmetrisch, tridiagonal und strikt diagonaldominant. Ei-
ne L R-Zerlegung kann ohne Pivotsuche erfolgen, wobei der Rechenaufwand
proportional zu M ist.

Wir fassen die Naherungen in einem Vektor
Ur=(Urup,.. U, Uy )T e R

zusammen. Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen miissen in der rechten
Seite einbezogen werden durch

b= (rUy*,0,.., 0,70 T e RM

Es folgt ein lineares Gleichungssystem BU"*! = U™ + b". Bei homogenen
Dirichlet-Randbedingungen erhalten wir einfach BU"*! = U™,

Leapfrog-Verfahren

Wir méchten nun Methoden hoherer Ordnung erhalten. Wir verwenden den
symmetrischen Differenzenquotienten zweiter Ordnung fiir die (erste) Zeita-
bleitung, d.h.

ut(xj? tn) - i(u(xj’ tn—H) - u(xj’ tn—l)) + O(k2>

U (T4, 10) = F(w(jo1, tn) — 2u(zj, tn) + u(xjyn, ) + O(K?).
Wegen w;(z;,t,) = uge(x;,t,) folgt die Verfahrensvorschrift

Ut = Up™ + B(U, — 207 + U}y)

und mit r = %

Urtt = Ut 2r (U, + UT,) — 40U (3.12)

fir yj =1,..., M — 1. Wir erhalten ein explizites Zweischritt-Verfahren, ge-
nannt das Leapfrog-Verfahren. Diese Methode ist konsistent von Ordnung 2
sowohl in Zeit als auch Ort. Jedoch ist die Leapfrog-Methode instabil fiir
alle r > 0 wie wir im nédchten Abschnitt sehen werden. Daher ist dieses
Verfahren nutzlos in der Praxis.
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Crank-Nicolson-Verfahren

Wir erreichen ein Einschritt-Verfahren zweiter Ordnung in sowohl Zeit als
auch Ort durch die folgende Konstruktion mit 7,1 =, + %

(@), tsr) — w(zj, tn)) + O(K?)

=

Ut (xﬁ tn—f—%) -

e (2, 11) = 5 (e (2, 0) + e (2, ti1)) + O(K?)
= L(u(:cj_l, tn) — 2U(£Cj, tn) + U(.Ij_H, tn)) + O(hz)
L(’LL(SU]'A, tn+1) - 2“(%‘, tn+1) + U(%‘H; tn+1)) + O(hz)

Hier erfolgt eine Mittelwertbildung iiber die symmetrischen Differenzen-
quotienten im Ort. Die Wérmeleitungsgleichung u(x;, ¢,,41) = tga(2), 1)

liefert mit r = %
_rUﬁrll (1 + T)U]n—&-l . Jnjll =rUi  +2(1—n)U} + U}, (3.13)

fir y = 1,..., M — 1. Dies stellt ein implizites Einschritt-Verfahren dar,
genannt das Crank-Nicolson-Verfahren. In jedem Zeitschritt ist ein lineares
Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix

—2(1+ 1) 1
1 —2(1+1) 1

zu losen. Diese Matrix ist wieder symmetrisch, tridiagonal und strikt dia-

gonaldominant.

Obwohl die Crank-Nicolson-Methode konsistent von Ordnung 2 in Zeit und
Ort ist, liegt der gleiche Rechenaufwand vor wie im klassischen impliziten
Verfahren (3.10), welches nur konsistent von Ordnung 1 in der Zeit ist.
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Von-Neumann Randbedingungen

Fiir von-Neumann Randbedingungen (3.5) sind die Werte U e g =0,M
zunéchst unbekannt. Daher fiigen wir zwei Gleichungen in jedem Zeitschritt
der Finiten-Differenzen-Methode hinzu. Beispielsweise verwenden wir den
gewoOhnlichen Differenzenquotienten erster Odnung, um die ersten Ablei-
tungen in (3.5) zu diskretisieren. Es folgt

alty) = Gilzots) = glu(zi,ty) — u(wo,ty)) + O(h)
B(ta) = Giloate) = j(u@artn) — u(zar—1,ta)) + O(h)
fiir jedes n. Wir erhalten die beiden Gleichungen
Uy = Ut —alty)h, Uy = Ugr g + B(ta)h,
die verwendet werden konnen um die Unbekannten Uy, Uy, in jeder Zeit-

schicht zu eliminieren. Daraufthin kann die Finite- leferenzen—Methode ein-
gesetzt werden wie bereits besprochen.

Quellterme
Die Finiten-Differenzen-Methoden kénnen direkt verallgemeinert werden fiir
Wairmeleitungsgleichungen inklusive eines Quellterms f, also

ou 0%
ot o2

Beispielsweise modifiziert sich das klassische explizite Verfahren (3.8) zu

UMt = rUy + (1= 20U} + rUly + kf(jh,nk, U

+ flx,t,u).

fir y =1,..., M — 1. Es ist nur eine Funktionsauswertung von f notwendig
um den einzelnen Naherungswert zu berechnen. Fiir das klassische implizite

Verfahren (3.10) erhalten wir
—rUM + (L4 2 U — UM = Ef(jh, (n+ D)k, U = U

fir j = 1,...,M — 1. Falls der Quellterm f nichtlinear u abhéngt, dann
muss ein nichtlineares Gleichungssystem gelost werden um die Ndherungen
in einer Zeitschicht zu bestimmen. Anderenfalls entsteht wieder ein lineares
Gleichungssystem.
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3.3 Stabilititsanalyse

Nun untersuchen wir die Stabilitat der Finite-Differenzen-Methoden. Wir
stellen die Verstarkung (oder Ddmpfung) von Fehlern in den Anfangswerten
fest.

Direkte Abschitzung

Seien uf = u(x;,t,) die Werte der exakten Losung zur Wirmeleitungsglei-
chung (3.2) und U} die Ndherungen aus einer Finiten-Differenzen-Methode.
Wir definieren die globalen Fehler

n__,n __ T
Zi = u; Uj.

Unter der Annahme, dass die Randwerte exakt gegeben sind, gilt 2 = 0
fiir j = 0, M. Beim klassischen expliziten Verfahren (3.8) erhalten wir

z}”l =rzi g+ (1 =2r)z] + 1z + O(k* + kh?).

Wir setzen r < % voraus. Es folgt die Abschitzung

2 < ]+ (1= 201+ 7l + O + ki?)
mit einer Konstanten C' > 0, siehe (3.9). Wir definieren
il

2" ]|oc = j:r{)lﬁ},(M |ZJ

was dem maximalen Fehler in jedem Zeitschritt entspricht. Es folgt
12" oo < 712" floo + (1 = 20) 2" |oc + 7[2" [l + C(B* + kh?)

und daher
12" oo < (2" |00 + C(K* + kh?).

Wir erhalten sukzessive wegen nk < T
12" |00 < HZOHOO + nC’(k2 + khQ) < HZOHOO + CT(k + hQ)

fiir alle n = 1,..., N. Falls k,h — 0 und [|2"]|o — 0 gilt, dann konvergiert
der globale Fehler gegen null unter der Voraussetzung r < %
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Matrix-Stabilitits-Konzept
Wir untersuchen jetzt das klassische implizite Verfahren (3.10). Seien
Ut =Up,..., Uy )", 2= 2 )T

die Naherungen und die zugehorigen globalen Fehler. Wir setzen wieder
exakte Randwerte in der Finiten-Differenzen-Methode voraus. Der globale
Fehler erfiillt das lineare Gleichungssystem

B2" = 2" 4 k"

mit der Koeffizientenmatrix (3.11) und dem lokalen Diskretisierungsfehler

= (r{,..., 7'}\1471)?

Es gilt 71" = O(k + h?). Wir erhalten sukzessize

04 kz )i, (3.14)

Es gilt B=1+ rB mit der Tridiagonalmatrix

(2 -1 \
~1 2

—1
B: . E]R(M_DX(M_U'
-1 2 -1
\ -1 2
Seien \; fiir « = 1,..., M — 1 die Eigenwerte von B. Der Kreisesatz von

Gerschgorin zeigt 0 < \; < 4. Die inverse Matrix lautet
-1
B = (1+7B)

Seien p; die Eigenwerte der Matrix B!, Es folgt

1
1"‘7“)\2

i =
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fir ¢« = 1,..., M — 1. Dadurch erhalten wir 0 < p; < 1 fiir alle ¢ und
alle r > 0. Weil die Matrix B~! symmetrisch ist, folgt ||[B~1|ls = p(B™1) <1
(p: Spektralradius).

Die Formel (3.14) fiihrt auf eine Abschitzung in der Euklidischen Norm,
wobei wir [[(B™1)"[|s < [|B7Y|% und (3.9) verwenden:

n
12"l < IBHE - 122+ kD _IIB~H 5 - 17" |l2
1=1

<[+ kYl 2 < 112l +nMO(K? + kR?)
=1

< |22+ CT(E+h) = ||2°)2+ CT(r + 1)h.

Somit ist das Verfahren konvergent fiir konstantes » > 0 und h — 0. Dabei
nehmen wir ||2°|s = O(h) an. Es sei daran erinnert, dass gilt

0 0] _ 1 0
<M ) 1 )|
127l = M max [zj] =7 max |z
Die obige Herleitung impliziert die Konvergenz mit Ordnung 1 im Ort
und Ordnung % in der Zeit fiir konstantes Verhiéltnis r. Trotzdem kénnen
Abschétzungen in anderen Normen erhalten werden, welche die Konvergenz

von Ordnung 2 im Ort und Ordnung 1 in der Zeit bestétigen.

Der Fall C' = 0 (wéhle z.B. u(xz,t) = 0) fithrt auf ||2"||s < ||2°]]2 fiir alle n,
was zeigt, dass die Fehler in den Anfangswerten nicht mit der Zeit verstérkt
werden. Es folgt die Stabilitdt des klassischen impliziten Verfahrens, weil
diese Abschitzung unabhéingig von der Wahl der Schrittweiten k& und A ist.

Die Stabilitéit allein kann auch wie folgt erhalten werden. Seien Anfangswerte U?, VO ge-
geben. Im klassischen impliziten Verfahren ergeben sich die zugehdrigen Néherungen aus
BU™ ! = U™ und BV"™*! = V" bei homogenen Randbedingungen. Weiter setzen wir
Z" = U" — V", wodurch BZ"! = Z" folgt. Wir erhalten

2" =BZ" = |22 < B 2 1272 < 12°)]|2-

Diese Abschiatzung ist unabhéngig von den verwendeten Schrittweiten, welche auch die
Dimension der Vektoren festlegt. Die Ungleichung impliziert die Stabilitdt des Finite-

Differenzen-Verfahrens.
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Von-Neumann Stabilitét
Sei A € R eine beliebige Konstante. Die Funktion
u(z,t) = e (3.15)

erfiillt die Warmeleitungsgleichung (3.2) unter der Voraussetzung o = —\2,
Insbesondere gilt dann o < 0 fiir alle A\, welches die Stabilitdt von An-
fangswertproblemen der Dgl. zeigt. Fiir Anfangswerte ug = 0 ist die Losung
von (3.2) einfach u = 0. Fiir gestérte Anfangswerte iy(x) = e** konvergiert
die Losung (3.15) fiir t — oo gegen die urspriingliche Losung v = 0 falls
a < 0. Wir betrachten jetzt reine Anfangswertprobleme mit = € (—oo, +00),
d.h. es tritt kein Rand auf.

Gegeben sei ein Gitter (z;,t,) = (jh,nk) mit j € Z, n € Ny. Fir die
Néherungen aus einer Finite-Differenzen-Methode machen wir den Ansatz

an — eatnel)\xj _ ecmkelx\]h (316)

mit A € R und a € C. Bei ty = 0 stellen die Anfangswerte

0 _ _i\jh
Uj =e

eine harmonische Schwingung dar, wobei die Frequenz durch die Konstan-
te A € R festgelegt wird. Wir interpretieren diese Anfangswerte wieder als
eine Storung der Anfangswerte ug(z) = 0.

Fiir gegebenes A € R bestimmt sich das zugehorige o € € in (3.16) aus der
Finiten-Differenzen-Methode. Wir unterscheiden die Félle:
e Re(a) > 0 (& [e”*] > 1): Die Anfangsstérung UY wird mit zunehmen-
der Zeit t > 0 verstarkt.

e Re(a) < 0 (& [e**] < 1): Die Anfangsstérung UJQ wird mit zunehmen-
der Zeit t > 0 gedampft.

e Re(a) = 0 (& [e**] = 1): Die GréBenordnung der Anfangsstérung UY
bleibt konstant mit der Zeit.
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Das Wachstum der Stérungen in Abhéngigkeit des Koeffizienten o motiviert
die nichste Dfinition.

Definition 3.1 (von-Neumann Stabilitit)

Fine Finite-Differenzen-Methode fiir festes k,h heifst stabil beziiglich des
Konzepts nach von-Neumann, wenn Re(a) < 0 gilt fiir jedes A\ € R. Die
Methode ist instabil, wenn Re(a) > 0 auftritt fir (mindestens) ein A € R.

Ist die Methode stabil beziiglich des Konzepts nach von-Neumann, dann
werden Fehler in den Anfangswerten mit der Zeit nicht verstarkt. Um die
von-Neumann Stabilitit zu untersuchen reicht es aus, den Term [e®*| zu
betrachten.

Fiir das klassische explizite Verfahren (3.8) fithrt der Ansatz (3.16) auf

(kiR _ ok giAG-Dh | (1 — 2r)emkeihih | ek GAG+DR
Division durch e®*eN" ergibt
e = M 1] — 9 4™ = 1 — 2r 4 2r cos(A\h)
=1+ 2r(cos(Ah) — 1) € [1 —4r,1].

Firr < 5 gilt —1 < e®® < 1 fiir alle A € R. Dadurch ist das Verfahren stabil
fir » < 5. Fiir jedes r > % existiert eine Konstante A\ € R mit |e**] > 1.
Somit ist das Verfahren instabil fiir r > % Desweiteren gilt 0 < et < 1 fiir
r < i. Das Konzept nach von-Neumann ist in Ubereinstimmung mit der
direkten Abschétzung beim klassischen expliziten Verfahren unter der Vor-
aussetzung r < % Zudem wird hier die Instabilitdt bei r» > % nachgewiesen,
welches aus der direkten Abschétzung nicht folgt.

DO =D | =

Beim klassischen impliziten Verfahren (3.10) verwenden wir wieder den An-
satz (3.16) und erhalten

_Tea(n—l—l)kei)\(j—l)h + (1 + 2T)ea(n—|—1)kjei/\jh . 74eoz(n—|—1)l<:ei)\(j—|—1)h _ eomk‘ei/\jh.
Division durch e®eN? fijhrt auf
—re® M L (1 4 27)e — re® M = % (1 4 27(1 — cos(Ah))) = 1

85



)

1
e — e (0, 1].
1 + 4rsin® (Ah) 0.1]
Es folgt die Stabilitdt des klassischen impliziten Verfahrens fiir alle r >
0. Dieses Kriterium ist in Ubereinstimmung mit dem Matrix-Stabilitéts-
Konzept angewendet auf das klassische implizite Verfahren.

und daher (mit 1 — cos(vy) = 2sin®(

)

Das Leapfrog-Verfahren (3.12) liefert die Gleichung
ea(n+1)kei)\jh _ ea(n—l)kei)\jh + 2T<eankei)\(j—1)h + eankei)\(j+1)h) . 4Teankei)\jh.

Division durch e®*e%" ergibt

e = o7 L op (PP 1) 4y — e7% 4 4y (cos(AR) — 1).

Es folgt die quadratische Gleichung (mit 1 — cos(y) = 2sin®*(2))

(O‘k) + 8rsin® (2) e — 1= 0. (3.17)

Sei ¢ = e und b = 8rsin (2) Die Nullstellen aus der quadratischen

Gleichung lauten
Gp=1[-bEVIP+d| eR.
Dadurch gilt & < 0 < &, insbesondere & # &. Wir erhalten

2
§l.§2:}1((—b)2— b* + 4 ) =—1L
Es folgt

Sl =, &l =1

|f K \51\
Falls |&] < 1, dann |&] > 1 und umgekehrt. Der Fall & =1, & = —1 kann
nur fiir sm(M) = 0 auftreten, siche (3.17). Dadurch liegt [e®*| > 1 bei einer

Nullstelle vor. Somit ist das Leapfrog-Verfahren instabil fiir alle » > 0.

Desweiteren kann gezeigt werden, dass das Crank-Nicolson-Verfahren (3.13)
stabil ist fiir alle » > 0. Diese Aussage ist in Ubereinstimmung mit dem
Matrix-Stabilitéits-Konzept angewendet auf das Crank-Nicolson-Verfahren.

Bemerkung: Die Stabilitdt geméfl des Konzepts nach von-Neumann ist
notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz einer konsistenten Finiten-

Differenzen-Methode.
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Wirmeleitungsgleichung mit Koeffizient

Fiir die Warmeleitungsgleichung vy = Av,, mit einer Konstanten A > 0 lie-
fert die lineare Transformation v(x,t) = u(z, At) die standardisierte Wéarme-
leitungsgleichung u; = u,,, welche bisher diskutiert wurde. Wir betrachten
eine Finite-Differenzen-Methode. Sei r = h% Die Stabilitdtsforderung kann
eine Restiktion r < ¢ mit einer Konstanten ¢ > 0 im Fall uv; = u,, bewir-
ken. Dann folgt die Bedingung r» < ¢ im Fall v; = Avg,. Somit ergibt sich
eine nachteilhafte Restriktion an die Zeitschrittweite (k < $h?) bei hohen
Konstanten A.

3.4 Semidiskretisierung

Das Konzept der Semidiskretisierung besteht darin, nur eine partielle Ab-
leitung in der Dgl. durch eine Differenzenformel zu ersetzen. Es folgt ein
System aus gew. Dgln. Dementsprechend kann das System gew. Dgln. mit
dafiir iiblichen numerischen Verfahren gelost werden.

Linienmethode

Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

ou  O%u

ot a2
inklusive eines Quellterms f. Ein zugehoriges Anfangs-Randwert-Problem
sei gegeben mit dem Ortsbereich = € [0, 1] und Dirichlet-Randbedingungen
(3.4). Wir verwenden eine Diskretisierung im Ort mit den Gitterpunkten
x; = gh fir j = 0,1,..., M und der Schrittweite h = ﬁ Im Definiti-
onsbereich werden die Mengen {(z;,t) € R? : t > 0} auch als Linien be-
zeichnet. Wir bestimmen als Ndherungen die zeitabhingigen Funktionen
U;(t) = u(z;,t) fiir j =1,..., M — 1. Abbildung 11 verdeutlicht diese Kon-
struktion.

+ f(z,t,u) (3.18)

Nun ersetzen wir in (3.18) die Ableitung im Ort durch einen symmetrischen
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o 1] | e
\

O =~ f =

Xy

Abbildung 11: Linienmethode.

Differenzenquotienten zweiter Ordnung. Es folgt

%—?(xj, t) = # [u(xjfl, t) — 2u(z;,t) + u(wji, t)] + f(xj,t,u(z,t)) + O(R?)

fir j =1,..., M — 1. Wir schreiben diese Gleichungen als ein System aus
gew. Dgln.
UI() = 5 Uy () = 205(8) + Upna(0)| + Flap b U(0)  (3.19)
fir j=1,...,M — 1. Fiir eine kompakte Notation setzen wir
-2 1
1 -2 1
B— 12 S e RM-Dx (1)
h 1 =2 1
1 =2
a(t)/h?
Ur(t) f(a1,t,Un) 0
U(t) = , F(t,U) = : , b(t) =
Un-1(t) f(@nr-1,t,Uni-1) 0
B(t) /1
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Nun besitzt das System aus gew. Dgln. die Form
U'(t) = BU(t) + F(t,U(t)) + b(t). (3.20)
Die Anfangswerte folgen aus (3.3) iiber

U(O) = (Ul(()), c e UMf1<O))T = (’LLO(.CCl), ce ,UO(IMfl))T. (321)

Falls kein Quellterm in (3.18) auftritt, dann folgt /' = 0 und das Differenti-
algleichungssystem (3.20) ist linear. Die Eigenwerte p, der Matrix B kénnen
ausgerechnet werden und es gilt

e = —sin® (5¢h) <0 fir £=1,2,...,M — 1.

Der grofite und kleinste Eigenwert ist

4
fax = =72 (0 =1) und i & ~2 (=M —1).
Fiir kleines h erhalten wir fimin < fimax < 0. Dadurch ist das System gew.
Dgln. (3.20) steif. Somit sind implizite Verfahren erforderlich um zugehorige

Anfangswertprobleme zu l6sen.

Nun koénnen Software-Pakete zur numerischen Losung des Anfangswertpro-
blems (3.20), (3.21) eingesetzt werden. Das explizite Euler-Verfahren und
das implizite Euler-Verfahren ergeben gerade das klassische explizite Ver-
fahren (3.8) bzw. das klassische implizite Verfahren (3.10). Ausgereiftere nu-
merische Verfahren kénnen angewendet werden wie Runge-Kutta-Methoden
oder Mehrschritt-Verfahren.

Seien U;(7;) die Niherungen zur exakten Losung Uj(t) des Anfangswert-
problems (3.20), (3.21), welche mit einer Methode fiir gew. Dgln. der Kon-
vergenzordnung p berechnet werden. Der Fehler kann abgeschétzt werden
durch

Uj(3) = ulzj, )| < |Uj(m) = Ui(m)| + |Us(73) — ulay, 7).

Da die Ortsdiskretisierung konsistent von Ordnung 2 ist, erwarten wir als
Fehler )
}Uj(n) — u(a:j,n)‘ < C(At)? + D(Az)? (3.22)
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mit Axr = h und 7,47 — 7, < At fiir alle 7. Der Fehler besteht aus zwei
Anteilen: der Fehler aus der Ortsdiskretisierung und der Fehler aus der an-
schliefenden Zeitdiskretisierung. Leider hdngt die Konstante C' aus der Zeit-
diskretisierung vom Differentialgleichungssystem (3.20) ab und damit auch
von der Schrittweite h im Ort, d.h. C' = C'(h). Insbesondere ergibt sich die
Dimension M — 1 des System (3.20) aus der Schrittweite i = 5. Die Kon-
vergenz kann daher nicht direkt nachgewiesen werden, da {iblicherweise die
Eigenschaft C' = O(3) vorliegt. Die beiden Terme in der Abschétzung (3.22)
sind nicht unabh&ngig voneinander.

Von-Neumann-Randbedingungen (3.5) kénnen in der Linienmethode einbe-
zogen werden in gleicher Weise wie bei den Finite-Differenzen-Methoden,
siehe Abschnitt 3.2.

Rothe-Methode

Wir betrachten wieder die Wérmeleitungsgleichung (3.18) mit einem Quell-
term. Seien Dirichlet-Randbegingungen (3.4) vorgegeben. In der Rothe-
Methode wird nun zuerst die Zeitableitung diskretisiert in den Zeitpunkten
t,=knfirn=0,1,..., N mit k = % Es folgt (mit Riickwértsdifferenzen)

0*u
% [U(SU, thrl) - u(a:, tn)] = @(:Ca 7:nJrl) + f(x, tntl, u(m, thrl))

fir n=0,1,..., N — 1. Abbildung 12 skizziert diese Semidiskretisierung.

Wir setzen als Ndherungen z,(x) ~ u(x,t,) fir n = 1,..., N. Es ergibt sich
ein Zwei-Punkt-Randwertproblem einer gew. Dgl. zweiter Ordnung

2n1() = 1 [ (2) — 20(@)] = [, tag, 20 (2)),

zn4+1(0) = a(ty1), zn1(1) = B(tnt1).

Die Anfangsbedingungen (3.3) liefern zy(x) = wo(zx) fiir = € [0, 1]. Dadurch
konnen wir die unbekannten Funktionen z, sukzessive berechnen. Dabei
werden numerische Methoden fiir Randwertprobleme mit gew. Dgln. ange-
wendet. Oft wird dazu das dquivalente Differentialgleichungssystem erster

(3.23)
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Abbildung 12: Rothe-Methode.

Ordnung zu (3.23) verwendet. Mit v; = 2; und w; = z; lautet das Zwei-
Punkt-Randwertproblem dann

V1 () = wo 1 (2),

w;z—l—l('r) = % [Vns1(2) — vu(2)] — f(2, thit, Vns1(2)),

Un+1(0) = a(tns1),

Un1(1) = Bltni1).
Ublicherweise erzeugt ein numerisches Verfahren fiir gew. Dgln. hier Néhe-
rungen z,(z;) in den Gitterpunkten 0 < z; < --- < xp < 1. Daher

muss ein Interpolationsverfahren eingesetzt werden, um die rechte Seite der
Dgln. (3.23) fiir beliebiges x € [0, 1] auszuwerten.

Seien Z,(x;) die Ndherungen aus dem Losungsverfahren fiir die gew. Dgln.
Wir erhalten wieder eine Abschéatzung des Fehler

120 () — w(zg, tn)| < |Za(z)) — 20(2))] + |20(2)) — ulz), t0)].

Falls die numerische Methode zur Losung der gew. Dgln. konvergent von
Ordnung ¢ ist, dann erwarten wir den Fehler

1Zn () — u(zj, t,)| < CAt+ D(Ax)! (3.24)
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mit z;41 —x; < Az fiir alle j. Jetzt sind die beiden Terme in der Abschétz-
ung (3.24) unabh#ngig voneinander, da die gew. Dgln. (3.23) qualitativ
gleich sind fiir jedes k = At (nur die rechte Seite ist geringfiigig verschie-
den). Dadurch gewinnen wir gute Konvergenzeigenschaften in der Rothe-
Methode. Desweiteren ist es leicht adaptive Verfahren beziiglich sowohl der
Zeitschrittweite At als auch der Ortsschrittweite Az in der Rothe-Methode
anzuwenden. Im Gegensatz dazu bedeutet eine Anderung der Ortsschritt-
weite Az eine Anderung der Dimension des Differentialgleichungssystems
in der Linienmethode.

In der Linienmethode ist ein Anfangswertproblem eines (relativ grofien)
steifen Systems aus gew. Dgln. zu l6sen. In der Rothe-Method ist ein Rand-
wertproblem einer einzelnen gew. Dgl. zweiter Ordnung (oder eines Systems
erster Ordnung mit zwei Gleichungen) sukzessive zu lésen. Jedoch ist der
Rechenaufwand fiir ein Randwertproblem deutlich hoher als bei einem An-
fangswertproblem (etwa 20-mal mehr bei gleicher Dimension).

Mehrdimensionales Ortsgebiet

Wir skizzieren die Anwendung der Linienmethode im Fall der Wérmelei-
tungsgleichung

(3.25)

in zwei Raumdimensionen. Das Ortsgebiet sei Q = (0,1)? mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen auf 9¢2. Wir verwenden eine Diskretisierung im
Ort entsprechend der Finite-Differenzen-Methode aus Abschnitt 2.2. Sei

x; =thund y; = jhtir¢,j =0,1,..., M +1 Mit der Schrittweite h = ﬁ

Die Néherungen sind U, ;(t) =~ u(x;,y;,t). Es folgt ein System gew. Dgln.
Ui ;(t) = 32 [Uic1i(t) + Uisrj(t) + Ui joa (8) + Ui (t) — 40 (1))
fir 4,7 =1,..., M. Die homogenen Randbedingungen liefern
Ui j(t)=0 fir i=0,M+1 oder j=0,M +1
und alle ¢ > 0. Die Anfangsbedingungen u : {2 — R bilden
Ui ;(0) = uo(xi, y;) fir ,7=1,..., M.
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Wieder entsteht ein System aus gew. Dgln. in der Linienmethode. Der Fall
von drei Raumdimensionen kann in analoger Weise behandelt werden.

Ebenso kénnen wir eine Finite-Elemente-Methode zur Ortsdiskretisierung
anwenden, siche Abschnitt 2.4. Entsprechend dem Ritz-Galerkin-Verfahren
lauten die Naherungen

n(z,y,t) Zozj (t)p;(x,y)

mit den zeitabhéngigen Koefﬁmenten a; und den ortsabhéngigen Basisfunk-
tionen ¢j. Wir erhalten die Gleichungen

Zoz (Diy i) 2 Zal a(¢i,¢;) fur j=1,...,N

mit der Bllmearform a. Es entsteht ein implizites System gew. Dgln.
Md/(t) = Aa(t) (3.26)

fiir die unbekannten Koeffizienten o = (ay,...,ay)". In den konstanten
Matrizen M = (m;;), A = (ai;) lauten die Eintrége

m;; = <¢z’;¢j>L2(Q), Q5 = _a(¢ia ¢j)-
Insbesondere sind beide Matrizen symmetrisch. Zudem ist M positiv definit

und daher reguldr. Wieder kénnen wir numerische Methoden fiir Systeme
aus gew. Dgln. zur Losung der Anfangswertprobleme zu (3.26) einsetzen.

Methoden vom Rothe-Typ kénnen ebenfalls konstruiert werden. Zur part.
Dgl. (3.25) auf Q = (0, 1)? diskretisieren wir die Zeitableitung einfach durch
den Differenzenquotienten erster Ordnung, d.h.

i@,y tan) — u(z, y, )] + O(k) = Aul,_, -

Sei z,(x,y) =~ u(zr,y,t,). Es folgt das Schema
Azpi1 = % (211 — 2n) (3.27)

mit gegebenem z, und unbekanntem z,.;. Die Semidiskretisierung (3.27)
entspricht einer Poisson-Gleichung mit 16sungsabhéngiger rechter Seite. Die
entstehenden Randwertprobleme konnen mit verfiigharen Algorithmen nu-
merisch gelost werden.
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Kapitel 4

Hyperbolische Differentialgleichungen

Wir besprechen numerische Verfahren fiir hyperbolische Dgln. zweiter Ord-
nung. Das Musterbeispiel hierzu ist die Wellengleichung. Die Geschwindig-
keit des Informationstransports ist endlich in hyperbolischen Modellen.

4.1 Wellengleichung

In einer Raumdimension lautet die Wellengleichung

*u 0%

e Rl 4.1
o2~ ¢ a2 (4.1)
mit der Wellengeschwindigkeit ¢ # 0 (0.E.d.A. ¢ > 0). Mit einer beliebigen
Funktion ® : R — R und ® € C? sind die Funktionen

u(z,t) = ®(x + ct) und  u(z,t) = ¢(x — ct)
beide Losungen von (4.1).
Ein reines Anfangswertproblem wird Cauchy-Problem genannt und lautet
u(z,0) = up(x), % (z,0) = ui(z) (4.2)

mit vorgegebenen Funktionen ugp,u; : R — R beim Zeitpunkt (0.E.d.A.)
to = 0. Wir nehmen vy € C? und u; € C! an. Die Losung des Cauchy-
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x—ct X X+ct X

Abbildung 13: Analytischer Abhéngigkeitsbereich und Informationstransport bei der Wel-
lengleichung u;; = c?ug, in einer Raumdimension.

Problems (4.1), (4.2) ist gegeben durch, siehe (1.3),

u(xz,t) = % (uo(x + ct) + up(x — ct) + ! /jﬁt uy(s) ds) : (4.3)

c —ct

Dies kann leicht durch Differentiation verifiziert werden. Wir bemerken eine
endliche Geschwindigkeit des Informationstransports. Die Losung v an einer
Stelle (z,t) héngt nur von Anfangswerten im Intervall x € [z — ct, T + cf]
zur Zeit tg = 0 ab, siehe Abbildung 13. Daher wird vom analytischen
Abhéngigkeitsbereich der Losung gesprochen.

In drei Raumdimensionen lautet die Warmeleitungsgleichung
0u 0?u  0%u 82u>

gz~ Chu=c (83:2 Tor 92

mit Wellengeschwindigkeit ¢ > 0. Sei r = (z,y,2). Spezielle Losungen
zu (4.4) sind gegeben durch

(4.4)

mit der Frequenz w > 0 und dem Wellenvektor k = (k,, k,, k.) unter der
Voraussetzung

W=k 4k +kE) = w=ckl:
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Ein Cauchy-Problem ist wieder durch (4.2) festgesetzt, jetzt mit Funktionen
ug, uq : R — R.

Satz 4.1 Die Losung des Cauchy-Problems (4.4), (4.2) lautet

u(x,t) = ! //S( ) up(y) + tur(y) + (y — ) ' Vue(y) do, (4.5)

A7 c?t?

fiir x € R? und t > 0 mit der Kugeloberfliche
Sz, t)={yeR?® : |ly —z|2 = ct}.

Beweis:

Wir definieren die Sphérenmittel

w(x,0,t) = % //gu(z +60z,t) do,

mit der Einheitssphére S = {z € R3 : ||z]| = 1}. Fiir jede stetige Funktion u gilt
limw(z,0,t) = u(z,t).
60—0

Wir zeigen, dass die Sphirenmittel die Wellengleichung (fw); = ¢*(6w),, zum eindimen-
sionalen Fall erfiillen. Die Funktion w ist eine Losung der partiellen Dgl.

1 0%u 1
Ajw Aux+92t do, = gﬁ (x4 0z, t)daz—c2wtt.

Die Formel von Darboux fiir Sphérenmittel liefert (6%wg)y = A, (6?w). Es folgt

Qwy = A w = %cQ(Ax(QZw)) = 502(92109)9 = *(Ow)gp.

Fiir die eindimensionale Wellengleichung haben wir die Losung (4.3), d.h.
O+ct
0

Ow(z,0,t) = 3 ((9 + ct)w(z, 0 + ct,0) + (6 — ct)w(x,0 — ct,0) + 1/ swy(x, s,0) ds) .
c

—ct
Mit der Symmetrie w(x, 0 — ct,0) = w(x,ct — 0,0) folgt
O+ct
w(z,0,t) = 55 [(ct + O)w(z,0 + ct,0) — (ct — O)w(z,ct —0,0)] + ﬁ/ swe(x,s,0) ds.
0

—ct

Fiir eine beliebige Funktion f € C! ergibt der symmetrische Differenzenquotient
lim & [f(ct +0) — flet — 0)] = f(ct) = *- & f(cr).
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Es folgt weiter

hrn 1 5 [(ct + @) w(z, 0 + ct,0) — (ct — O)w(z,ct —0,0)] == - < [ct - w(z, ct,0)] =: A.

&l

Die Funktion w und daher auch w; sind symmetrisch beziiglich 6. Es gilt damit

O+ct ct+6 ct—06
/ swy(z,s,0) ds = / swy(z,s,0) ds +/ swi(z,s,0) ds
0

—ct ct—0 O—ct
ct+6
:/ swy(z, s,0) ds.
ct—0
Wir erhalten
ct+0
lim — swy(z, s,0) ds = twy(z, ct,0) =: B.

0—0 2¢c0 J 4o

u(z,t) = A+B_dt (4 //uo (x + ctz) daz) //u1 (x + ctz) do,.
T

Mit der Produktregel der Differentiation berechnen wir

d [/t
a (E //§U0($+ctz) dgz>
_ 1 t .
= //§uo(:t+ctz) do. + = //g(cz) Vug(z + ctz) do,.

Die Substitution

Es folgt

Yy =x+ctz, do, = (ct)*do,
ergibt die Formel (4.5). Die Kugeloberfliche {y : ||y — x||o = ct} besitzt die Fliche 47 (ct)?.
Es folgt y — x = O(t). Fiir t &~ 0 impliziert die Formel (4.5)

u(z,t) &~ up(x) + tui(x).

Somit sind die Anfangsbedingungen erfiillt. O

Wir bemerken erneut die endliche Geschwindigkeit ¢ fiir den Informations-
transport. Fiir eine Stelle (Z,%) mit # € R und ¢ > 0 hiingt die Losung

u(z,t) nur von den Anfangswerten auf der Menge {z € R? : ||z — Z||» = ct}
ab.
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4.2 Finite-Differenzen-Methoden

Zuerst besprechen wir Finite-Differenzen-Methoden im Fall einer Raumdi-
mension. Spéter werden diese Verfahren auf den mehrdimensionalen Fall
verallgemeinert.

Eine Raumdimension

Wir wenden eine Finite-Differenzen-Methode an auf die Wellengleichung
mit Quellterm in einer Raumdimension

o0*u O*u
—20282—|—f(xtu) (4.6)

Die Schrittweiten k,h > 0 werden in der Zeit bzw. im Ort verwendet. Die
Gitterpunkte seien x; = jh und ¢, = nk. Ublicherweise werden die partiellen
Ableitungen ersetzt durch die Differenzenquotienten

9%u z+h,t) —2u(z,t) +ulzr —h,t)  h*0%u
82( t) ( ) 512 ) ( ) 12(91:4( %+ vh, t)
0%u x,t+k)—2u(z,t)+u(x,t —k k2 0*u
e\t = - ) 552 L | 12at4($t+nk)

mit —1 < ¥, n < 1. Es folgt die Finite-Differenzen-Methode

n

p (U7 =207 + UF] = g (UL = 207 4 U] o+ f (2, 60, U)
j n),

fiir die Naherungen U? ~ u(z;,t,), oder dquivalent
Ut = —Ur 42 (1= B ) U+ AR (U + U,
J J h [ J J+ ] (4.7>

+ K f(x),t,, UT).

Daher erhalten wir ein Zweischritt-Verfahren. Die Diskretisierung entspricht
einem Fiinf-Punkte-Stern. Der lokale Diskretisierungsfehler der Finiten-Dif-
ferenzen-Methode lautet

7(k,h) = %%(x, t+nk) — 62?—;%(56 + Uh, t).
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Fiir v € C* folgt die Konsistenz aus der gleichméfligen Abschiitzung

2
+ h%S max

kb < k2L
7(k, h)| < max 12 elab]tefo,T]

12 s elap) tefo,1]

fir x € (a,b) und ¢t € (0,7) bei beliebigen a,b € R (a < b) und T > 0.

2*u 2
ot4 oz?

Wir betrachten das Cauchy-Problem (4.2). Zur Anwendung der Finite-
Differenzen-Methode (4.7) benétigen wir die Anfangswerte U} und Uj fiir
jedes j. Die vorgegebenen Anfangswerte liefern

UJQ = up(z;), Uj1 = up(z;) + kui(z;).

Jedoch ist diese Diskretisierung nur konsistent von Ordnung 1. Um eine
Methode mit insgesamt der Ordnung 2 zu erhalten, benutzen wir die Dis-
kretisierung

splu(), t) — u(zj,t-1)] = w(w), to) + O(k?)
mit der Hilfszeitschicht ¢ | = —k. Es folgt
Ujl = Uj_l + 2ku1(:c])
Die Finite-Differenzen-Methode (4.7) ergibt fiir n =0
Ul = -U"+2(1 - E5)U) + A (U + ULy + K f(2;,0,U7)
und daher
Ul = —U;" +2(1 — 5 )ug () + 5 [uo(wj-1) + uo(@j11)]
+ ]CQf(SUj, O, uo(a:j)).
Es folgen die Naherungen
U} = kua(w)) + (1= )uo(x;) + g5 [wo(j1) + uo(j51)]
+ 5 (5,0, u0 (1)),
wobei nun alle Terme auf der rechten Seite bekannt sind.

Wir diskutieren das Cauchy-Problem (4.1), (4.2), d.h. ohne Randbedingun-
gen zu betrachten. Die Finite-Differenzen-Methode (4.7) wird verwendet
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a X b X
Abbildung 14: Gitter in Finite-Differenzen-Methode bei reinem Anfangswertproblem.

(mit f = 0). Sei r = £ konstant. Wir wéhlen ein endliches Intervall = € [a, b]
und h = g’Wa mit einer ganzen Zahl M. Sei x; = a+jh fir j =0,1,...,2M.
Wenn R Gitterpunkte in der Zeitschicht ¢, gegeben sind, dann kénnen da-
mit nur R — 2 Gitterpunkte in der neuen Zeitschicht ¢, ;1 bestimmt werden.
Dieses Vorgehen wird in Abbildung 14 skizziert. Es folgt, dass bis zu M
Zeitschritte durchgefiihrt werden konnen. Wir erhalten eine Néherung im
Endpunkt (Z,) mit

§ =t t=Mk=Mrh=r&t

2
dessen Lage unabhéngig von M ist unter der Annahme eines Konstanten r.

Das Intervall [a,b] stellt einen numerischen Abhéngigkeitsbereich fiir die
Methode (Abhéngigkeit von Anfangswerten) dar.

GemiB (4.3) hingt die exakte Losung u(#,t) von den Anfangswerten in
x € [# — ct, 2 + ct] ab, siche Abbildung 13. Daher kann das Verfahren nur
konvergent sein, wenn

D(i,t) = [& — ct, & + ct] C [a,b] =: Dy(,1).

Anderenfalls konnten wir nédmlich die Anfangswerte fiir ¢ [a,b] derart
verdindern, dass u(#,%) sich dndert, wihrend die numerische Losung gleich
bleibt. In diesem Kontext stellen D und Dy den analytischen Abhéngigkeits-
bereich bzw. den numerischen Abhéngigkeitsbereich dar. Als notwendige
Bedingung fiir Konvergenz folgt

ctASb’Ta = r<i
C
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Falls die Ortsschrittweite h gegeben ist, dann erhalten wir an die Zeit-
schrittweite k eine Restriktion wegen r = % konstant. Jedoch ist diese Ein-
schrankung nicht so stark wie bei expliziten Finite-Differenzen-Methoden
fiir parabolische Probleme, wo r = % gilt.

Desweiteren konnen Randbedingungen verwendet werden bei x = a und /
oder x = b fiir t > 0, siche (3.4) und (3.5).

Wir analysieren die Stabilitdt der Finiten-Differenzen-Methode mit dem
Kriterium nach von-Neumann. Typische Losungen zu uy = c?u,, lauten

U(I‘,t) _ el(/\x—wt) _ e—lwfel>\1'

mit \,w € R und w = ¢|A|. Wir erhalten die Konstante o = —iw in dieser
exakten Losung. Es folgt Re(a) = 0 und somit || = 1. Stérungen in den
Anfangswerten werden weder verstarkt noch gedampft, sie werden in der
Zeit weitertransportiert. Im Gegensatz dazu ist bei der Wérmeleitungsglei-
chung w; = u,, die Losung u(x,t) = e®e™ mit a = —\? < 0. Es folgt
le*| < 1 fiir ¢ > 0 und alle X # 0.

Wir verwenden den Ansatz U? = e®FeiMh in der Finiten-Differenzen-Me-
J

thode (4.7) ohne Quellterm (f = 0). Es folgt

a(n—i—l)k‘el)\jh _ _ea(n—l)kel)\jh 42 (1 CZTZ) ankel)\jh

e
1 [eankel)\(jl)h i eomkel)\(frl)h} _

Division durch e®*e%" ergibt
ek — gm0k | o (1 B 027"2) I [ei)\(—h) n ei)\h} '
Mit & = e®* folgt die quadratische Gleichung
¢? —|—(47°c sin (Ah) —2)£+1=0.

Wir benutzen die Abkiirzung b = 4r’c 31112( ) 2. Offensichtlich gilt
b € [-2,4r%c* — 2]. Die Losungen der quadratischen Gleichung lauten

Gip =% |0 VI 4],
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Wir setzen die notwendige Bedingung r < % voraus. Es folgt b € [—2,2]

wegen r2c? < 1. Dadurch ergeben sich die komplexen Losungen

£1jg =1 [—b +iv/4— b?}
mit 4 — b* > 0. Es folgt
2
€10 = § [(—6)2 + /4 — b2 } —1.

Wegen |£] = 1 und |&] = 1 ist die Finite-Differenzen-Methode (4.7) sta-
bil beziiglich des Kriteriums nach von-Neumann unter der Voraussetzung
r < % Zudem stimmt die GréBenordnung der Terme € = e®* mit der Struk-
tur der exakten Losungen von uy = c?u,, iiberein. Da die Methode kon-
sistent ist, folgt die Konvergenz mit Ordnung 2 falls r < % Das Verfah-

ren (4.7) ist nicht konvergent falls r > 1.

Desweiteren ist die Geschwindigkeit des Informationstransports endlich in
einem expliziten Verfahren, bei parabolischen sowie hyperbolischen Proble-
men. Im Gegensatz dazu ist die Geschwindigkeit des Informationstransports
unbegrenzt bei impliziten Verfahren, bei parabolischen sowie hyperbolischen
Problemen. Daher passen explizite Methoden besser zur Struktur hyperbo-
lischer Dgln., wahrend implizite Methoden geeigneter fiir parabolische Dgln.
sind.

Mehrere Raumdimensionen

Wir betrachten das Cauchy-Problem (4.2) der Wellengleichung mit Quell-
term f in drei Raumdimensionen

Pu 5 (Pu  Pu  u
w - (8372 + 83}2 + 622> +f($7yvz>t7u)' (48)

Die Zeitableitung wird wieder durch den symmetrischen Differenzenquoti-
enten zweiter Ordnung mit Schrittweite k diskretisiert. Wir benutzen identi-
sche Schrittweiten h zur Diskretisierung der Ortsableitungen. Jedoch diirfen
die Differenzenformeln auch verschieden sein. Seien z; = jh, y, = ph,
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zg = qh, t, = nk die Gitterpunkte und U7, =~ u(xj,yp, 2, 1n) die zu-

gehorigen Naherungen. Wir verwenden Diskretisierungen der Gestalt
N
0u 1
@(xj?ylh Zq7tn) ~ ﬁ Z wlg/c jnJrl/,p,q
v=—N

0*u 1 - -
8_y2(xj7yp7 antn) ~ ﬁ Z wVUj,ZH-V,q
v=—N

N
0%u 1
~ ZrTn
922 (T Yps 25 tn) A 72 E : WU g
v=—N

mit den Koeffizienten w), wY, w? € R. Die symmetrische Differenzenformel

zweiter Ordnung besitzt die Koeffizienten wy = —2, w; = w_; = 1. Die

symmetrische Differenzenformel vierter Ordnung fiihrt auf die Koeffizienten
_ 30 _ _ 16 _ _ 1

Wy = —19, W1 = W-1 = 19, W2 = W-2 = —13-

Die resultierende Finite-Differenzen-Methode lautet

urtl _our Ul

2Pq J:P,q J:Pq
N N N
2.2 TTTN Yrin ZTTN
—er ( Z Wy Ujvpg T Z wVUj,p+V7q+ Z vaj,p,quV)
v=—N v=—N v=—N
2 n
+ k f(xjn yp7 an tnv Uj7p,q>
. . E_
mit r = -

Wir analysieren die Stabilitdt mit dem Kriterium nach von-Neumann im
Fall der Wellengleichung (4.8) ohne Quellterm (f = 0). Der Ansatz

no_ eankei()\mjh+)\yph+)\quz)
Ipa

mit beliebigen Konstanten A;,A,, A, € R wird in die Formel der Finite-
Differenzen-Methode eingesetzt. Eine Division durch U}, = zeigt mit der
Variable & = e?*

N
E—24+¢ =N E wreNh oyt gz
v=—N
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Es folgt die quadratische Gleichung E24bE+1=0mit b= —2—c*r?’A und

Z wx iA.vh wlgiei)\yyh + wzel)\ Vh
v=-N
Im Folgenden nehmen wir A € R und A < 0 an, welches bei symmetrischen
Differenzenformeln gegeben ist. Die Losungen &, & der quadratischen Glei-
chung erfiillen |& 5| = 1 falls b* — 4 < 0. Es folgt die Forderung
(-2 —c*?A)P <4 & 4A+FPAP<0 & 4+FPA>0
unter der zusétzlichen Annahme A < 0. Mit A = —|A| ergibt sich
2
A
Im Fall A = 0 entsteht keine Restriktion (r beliebig). Wir bestimmen eine
obere Schranke fiir |A|. Die Dreiecksungleichung liefert sukzessive

N
Al <> Jwl] + [wl] + [wj| = B (4.9)
v=—N
Daher ist fiir die Stabilitdt beziiglich des Kriteriums nach von-Neumann

hinreichend
2 2

< < .
~ /B T ¢\/]A]

Wir erhalten den eindimensionalen und zweidimensionalen Fall der Wellen-

gleichung, indem einfach die Koeffizientnen w¥ oder w; weggelassen werden.

Unter der Annahme ¢ = 1 folgen die in der Tabelle dargestellten Restrik-
2

tionen op an die Schrittweiten bei den symmetrischen Differenzenformeln

der Ordnung 2 und Ordnung 4 (im Ort):

eindim. zweidim. dreidim.
~ 1~
Ordnung 2 1 —=~ 0.707 75~ 0.577
3 1 _
Ordnung 4 % ~ \/7 ~0.612 5=05

Eine weitere Untersuchung zeigt, dass diese Schranken fiir » auch notwendig
fiir die Stabilitédt nach von-Neumann sind. Es folgt eine Restriktion an die
Wahl der Zeitschrittweite k£ bei gegebener Ortsschrittweite h.
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4.3 Charakteristikenverfahren

Nun fiithren wir charakteristische Kurven einer allgemeinen partiellen Dgl.
zweiter Ordnung ein. Wir konstruieren damit eine numerische Methode fiir
hyperbolische Dgln.

Motivation

Wir betrachten eine semi-lineare partielle Dgl. zweiter Ordnung
Augy + 2Bugy + Cuyy = f(x,y,u, ug, uy) (4.10)

mit Losung v : R? — R und kostanten Koeffizienten A, B, C € R. Entspre-
chend der Klassifikation fiir Dgln. (4.10) aus Abschnitt 1.2 gilt

elliptisch fir AC — B? >0,

parabolisch  fiir AC' — B? =0,
hyperbolisch fiir AC — B? < 0.

Wir suchen eine Koordinatentransformation £ = &(z,y), n = n(x,y) mit
w(&,n) = u(x,y) durch die in der transformierten Gleichung

A wee + 2B wey, + Cwyy = f(E, 1, w, we, wy)

dann A* = C* = 0 gilt. Dementsprechend nehmen wir A £ 0 oder C # 0
in (4.10) an. O.E.d.A. sei A # 0. Die Transformation ist bijektiv genau
dann, wenn

det <€x §y> - Sa:ny - fym 7é 0. (411)

N Ty
Wir erhalten

Uy = W&y + Wy,

= wggﬁ}% + 2wn§€xnz + wm]ni =+ wigmr + Wiy Nz

etc.
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Es ergibt sich das transformierte System
(A& + 2B&,&, + OF)) wee
+ 2 (A&ne + B(&any + &) + C&yny) wey
+ (Anf; + 2Bn,m, + 0775) Wy = f({, n, W, We, Wy).
Wir moéchten erreichen, dass
A* = A§§+235x5y+055 = 0,
c* = An§+23nxny+C77§ = 0.
Wir erhalten zwei quadratische Gleichungen jeweils fiir g—z und T’—z Jedoch
sind die beiden quadratischen Gleichungen identisch. Um eine bijektive Ko-
ordinatentransformation zu erhalten, benotigen wir 2—7” # = wegen (4.11),

d.h. zwei verschiedene Losungen der quadratischen Gyleichung. Fir A # 0
sind die Losungen der quadratischen Gleichung Au? + 2Bu + C = 0 dann

—-B++vB?2 - AC
H1/2 = 1 :

Die Bedingung B>—AC > 0 ist dquivalent zur Existenz zweier verschiedener
reeller Losungen gy, o € R. Dies gilt nur bei hyperbolischen Dgln. Wir
erhalten die Koordinatentransformation

2B wep, = f(€,n,w, we, wy).
Die beteiligten Koeffizienten erfiillen
B* = A&, + B(&ony + &ma) + O&ny = -+ = =5(B* = AC)&,n, # 0
fir &,,n, # 0.

Da A, B, C konstant sind, liefern die Gleichungen &, = 11§, und n, = pan,
die Transformation

§=mz+y, N = [T + Y.

Fir & = konst. oder n = konst. erhalten wir Geraden im Definitions-
bereich (z,y). Diese Geraden sind die charakteristischen Kurven. Wegen
(1 # o liegen zwei Familien aus charakteristischen Kurven vor.
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Charakteristische Kurven
Wir betrachten die semi-lineare partielle Dgl.

mit nichtkonstanten Koeffizienten A, B, C. Wir mochten ein korrekt gestell-
tes Anfangswertproblem festlegen. Im Definitionsbereich sei eine Kurve

K ={((7),y()) : 7 € [70, Tena] }
gegeben mit z,y € C! und 2(7)* + y(7)? > 0 fiir alle 7. In einem Cauchy-
Problem werden Anfangswerte auf dieser Kurve festgesetzt durch

u(@(r),y(m) = uolr),  Gil o) ymyry = () (4.13)

mit vorgegebenen Funktionen ug, u1 : [Ty, Tend] — R. Dabei ist n = (nq,no)
ein Normalenvektor zur Kurve K mit ||n||s = 1. Sei ug € C'. Die Ableitung
von u in Tangentialrichtung s = (s1, s2) ist gegeben durch

% w=a(r)y=y(r) u(2(7), y(7))&(7) + uy(2(7), y(7))y(7) = to(T).

Da s und n linear unabhéngig sind, werden im Cauchy-Problem alle ersten
Ableitungen u,,u, entlang der Kurven K festgelegt. Eine weitere Differen-
tiation liefert die zweiten Ableitungen

. d L . . - d L . .
Uy = Uy = Upyd + Uy, Uy = 3-Uy = Uy T + Uyyl). (4.14)

Es gilt u,y, = uy, fir v € C?. Sei
F(r) = fa(r),y(7), u(r), us(7), uy(7)).

We schreiben die Gleichungen (4.14) zusammen mit der Dgl. (4.12) als li-
neares Gleichungssystem

A 2B C Uy f
z y 0 Uy | = | s | - (4.15)
0 & 5/ \uy, i,

Wir méchten, dass die Vorgaben w, u,, u, auf I eine eindeutige Losung der
Dgl. (4.12) liefern. Es gilt, dass jedes Cauchy-Problem (4.13) eine eindeu-
tige Losung besitzt genau dann, wenn das lineare Gleichungssystem (4.15)
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eindeutig 16sbar ist. Aquivalent fordern wir, dass die Determinante der Ko-
effizientenmatrix in (4.15) ungleich null ist, also

Ay? — 2By + Ci?* # 0.

Wir nehmen & # 0 der Einfachheit wegen an. Mit 3/ = g—g = % fithrt die

Annahme des Gegenteils auf die quadratische Gleichung
A(y')? —2By +C =0.

Es ergibt sich die Definition von charakteristischen Kurven.

Definition 4.2 (Charakteristiken) Die charakteristischen Kurven (oder:
Charakteristiken) einer partiellen Dgl. (4.12) zweiter Ordnung sind die re-
ellwertigen Losungen y(x) der gewdhnlichen Dgl.

I(SU) . B(.I,y) + \/B(.I,y)2 - A(x,y)C(x,y)
T Az, y)

unter der Annahme A(z,y) # 0.

(4.16)

Es folgt, dass die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung der partiellen
Dgl. (4.12) im Cauchy-Problem (4.13) nicht erfiillt ist, falls die Anfangs-
kurve KC tangential zu einer charkteristischen Kurve in einem Punkt liegt.
Umgekehrt existiert eine eindeutige Losung, falls die Anfangskurve K nie-
mals tangential zu einer charakteristischen Kurve verlauft. Die gewohnliche
Dgl. (4.16) beschreibt eine Familie aus charakteristischen Kurven.

Bei einer elliptischen Dgl. gilt B?>— AC < 0. Folglich existieren keine charak-
teristischen Kurven. Eine eindeutige Losung des Cauchy-Problems existiert
fiir beliebige Amfangskurven K. Jedoch sind Anfangswertprobleme bei el-
liptischen Dgln. nicht korrekt gestellt, da die Losungen nicht stetig von den
Anfangsdaten abhéngen.

Bei einer parabolischen Dgl. gilt B?— AC = 0 und daher 3’ = % Eine Fami-
lie aus charakteristischen Kurven existiert. Jedoch werden oft keine Cauchy-
Probleme der Gestalt (4.13) betrachtet. Beispielsweise werden beim reinen
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Anfangswertproblem zur Wéarmeleitungsgleichung nur die Anfangswerte u
bei t = 0 vorgegeben und nicht die Ableitung u; in Normalenrichtung.

Bei einer hyperbolischen Dgl. gilt B2 —AC > 0. Dadurch existieren zwei Fa-
milien aus charakteristischen Kurven. Die Anfangskurve K darf nie tangenti-
al zu einer dieser Charakteristiken liegen. Beispielsweise ist diese Bedingung
erfiillt bei der Wellengleichung uy = c*u,, und den Anfangswerten u, u; bei
t = 0. Charakteristische Kurven sind nur bei hyperbolischen Dgln. von In-
teresse, da das Cauchy-Problem (4.13) irrelevant bei elliptischen Problemen
oder parabolischen Problemen ist.

Definition 4.2 bleibt auch im quasi-linearen Fall A = A(x,y,u,uz, uy),
B = B(z,y,u,uz,uy), C = C(x,y,u,uy, u,) bestehen. Jedoch hédngen die
charakteristischen Kurven dann von der a priori unbekannten Losung ab.

Numerisches Verfahren

Wir betrachten ein Cauchy-Problem (4.13) bei einer hyperbolischen Dgl.
(4.12). Es existieren zwei Familien aus charakteristischen Kuven, siche De-
finition 4.2. Der Informationstransport vollzieht sich entlang der charakte-
ristischen Kurven. Wir konnen diese Eigenschaft verwenden, um ein nume-
risches Verfahren zu konstruieren.

Entlang einer charakteristischen Kurve (z(7), y(7)) besitzt das lineare Glei-
chungssystem (4.15) keine eindeutige Losung, da die Koeffizientenmatrix
singular ist. Insbesondere gilt

A 2B C
Rang |z y 0] =2
0 =z vy

fiir x # 0. Trotzdem nehmen wir an, dass eine eindeutige Losung eines
Cauchy-Problems existiert, wobei die Anfangskurve K nicht tangential zu ei-
ner charakteristischen Kurve verlauft. Es folgt, dass das lineare Gleichungs-
system (4.15) auch entlang einer charakteristischen Kurve eine Losung be-
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sitzt. Dies fithrt auf

A2B C f
Rang |2 9y 0 au, | =2.
0 z vy wu,
Wenn wir aus den vier Spaltenvektoren drei auswéhlen, dann muss die zu-
gehorige Determinante null sein. Eine bestimmte Wahl ergibt

AC f
det | 2 0 u, | =0,
0 v
was dquivalent ist zu
Aty + Cuyd — fiy = 0. (4.17)

Eine andere dquivalente Formulierung lautet

AL Lo F o i ga 0. (4.18)

X Y

Daher erhalten wir eine Information iiber die Anderung von u,, u, entlang
der charakteristischen Kurven. Als Abkiirzungen fithren wir ein

B++VB?—- AC B —+vB?—- AC
= I und B = T :

wobei a und 3 von z,y abhéngen. Es gilt a # [ bei hyperbolischen Dgln.
Die gewohnliche Dgl. (4.16) impliziert § = ad und ¢ = pz. Die beiden
Familien aus charakteristischen Kurven konnen wir schreiben als

Ko=A{(x(7),y(7)) :y=ai} und Kz={(z(1),y(1)):9y=pz}.
Die Gleichung (4.17) liefert

a (4.19)

Acii, + Cu, = fy = afi,

ABi, +Cu, = fy = Bfi.
Diese beiden Gleichungen kénnen wir verwenden, um u, und w, zu bestim-
men.

(4.20)
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Beispiel: Zur hyperbolischen Dgl. gz, —u,, = 2(y*—2?) 16sen wir das Anfangswertproblem
u(0,y) = v%, u,(0,y) = 0 fiir y € R analytisch mittels der charakteristischen Kurven.

Es gilt hier A =1, B =0, C = —1. Es folgt ¥/ = +1 in (4.16), d.h. a = 1, § = —1. Die
charakteristischen Kurven kénnen geschrieben werden als

Ko:y=0C,+uz, Ksg:y=0Cs—x

mit Konstanten C,, Cs € R. Die Gleichung (4.18) liefert
2 (2, + 1) — %(;p, Cota) = 2(Cota)?—1a2) = ACaz+ 202,
% (2,0 — 1) — %(w, Cy—x) = 2(Cs—a)?—2?) = —4Csu+2C%

Desweiteren gilt
t, du, u, du, du, dr du, 1

i de’ gy dy dr dy dz y°

Integration beziiglich = ergibt
Uz (2,Co + ) — uy (2, Co + 7) = 2C,2° + 2C2x + CF,
uz(z,Cs — &) + uy(x,Cy — x) = —2Ca* + 2C5z + C.

mit Konstanten Cj,Cj € R. Die Anfangswerte liefern u,(0,y) = 0, u,(0,y) = 2y, was
die Konstanten identifiziert als Cj = —2C,, C} = 2Cs. In einem beliebigen Punkt (7, %)
schneiden sich zwei charakteristische Kuven y = C, + 7 aus K, und § = Cs — = aus Kp.
Es folgt

Co=y—2 und Csz=y+2.

Wir erhalten die Gleichungen

Wir lésen dieses lineare Gleichungssystem fiir w,, v, direkt und bekommen (mit Umbenen-
nung T,y zu x,y)

up(z,y) = 20(1+4°%),  uylz,y) =2y(1+2?).

Wir erhalten die Losung u durch Integration

w(z,y) = u(zo, yo) + / U, dr + uy, dy
J
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entlang einer beliebigen Kurve J, welche (x¢,yo) und (z,y) verbindet. Wir verwenden

u(z,y) = u(0,y) + / wa(s,y) ds = o + / 25(1 4 3?) ds
0 0
=y 214y,

Dabei haben wir eine spezielle Kurve J gewéhlt, die auf eine einfache Rechnung fiihrt.
Hier konnte auch eine Kurve K, oder K3 verwendet werden. Es ist leicht zu verifizieren,
dass die Funktion u das Cauchy-Problem der Dgl. erfiillt.

Jetzt konstruieren wir ein numerisches Verfahren um automatisch Néahe-
rungen zu berechnen. Wir betrachten eine Kurve K, welche ein Cauchy-
Problem (4.13) spezifiziert. Wir nehmen an, dass die Kurve K niemals tan-
gential zu einer charakteristischen Kurve der hyperbolischen Dgl. (4.12)

liegt. Auf der Anfangskurve wéahlen wir die Punkte P;,..., P,. Dann seien
z(Pj),y(P;) die Koordinaten dieser Punkte. Die Werte u(P ) Uy (P)), uy(P))
fir y =1,...,n folgen aus den Anfangsvorgaben.

Im Falle konstanter Koeffizienten A, B, C besteht jede Charakteristikenfa-
milie aus einer Schar von Geraden, sieche Abbildung 15. Im Falle nichtkon-
stanter Koeffizienten A, B C’ sind die Charakteristiken allgemeine Kurven,
siehe Abblldung 16. Sei IC die charakteristische Kurve aus der ersten Fa-
milie und IC die charakteristische Kurve aus der zweiten Familie, welche

beide durch den Punkt P; verlaufen. Der Schnittpunkt von IC ) durch P;

und £ U durch Pjiq ergibt einen neuen Punkt Q; fir j = 1,...,n — L.
Wir beschrelben wie die Daten x(Q1), y(Q1), u(Q1), u:(Q1), uy(Ql) berech-
net werden kénnen aus den entsprechenden Daten in P und P». Sukzessive
konnen dann die Daten in anderen Punkten aus dem charakterischen Gitter
bestimmt werden.

Wir diskretisieren die gewohnlichen Dgln. y = a2 und ¢y = 52 aus den bei-
den Charakteristikenfamilien, siehe (4.19). Der Hauptsatz der Differential-
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Qn—l
K
Py Py Py P1 h

Abbildung 16: Gitter in Charakteristikenverfahren fiir Dgl. mit nichtkonstanten Koeffi-
zienten.
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Integralrechnung und eine Substitution liefern

7(Q1) 7(Q1) r(Q1)
y(Q1) —y(P1) :/ ydT:/ azx dT:/ a drz,
7(P1) 7(P1) x(Py)

7(Q1) 7(Q1) z(Q1)
y(Ql)_y(PQ):/ ydT:/ 53;«017:/ 8 du.

7(Pz) 7(Pz) z(P)

(4.21)

Wir approximieren die obigen Integrale durch die (linksseitige) Rechteckre-
gel. Es folgt

(4.22)
y(Q1) = y(Pr) = B(P)(x(Q1) — 2(F))
Wegen o = a(A, B, () gilt
a(P) = a(A(z(P1), y(P)), B(x(Py),y(P)), Clz(P), y(P1)))
oder in kiirzerer Form a(P) = a(zx(P),y(P;)) und entsprechend fiir 3.
Dadurch kénnen wir direkt a(P;), (P,) auswerten. Wir erhalten ein lineares

a
Gleichungssystem (4.22) fiir x(Q1), y(Q1), welches direkt gelost werden kann

y(Po) —y(P) + a(P)x(Py) — B(P)x (PQ)
)= a(Py) — B(P)
Q1) = a(P)y(Pe) — B(P2)y(P) + a(P)B(P)(x(Pr) — g;(PQ)).

a(Py) — B(P)

Es gilt a(P;) # B(P;) fiir alle j. Somit ist a(P)) # B(F») erfiillt fir P
hinreichend nahe bei P, wegen der Stetigkeit der Funktionen. Wir erhalten
schlieBlich u(Q1) durch eine N#herung erster Ordnung aus einer Taylor-
Entwicklung

w(@Qr) = u(Pr) 4+ ue(P1)(2(Q1) = #(P1)) + uy(P1) (y(Q1) — y(F1))-

Um dieses Verfahren in den anderen Gitterpunkten fortzusetzen, benotigen
wir auch Néherungen fiir u,(Q1), u,(@Q1). Die Gleichungen (4.20) erlauben
eine Bestimmung von u,,u,. Wir verwenden wieder eine Diskretisierung
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dhnlich der Rechteckregel fiir Integrale

A(Py)a(Pr)(uz(Q1) — ue(Pr)) + C(P1)(uy(Q1) — uy(F1))
= f(P)(y(Q1) —y(F)),
(4.23)
(f() (P2) (ue(Q1) — ue(P2)) + C(Pa)(uy(Q1) — uy(P2))

)(y(Q1) — y(P)),

wobei

F(Py) = f(@(F;), y(P)), u(F;), ua(Fj), uy(F;)).
Die Gleichungen (4.23) bilden ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbe-
kannten u,(Q)1) und wu,(Q)1), wobei die Koeffizientenmatrix

_ (A(P)a(P) C(P)
¢= (A(P2)5(P2) C(P2))
auftritt. Wir erhalten die Determinante
det G = A(P1>C<P2>04(P1> — A(PQ)C(Pl)B(PQ)

Daher ist det G # 0 garantiert fiir P;, P, hinreichend nahe beieiander (un-
ter der Annahme A, C' # 0). Daher erhalten wir u,(Q1),u,(@Q1) aus dem
linearen Gleichungssystem (4.23).

Im quasi-linearen Fall A = A(x,y,u, uy,uy), B=---, C = --- kann dieses
Verfahren mit den gleichen Formeln angewendet werden, weil die Daten

A(P}) = A((P),y(Py), ulP), us(Py),uy(P)),  etc.
bekannt sind.

Nun mochten wir ein Charakteristikenverfahren konstruieren, welches kon-
sistent mit Ordnung 2 ist. Dadurch werden die gewdhnlichen Dgln. mit
der Trapezregel diskretisiert, d.h. einer impliziten Methode. Fiir die beiden
Charakteristikenfamilien gegeben durch ¢y = az und y = S approximieren
wir die Integrale (4.21) mit der Trapezregel. Es folgt

y(Q1) — y(P1) = 5(a(P1) + Q) (2(Q1) — x(P1)),

(4.24)
y(Q1) — y(P2) = 5(B(P2) + B(Q1))(2(Q1) — z(P)).
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Da a(Q1) = a(2(Q1),y(Q1)) und S(Q1) = B(x(Q1),y(Q1)) gilt, erhalten wir
ein nichtlineares Gleichungssystem (4.24) fiir die Unbekannten x(Q1), y(Q1).

Das Newton-Verfahren generiert eine Naherungslosung. Wenn eine Néhe-
rungslosung x(Q1), y(Q1) zum System (4.24) vorliegt, dann kénnen die Ter-
me a(Q1), (@) ausgewertet werden.

Wir verwenden wieder die Gleichungen (4.20) zur Bestimmung von wu,, u,,.
Eine Diskretisierung zweiter Ordnung liefert

(A(P)a(Pr) + A(Q1)a(Q1)) (ue(Q1) — uz (1))
+ fC(Pl) + C(Q1)) (uy(Q1) — uy(Pr))

(
(
(f(Pr) + f(Q)(y(Q1) — y(F)),
(4.25)
(
(

(A(P)B(P2) + A(Q1)B(Q1)) (uz(Q1) — ux(P2))
C(Py) 4+ C(Q1))(uy(Q1) — uy(P2))
(f(P2) + f(Q1)(y(Q1) — y(F2)).

Fiir f = f(z,y) ergibt sich die Auswertung f(Q1) aus der Ndherungslosung
x(Q1),y(Q1) des nichtlinearen Gleichungssystems (4.24). Dementsprechend
ist auch a(Q1), 8(Q1) durch x(Q1),y(Q1) bekannt. Wir erhalten erneut ein
lineares Gleichungssystem (4.25) fiir die Unbekannten u,(Q1),u,(Q1). Es
kann gezeigt werden, dass die Koeffizientenmatrix regulér ist falls P, P»
hinreichend nahe beieinanderliegen. Eine Formel fiir die unbekannten Ab-
leitungswerte u,(Q1), uy (1) kann aus der Cramerschen Regel erhalten wer-
den. Allgemein gilt

I+

i = Uy + Uyl

SchlieBlich erfiillt die Lésung die Gleichung

u(Q1) = u(Py) + /

K(l)udT = u(P) —I—/ U do + u, dy

K

unter Verwendung der charakteristischen Kurve ICS) von P; nach (). Die
Trapezregel produziert die Ndherung

wW(@1) = u(Pr) + L(up(Py) + e (Q1)) (2(Q1) — 2(P)) (4.26)
+ 3 (uy (Pr) + uy (Q1)) (y(@Q1) — y(P1)), (4.27)
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welche konsistent von Ordnung 2 ist.

Im semi-linearen Fall f = f(z,y, u, uy, u,) 16sen wir die Gleichungen (4.25)
zusammen mit (4.26) fiir die Unbekannten u(Q1), uz(Q1), uy(Q1), welches
im allgemeinen ein nichtlineares Gleichungssystem darstellt.

Im quasi-linearen Fall A = A(z,y,u,uyz,uy), B =---, C = ---, 16sen wir
ein nichtlineares Gleichungssystem bestehend aus (4.24), (4.25), (4.26) fur
die fiinf Unbekannten z(Q1), y(Q1), w(Q1), uz(Q1), uy(Q1).

Im linearen Fall (auch mit nichtkonstanten Koeffizienten) konnen alle Git-
terpunkte a priori berechnet werden ohne Kenntnis von wu,u,,u,. Jedoch
stellt dies keinen wesentlichen Vorteil dar. Im quasi-linearen Fall miissen
die Gitterpunkte zusammen mit u, u,, u, sukzessive berechnet werden.
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