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1 Einleitung

In diesem Abschnitt wird eine kurze Motivation zur Modellierung mit stochasti-
schen Differentialgleichungen gegeben.

Stochastische Differentialgleichungen

Zu klassischen Differentialgleichungen existieren haufig stochastische Analogien.
Beispielsweise werden Wachstumsprozesse beschrieben durch die gewohnliche Dif-
ferentialgleichung

dN(t)

dt

fiir die PopulationsgréBe N : [0,00) — R mit einer gegebenen Wachstumsrate
a : [0,00) — R. Typischerweise werden Anfangswerte N(0) = Ny > 0 vorge-
schrieben. Ist die Wachstumsrate in (1.1) dagegen zufallsbehaftet, so liegt der
Ansatz

= a(t)N(1) (1.1)

a(t) = b(t) + R(t) (1.2)

nahe, wobei b : [0,00) — R fest gegeben ist, jedoch R : [0,00) — R einen Zu-
fallseffekt darstellt. Es kann R h#ufig als Rauschen interpretieren. Somit entsteht
aus (1.2) die stochastische Variante

AN (1)
dt

=b(t)N(t) + R(t)N(t), (1.3)

wobei hier R eine relative Anderung beziiglich N bewirkt. Beeinflusst das Rau-
schen nicht die Wachstumsrate sondern das jeweilige Wachstum, so resultiert die
Gleichung

dN(t)

dt

in der R eine absolute Anderung beschreibt. In den Gleichungen (1.3) und (1.4)
liegt somit eine zeitabhingige Funktion R vor, die kontinuierliche Zufallseinfliisse
enthélt. Diese Funktion hidngt damit nicht nur von der Zeit sondern auch von
einem Wahrscheinlichkeitsraum ab. Zudem ist die Stetigkeit der Funktion R in
der Zeit gewiinscht.

= b(t)N(t) + R(t) (1.4)

Die Funktion R ist zu spezifizieren, um ein Modell fiir den stochastischen Einfluss
zu erhalten. Ein naheliegender Ansatz erweist sich jedoch als ungeeignet, wie wir
in einem spéteren Abschnitt sehen werden. Daher wird das Rauschen in Zusam-
menhang mit der Brownschen Bewegung gebracht. Man nennt die entstehenden
Modelle stochastische Differentialgleichungen.



Brownsche Bewegung

Im Jahr 1828 beobachtete der schottische Botaniker Robert Brown unter dem Mi-
kroskop die Bewegung von Bliitenpollen auf der Oberflache einer Fliissigkeit. Er
stellte eine irreguldre Bewegung der Pollen fest, die spéter iiber Zusammenstofie
der Pollen mit den Molekiilen in der Fliissigkeit erkldrt werden konnte. Abbil-
dung 1 skizziert drei Beispiele dieser Bewegungen in einer zweidimensionalen
Ebene, wobei die Bewegungen jeweils im Nullpunkt starten.

Ein mathematisches Modell fiir diese Brownschen Bewegungen fiihrt auf einen
zeitabhéngigen Zufallsprozess (auch: stochastischen Prozess). Dabei sind gewisse
Eigenschaften im mathematischen Modell idealisiert, die zu qualitativen Abwei-
chungen vom realen Verhalten der Pollenbahnen fithren. Jedoch erweist sich die
Brownsche Bewegung als Zufallsprozess geeignet zur Beschreibung von Rauschen.
Abbildung 2 zeigt drei Beispiele der Brownschen Bewegung als zeitabhéingige
Funktionen im eindimensionalen Fall, wobei diese Rauscheffekte ersichtlich wer-
den. Der unterschiedliche Verlauf der Bahnen in diesen Beispielen entsteht durch
Einfluss von Zufall. Eine n-dimensionale Brownsche Bewegung resultiert, indem
man n eindimensionale Bewegungen, die voneinander unabhéngig sind, kompo-
nentenweise zu einem Vektor zusammenfasst.

Die ausgeprigte Bedeutung der Brownschen Bewegung im Gebiet der Stochastik
erklart sich aus ihrem engen Zusammenhang mit der Normalverteilung, welche
fiir viele Problembeschreibungen grundlegend ist. Fiir weitere Details zur Brown-
schen Bewegung siehe z.B. [14].
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Abbildung 1: Approximationen von zweidimensionalen Brownschen Bewegungen
im Phasendiagramm (Zeitintervall ¢ € [0, 1], Zeitschrittweite At = 1073).
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Abbildung 2: Approximationen von eindimensionalen Brownschen Bewegungen
im Weg-Zeit-Diagramm (Zeitintervall ¢ € [0, 1], Zeitschrittweite At = 107%).



2 Zufallsprozesse

In diesem Kapitel behandeln wir Zufallsprozesse (auch: stochastische Prozesse)
und als einen Spezialfall davon den Wiener Prozess (auch: Brownsche Bewe-
gung). Die Losungen von stochastischen Differentialgleichungen werden selbst
Zufallsprozesse sein.

2.1 Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Eine o-Algebra A auf einer nichtleeren Menge €2 ist ein System aus Teilmengen
von Q, d.h. A CP(Q) (P(Q): Potenzmenge von 2), mit den drei Eigenschaften:

(i) Qe A,
(i) Ae A = A“=Q\Ae A,

(i) €A ieN = [JAecA

1=1

Man kann folgern, dass damit () € A gilt und dass auch abzihlbare Schnitte von
Mengen wieder in A liegen.

Ein messbarer Raum ist ein Paar (2, A) bestehend aus einer nichtleeren Menge (2
und einer o-Algebra A auf €.

Ein Maf auf einem messbaren Raum (2, A4) ist eine Funktion u : A — R{ mit
den Eigenschaften

(1) u(0) =0,

(i) A€ A ieN, ANA =0 fir i#] = ,u(UAi) => (4.
i=1 =1

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist ein Ma8 P : A — [0,1] mit der zuséitzlichen
Eigenschaft P(2) = 1. Eine Folgerung daraus ist das Mafl des Komplements

P(A%) =1— P(A) fiiralle Ac A

Ein Mafraum ist ein Tripel (2, A, 1) bestehend aus einer nichtleeren Menge €2,
einer o-Algebra A auf €2 und einem Maf§ p.
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Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (€, A, P) bestehend aus einer nicht-
leeren Menge €2, einer o-Algebra A auf €2 und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P.
Die Elemente w € ) nennen wir Ergebnisse. Die Teilmengen A € A bezeichnen
wir als Ereignisse. Das Gegenereignis zu A € A ist das Komplement A®. Der
Wert P(A) heifit die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € A.

Sind (€4,.4;) und (€5, .A3) messbare Rdume, dann nennen wir eine Abbildung
f Q1 — Qs messbar, wenn

FHA) ={w e : flw) e A} e A, firalle A€ A,

gilt. Man sagt auch kurz, dass f (A;,.Az)-messbar ist. Analog gilt diese Definiti-
on bei Funktionen zwischen Mafiriumen. Eine messbare Abbildung X : 2 — R”"
zwischen einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) und dem messbaren Raum

(R™, B(R™)), wobei B(R™) die Borel-Algebra des R™ bezeichnet, heifit Zufallsva-
riable. Der Fall n = 1 ist dabei zugelassen.

Zu einem Mafiraum (€2, A, i) existiert die Theorie der Lebesgue-Integration. Eine
messbare Funktion f : 2 — R heifit integrabel, wenn ihr Positiv- und Negativ-
teil jeweils ein endliches Integral besitzen. Dies sind genau die Funktionen aus
der Menge L'(Q2). Im folgenden betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Die messbaren Funktionen f : 2 — R sind damit Zufallsvariablen.

Fir f: Q — R mit f € L'(Q) lautet der Erwartungswert (erstes Moment)

B() = [ 1P = [ j(0) dPo)

Fiir eine messbare Funktion f gilt f € L*(Q) falls E(f?) < oo, d.h. f ist quadrat-
integrabel. Es ist L*(Q) ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(f.9) = E(fg) = / Jgdp

fir f,g € L*(Q). Zudem gilt L?(Q2) C L'(Q) wegen P(2) < oo.
Zu einer Zufallsvariablen f : {2 — R haben wir die Kennzahlen

E(f™) n-tes Moment (falls f* € L'(Q)),
E(|f|") mn-tes absolutes Moment (falls f* € L'(Q)),
E((f —E(f))") n-tes zentriertes Moment (falls f, f* € L'(Q)).

Gilt f € L*(Q), dann existiert die Varianz (zweites zentriertes Moment)
Var(f) = E((f — E(f))*) = E(f*) - E(f)*.
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Es ist o(f) := /Var(f) die Standardabweichung. Sind zwei Funktionen f,g €
L*(Q2) gegeben, so ist deren Covarianz definiert durch
Cov(f,9) :=E((f —E(f))(g —E(9))) = E(fg) — E(f)E(g).

Insbesondere gilt Cov(f, f) = Var(f). Fiir f: Q = R™, f = (f1,..., f.)" werden
die obigen Definitionen komponentenweise aufgefasst.

Ist eine Zufallsvariable X : 2 — R™ gegeben, so nennt man das induzierte Maf}
px = B(R™) — [0, 1] mit

px(B) = P|X € B] .= P(X"Y(B)) fiir B € B(R")

die Verteilung von X. Die Messbarkeit von X stellt die Existenz dieses Ma-
Bes sicher. Im allgemeinen ist das Mafl P nur in abstrakter Weise gegeben. Wir
sind jedoch auch an der konkreten Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten in-

teressiert. Diese Auswertung ist durchfithrbar, wenn die Verteilung durch eine
Dichtefunktion ¢g : R™ — R beschrieben werden kann. Fiir B € B(R") gilt dann

PIX € B| = P(X"\(B)) = /Bg(azl, o) day - day,

Fir (B(R"™), B(R™))-messbare Funktion f : R® — R™ ist f(X) = f o X dann
(2, B(R™))-messbar und es gilt im Fall fo X € L'(Q)

E(f(X)) = / (X)) dP()

= flzy,. oo xn) - g(xy, ..o ) day - - - day,.
Rn

Ist f die Identitét (m = n), dann liegt komponentenweise der Erwartungswert
von X vor. Das Problem der Auswertung von Wahrscheinlichkeiten im abstrakten
Raum (€2, A, P) kann damit auf die iibliche Lebesgue-Integration im R"™ zuriick-
gefithrt werden. Dies wird in Theorie und Numerik eingesetzt.

Fiir weitere Grundlagen zur Stochastik siehe [2, 3].

2.2 Definition eines Zufallsprozesses

Wir fiithren jetzt den grundlegenden Begriff eines Zufallsprozesses (auch: stocha-
stischer Prozess) ein.

Definition 2.1 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (R", B(R™)) der
messbare Raum mit der Borel-Algebra des R™. Ist I C [0,00) eine Indezmenge,
dann heifit eine Familie (X;)ier aus messbaren Abbildungen X; : Q — R™ fir
t € I ein Zufallsprozess (mit Zustandsraum R™).
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In allgemeinen wird ¢ als Zeitparameter interpretiert und I ist ein Intervall. Somit
ist fiir festes t € I die Abbildung

Xi: Q—=R", w— X (w)

eine n-dimensionale Zufallsvariable, wobei auch oft n = 1 betrachtet wird. Es
liegt also eine Familie aus Zufallsvariablen parametrisiert durch ¢t vor. Man hat
jedoch auch eine alternative Interpretation fiir jeweils festes Ergebnis w € 2. Die
Funktion

(X)ter(w) : I = R", t— Xy(w) (2.1)

nennt man einen Pfad von (X;)c;. Das Ergebnis w kann man als Teilchen oder
Experiment interpretieren. Der korrespondierende Pfad beschreibt die Bahn des
Teilchens bzw. der Verlauf des Experiments mit der Zeit. Uber eventuelle Stetig-
keit oder Messbarkeit des Pfads ist hier noch keine Aussage enthalten.

Der Zufallsrozess kann auch betrachtet werden als eine Abbildung
(Xt)tef . [ X Q — ]R,n, (t,CU) —> Xt((d)

Wir konnten somit die Messbarkeit dieser Abbildung beziiglich des Produkt-
raums [ x ) mit entsprechender o-Algebra untersuchen.

Die (endlichdimensionalen) Verteilungen eines Zufallsprozesses (X;)ier sind die
Mafe

k
Mty tk(le"'XFk) ::P[XheFla"-athEFk] :P(ﬂthl(F’]>)

Jj=1

definiert auf R™, wobei F\, ..., F, € B(R") und ty,...,t; € I gilt. Diese Familie
aus Verteilungen bestimmt viele (aber nicht alle) wichtigen Eigenschaften des
Prozesses.

2.3 Wiener Prozess bzw. Brownsche Bewegung

Die in der Einleitung beschriebene Brownsche Bewegung impliziert ein formales
mathematisches Modell, das als Wiener Prozess bezeichnet wird.
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Definition 2.2 Ein Zufallsprozess (Wi)i>o mit Wy = Q — R beziglich eines
Raums (2, A, P) ist ein Wiener Prozess, wenn die folgenden Bedingungen gel-
ten:

(i) Wy =0 fast sicher,

(i) (Wy)iso besitzt unabhingige Inkremente, d.h. die beiden Zufallsvariablen
Wy, — Wy, und Wy, — Wy, sind unabhdngig fir alle t1 < ty <t3 < 14.

(i1i) Fir0 < s <t ist Wy — W normalverteilt gemafs N(0,t — s).

Aus diesen Eigenschaften folgern wir weiter fiir alle ¢ > 0
E(W,) =EW, —Wy) +E(W,) =04+0=0
und fir alle 0 < s < ¢
E((W, — W,)?) = Var(W, — W,) + (E(W, — W,))? = Var(W, — W,) =t — s
sowie (mit mehr Aufwand)
Cov(Wy, W) = min{s, t} = s.
Fiir die entsprechende Korrelation gilt (fiir 0 < s < t)

S

Cov(W,, W) s

pWe, We) = v/ Var(W,) Var (W) B Vis Ve

Somit geht die Korrelation fiir festes s mit ¢ — oo gegen null, d.h. weit entfernte
Zeitpunkte hidngen nur geringfiigig voneinander ab.

Mit (i) und (iii) folgt wegen W; = W — W, zudem fiir alle a < b

1 b 22
\/2_7#/ exp (_ﬂ) dz.

Zudem ist ein Wiener Prozess ein Gaufscher Prozess im folgenden Sinn.

Pla <W, <b] =

Definition 2.3 Fin Zufallsprozess (Xi)i>o auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) ist ein Gaufscher Prozess, wenn fir alle tq, ..., t, > 0 die entsprechen-
de n-dimensionale Zufallsvariable (Xy,,...,X;,)" eine mehrdimensionale Nor-
malverteilung besitzt.
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Existenz des Wiener Prozesses

Wir haben noch zu zeigen, dass ein Zufallsprozess mit den Eigenschaften aus
Definition 2.2 iiberhaupt existiert. Der Frweiterungssatz von Kolmogorov gibt
eine allgemeinere Existenzaussage fiir Zufallsprozesse.

Satz 2.1 Fir alle tq,...,t; € [0,00) seien Wahrscheinlichkeitsmafie vy, . 4, auf
jeweils (R¥, B(R¥)) gegeben mit den Eigenschaften
Vi, ..., tk(Fl X oo X Fk) = Vto(l) L) (Fa(l) X o0 X Fo‘(k’)) (22)

.....

fiir alle F; € B(R) und fiir alle Permutationen o auf {1,2,...,k} sowie

Uty oty (F1 X oo X FY) = 1y (Fy X+ xF,xRx---xR) (2.3)

7777 tiotkt1s- - tktm

fir alle weiteren tyyq, ..., tgem € [0,00). Dann existiert ein Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) und ein Zufallsprozess (Xi)i>0 auf diesem Raum mit

Vi, tk(F1X"'XFk):P[Xt1 EFl,...,thGFk] (24)

fir alle ty, ... t, € [0,00) und alle F; € B(R).

Da ein Wiener Prozess auch ein Gaufischer Prozess sein soll, werden nun Mafle be-
ziiglich mehrdimensionaler Normalverteilungen eingefiihrt. Die konkrete Gestalt
ist motiviert durch das (komponentenweise) Verhalten der Brownschen Bewegung
von Pollen, siehe Kapitel 1. Dabei sei 7 € R ein gegebener Anfangswert der
Position. Wir setzen

! (z —y)”
p:[0,00) x RxR—=R, ptazy):= =P~ )

Zu0 <ty <ty <--- <t definieren wir das Maf auf R* fiir F := F} x --- x F},
mit F; € B(R)

/p(th To, £1)p(ta — t1, o1, 02) - - - p(ty — th—1, Tp—1, 7)) Ay - - - day,
F

wobei die iibliche Lebesgue-Integration im R¥ verwendet wird. Fiir den Spezialfall
t; = tiyq sei p(0,z,y) = 0,(y) die Einheitsmasse an der Stelle z. Fiir beliebige
t1,...,t, € [0,00) wird dann v, _;, iiber (2.2) definiert. Wegen

/ p(t,z,y) dy =
R

.....
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fir alle z € R und ¢ > 0 ist die Bedingung (2.3) erfiillt. Nach dem Satz von
Kolmogorov (Satz 2.1) existiert damit ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P,,)
und ein Zufallsprozess (W;):>o mit der Eigenschaft, vergleiche (2.4),

Pxo[th € F17~--7Wtk € Fk] =

(2.5)
/p(tbﬂ?o, x1)p(te — t1, 21, 2) - - - p(ty, — ty—1, Th—1, T) day - - - dag,.
F

Ein solcher Prozess wird eine (eindimensionale) Brownsche Bewegung mit Start-
punkt g genannt. Es gilt ndmlich P, [W, = 2] = 1. Jedoch gibt es mehrere
Wabhrscheinlichkeitsrdume und korrespondierende Prozesse, fiir die (2.5) erfiillt
ist. Wir setzen 2y = 0 und P = Py, damit die Bedingung (i) aus Definition 2.2
erfiillt ist. Aus der Darstellung (2.5) folgt direkt W; ~ N(0,¢) fiir alle ¢ > 0. Zu-
dem impliziert (2.5), dass (W;):>o ein GauBischer-Prozess ist. Die Covarianzmatrix
zu (Wy, ..., W) fiir 0 <t <--- <t lautet

thh v v -
t1 to to -0 1o
C = (E(W,Wi))ijmr,. 6= |10 T2 T3 - s
t‘1 t; t's e t‘k
Eine Folgerung hieraus ist
E(W;W,) = min{s,t} fiir alle s,¢ >0 (2.6)

und
Cov(W,, Wy) = E(W, W) — E(W)E(W,) = E(W, W) = min{s, t}.
Fir u <v < s <t folgt
E((W, — W) (W, — W,)) = E(W,W,) — E(W, W) — E(W,W,) + E(W,W,)
=v—u—v+u = 0.

Zwei normalverteilte Zufallsvariablen sind unabhéngig genau dann, wenn ihre
Covarianz null ergibt. Somit sind die Inkremente unabhéngig und Bedingung (ii)
aus Definition 2.2 ist erfiillt. Das Inkrement W, — W fiir 0 < s < t ist als Differenz
von normalverteilten Zufallsvariablen wieder normalverteilt (dies gilt auch wenn
die Zufallsvariablen abhéngig sind) mit

E(W, = W) =E(W,) —E(W,) =0-0=0
Var(W, — W) = Var(W,) 4+ Var(W;) — 2Cov(W,, W)

=t+s—2s=1t—s.

Somit ist auch die Bedingung (iii) aus Definition 2.2 gegeben. Wir haben die
Existenz eines Wiener Prozesses gezeigt.
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Pfade eines Wiener Prozesses

Wir betrachten jetzt die Pfade eines Wiener Prozesses geméafi (2.1). Die Frage,
ob die Pfade W;(w) eines Wiener Prozesses fir fast alle w € Q stetig sind, kann
nicht direkt behandelt werden. Jedoch ist die Existenz einer stetigen Version gesi-
chert. Sind zwei Prozesse (X;);>0 und (Y;):>o auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) gegeben, dann heifit (Y};);>o eine Version oder Modifikation von (X});>o,
wenn gilt

P{w: Xi(w) =Yi(w)}) =1 fiiralle t > 0. (2.7)

In diesem Fall besitzen (X;):>0 und (Y;):>o die gleichen (endlichdimensionalen)
Verteilungen. Thre Pfadeigenschaften kénnen jedoch unterschiedlich sein. Die Fra-
ge nach der Stetigkeit der Pfade zum Wiener Prozess bzw. zur Brownschen Be-
wegung kann mit folgendem Stetigkeitssatz von Kolmogorov beantwortet werden.

Satz 2.2 Sei ein Zufallsprozess (Xi)i>0 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) gegeben. Existieren zu jedem T > 0 Konstanten «, 3,C > 0, so dass

B(|X, — X,|*) <C-|t—s|" fir 0<s,t<T

gilt, dann gibt es eine Version von (Xi)i>o bei der fast alle Pfade stetig sind.

Der oben konstruierte Wiener Prozess erfiillt wegen Wy — W, ~ N(0,t — s) die
Beziehung
E(|W, — W,|*) = 3|t — 5%,

wodurch der Satz anwendbar ist. Somit haben wir das Ziel erreicht. Im folgenden
gehen wir stets von einer Version eines Wiener Prozesses aus, bei der fast alle
Pfade stetig sind. Uber die Eindeutigkeit dieser stetigen Version liegt hier keine
Aussage vor. Jedoch besitzen alle stetigen Versionen die gleichen Figenschaften.

Es kann bewiesen werden, dass fast alle Pfade eines Wiener Prozesses fast nir-
gends differenzierbar sind, siehe [5]. Daraus folgt, dass fast alle Pfade eine un-
beschriankte Variation in jedem Zeitintervall (s,¢) mit 0 < s < t besitzen. Die
Léange des Funktionsgraphen eines Pfads in (s, ¢) konnen wir somit als unendlich
ansehen.

Weierstraf3-Oszillator

Um die Eigenschaften eines Pfads zu einem Wiener Prozess besser zu verstehen,
betrachten wir ein Beispiel fiir eine (deterministische) stetige Funktion mit unbe-
schrankter Variation: der Weierstrafs-Oszillator. Die Séagezahn-Funktion lautet

s(x) :=dist(z,Z) := min{x — |z], [z] — z} (2.8)
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Abbildung 3: Funktionen gy (z) im Bereich x € [0, 1].

mit den GauB-Klammern |-|,[-]. Der Weierstra3-Oszillator ist der Grenzwert
einer Funktionenreihe

f(@)= lim fn(z) fir z€R (2.9)

mit den Partialsummen

fulz) = 27Fs(4bx). (2.10)
k=0

Offensichtlich gilt | f,,(2) — fms1(7)] < 27+ fiir alle x und somit ist die Reihe
gleichméBig konvergent. Die Grenzfunktion (2.9) ist dadurch stetig und besitzt
zudem die Periode 1.

In den Partialsummen (2.10) treten die Funktionen
gre(z) = 27%s(4%x) fir ke Ny

auf, welche selbst eine Sdgezahn-Form besitzen, siehe Abbildung 3. Offensichtlich
gilt gx(z) > 0 fir alle 2 und alle k. Zudem ist

max{gy(r) : x € R} =27 *F),

Wir konnen interpretieren, dass sich die Amplitude der Funktionen g von k —
k + 1 iberall halbiert. Jetzt betrachten wir das Intervall [0,1]. Die Ségezahn-
Funktion s = gy aus (2.8) besitzt eine Dreiecksform. Wegen des Terms s(4%z)
vervierfacht sich die Anzahl der Dreiecke von &k — k + 1. Wir kénnen interpre-
tieren, dass sich die Frequenz vervierfacht. Es folgt, dass die Linge des Graphen
von g in [0, 1] gegen unendlich geht fiir & — oo.

Man kann zeigen, dass f nirgens differenzierbar ist und dass die Variation un-
beschrankt ist auf allen Intervallen [a,b] mit a < b. Abbildung 4 zeigt Partial-
summen der Funktionenfolge. Wir erkennen die Zunahme der Variation in den
Folgengliedern.
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Abbildung 4: Partialsummen des Weierstra3-Oszillators.
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Mehrdimensionale Wiener Prozesse

Ein mehrdimensionaler Wiener Prozess entsteht einfach durch komponentenweise
eindimensionale Prozesse.

Definition 2.4 Fin Prozess (W,);>0 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
mit Wy : Q — R"™ und Wy = (Wi (t),...,Wa(t))" heifit n-dimensionaler Wiener
Prozess, wenn (W;(t))i>o fir jedes i ein Wiener Prozess ist und die Prozesse
(Wi(t))i>0 fiir i =1,...,n unabhingig sind.

Folgerungen hieraus sind:

(i) (W1(0),...,W,(0)) = (0,...,0) fast sicher,
(i) (Wi(t),...,Wy(t))S, besitzt unabhéngige Inkremente im R”,

(iii) (Wi(t), ..., Wo(®#)" — (Wi(s),...,W,(s))" ist fiir 0 < s < ¢ nun n-dimen-
sional normalverteilt nach N (0, (t — s)/) mit dem Nullvektor als Erwar-
tungswert und der Covarianzmatrix (¢t — s)I (/: Einheitsmatrix).

Die Existenz eines n-dimensionalen Wiener Prozesses ergibt sich aus der bereits
gezeigten Existenz eines eindimensionalen Wiener Prozesses. Analog verwenden
wir stets eine Version eines mehrdimensionalen Wiener Prozesses, bei dem alle
Pfade (komponentenweise) stetig sind.

Numerische Simulation eines Wiener Prozesses

Wir kénnen jeweils Ndherungen von Pfaden eines Wiener Prozesses erzeugen in
einem endlichen Intervall [0, T']. Dazu werden Gitterpunkte im Intervall eingefiihrt

O=th<ti<ta< - - <tp1 <ty =T.

Eine einfache und iibliche Wahl sind &quidistante Gitterpunkte ¢; = jA? mit
Zeitschrittweite At = L. Berechnet werden Werte s; = W, (w) fiir j = 1,...,m
und ein festes Ergebms w € Q, d.h. ein Pfad.

Hierzu werden Zufallszahlen verwendet. Seien 73, Zs, ..., Z,, unabhéngige inden-
tisch verteilte Zufallsvariablen mit Standard-Normalverteilung (Z; ~ N(0,1)).
Ideale Zufallszahlen sind reelle Zahlen zi, 29, ..., 2,,, wobei z; € R eine Realisie-
rung der Zufallsvariable Z; ist. In der Praxis sind wir dabei jedoch auf Pseudo-
Zufallszahlen angewiesen. Beziiglich der Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen zur
Normalverteilung, siche [6].
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Laut Definition 2.2 ist jedes Inkrement Wi, — Wy, _, eines Wiener Prozesses eine
normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert null und Varianz ¢; — ¢;_;.
Wir definieren Zufallsvariablen rekursiv durch

Sj:Sj_1+ tj—tj_le fﬁrjzl,...,m.
Der Anfangswert ist Sy = 0. Es gilt

E (t; —tj-1Z;) = /t; —tji-1 E(Z;) = 0
——

=0

2
Var ( tj - tj—l ZJ) = \/tj - tj—l Var(Zj) = tj - tj—l-

=1
Dadurch liegt eine Normalverteilung vor: \/t; — ;-1 Z; ~ N(0,t; — t;_1).

Einen Pfad erhalten wir durch die Rekursion mit den Zufallszahlen

Sj:Sj_1+\/tj—tj_1Zj furjzl,,m
und dem Anfangswert sq = 0.

Wiren 21, 29, ..., 2y, ideale Zufallszahlen, dann wéren die Werte s; exakte Rea-
lisierungen aus einem Pfad eines Wiener Prozesses in den Gitterpunkten. Die
Verwendung von Pseudo-Zufallszahlen macht daraus streng genommen nur eine
Néherung. Es ist zur Darstellung der Pfade sinnvoll, die zweidimensionalen Punk-
te (t;,s;) fir j =0,1,...,m mit einem Streckenzug (Polygonzug) zu verbinden,
d.h. eine stiickweise lineare Interpolation. Jedoch ist dies nur eine Ndherung des
Pfads in einem offenen Teilintervall (¢,_1,¢;), da der exakte Pfad z.B. keine end-
liche Lange in einem Intervall besitzt.

Dieses Verfahren kann beliebig oft wiederholt werden. Somit kénnen wir eine
Vielzahl an Pfaden erzeugen. In der Praxis werden héufig nur die Werte an einem
Endzeitpunkt T" aus diesen Pfaden bené6tigt. Abbildung 5 zeigt Beispiele fiir Pfade
eines Wiener Prozesses aus diesem Verfahren.
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Abbildung 5: Naherungen von Pfaden eines Wiener Prozesses im Intervall [0, 100]
mit Zeitschrittweite At = 1 (oben) und At = 0.01 (unten).
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3 Stochastische Integrale

In diesem Kapitel fithren wir einen Integralbegriff fiir Zufallsprozesse ein. Dieses
Integral dient dann zur Definition von Integralgleichungen, die als stochastische
Differentialgleichungen bezeichnet werden.

3.1 Deterministische Integralbegriffe

Fiir Anfangswertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

y'(t) = f(ty(t),  ylto) = o (3.1)

existiert mit glatten Funktionen y : R — R"™ die dquivalente Integralgleichung

y(t) = o + / £(s,y(s)) ds. (3.2)

Fiir eine stetige Funktion, welche nicht iiberall differenzierbar ist, kann die Dif-
ferentialgleichung (3.1) nicht ausgewertet werden. Dagegen kénnte die Funktion
eine Losung der Integralgleichung (3.2) sein. Die Integralgleichung erlaubt somit
eine groflere Losungsmenge. Da beim Wiener Prozess bzw. der Brownschen Be-
wegung nur stetige aber nicht differenzierbare Pfade auftreten, diskutieren wir
im folgenden Integralbegriffe.

Eine Folge aus endlichen Zerlegungen von [a,b] C R (0.B.d.A. a < b) in jeweils
n Teilintervalle sei gegeben

a=t{" <t <tV <. <t <=y (3.3)
welche die Voraussetzung
lim ( max ") — tz(.ﬁ)l) =0 (3.4)
n—oo \ i=1,...,n

erfiillt. Wir wihlen Zwischenstellen £ € [t ¢!]. Es sei f : [a,0] — R eine
stetige Funktion. Dann gilt

b n
[ reari= tm (e (60 - o), (3.5)
@ i=1

d.h. alle Grenzwerte existieren und sind identisch. Auf diese Weise wird das
Riemann-Integral (R-Integral) definiert. Man beachte, dass dabei alle Grenzwer-
te unabhéngig von der Wahl der Zerlegungen und der Zwischenstellen existieren
und identisch sein miissen. Bei einer stetigen Funktion ist dies immer gegeben.
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Spezielle Wahlen fiir die Zwischenstellen sind beispielsweise die Intervallrander

/ F(t) de = Tim () - ("~ 41)
=1

oder die Intervallmittelpunkte

b
| s gmzf 3, + 1)) - (1 — 7).

Eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals (3.5) besteht darin, dass das Inte-
grationsgebiet kein Intervall sondern eine Menge von Werten einer anderen Funk-
tion ist. Es sei wieder eine Folge von Zerlegungen (3.3) mit der Eigenschaft (3.4)
gegeben. Zudem sei g : R — R eine vordefinierte Funktion, genannt der Inte-
grator. Das Riemann-Stieltjes-Integral (RS-Integral) vom Integrand f beziiglich
Integrator g wird definiert durch

b n
[ 70 dgte) =t S D) (o8) - ot (3)

Wieder wird gefordert, dass die Grenzwerte fiir alle Zerlegungen und Zwischen-
stellen existieren und identisch sind. Fiir g(¢) = ¢ entsteht gerade das gewohnliche
R-Integral.

Die Stetigkeit von g ist nicht hinreichend fiir die Existenz des RS-Integral. Dage-
gen ist g stiickweise monoton hinreichend. Allgemeiner existiert das RS-Integral
fiir alle Funktionen g, die eine beschréankte Variation besitzen. Die Variation auf
einem Intervall [a, b] wird definiert mittels

o N a=tg <t <
Vi (9) -—sup{;]g(tz) g(ti1)] : <tm_1<tm=b}' (3.7)

Ist die Variation von g auf [a, b] beschrénkt, dann ist zudem ¢ fast iiberall dif-
ferenzierbar in [a, b]. Ist dagegen die Variation von g nicht beschriankt, so ist die
Existenz des RS-Integrals fiir allgemeines stetiges f nicht gesichert. Funktionen
mit endlicher Variation konnen als Differenz zweier monoton wachsender Funk-
tionen dargestellt werden, d.h.

Vab(g) <00 = g=g; —¢go mit g;,g> monoton wachsend.

Somit folgt als Integral

/f dgt) /f Ao (1 /f dga(t)
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Es gilt insbesondere die Abschétzung

/abf(t) dg(t)‘ < (max yf(t)|) Vh(g).

t€la,b]

Ist die Funktion g stetig differenzierbar, so gilt fiir deren Variation

t€la,b]

b
Vig) = [ lg(®] dt < (- a) - max g (0)] < .
Man hat dann mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung die Darstellung

1) — gt

71—

(Y = 1)

(2 3

b n
[rwao = tm S
’ 1=1
= STHE™) g €M) - (@ - )
=1

- / F(H)g (1) dt.

Das RS-Integral kann in diesem Fall als die R-Integration beziiglich einer Dich-
tefunktion interpretiert werden.

Wir betrachten spéter als Funktion g Realisierungen bzw. Pfade eines Wiener
Prozesses, fiir die V? unbeschrinkt fiir alle a < b ist. Daher ist ein alternativer
Integralbegriff notwendig. So wie der Begriff des Riemann-Integrals zum Lebesgue-
Integral erweitert werden kann, so existiert auch zum Riemann-Stieltjes-Integral
die Verallgemeinerung zum Lebesgue-Stieltjes-Integral. Dieses liefert jedoch eben-
falls keinen Integralbegriff bei Auftreten von Funktionen mit unbeschrénkter Va-
riation.

3.2 Integrale mit Zufallsprozessen

Als Motivation betrachten wir eine Differentialgleichung mit einem zufallsabhén-
gigen Rauschterm. Wir sind an der Herleitung einer Differentialgleichung der
Form

dX
d—tt = b(t, X}) + o(t, X)) R, (3.8)

mit ¢ > 0 und Anfangswert X, interessiert, wobei b, : [0,00) x R — R ge-
gebene stetige Funktionen sind und die Funktion R : [0,00) — R, ¢t — Ry
die Bedeutung eines Rauschterms hat. Dadurch ist es sinnvoll einen geeigneten
Zufallsprozess (R;);>o beztiglich eines Wahrscheinlichkeitsraums (€2, .4, P) anzu-
setzen. Jeder Pfad R;(w) soll (fast sicher) stetig sein. Die Losung X; : [0,00) — R
wird somit auch als Zufallsprozess (X;):>o zu interpretieren sein.
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Aus den Anwendungen folgen drei natiirliche Forderungen an den Prozess (R;):>o:

(i) Ry, und Ry, sind unabhéngig fir t; # to.

(ii) Die Familie (R;):>o ist stationdr, d.h. die (gemeinsame) Verteilung von
{Rt, s, R, +-} ist identisch fiir alle 7 > 0.

(iii) E(R;) = 0 fur alle ¢ > 0.

Die Bedingung (i) bedeutet, dass das Rauschen in den Zeitpunkten separat vor-
liegt. Die Forderung (ii) kann man so interpretieren, dass das Rauschen in den
Zeitpunkten sich qualitativ gleich verhélt. Die Bedingung (iii) lasst sich stets
erfiillen, indem man den Prozess standardisiert. Dies bedeutet, wir setzen R, =
R;—E(R;) falls der Erwartungswert ungleich null ist. Jedoch kann ein Zufallspro-
zess, der die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt, keine stetigen Pfade besitzen. Damit
sind auch fiir die Losung X; keine geeigneten Pfade moglich.

Wiirde ein Zufallsprozess (R;):>o mit stetigen Pfaden und den Bedingungen (i)-
(iii) existieren, dann konnten wir eine Realisierung R;(w) a priori (ndherungs-
weise) bestimmen und diese in die Gleichung (3.8) einsetzen. Dann lége eine
gewoOhnliche Differentialgleichung mit stetiger rechter Seite vor und wir kénnten
tibliche numerische Verfahren zur Bestimmung von X;(w) verwenden. Aussagen
iiber den Zufallsprozess X; wiirden aus einer Monte-Carlo-Simulation folgen.

Es ist also ein alternativer Ansatz notwendig, um eine zu (3.8) analoge Gleichung
fiir Losungen mit stetigen Pfaden herzuleiten. Dazu schreiben wir die Differenti-
algleichung (3.8) in diskretisierter Form auf dem Zeitgitter

O=to <ty <--- <t =1, Xj = th, Rj = Rtj, At] = tj+1—tj. (39)
Es folgt (analog zum expliziten Euler-Verfahren)

X1 — X
L =ty X)) + o (t, X)) R,
L1 — 1
und damit
Xj+1 :Xj+b<tj7Xj)Atj-f‘U(tj,Xj)RjAtj. (310)
Die Idee ist nun, die Inkremente R;At; durch Zuwéchse AW, := W, , — W, mit
einem geeigneten Zufallsprozess (W;);>o zu ersetzen. Die urspriinglichen Forde-
rungen an den Zufallsprozess (R;):>o iibertragen sich nun auf die Inkremente von
(Wt>t20 wie fOlgt

(i) Zu einer endlichen Zerlegung 0 < t; < ty < --- <t} sind die korrespondie-
renden Inkremente Wy, — W, , ..., Wy, — W, _, unabhéngig.

(ii) Die Inkremente sind stationér, d.h. die Verteilung von W, — W fiir 0 < s < ¢
ist identisch mit der Verteilung von W, — Wy, fiir 7 > 0. Die Verteilung
von W; — Wy hidngt somit nur von ¢ — s ab.
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(iii) E(W, — W,) = 0 fiir alle 0 < s < ¢.

Anstatt auf der Ebene der Differentialgleichung (3.8) Forderungen direkt an einen
Zufallsprozess zu stellen, resultieren in der Formulierung (3.10) Bedingungen an
die Inkremente eines Zufallsprozesses.

Der einzige Zufallsprozess, der die neuen drei Forderungen erfiillt und (fast sicher)
stetige Pfade besitzt, ist der in Abschnitt 2.3 eingefithrte Wiener Prozess (W});>o.
Dessen Pfade sind jedoch (fast sicher) nirgends differenzierbar und besitzen in
jedem offenen Zeitintervall eine unbeschréankte Variation.

Aus dem Ansatz (3.10) folgt die Gleichung
Xj1 = X+ b(t;, X;)At; + o(t;, X;)AW;

und durch rekursives Einsetzen

k-1 k-1
Xk :X0+Zb(t],Xj)At]+ U(t]’,Xj)AWj.
7=0 j=0

Im Grenziibergang At; — 0, sieche (3.9), mochten wir eine Darstellung der Form

t ¢
X = Xo +/ b(s, Xs) ds +/ o(s, Xs) dW; (3.11)
0 0

erhalten. Man beachte, dass diese Gleichung fiir jedes Ergebnis w € (2 separat
besteht, d.h. ausfiihrlicher lautet die Notation

Xi(w) = Xo(w) —i—/o b(s, Xs(w)) ds —l—/o o (s, Xs(w)) dWs(w).

Fiir einen stetigen Pfad X;(w) und stetige Funktion b existiert das erste Integral in
der Formulierung (3.11) als Riemann-Integral. Trotz X;(w) und o stetig kann das
zweite Integral in (3.11) nicht als Riemann-Stieltjes-Integral definiert werden, da
die Pfade des Wiener Prozesses in jedem Zeitintervall eine unbeschrinkte Variati-
on besitzen. Das Riemann-Stieltjes-Integral bezeichnet einen Grenzwert von reel-
len Zahlen. In R existiert nur ein Konvergenzbegriff, wihrend in Funktionenrdum-
en im allgemeinen mehrere Grenzwertbildungen diskutiert werden kénnen. Daher
ist eine alternative Definition des Integrals in (3.11) durchzufiihren, bei der eine
Konvergenz auf der gesamten Menge () heranzuziehen ist.

3.3 Konstruktion des Ito-Integrals

Die hier gegebene Herleitung des stochastischen Integrals folgt der Vorgehenswei-
se in [14]. Nachfolgende Definitionen werden bendtigt.
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Definition 3.1 Sei [a,b] C [0,00) gegeben. Ist A eine o-Algebra iber ), dann
heifst ein System {F, : q € [a, b} eine Filtration in A, wenn gilt:

(i) F, ist eine o-Algebra diber Q fiir jedes q € [a,b],
(1) Fy C A fiir alle q € [a,b],

(1ir) Fy C F, fiir alle g,r € [a,b] mit ¢ <.
Eine triviale Filtration ist F, = A fiir alle ¢, welche jedoch nicht verwendet wird.

Definition 3.2 FEin Zufallsprozess (X;)icjap auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) mit X; : Q — R heifit einer gegebenen Filtration {F, : q € [a,b]}
adaptiert, wenn X, jeweils (Fy, B(R))-messbar fir alle t € [a,b] ist.

Umgekehrt hat man zu einem beliebigen Zufallsprozess (X;)ica eines Wahr-
scheinlichkeitsraums (€2, A, P) die kanonische Filtration, bei der F; die kleinste
o-Algebra ist, beziiglich der alle Zufallsvariablen X, fiir a < s <t messbar sind.
Diese o-Algebra ist somit der Durchschnitt aller o-Algebren, die die Mengen

X Y(B) firalle a <s<t undalle B e B(R)

S

enthalten. Wir schreiben als Abkiirzung F; = 0(Xs;a < s < t) fiir die kanoni-
sche Filtration. Die drei Bedingungen aus Definition 3.1 sind fiir die kanonische
Filtration erfiillt. Im Fall des Wiener Prozesses (W;)i>o gilt fiir die kanonische
Filtration zusétzlich F, C F, fiir ¢ < r, d.h. eine aufsteigende Folge liegt vor.

Um einen geeigneten Integralbegriff zu konstruieren, miissen wir uns auf folgende
Menge von Funktionen einschréanken.

Definition 3.3 Sei (W;)i>o ein Wiener Prozess auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) und [a,b] C [0,00) ein Intervall. Die Menge V = V(a,b) bestehe
genau aus den Funktionen f : [a,b] x  — R mit den Figenschaften:

(i) f ist (B([a,b]) ® A, B(R))-messbar,
(ii) f € L*(Ja,b] x Q,B([a,b]) ® A, A ® P) mit dem Lebesque-Maff X auf [a, b],

(iii) (f(t,-))iclay it der Filtration F, := o(W,: 0 < s < t) adaptiert.
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Ist f € V, dann liefert mit der Eigenschaft (ii) der Satz von Fubini-Tonelli wegen
|f|? € L*([a,b] x Q,B([a,b]) ® A, A ® P) die Existenz der Integrale

/[a’b}mf(t,w) dA® P) = (/ f(t, > /abIE(f(t,.)2) dt.  (3.12)

Insbesondere muss nur eines dieser Integrale existieren und endlich sein, damit alle
existieren und identisch sind. Die Gleichheit (3.12) bedeutet die Vertauschbarkeit
der Integrationsreihenfolge

/(/ftw dt)dP /(/ftw 4P ))dt.

Bei der Konstruktion von stochastischen Integralen sind Folgen von Zufallsvaria-
blen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P) zu betrachten.

Definition 3.4 Eine Folge (X,,)nen aus reellen Zufallsvariablen auf einem Raum
(2, A, P) konvergiert im quadratischen Mittel, d.h. in L*(S)), gegen eine Zufalls-

variable X auf dem Raum, wenn gilt

lim E ((Xn(-) - X<-))2) = lim [ (X,(w) — X(w))? dP(w) = 0.

n—0o0 n—oo Q

Analog zur Konstruktion des Lebesgue-Integrals definieren wir stochastische In-
tegral nur fiir eine Menge aus Elementarfunktionen. Fiir allgemeines f € V wird
dann eine Folge aus Elementarfunktionen konstruiert, die gegen f konvergiert.
Der Grenzwert der korrespondierenden Integrale ist dann das Integral der Funk-
tion f.

Die Elementarfunktionen sollen die Gestalt

$:[0,00) x Q= R, G(tw) =D e;(w) - Xpya-n 12— (t) (3.13)

J=0

besitzen mit der charakteristischen Funktion

1 firte M
XM@):{

0 sonst (3'14>

fir Teilmengen M C R und den Zufallsvariablen e; : 2 — R zu jeweils einem
festen n € N. In der Darstellung (3.13) sind die Zeitvariable ¢ und die Ergebnis-
se w separiert. Man beachte, dass fiir festes ¢ € [0, 00) hochstens ein Summand
ungleich null ist, d.h. die Reihe dient nur als Schreibweise und benétigt keine Kon-
vergenzanalyse. Offensichtlich bilden die Elementarfunktionen einen Vektorraum
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iiber R. Eine sinnvolle Definition des Integrals beziiglich des Wiener Prozesses
(bzw. Brownsche Bewegung) ist

/ab Bt w) AWi(w) = D e5() (Wyen, () = Wy (@) (3.15)

1
Jj=0
mit
a fiir k27" < a
t = k2 fiir a < k27 < b (3.16)

b fiir k27" > b.

Wir lassen den oberen Index n im folgenden weg. Mit dieser Definition sind in
der Reihe nur endlich viele Glieder ungleich null. Das Integral (3.15) ist somit
eine Zufallsvariable auf 2. Bei der Approximation eines Zufallsrozesses durch
Elementarfunktionen ergeben sich jedoch Probleme. Betrachten wir als zu ap-
proximierenden Prozess den Wiener Prozess selbst, d.h. ¢(t,w) ~ Wi(w). Wir
machen den Ansatz

ej(w) = (I —=7)Wy,(w) +7Wp,, (w) fiir j >0 (3.17)
mit einem festen 7 € [0, 1]. Fiir das Integral (3.15) erhalten wir damit

L = Z ((1 —7)We, + TWtj+l) (Wtj+1 - Wtj)

320

= Z%(WéH - Wti) + (7= %)(Wtﬁrl a Wti)2 (3.18)
>0

= %(sz - Wa2) + (7 - %)Z(Wtﬂ—l - Wtj)2'

320

Der Erwartungswert hierzu liefert

E(l;) = 3EW)—EWD)+ (=3 E(Wy,, — W)

= %(b_a)“‘(T_%)thH_tjj_ (3.19)
= %(b—a)—l—(T—%)Z(;—a) = 7(b—a).

Somit sind die Erwartungswerte fiir verschiedene 7 unterschiedlich und die Grenz-
werte der Folgen kénnen nicht identisch sein. Genauer kann man zeigen, dass die
Folge der Zufallsvariablen (3.18) im quadratischen Mittel (siehe Definition 3.4)
gegen )

L= (W = W) + (7 = 3)(b—a) (3.20)
konvergiert. Obwohl (3.17) fiir alle 7 € [0, 1] eine sinnvolle Approximation des
Zufallsprozesses liefert, fallen die korrespondierenden Integralwerte (3.20) ausein-

ander. Analog machen wir als Approximation den alternativen Ansatz

ej(w) == Wa_nt,4rt,, (w) filr j >0 (3.21)
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und 7 € [0, 1] anwenden und erhélt als Integral

I = ZW(l—T)tﬁrth (Wtj+1 - Wtj) : (3.22)

320

Fiir den Ansatz (3.21) folgt als Erwartungswert von (3.22) hier mit (2.6)

E(l;) = ZE(WO—T)WFWHW%H)_E(W(l—T)tj+th+1Wtj)

J=0

= Z mln{(l — T)tj + th+1, tj+1} — mln{(l — T)tj + thJrl, t]} (323)
J=0

= Z(l —T)t]‘+7'tj+1 —tj :thj-i-l —tj :T(b—a>.
320 3>0

Das Ergebnis ist mit (3.19) identisch. Somit héngt das Integral von der Stelle 7
ab, an der der Zufallsprozess fiir eine konstante Approximation ausgewertet wird.

Fiir eine allgemeine messbare Funktion f : [a,b] X Q@ — R, deren Pfade f(-,w)
fast alle stetig sind, kann das Integral definiert werden durch

IM(W) =Y f((L =7t + Ttgr,w) (We,, (@) — Wi, (@) - (3.24)

Jj=0

Die Abhéngigkeit von n besteht durch die Gitterpunkte (3.16) in der Zeit. Fiir
7=0und f €V ist die Konvergenz in L*(Q) gesichert. Bei 7 > 0 gilt dies nicht
immer bzw. hingt von f ab. Zudem muss die zu (3.24) korrespondierende Folge
aus Elementarfunktionen fiir 7 € [0, 1] nicht gegen f in L?([a, b] X Q) konvergieren.
Der Grenzwert fiir das Integral bei n gegen unendlich (wenn er existiert) hangt
im allgemeinen von der Wahl der Zwischenstellen 7 € [0, 1] ab. Man kann zwei
qualitativ unterschiedliche Félle klassifizieren:

(i) 7 = 0: Der jeweils linke Intervallrand wird verwendet und der korrespon-
dierende Begriff wird [to-Integral genannt. Diese Situation entspricht einem

nicht in der Zeit vorgreifen. Das Integral ist in diesem Fall ein Martingal,
siehe [14].

(ii) 0 < 7 < 1: Hier geht die giinstige Martingal-Eigenschaft verloren. In die-
sem Fall ist die Wahl 7 = % am vorteilhaftesten, da zum einen sinnvolle
Interpretationen dieses Modells moglich sind und zum anderen einfachere
Rechenregeln als im Fall (i) vorliegen. Es entsteht das Stratonovich-Integral.

Die Integraldefinition (3.15) ist fiir Elementarfunktionen (3.13) mit beliebigen Zu-
fallsvariablen e; moglich. Wichtige Eigenschaften des Integrals entstehen jedoch
durch die zusétzliche Forderung ¢ € V fiir die Elementarfunktionen. Wesentlich
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dafiir ist die Bedingung (iii) aus Definition 3.3. Eine reelle Zufallsvariable h ist
Fi-messbar genau dann, wenn man sie darstellen kann als punktweisen Grenzwert
von Funktionen der Form

gl(th)g2(Wt2)gk(VVtk) fiir k = ]-727

mit stetigen beschrénkten Funktionen g, ..., gy fir t; < ¢tund j < k. Anschaulich
bedeutet die F;-Messbarkeit, dass sich h aus den Werten des Wiener Prozesses
Wi(w) fiir s < t rekonstruieren lésst. Es ist also hy := Wy, hier F;-messbar,
wéhrend dies fiir hy := Wo, nicht gilt. Mit ¢ € V fiir Elementarfunktionen (3.13)
kann man beweisen (siehe [5]), dass e; jeweils von W;,,, — W, in gewissem Sinne
unabhéngig ist fiir alle ¢ > j. In der Definition (3.17) ist die korrespondierende
Elementarfunktion fiir 7 = 0 in V, fiir 7 > 0 jedoch nicht.

Eine wichtige Folgerung ist die Ito-Isometrie, die zwischen den normierten Raum-
en L*([a,b] x Q,B([a,b]) ® A, A @ P) und L*(Q, A, P) besteht.

Satz 3.1 (It6-Isometrie) Ist ¢ € V eine beschrinkte Elementarfunktion, dann

ilt
g (/ab¢(t, ) th(.)>2 ~F [/abgb(t, ) dt] . (3.25)

Beweis:

Zur Abkiirzung sei AW, := W, , — W, . Die Elementarfunktion ¢ besitzt die Ge-
stalt (3.13). Da ¢ beschrénkt ist, existieren alle Momente der Zufallsvariablen e;.
Es sind in gewissem Sinn e;e; AW; und AW; unabhéngig fiir ¢ < j sowie 632 und
(AW;)? unabhéngig fiir alle j wegen Eigenschaft (iii) aus Definition 3.3. Es folgt

b 2 2
(/ ¢th> = E (ZejAWJ) = E
@ 720
4,720 7>0 1<J
= Y E()E(AW))*) +> E(eie; AW;)E = > E (&) (tjp1 — t;)
j>0

>0 ‘%’_’ i#]
-2[[#a].

=tjt1—t;
da in den Reihen nur endlich viele Summanden ungleich null sind. 0

Z (6,-ejAWiAWj)

4,520

H/—/

= E

Z Q(tj-i-l

>0
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Allgemeiner kann man noch zeigen (siehe [5]), dass fiir beschrénkte Elementar-
funktionen ¢, € V gilt

2 [([ ot amor) ([ v awi) | =z [Loe e ]

wobei diese Ausdriicke jeweils die Skalarprodukte in den Rdumen darstellen.

Die Definition des Ito-Integrals fiir beliebige Funktionen f € V wird nun in drei
Schritten durchgefiihrt.

1. Schritt:

Sei g € V eine beschrénkte Funktion und jeder Pfad ¢g(-,w) sei stetig. Wir defi-
nieren eine Folge (¢, ),en aus Elementarfunktionen durch

=D 9t @)Xy (B)- (3.26)

7>0

Da g € V gefordert ist, liegt auch die Bedingung (iii) aus Definition 3.3 fiir diese
Folge vor. Die Forderung (i) folgt direkt. Da die Pfade von g stetig sind, folgt
9(-,w) € L*([a,b]) und

b
lim [ (g(t,w) — ¢n(t,w))* dt =0 fiir jedes w € Q.

n—oo a

Es sei |g(t,w)| < g fir alle t € [a,b] und w € Q. Dann ist auch |¢,(¢,w)| < g.
Eine grobe Abschéitzung liefert

b b
(9= 62)° dt\ < [ ol +16.% dt < 406 - g

Der Satz von Fubini-Tonelli impliziert die Bedingung (ii) aus Definition 3.3. Ins-
gesamt folgt mit dem Satz iiber dominierte Konvergenz, dass

i B ([ (gt~ au(t)ar) =0

2. Schritt:

Sei h € V beschriinkt, d.h. |h(t,w)| < h fiir alle t € [a,b] und w € Q. Fiir
n € N existiert eine nicht-negative stetige Funktion v, : R — R mit Tréger

T (¢n) C (—1,0) und

“+oo

() de = 1.
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Wir definieren iiber eine Faltung die Folge

gn(t,w) := / (s —t)h(s,w) ds. (3.27)

Dann ist jeder Pfad g,(-,w) stetig wegen der glittenden Wirkung der Faltung.
Zudem gilt iiberall |g,(t,w)| < h. Da h € V gefordert wird, kann (mit viel Auf-
wand) gezeigt werden, dass g, aus (3.27) die Bedingung (iii) aus Definition 3.3
erfiillt. Zudem gilt punktweise

b
lim [ (ga(t,w) — h(t,w))* dt =0 fiir jedes w € €,

n—o0 a

da die Funktionenfolge (1, ),en die Identitéit immer besser approximiert. Weil A
beschriankt ist, folgt wie im 1. Schritt die Aussage

Jim E (/ab(gn(t,w) — h(t,w))? dt) ~0

nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz.

3. Schritt:

Nun sei nur f € V gegeben. Wir definieren die Funktionenfolge
—n fir f(t,w) < -—-n
ho(t,w) =< f(t,w) fir —n< f(t,w)<n (3.28)
n fir f(t,w) > n.
Die Eigenschaften (i)-(iii) aus Definition 3.3 tibertragen sich direkt von der Funk-
tion f auf die Abbildungen h,,. Es gilt h,(t,w)? < hy(t,w)* < f(t,w)? firt € [a, ]
und w € ) sowie n < m. Weiter ist punktweise

lim A, (t,w)? = sup hp(t,w)? = f(t,w)>
m—r00 meN

Wir haben auf dem Raum [a,b] x € mit der Bedingung (ii) aus Definition 3.3
und dem Satz tiber monotone Konvergenz (man beachte h,,h, > 0 fiir alle m,n)

(f = ha)* d(A® P)
— /de()\@)P)—Q/fhnd()\®P)+/hde()\®P)
— /de(A@)P)—2/suphmhnd(A®P)+/hid(A®P)

meN

= /de(A@;P)—2sup/hmhnd(A®P)+/h,§d(A®P)
meN

< /f2d(A®P)—2/h3d(A®P)+/hid(A®P)
- [Faver - [anep).
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Erneute Anwendung des Satzes iiber monotone Konvergenz liefert somit fiir (3.28)

lim [ (f — h,)? d(A® P) = 0.

n—oo

Zu jedem f € V konnen wir also durch Abarbeiten der Schritte 1-3 eine Folge von
beschréinkten Elementarfunktionen (¢,),ex C V angeben, die in L*([a, b] x Q)
gegen f konvergiert, d.h.

limE[/ab(f—gbn)Q dt] = 0.

n—oQ

Insbesondere liegt damit eine Cauchy-Folge in L*([a, b] x Q) vor, d.h.

E{/:wm—w dt

fir alle n,m > N(e).

Definition 3.5 Besteht (¢,,)nen C V aus beschrinkten Elementarfunktionen, die
gegen f €V in L*([a,b] x Q) konvergieren, dann lautet das Ito-Integral von f

b

I fl(w) == / ft,w) dWi(w) := lim [ ¢n(t,w) dW(w). (3.29)

n
— 00 a

Mit der Ito-Isometrie (3.25) aus Satz 3.1 gilt fiir n,m € N

(/ab(b” th‘/ab% th)Q =E Uablcﬁn—gbmﬁ dt} .

Somit stellt (3.29) eine Cauchyfolge in L?(2) dar, die gegen eine Zufallsvariable
konvergiert, ndmlich das [to-Integral. Die Ito-Isometrie liefert weiter, dass der
Grenzwert (3.29) unabhéngig ist von der Wahl der Folge aus Elementarfunktio-
nen, die gegen f konvergieren.

E

3.4 Eigenschaften des It6-Integrals

Das Ito-Integral ist als Grenzwert von Zufallsvariablen wieder eine Zufallsvariable.
Wichtige Eigenschaften des Ito-Integrals sind:

(i) Linearitdt: Fir a, § € R und f,g € V gilt
Ilaf + Byl = oZ|f] + BZ]g].
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(ii) Zerlegung: Mit a < ¢ < b folgt mit f € V fiir fast alle w € Q

/abdet:/acdetJr/cbdet.

(i) Messbarkeit: Fiir alle f € V ist Z[f] dann (F,, B(R))-messbar.
(iv) Erwartungswert: Fiir alle f € V gilt E(Z[f]) = 0.

(v) Varianz: Fiir alle f € V gilt Var(Z[f]) = ||f||iQ([a7b]XQ).

Die Aussagen (i) und (ii) sind analog zur {iblichen Integration. Die Eigenschaf-
ten (iii) und (iv) stehen in Zusammenhang mit der Bedingung (iii) aus Definiti-
on 3.3. Bewiesen werden alle vier Aussagen, indem man sie fiir Elementarfunk-
tionen nachweist und dann den Grenzwert gegen ein allgemeines f € )V bildet.
Die Eigenschaft (v) folgt aus der Ito-Isometrie in Satz 3.2.

Satz 3.2 (It6-Isometrie) Fir belicbiges f € V gilt die Ito-Isometrie

([ron)] [ o]

E

Bewezs:

Fiir beliebiges f € V folgt durch Grenziibergang

(fraw)] = e|(am foncm)
= lmE Uab@%dt] = ]EUabﬁdt}.

Die Vertauschung von Integration und Grenzwertbildung ist wegen der Konver-
genz der Ito-Integrale zu den Elementarfunktionen in L?(€2) erlaubt. Analog folgt
die letzte Gleichheit aus der Konvergenz von (¢, )n,en gegen f im Hilbert-Raum
L*([a,b] x Q). In der dritten Gleichheit geht die Ito-Isometrie fiir Elementarfunk-
tionen aus Satz 3.1 ein. d

n—oo

(foam)]

Wir benétigen noch den folgenden Begriff. Zur Definition eines bedingten Erwar-
tungswerts zu einem Zufallsprozess siche Anhang B in [14].
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Definition 3.6 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Fy)ier mit I =
la,b] oder I = [0,00) eine Filtration. Ein Zufallsprozess (Xi)ier, der zu dieser
Filtration adaptiert ist und E(|X}|) < oo fir allet € I erfillt, heif§t ein Martingal,
wenn fiir den bedingten Erwartungswert fast sicher gilt

E(X¢|Fs) = X

fiir alle s < t.

Ein Martingal ist ein Zufallsprozess, der in gewisser Weise nicht in die Zukunft
vorgreift. Diese Eigenschaft entspricht in vielen Aufgabenstellungen den physika-
lischen Rahmenbedingungen. Eine Konsequenz der Martingal-Eigenschaft ist

E(Xt> = E<E(Xt|]:s)) = ]E(Xs)

fiir alle s < t. Ein Beispiel fiir ein Martingal ist ein Wiener Prozess. Fiir weitere
Erlduterungen zum Begriff des Martingals siehe auch [3].

Definition 3.3 impliziert, dass mit f € V(a,b) auch f € V(a,c) und f € V(c,b)
fiir alle a < ¢ < b gilt. Dadurch wird die Abbildung

M:fab] = LXQ), tes / ' F(s.w) AW (w) (3.30)

wohldefiniert fiir festes f € V(a,b). Es ist (M;)sc[q,p) €in Zufallsprozess. Man kann
zeigen (siehe [14]), dass eine Version (siche (2.7)) von (M;)icjqp existiert, bei der
fast alle Pfade stetig sind. O.E.d.A. sei mit (M;)ic[a im folgenden diese Versi-
on bezeichnet. Zudem ist (M;)sejq, €in Martingal geméf Definition 3.6. Folglich
wird in stochastischen Differentialgleichungen bzw. Integralgleichungen meist der
Ito-Integralbegriff fiir den letzten Term in (3.11) verwendet, da die anderen sto-
chastischen Integralbegriffe keine Martingale liefern.

3.5 Verallgemeinerungen des Ito-Integrals

Wir verallgemeinern das It6-Integral fiir eine groflere Menge von Funktionen und
insbesondere mehrdimensionale Funktionen.

Erweiterung des Funktionenraums

Wir erweitern den Funktionenraum )V aus Definition 3.3, wobei die Bedingun-
gen (ii) und (iii) leicht abgeschwicht werden.
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Definition 3.7 Sei (W;)i>o ein Wiener Prozess auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) und [a,b] C [0,00) ein Intervall. Die Menge W = W(a, b) bestehe
genau aus den Funktionen f : [a,b] X Q — R mit den Figenschaften:

(1) f ist (B([a,b]) ® A, B(R))-messbar,

(i)’ P [/jf(t,@? dt<oo] ::P({we QO /abf(t,w)2 dt < oo}) —1,

(iii)" (f(t,-))iclan st einer Filtration Gy adaptiert und der Wiener Prozess
(Wi)eso ist ein Martingal beziiglich dieser Filtration.

Zu (ii)’: Aus der Bedingung (ii) in Definition 3.3 folgt die Bedingung (ii)’ in De-
finition 3.7, was leicht durch Kontraposition zu sehen ist. Die Umkehrung gilt
jedoch nicht. Die Verallgemeinerung (i)’ bewirkt, dass Grenzwerte von Zufalls-
variablen nicht mehr im quadratischen Mittel zu betrachten sind sondern wie
folgt.

Definition 3.8 FEine Folge (X,)nen bestehend aus reellen Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (0, A, P) konvergiert P-stochastisch gegen eine

Zufallsvariable X auf dem Wahrscheinlichkeitsraum, wenn fir jedes 6 > 0 gilt

lim P[|Xn—X| >(5] :Ji_)rgoP({wEQﬂXn(w)—X(wﬂ >5}> = 0.

n—oo

Man bezeichnet dann X als den stochastischen Grenzwert.

Zu f € W existiert namlich eine Folge aus Elementarfunktionen (¢,),en € W
mit )
lim [ (¢n(t,w) — f(t,w))*dt =0

n—oo a

als stochastischer Grenzwert. Die Folge der korrespondierenden Ito-Integrale be-
sitzt dann ebenfalls einen stochastischen Grenzwert, der nur von f und nicht der
Folge (¢,)nen abhéngt. Dadurch kann man fiir f € W setzen

/bf(t,w) dWy(w) = 7}13)10 bgbn(t,w) dWy(w)

mit Konvergenz im Sinn von Definition 3.8. Zum korrespondierenden Zufallspro-
zess (3.30) existiert wieder eine Version, bei der fast alle Pfade stetig sind. Jedoch
ist (3.30) kein Martingal, sondern nur ein lokales Martingal.
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Zu (iii)": Dass der Wiener Prozess zur Filtration ein Martingal ist impliziert
F; C G, fiir alle t > 0 mit der kanonischen Filtration F; = o(W;0 < s < t). Der
Zufallsprozess (f(t,)):c(a,p) darf somit von mehr abhéngen als nur vom Wiener
Prozess, solange der Wiener Prozess ein Martingal bleibt. In dieser Situation kann
ein [to-Integral wie zuvor konstruiert werden und die wesentlichen Eigenschaften
bleiben bestehen.

Mehrdimensionale Ito-Integration

Mehrdimensionale Ito-Integrale werden zur Definition von Systemen aus stocha-
stischen Differentialgleichungen benétigt, welche mehr als eine Rauschquelle ein-
beziehen.

Wir verwenden einen n-dimensionalen Wiener Prozess (Wi (t), ..., W,(t)) auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P), siche Definition 2.4. Dann sei (.E(n) )0
die zugehorige (kanonische) Filtration, d.h. F; ist die kleinste o-Algebra, welche
alle Mengen

Wi(s)'(B)e A fir 0<s<t und BEB(R) und i=1,...,n

enthélt. Dann ist jeder der eindimensionalen Wiener Prozesse W;(t) ein Martingal
beziiglich dieser Filtration. Die Erweiterung (iii)’ aus Definition 3.7 erlaubt es

somit, ein It6-Integral fiir .Ft(n)—adaptierte Funktionen zu erhalten. Dies ermd&glicht
wiederum die Auswertung von Integralen wie

b b
/ Wy dWA, / VIV AWy, ete.

Wir fiihren ein entsprechendes mehrdimensionales Ito-Integral ein.

Definition 3.9 Sei (Wy,...,W,,) einn-dimensionaler Wiener Prozess. Die Men-
ge V™" = V" (q,b) umfasst die (m x n)-Matrizen v = (v;;), deren Eintrige
Funktionen v;; : [a,b] x Q@ — R sind, welche Bedingung (i) und (ii) aus Defini-
tion 3.8 sowie Bedingung (i11)’ aus Definition 3.7 mit der Filtration G, = ]—"t(n)
erfiillen. Das korrespondierende mehrdimensionale Ito-Integral

b b (V11 Vin dW;
/ vdW = / : : : (3.31)
a a Upnl ... Umn, de
besteht aus den Komponenten
n_ b
Z/ v (t,w) dW;(t,w)  fir i=1,...,m. (3.32)
j=174
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Man beachte, dass sich jede Komponente des mehrdimensionalen Integrals quali-
tativ gleich verhélt. Funktionen, fiir die das Integral iiber die gesamte Zeit t > 0
existiert, werden bezeichnet mit

V"0, 00) = (] V™0, T).

T>0

Desweiteren kann auch eine mehrdimensionale Form der Funktionenmenge W
aus Definition 3.7 konstruiert werden.

Definition 3.10 Der Funktionenraum W™ ™ = W™ "(a,b) bezeichnet hier alle
(m x n)-Matrizen, deren Komponenten Funktionen aus W(a,b) gemdf§ Definiti-
on 3.7 sind.

Fiir Funktionen aus W™*" ergibt sich das zugehorige mehrdimensionale Ito6-
Integral wieder aus (3.31) und (3.32).

3.6 Stratonovich-Integral

Ein alternativer Integralbegriff fiir den letzten Term in der stochastischen Dif-
ferentialgleichung bzw. Integralgleichung (3.11) entsteht, wenn man statt dem
linken Intervallrand 7 = 0 den Intervallmittelpunkt 7 = § in (3.24) wahlt. Es
folgt das Stratonovich-Integral. Ein Vorteil dieser Variante besteht darin, dass
zugehorige Differentiationsregeln die iibliche Struktur wie im deterministischen
Fall besitzen. Beispielsweise liefert (3.23) fiir 7 = % eine Formel fiir das Integral
beziiglich des Wiener Prozesses wie im klassischen Kalkiil. Der korrespondierende

Zufallsprozess (3.30) ist jedoch kein Martingal.

Das Stratonovich-Integral kann fiir alle Funktionen f € V laut Definition 3.3
gebildet werden, siehe [13]. Sind zudem die Pfade von f fast sicher stetig, dann
ist das Stratonovich-Integral darstellbar als der Grenzwert (3.24) in L*(Q), d.h.
im quadratischen Mittel.

Aus dem 1. Schritt bei der Konstruktion des Ito-Integrals folgt, dass fiir einen
beschrénkten Zufallsprozess f € V, bei dem die Pfade fast sicher stetig sind, dann
die Integralbegriffe fiir alle 7 € [0, 1] identisch sind. Die Approximation (3.26) lie-
fert dann namlich fiir alle Zwischenstellen die gleichen Eigenschaften. Daher muss
notwendigerweise ein Prozess unbeschrénkt sein oder unstetige Pfade besitzen,
damit die Integralbegriffe verschieden sind.

Stratonovich-Integrale werden durch eine spezielle Notation gekennzeichnet. Die
Schreibweise in der Integralgleichung (3.11) bezeichnet stets das Ito-Integral fiir
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den letzten Term, d.h. eine Ito-Differentialgleichung. Dagegen schreibt sich die
korrespondierende Stratonovich-Differentialgleichung

¢ ¢
X, = Xo +/ b(s, X,) ds + / o(s, Xs) o dWj (3.33)
0 0

mit dem Stratonovich-Integral als letzten Term.

Eine sinnvolle physikalische Interpretation ist fiir das Stratonovich-Integral wie
folgt moglich. Fast alle Pfade W;(w) eines Wiener Prozesses sind stetig. Auf ei-
nem kompakten Intervall [a, b] kann man daher fiir fast alle Pfade eine Folge von

glatten Funktionen (Wt(n) (W))nen (z.B. nach dem Weierstrafischen Approximati-
onssatz durch Polynome) angeben mit

lim max [W," (w) — Wy(w)| =0 (3.34)

n—o0 t&|a,b

fir jeweils fast alle w € €. Die stochastische Differentialgleichung (3.11) wird
dann ersetzt durch die Folge von (deterministischen) Differentialgleichungen

ax™
dt

th(n)

() = b(t, X[V (@) + ot X" () = ()

fiir jeweils fast alle w € Q. Anfangswerte sind Xén) (w) = Xp(w). Da die rechten
Seiten fiir festes w stetig sind, existiert punktweise eine Losung im deterministi-
schen Sinn. Es kann gezeigt werden, dass die Folge der Losungen (Xt(") (W))nen
gleichméBig in ¢ auf [a, b] (wie in (3.34)) gegen eine Zufallsvariable X;(w) konver-
giert. Weiter folgt, dass diese punktweise fiir w definierte Zufallsvariable X; dann
der Losung zur Stratonovich-Differentialgleichung (3.33) entspricht.

Diese Interpretation legt nahe, dass das Stratonovich-Integral der geeignete Be-
griff zur Modellierung von Rauschen ist. Eine analoge Interpretation fiir das [to-
Integral existiert ndmlich nicht. Jedoch besitzt das Ito-Integral die Martingal-
Eigenschaft, die unabhéingig von der Modellierung des Rauschens physikalisch
sinnvoll ist. Man beachte, dass zudem der Fall 7 = % keine hohere Approxima-
tionsgiite erwarten lésst als andere Werte fiir 7. In deterministischen Integralen
entspricht 7 = % der Mittelpunktregel, welche Ordnung 2 im Gegensatz zu Ord-
nung 1 bei Rechteckregeln besitzt. Dies gilt jedoch nur, wenn der Integrand zwei-
mal stetig differenzierbar ist. Der Wiener Prozess und damit die Lésungen der
stochastischen Differentialgleichungen haben dagegen im allgemeinen nirgends
differenzierbare Pfade.

Desweiteren kann die Stratonovich-Differentialgleichung (3.33) transformiert wer-
den in eine Ito-Differentialgleichung

t t t
thxﬁ/ b(s, X.) ds+§/ 0 (5. X,)o(s, X,) ds—i—/a(s,Xs) A, (3.35)
0 0 0
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d.h. beide Integralgleichungen besitzen die gleichen Losungen. Voraussetzung
dafiir ist b stetig und o stetig differenzierbar. Die Modifikation findet dabei nur

im deterministischen Teil statt. Fiir % = 0, d.h. ¢ ist unabhéngig von X;, fallen

die beiden Integralbegriffe sogar zusammen. Wegen dieser Transformationseigen-
schaft brauchen wir im folgenden nur Ito-Integrale zu untersuchen.

Ist h: R — R eine glatte Funktion, dann hat man die Transformationsformel

b b b

Fiir h(X;) mit allgemeinem Zufallsprozess (X;)¢c[q, gilt dies jedoch nicht immer.
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4 Ito-Prozesse

In diesem Abschnitt fithren wir die Ito-Formel ein, welche das zentrale Hilfsmittel
zur analytischen Losung von Ito-Differentialgleichungen darstellt.

4.1 Eindimensionale Ito-Prozesse und Ito-Formel

Mit der Definition des It6-Integrals haben wir beispielsweise die Aussage
t t t
/0 Wy dW, = %Wt2 — %t & %Wf — /0 % ds +/0 W, dW,. (4.1)

Das Bild des Ito-Integrals W, = f(f dW, unter der Abbildung g(z) = 122 ist somit
kein Ito-Integral allein, sondern die Summe aus einem deterministischen Integral
und einem It6-Integral. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 4.1 Sei (W});>o ein eindimensionaler Wiener Prozess auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P). Ein eindimensionaler It6-Prozess bezeichnet einen
Zufallsprozess (Xi)i>o auf (Q, A, P), welcher eine Integralgleichung

t t
X: = Xy +/ u(s,w) ds +/ v(s,w) dWj (4.2)
0 0
erfillt, wobei v € W(0,t) fiir alle t > 0 gemdf Definition 3.7 gilt mit
. ]
P[/ v(s,w)*ds < oo fiir alle t > 0| =1
0 |

und die messbare Funktion u auch Bedingung (iit)’ aus Definition 3.7 leistet mit

: .
P{/ lu(s,w)| ds < oo fiir alle t > 0] = 1.
0 |

Mit dieser Definition kénnen wir die eindimensionale [to-Formel angeben.

Satz 4.1 Sei (X;)i>o ein Ito-Prozess, der die Integralgleichung (4.2) erfiillt. Sei
g:]0,00) x R = R, (t,z) + g(t,z) eine Funktion, die C* bzgl. t und C* bzgl. x
ist, dann ist Y, = g(t, Xy) wieder ein Ito-Prozess, der die Integralgleichung

g9(t, Xi) = 9(0, Xo)

(g 99 1,299

+/O (E(S’XS) +us%(saXS) + 2Us o2 (S’XS)) ds (43>
t 9g

+ 0 US%(&XS) dWS

mit us 1= u(s,w),vs := v(s,w) lost.
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Schreiben wir die Integralgleichung (4.2) in der Kurzform
dXt = U dt + v th,

dann kann man die Ité-Formel (4.3) abkiirzen durch

dg dg 82 39
dY, = | = =+ dt dw, 4.4
t (at +u 8 -l- 8 a2 + v O t (4.4)
Als Vorstufe hierzu haben wir auch die symbolische Form
) 0 0?
dy; = @g (t, X,) dt + ag (t, X,) dX, + 28—Z(t,Xt)(dXt)2 (4.5)

darstellen, wobei fiir die Differentiale die Rechenregeln
dt -dt =dt-dW, =dW,-dt =0, dW;-dW, =dt
gelten.

Wir vergleichen die Ito-Formel mit dem deterministischen Fall. Ist eine Funktion
x:[0,00) = R Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

2'(t) = u(t, z(t)) + v(t, z(t))R(t) (4.6)

mit stetigen Funktionen u, v und stetiger Funktion R, dann kann man fiir die neue
Funktion y(t) := g(t, x(t)) mit einer stetig differenzierbaren Funktion g herleiten

y(t) = dtg(t x(t))
= Gta(t) + gt x(1)2'(t) (4.7)
= Gt x(t) + G2t z()ult, (1) + G2t x(t)o(t, 2(t)) R(?).
Fiihrt y(t) = g(t, z(t)) auf eine Formel z(t) = h(t,y(t)) mit stetig differenzierba-

rer Funktion h, dann resultiert eine gewohnliche Differentialgleichung fiir y.

Sei nun X; ein [to-Prozess, der die stochastische Differentialgleichung
dXt = U(t, Xt) dt + U(t, Xt) th

erfiillt. Definieren wir den Zufallsrozess Y; := g(¢, X;) mit g € C?, dann ist auch Y;
ein Ito6-Prozess und nach der It6-Formel (4.3) gilt (4.4). Fiir v = 0 entsteht eine
deterministische Differentialgleichung und die Transformation entspricht (4.7).
Bemerkenswert ist, dass fiir v # 0 im Vergleich zu (4.7) ein Korrekturterm im
deterministischen Teil der stochastischen Differentialgleichung auftritt.

Beweisskizze zu Satz 4.1:

Zur Vereinfachung sei g € C3(]0, 00) x R). Zudem nehmen wir an, dass die Funk-
tion g und ihre betrachteten Ableitungen beschrinkt sind, da man anderenfalls
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mit Folgen aus beschrinkten Funktionen approximieren kann, die auf kompakten
Teilmengen von [0, 00) X R gleichméfig konvergieren.

Die Voraussetzungen an die Funktionen w und v sind derart, dass man sie als
Grenzwerte von Elementarfunktionen (3.13) darstellen kann. Im folgenden seien
zu einer Zerlegung des Zeitintervalls [0, ¢] mit v und v die korrespondierenden
Elementarfunktionen bezeichnet.

Taylor-Entwicklung der Funktion g € C® liefert uns zu den Zeitpunkten (3.16)
mit den Abkiirzungen At; =t;., —t;, AX; =Xy, — Xy, AW; =W, — W,

j+1 J

g(t, Xy) = g(0,Xp) +Zg tivr, Xoypy) — 9(t, Xy;)
= (0, Xo) +Z At +Z gAX +1 Z(w

+28t8 (At;)(AX;) 282AX +ZRJ,

j+1

wobei die partiellen Ableitungen jeweils in (;, X;,) ausgewertet werden. Man
beachte, dass die Anzahl der Summanden ungleich null wieder endlich ist. Fiir
die Restglieder gilt

R; = o(|At;> + |AX;[?)  fiir alle j.

Da X, ein [to-Prozess ist, konnen fast alle Pfade als stetig angenommen werden.
Es folgt damit punktweise

lim Za (t;, Xy, (w)) Aty — gi(sX( ) ds

Atjﬁ()

=0.

Da die Funktionen als beschrinkt vorausgesetzt sind, folgt nach dem Satz iiber
dominierte Konvergenz

lim Zat t, Xy (w))At; = gg(sX( ) ds

AtjA)O

in jeder Norm LP(§2) mit p > 1. Da u, v Elementarfunktionen sind, hat man mit
einer geeigneten Zerlegung des Zeitintervalls

AXj(w) = u(tj, w)At; + v(t;, w) AW;(w).

Es sei im folgenden u; = u(t;,w) und v; = v(t;,w). Mit der Definition des
[to-Integrals folgt desweiteren in L?((Q)

lim Za(tj,th)AXj —/(; %(Sva)us dS+A %(57)(5)1}5 dWS

At;—0
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Mit der Beschréanktheit der Funktionen gilt punktweise

89

g (AL < K Z At)? = Kt (max At (4.8)

wodurch dieser Term in LP(2) fiir p > 1 gegen null konvergiert. Der Ausdruck

ﬁ(At-)(Ax.) - 28—29 24 Z DAW))
otox 7 - otox ata

konvergiert ebenfalls gegen null in L?(Q), was fiir den ersten Term analog zu

(4.8) folgt und beim zweiten Term mit der Abkiirzung a; := 29

5asUj sowie der
Eigenschaft E((AW;)?) = At; resultiert aus

2
E ((Z@j(Atj)(AWj)) > = > E(aia;(AL)(AL) (AW (AW;))
J i,
= ) E(a})(At;)
J
Dabei wurde eine gewisse Unabhéngigkeit der beteiligten Funktionen bzw. Inkre-
mente verwendet. Schliellich betrachten wir noch

g g
- 0x? Oz

(A)(j)2 ( j<At ) + QU]U](Atj)(AVVJ) + U?(AWJ)Q) .

Die ersten beiden Terme konvergieren analog zu oben gegen null. Fiir den dritten
Term behaupten wir

) 62 t 82g )
Altljrgo pye v (AW;)? = i 720 ds (4.9)
j
in L*(Q2). Es sei b; := %v} Dann haben wir wieder mit gewissen Unabhingig-

keitseigenschaften

)

= Y E (b, (AW)” — AL)(AW;)? - At,))
= Y EEE((AW - At

= Y EGE(AW))" — 2(AW;2(At;) + (At;)?)

= iE(bi)(?)(Atj)Q—Q(Atj)2+(Atj)2) = 2) E(b})(AL)”

J
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Damit folgt die Konvergenz (4.9). Analog begriindet man, dass die Summe der
Restglieder gegen null in L?(Q) konvergiert. Somit ist die It6-Formel gezeigt. [

Bemerkung: Fiir die stochastische Differentialgleichung nach Stratonovich
dXt = U(t, Xt) dt + ’U(t, Xt) ©) th

folgt mit Y; := g(¢, X;) die Transformationsformel

([ 9g dg dg
dY; = (815 +u8x) dt—l—v(%Oth,

d.h. das Ergebnis ist analog zu (4.7). Es gilt die Kettenregel im klassischen Sinn.

Beispiel: Als einen Anwendungsfall greifen wir das motivierende Beispiel (4.1)
auf. Mit X, := W, gilt in (4.2) dann v = 0 und v = 1. Mit g(¢, z) := 2* hat man

g—g =0, % =u, % = 1. Mit der Ito-Formel (4.3) gilt dann

t t t
sz =awi e [ hase [woaw = ter [woam,
0 0 0

fAllrlalog verwenden wir g(t,z) := 32® und haben % =0, % = 22 % = 2z. Es
olgt

t t t t
§m3=§W§+/%-2W5ds+/W3dWSZ/WSdH/WdeS.
0 0 0 0

Auf diese Weise konnen wir also die [to-Integrale mit Potenzen des Wiener Pro-
zesses als Integranden bestimmen. Mit g(¢,z) = 22" folgt fiir n > 2

t t
%th:/"T—lmn2 ds+/ Wit dw.
0 0

Die It6-Formel kann angewendet werden, um eine niitzliche Formel zur partiellen
Integration bei stochastischen Integralen herzuleiten. Dabei ist wesentlich, dass
der Integrand im Ito-Integral nicht zufallsabhéngig ist.

Satz 4.2 Ist f : [0,t] — R eine stetig differenzierbare (deterministische) Funk-
tion, dann gilt

/Otf(s) dW, = f(t)W; — /Ot W, df, = f(OW, — /Ot W, f'(s) ds.
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Bewezs:

Wir wenden die Ito-Formel mit X; = W, und der Funktion g(t,z) = f(t)z an.

Dann gilt v = 0, v = 1 und % = f'(t)z, g—g = f(t), % = 0. Somit erfiillt

Y, = g(t, Wy) = f(t)W, die Integralgleichung

t t
FOW: = F(0)Wo + / J(s)W, ds + / F(s) AW,
0 0
Mit Wy = 0 ist die Behauptung gezeigt. O

Der Satz gilt analog, wenn f keine stetig differenzierbare Funktion ist, aber ei-
ne endliche Variation besitzt, so dass das korrespondierende Riemann-Stieltjes
Integral existiert (siche Abschnitt 3.1).

Als Anwendungsbeispiel bestimmen wir mit f(t) = ¢

t t
/ sdW, = tW,; — / W, ds.
0 0

4.2 Mehrdimensionale 1to-Prozesse und Ito-Formel

Analog zum eindimensionalen [t6-Prozess definieren wir den mehrdimensionalen
Ito-Prozess.

Definition 4.2 Sei (Wy(t),...,W,(t))i>0 ein n-dimensionaler Wiener Prozess,
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Ein m-dimensionaler Ito-Prozess ist
ein Zufallsprozess (Xi(t),..., Xm(t))i>0 auf (Q, A, P), welcher ein Integralglei-
chungssystem (in Kurzform geschrieben)

dX1 = U dt—l—’Ull dW1+"'+U1n de
: (4.10)
dX,, = u,dt+ v, AW+ -+ v, dW,

erfillt, wobei die enthaltenen Funktionen u;(t,w) und v;;(t,w) firi =1,...,m

und j =1,...,n die Figenschaften wie in Definition 4.1 besitzen.

Mit X (t) = (Xi(t)), W(t) = (W;(t)), v = (w;) und v = (v;;) lautet das Sy-
stem (4.10) als Kurzform in Matrix-Vektor-Notation

AX (1) = u dt +v AW (2).

Nun konnen wir die mehrdimensionale Ito-Formel aufstellen.
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Satz 4.3 Es sei (X(t))i>o0 ein m-dimensionaler It6-Prozess, der ein Integralglei-
chungssystem (4.10) erfillt. Ist g : [0,00) x R™ — RP, (t,z) — g(t,x) eine
Funktion, die C' bzgl. t und C?* bzgl. v € R™ ist, dann ist Y(t) := g(t, X(t))
ein p-dimensionaler Ito-Prozess, dessen Komponenten Lésungen des Integralglei-
chungssystems (in Kurzform dargestellt)

Ok~ Ogi L1 ~ P
dYk(t) = ( Z 8_ §'€:1axiaxéjzlvijv€j dt

n

m 0
+22 ”ag’“ AW (t)
=1 j=

fir k = 1,...,p reprisentieren, wobei die partiellen Ableitungen in (s, Xs) aus-
gewertet werden.

(4.11)

Der Beweis dieses Satzes verlduft analog zur Aussage im eindimensionalen Fall
aus Satz 4.1. Entsprechend zu Formel (4.5) haben wir bei (4.11) die Darstellung

m

89 dg d%g
dY;.(t) bt + Z@x]: Z@xﬁ;g (O))(dX,(t))

mit den Rechenregeln fiir Differentiale

Beispiel: Fiir eine Anwendung der mehrdimensionalen Ito-Formel betrachten
wir X (¢) = W(t) mit einem n-dimensionalen Wiener Prozess, d.h. es ist u der
Nullvektor und v die Einheitsmatrix. Wir verwenden die Betragsfunktion

g:[0,00) x R" = R, g(t,z) =|z| =/a?+ -+ 22.

Die Betragsfunktion ist stetig differenzierbar in allen Punkten x # 0. Damit gilt

dg 0 dg  w; g Oulz]? — ziwe
ot 7 Oy |x| Oxi0z |z|3 '

Es folgt, dass der Prozess

W(t)| = V/Wi(t)? + - + W, (t)2
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Abbildung 6: Pfade zu einem n-dimensionalen Bessel Prozess.

die Differentialgleichung

" 0u|[W R — WL,
dw| = (%Z 1 :W|3 ZZ&J&]) dt+ZZ§Z]|W| W,

i0=1 i=1 j=1
W2 — W2
dt + dW;
( S ey

n—1 u WZ
= dt + dW;
2|W| ; W

erfiillt. Die korrespondierende Integralgleichung ist jedoch nur in Zeitintervallen
(to, 00) mit ¢ty > 0 sinnvoll, da |[W(0)| = 0 gilt. Es ist fast sicher |W (t)| # 0 fur
t > 0 bei n > 1. Der Zufallsprozess |W(t)| wird n-dimensionaler Bessel Prozess
genannt. Abbildung 6 zeigt Pfade zu Bessel Prozessen.

4.3 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt diskutieren wir skalare lineare stochastische Differentialglei-
chungen.

Arithmetische Brownsche Bewegung

Eine arithmetische Brownsche Bewegung ist eine Losung der Ito-Integralgleichung
t t
M, = M, —|—/ ads+ [ B dW,. (4.12)
0 0
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Abbildung 7: Pfade einer arithmetischen Brownschen Bewegung (blau) sowie Ap-
proximation des Erwartungswerts (rot) zu Parametern a = 1, 5 = 0.1 (links) und
a=1,5=0.5 (rechts).

mit Konstanten «, 5 € R. Als Losung von (4.12) folgt sofort

Der Spezialfall fiir « = 0 und 8 = 1 liefert den Wiener Prozess bzw. die Brownsche
Bewegung selbst. Als Erwartungswert ergibt sich

E(M,) = E(M,) + ot, (4.14)
da E(W;) = 0 fiir alle t > 0 gilt. Als Varianz erhalten wir mit der Annahme, dass
My und (W;);>0 unabhéngig sind,

Var(M,) = Var(M,) + °t,
weil Var(W;) = t vorliegt.
Die zur Ito-Integralgleichung (4.12) analoge Stratonovich-Integralgleichung be-

sitzt ebenfalls die Losung (4.13), da der Integrand im stochastischen Integral
konstant ist.

Zur Interpretation setzen wir die Zeitpunkte ¢; = jA¢ fiir j = 0,1,2,... mit einer
Schrittweite At > 0 fest. Es folgt

Mt - Mtj = aAt + B (Wtj+1 - Wtj) .

1
Darin ist das Inkrement W;,,, — W}, normalverteilt mit Erwartungswert null und
Varianz At. Die Differenz M, , — M;, besitzt daher stets die gleiche Verteilung.

Abbildung 7 zeigt fiinf Pfade einer arithmetischen Brownschen Bewegung zu ver-
schiedenen Parametern und Anfangswert My = 0. Zusétzlich ist der Mittelwert
von 1000 Pfaden dargestellt, welcher den Erwartungswert (4.14) approximiert.
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Geometrische Brownsche Bewegung

Eine geometrische Brownsche Bewegung ist eine Losung der Ito-Integralgleichung
t t

Mt:MO—i—/ a M ds+/ B Mg dW;. (4.15)
0 0

Darin bezeichnet die Konstanten o € R die Driftrate und die Konstante § € R
die Diffusionsrate. Zur Losung dieser Gleichung soll die It6-Formel (4.3) eingesetzt
werden. Wir priifen, ob Y; := In M, eine n(gch einfachere Integralgleichung 16st.
Mit g(t,z) = Inzx gilt % =0, g—g =1 % = ——. Die It6-Formel zeigt mit
u = aM; und v = SM,;

1
— = M

* M?2

t
1
In M, = lnM0+/0aMsMs

t
1
d Mg— dW;
S—i—/oﬁ Y W,

t t
— lnM0+/a—%62d3+/5dW5
0 0

= InMy+ (o — 382t + W,

Wir erhalten als Losung der linearen Ito-Integralgleichung (4.15)
M, = M, elo= 285w (4.16)
Insbesondere ist die dieser Zufallsprozess positiv falls My > 0 gilt.

Um die Losung der Stratonovich-Integralgleichung
t t
Nt:N0+/aNtds+/ﬁNtodW8 (4.17)
0 0

zu bestimmen bedienen wir uns der Transformationsformel (3.35). Dabei gilt
o(t,z) = Bz und 92 = B. Die Losung von (4.17) erfiillt demnach die It6-Integral-
gleichung
t t
N, = N, —i—/ (o + %BQ)NS ds + / BN, dW,.
0 0
Aus der Formel (4.16) folgt daher

Ny = Ny W,

Zur Interpretation setzen wir wieder die Zeitpunkte ¢; = jA¢t fir j = 0,1,2,...
mit einer Schrittweite At > 0 fest. Fiir die Losung der linearen Ito-Integralgleich-
ung (4.15) gilt

My, Moe(a_%52)tj+1+ﬁwij+1
M,

J

— ola= 5678 B(Wejyy Wi ).

Moe(a—éﬁ)tjwwtj
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Das Inkrement W, , — Wy ist normalverteilt mit Erwartungswert null und Va-
rianz At. Der Quotient M, /M, besitzt daher stets die gleiche Verteilung.

Eigenschaften der geometrischen Brownschen Bewegung

Allgemeiner betrachten wir Zufallsprozesse der Form
X, = X et oWe it uo0 € R, (4.18)

welche qualitativ einer geometrischen Brownschen Bewegung entsprechen. Das
Gesetz vom iterierten Logarithmus besagt fiir einen Wiener Prozess

thUpM =1, liminfM = —
t—oo V2tInlnt tooo /2tInint

fiir fast alle w € ). Eine Konsequenz hieraus ist, dass fiir jedes ¢ > 0 und fast
jedes w € Q ein Zeitpunkt ty = to(e,w) > 0 existiert mit

—(14+e)v2tinlnt < Wi(w) < (1 +¢)V2tInlnt  fiir alle ¢ > ¢.

Daraus folgt, dass fast alle Pfade des Wiener Prozesses fiir ¢ — oo nur subli-
near steigen bzw. fallen. Folglich ist fiir das Verhalten nach langer Zeit im Pro-
zess (4.18) nur der Parameters p bestimmend. Fiir gewisse Parameterwahlen
a, f im Ito-Modell (4.15) bzw. Stratonovich-Modell (4.17) besitzen die jeweiligen
Losungen somit ein qualitativ unterschiedliches Verhalten bei t — oc.

Wir interessieren uns fiir den Erwartungswert einer geometrischen Brownschen
Bewegung (4.18). Unter der Voraussetzung, dass Xy und (W;);>o unabhéngig
sind, folgt

E(X;) = E(X;) e E(e”™). (4.19)

Es ist also der Erwartungswert von Y; = et zu bestimmen. Anwendung der

It6-Formel (4.3) liefert mit g(t, z) = e”® sowie & = 0, 3¢ = ge’®, % = 027",

t t
Y, = Y, +/ 102e7Ws ds + / age”s AW,
ot : 0
= Yo+/ %O’ZY;dS—i-/UYSdWS.

0 0

Mit den Eigenschaften des Ito-Integrals folgt
t
E(Y;) = E(Y,) + 502/ E(Y,) ds.
0

Wegen Yy = e?"0 = 1 ist die Losung dieser deterministischen Integralgleichung

E(e"Vt) = 377, (4.20)
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Abbildung 8: Pfade einer geometrischen Brownschen Bewegung (blau) sowie Ap-
proximation des Erwartungswerts (rot) zu Parametern g = 1,0 = 0.1 (links) und
pu=10=0.5 (rechts).

Somit haben wir aus (4.19)
E(X,) = E(X;) ez, (4.21)
Analog bestimmen wir
E(X?) = E(X] oM7) = E(X])E(eHT27W0) = E(XZ)e .
Als Varianz erhalten wir daraus im Fall von X, konstant
Var(X,) = X2 e(uto)t [e”Qt - 1} .

Wir bemerken, dass der Parameter ¢ in diesen Formeln stets quadratisch auftritt,
d.h. sein Vorzeichen spielt keine Rolle. Dies spiegelt wider, dass beim Wiener
Prozess E(W;) = 0 gilt, also keine Tendenz bevorzugt wird.

Damit folgt fiir die Losung der It6-Integralgleichung (4.15)
E(M;) = E(My) e™,

d.h. der Parameter 3 beeinflusst den Erwartungswert nicht. Fiir die Losung der
Stratonovich-Integralgleichung (4.17) haben wir dagegen

E(N,) = E(N) elet2f)t,

In der Varianz der Losungen macht sich in beiden Féllen der Parameter S be-
merkbar.
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Abbildung 8 zeigt fiinf Pfade einer geometrischen Brownschen Bewegung (4.18) zu
verschiedenen Parametern und Anfangswert X, = 1. Zusétzlich ist der Mittelwert
von 1000 Pfaden dargestellt, welcher den Erwartungswert (4.21) approximiert.

Die Resultate in diesem Abschnitt zeigen insbesondere, dass zu linearen stocha-
stischen Differentialgleichungen stets eine Losung auf dem gesamten Zeitbereich
t > 0 existiert.

4.4 Existenz und Eindeutigkeit

Wir betrachten ein allgemeines System aus [to-Differentialgleichungen, d.h. m In-
tegralgleichungen

X;(t) = X;(0) —i—/o u;(s, X (s)) ds + Z/o vi;(s, X (s)) dW;(s) (4.22)

fiir ¢ = 1,...,m mit einem n-dimensionalen Wiener Prozess. Wir verwenden die
Euklidische Vektornorm || - || und die Schur-(Matrix-)Norm || - ||s. Es gilt das
folgende Resultat iiber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen.

Satz 4.4 SeiT' > 0. Die folgenden Voraussetzungen seien erfiillt.
i) Die Koeffizienten u : [0,T] x R™ — R™ und v : [0,T] x R™ — R™"™ seien
(komponentenweise) messbare Funktionen.

ii) Die Koeffizientenfunktionen besitzen die Schranken

Jut, 2)[| < Cu(l+ lz]])
lo(t.z)lls < Co(l+|z])
fir alle t € [0,T] und alle x € R™ mit Konstanten C.,,C, > 0.
ii1) Die Koeffizientenfunktionen sind global Lipschitz-stetig bzgl. =, d.h.
Ju(t,2) ~ u(t. )l < Lulle oyl
[o(t,z) —v(t,y)lls < Lollz =yl
fir alle t € [0,T] und alle x,y € R™ mit Konstanten L,, L, > 0.

iv) Der Anfangswert X (0) = Z ist unabhingig beziglich der vom Wiener Pro-

zess erzeugten kanonischen Filtration (E(n))te[o,ﬂ.
Zudem gilt E(]| Z]|?) < oo.
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Dann besitzt das Ité-Differentialgleichungssystem (4.22) eine eindeutige Lisung
(X (t))iejo,r) mit den Eigenschaften:

1. Die Pfade von (X(t))iwcpo,r) sind fast sicher stetig.

2. Der Zufallsprozess (X (t))iwcpo,r st adaptiert beziiglich der von Z und
(W(t))icpm erzeugten kanonischen Filtration.

3. Im Produktraum [0,T] x Q ist die Norm von (X(t))icpm endlich, d.h.

E (/OT 1X (8|2 dt) <

Der Beweis kann in Abschnitt 5.2 aus [14] gefunden werden.

Die Voraussetzung (ii) ist insbesondere fiir global beschriankte Funktionen erfiillt.
Die Voraussetzungen (iv) sind sofort erfiillt, falls die Anfangswerte X (0) konstant
(in w) gewihlt werden. Desweitern gilt fiir Z = (Z,,...,Z,,)" die Bedingung
E(||Z|*) < oo genau dann, wenn E(Z?) < oo fiir alle i = 1,...,m.

Im Fall v = 0 reduziert sich das System (4.22) zu einer Schar aus deterministi-
schen Integralgleichungen. Ist zudem u stetig, dann ist das System (4.22) dquiva-
lent zu einer Schar aus gewohnlichen Differentialgleichungssystemen (Scharpara-
meter ist w € ). Daher miissen auch die Begingungen fiir Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Losung zu gewohnlichen Differentialgleichungen fiir u erfiillt sein. Die
Beschréankung (ii) entspricht einer Nicht-Explosions-Bedingung, welche die Exi-
stenz auf dem gesamten Intervall [0, 7] garantiert. Die Lipschitz-Stetigkeit (iii)
impliziert die Eindeutigkeit der Losung.

Wir betrachten ein allgemeines lineares It6-Differentialgleichungssystem

Xi(t) = X;(0) + /0 tzamxk ds+z / Zﬁijkxk(s) AdW,(s)  (4.23)

mit Konstanten oy, Bijx € R fir i,k =1,...,mund j = 1,...,n. Die Koeffizi-
entenfunktionen lauten daher komponentenweise

m
r) = E QT v;;(t, ) E BijkTr-
k=1

In Satz 4.4 sind dann die Voraussetzungen (i)-(iii) erfiillt. Die Messbarkeit (i) ist
offensichtlich, da die Funktionen stetig sind. Wir zeigen die Bedingung (ii) fiir .
Dazu sei

a = max |ozik|.
ik=1,...,



Es gilt

|Uz‘| =

m
E QT
k=1

Dadurch erhalten wir

m m m
lal =) uf =" |wlf < a*m?|z)* = a®m® |||,
i=1 =1 1=1

m m
<D laal -lanl < a) |zl < am ).
k=1 k=1

Also ist , ,
[ull < am? [|z]| < am2(1+ |z]]),

d.h. Bedingung (ii) ist erfillt mit C, = am?. Beziiglich Bedingung (iii) fir w
schétzen wir ab

lui(x) —ui(y)| =

m m
E Qi T — E QikYk
k=1

k=1

Z Oéik(xk - yk)
k=1

m
< Z|Oéik|'|xk—yk\ < CLZ|Ik—yk| < am|lz —yl.
k=1 k=1

m

Wie oben folgt daraus
3
[u(z) —u(y)|| < am2 ||z —yl|,

d.h. die Lipschitz-Stetigkeit von w mit Lipschitz-Konstante L, = am?. Fiir v
folgen die Bedingungen (ii) und (iii) analog, da die Schur-Norm (auch: Frobenius-
Norm) einer Matrix A € R™*" gegeben ist durch

[A]ls =

Die Bedingung (iv) héngt vom Anfangswert X (0) ab.

o6



5 Numerische Verfahren

Nichtlineare stochastische Differentialgleichungen lassen sich analog zu gewdhn-
lichen Differentialgleichungen héufig nicht analytisch 16sen. Dadurch sind wir auf
numerische Methoden angewiesen, die uns zu einer beliebigen stochastischen Dif-
ferentialgleichung aus einer gewissen Klasse eine geeignete Naherungslosung lie-
fern.

5.1 Euler-Maruyama-Verfahren
Wir betrachten ein (nichtlineares) System aus Ito-Integralgleichungen
t t
X = Xo +/ a(s, Xs) ds +/ b(s, Xs) dW; fir t € (0,7 (5.1)
0 0

mit vorgegebenem Anfangswert X, und Funktionen a,b : [0,7] x R™ — R™
sowie einem eindimensionalen Wiener Prozess (W;):>o. Das Zeitintervall [0, 7]
sei dquidistant zerlegt mit der Schrittweite h = At = % Das explizite Euler-
Verfahren angewandt auf das Anfangswertproblem eines Systems gewohnlicher
Differentialgleichungen

dz
5 (1) =alt,z(t), 2(0) =z

fir ¢ € [0,7] mit Losung z : [0,7] — R” liefert fiir die Nitherungen Z; ~ x(t;)
mit t; = ¢h die Rekursion

‘i‘i—l-l :jz—i-a(t“j?z)h fir Z:O,l,,N— 1. (52)

Wir konstruieren ein entsprechendes Verfahren fiir die Integralgleichung (5.1). Es
seien AW; = W,, , — W, die Inkremente des Wiener Prozesses zur Zerlegung des
Zeitintervalls. Der Anfangswert X : 2 — R™ ist vorgegeben. Wir approximieren
wir die Funktionen a, b im Teilintervall [to, ¢;] durch konstante Vektoren

a = a(ty, Xp) € R™ und b= b(te, Xo) € R™.

Es folgt aus (5.1)

t1 t1
Xy, = Xt0+/ a(s, Xs) ds—i—/ b(s, Xs) dW;

to to

t1 i1
X() + / ads+ / b dWS
to to

= Xg+ah+b(W, —W).

Q
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Wir erhalten also als Naherung fiir X,
Xl = XO + a(to, Xo)h + b(to, Xo)AWO

Dieses Konstruktionsprinzip kann rekursiv fortgesetzt werden, um Néherungen
X; = X;, zu erhalten. Das Euler-Maruyama- Verfahren fiir die stochastische Dif-
ferentialgleichung (5.1) lautet

mit Anfangswert Xo = X und Wy = 0. In dieser Form liegt eine Rekursion fiir
eine Folge von Zufallsvariablen vor.

Algorithmus fiir einen Pfad

Um ein numerisches Verfahren zu erhalten, miissen wir pfadweise Naherungs-
l6sungen berechnen, d.h. punktweise fiir w € 2. Fiir ein benotigtes Inkrement gilt
AW,; ~ N(0, h). Daher bestimmt sich aus Zufallszahlen gemif dieser Normalver-
teilung eine Realisierung der Niherungen X;. Die Erzeugung der Zufallszahlen
erfolgt auf dem Rechner nédherungsweise tiber Pseudo-Zufallszahlen, siehe [6].

Eine Néherung fiir einen Pfad X;(w) der Losung von (5.1) (d.h. w ist fest) ergibt
sich durch folgenden Algorithmus basierend auf dem Schema (5.3).
1. Wihle ein N € N und setze h = L sowie &y = Xo(w).

2. Erzeuge Pseudo-Zufallszahlen z, z1, ..., zy_1 geméfl (unabhéngiger)
Standard-Normalverteilungen N (0, 1).

3. Firi=0,1,..., N — 1 berechne

4. Ausgabe ist i’o, Zi'l, e ,i‘N_l, TN.

Fiir die Resultate gilt dann Z; ~ X, (w) falls h hinreichend klein. Eine Funktion
z(t) = Xi(w) fir t € [0,7] kann wieder durch lineare Interpolation gebildet
werden.

Der Algorithmus kann beliebig oft mit unterschiedlichen Pseudo-Zufallszahlen
wiederholt werden, um Néaherungen fiir eine Vielzahl X;(wy), ..., Xi(wk) an Pfa-
den im Zeitintervall [0, 7] zu erzeugen.
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Abbildung 9: Pfade eines Bessel Prozesses zu einem 5-dimensionalen Wiener Pro-
zess: direkte Simulation (Linien) und N&éherungen aus dem Euler-Maruyama-
Verfahren (Symbol +).

Verallgemeinerungen des Euler-Maruyama-Verfahrens

Das Euler-Maruyama-Verfahren ist wegen seiner Einfachheit die einzige Methode,
die direkt auf Systeme von Differentialgleichungen mit mehrdimensionalem Wie-
ner Prozess iibertragen werden kann. Gilt in (5.1) nun b : [0,7] x R™ — R™*"
mit einem n-dimensionalen Wiener Prozess, dann brauchen wir AW; in (5.3)
nur durch einen Vektor mit Pseudo-Zufallszahlen z, ..., z, jeweils nach N (0, h)
verteilt zu ersetzen.

In manchen Problemen (5.1) tritt ein steifer deterministischer Anteil a auf. In
diesem Fall konnen wir ein implizites Fuler-Maruyama-Verfahren

Xi—H = Xz + a(tz-+1, Xi+1)h + b(t“ XZ)AVVZ fiir ¢+ = O, ]_, Ceey N -1

verwenden. Hier ist ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die jeweilige Approxi-
mation zu lésen. Der stochastische Anteil b kann jedoch nicht implizit behandelt
werden. Die Definition des Ito-Integrals erzwingt die Auswertung der Funktion b
am jeweils linken Intervallrand.

Beispiel: Bessel Prozess

Wir betrachten den Bessel Prozess aus Abschnitt 4.2. Sei dazu (W (t));>0 ein n-
dimensionaler Wiener Prozess. Um Probleme bei Division durch null zu vermei-
den setzen wir den Anfangswert W (0) = (1,...,1)" fest. Der zugehérige Bessel
Prozess

By = /Wi (12 + -+ W, (t)? (5.4)
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erfiillt die nichtlineare Ito-Integralgleichung

5 n ‘n—1 —~ ["W;
B, = B0+/ ”B ds—i—Z/ () quws). (5.5)
0 s =1 Jo s

2 B
Der Anfangswert ergibt sich zu By = N

Wir setzen als Dimension n = 5 und betrachten das Zeitintervall [0,1]. Zum
einen werden Pfade des Bessel Prozesses berechnet iiber simulierte Werte ei-
nes H-dimensionalen Wiener Prozesses geméafl Abschnitt 2.3 mit einer konstanten
Schrittweite At und Auswertung von (5.4). Zum anderen wenden wir das Euler-
Maruyama-Verfahren auf die Integralgleichung (5.5) an, wobei als Schrittweite
wieder h = At gesetzt wird. Es werden die gleichen Pseudo-Zufallszahlen fiir
die Inkremente verwendet wie bei der Simulation des Wiener Prozesses selbst.
Abbildung 9 zeigt die Naherungen fiir jeweils drei Pfade, die zu verschiedenen
Schrittweiten At = 0.05 und At = 0.01 berechnet wurden. Wir erkennen, dass
mit kleinerer Schrittweite die Differenz in den Ergebnissen abnimmt.

5.2 Starke und Schwache Konvergenz

Um die Giite eines numerischen Verfahrens fiir Differentialgleichungen zu beur-
teilen ist die Konvergenzordnung von Bedeutung. Im Gegensatz zu gewohnli-
chen Differentialgleichungen ergeben sich bei stochastischen Differentialgleichun-
gen zwei verschiedene Konzepte.

Die Losung einer stochastischen Differentialgleichung ist eine Funktion in der
Zeit t € [0,00) und in den Ergebnissen w € Q. Die Differentialgleichung bzw.
Integralgleichung beschreibt die zeitliche Anderung. An einem Zeitpunkt 7> 0
kénnen wir daher den gemittelten absoluten Fehler iiber alle Ergebnisse betrach-
ten. Dies entspricht gerade der Konvergenz in der L'-Norm zum Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, .4, P).

Definition 5.1 Sei X; die Losung einer stochastischen Differentialgleichung und
X! die Niherung aus einem numerischen Verfahren mit der Schrittweite h. Die
Approximation X% konvergiert stark mit Ordnung (mindestens) p > 0 gegen Xr,
falls fiir alle hinreichend kleinen Schrittweiten h gilt

E (| X} — Xr|) < Ch?

mit einer von h unabhdngigen Konstanten C' > 0.

Ein weiteres Konzept ergibt sich daraus, dass wir hdufig nicht an der Losung
einer stochastischen Differentialgleichung selbst interessiert sind, sondern nur an
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Kennzahlen wie den Momenten der Zufallsvariable. Auf den Erwartungswert der
Losung bezogen resultiert das folgende Konzept.

Definition 5.2 Sei X; die Lisung einer stochastischen Differentialgleichung und
X! die Niherung aus einem numerischen Verfahren mit der Schrittweite h. Sei
eine Funktion g : R — R gegeben. Die Approzimation g(X%) konvergiert schwach
mit Ordnung (mindestens) q > 0 gegen g(Xr), falls fir alle hinreichend kleinen
Schrittweiten h gilt

[E (9(X})) — E (9(Xr))| < Dh?

mit einer von h unabhdingigen Konstanten D > 0. Die Approzimation X% kon-
vergiert schwach gegen Xr, wenn diese FEigenschaft fir g(z) = x gilt.

Die Definitionen 5.1 und 5.2 gelten bei Differentialgleichungssystemen analog mit
entsprechenden Vektornormen. Analog heifit ein numerisches Verfahren fiir eine
bestimmte Klasse von stochastischen Differentialgleichungen stark bzw. schwach
konvergent, wenn alle von ihm gelieferten Néherungen stark bzw. schwach kon-
vergent sind.

Die schwache Konvergenz von X gegen X7 bedeutet auch
IE (X} — Xr)| = |E (X}) —E(Xr)| < Dne.
Die schwache Konvergenz beziiglich g(x) = 2* fiihrt auf die Bedingung
IE ((X})*) —E ((X7)*)| < Dn.

Dies ist gerade die Konvergenz des k-ten Moments.

Satz 5.1 Sei g : R — R global Lipschitz-stetig. Dann folgt aus der starken
Konvergenz mit Ordnung p die schwache Konvergenz mit Ordnung mindestens p.

Beweis:

Die globale Lipschitz-Stetigkeit von g bedeutet

lg(z) —g(y)| < Lz —y|

fiir alle x,y € R mit einer Konstante L > 0.
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Unter der Annahme der starken Konvergenz schéitzen wir ab

E(9(X}) —E(9(X1))| = [E(9(X})—g(X7))]

/Q g(XP) — g(Xr) dP
< /Q‘Q(X:}FZ)_Q(XT)’ dp

< /L|X§2—XT\ apr
Q

= LE(|X}—Xr|) < LCh?.

Diese Abschitzung zeigt die schwache Konvergenz mit Konstante D = LC'. [J

Satz 5.1 gilt insbesondere fiir die Funktion g(x) = x mit Lipschitz-Konstante
L=1.

Das Euler-Maruyama-Verfahren aus dem vorhergehenden Abschnitt besitzt die
schwache Konvergenzordnung 1 aber nur eine starke Konvergenzordnung % Ei-
ne Erduterung hierzu erfolgt im néchsten Abschnitt. Die schwache Konvergenz
des Euler-Maruyama-Verfahrens weisen wir im Fall der stochastischen Differen-
tialgleichung zur geometrischen Brownschen Bewegung direkt nach. Die linea-
re Integralgleichung (4.15) besitzt die Losung (4.16) mit dem Erwartungswert
E(M;) = E(Mp)e*. Das Euler-Maruyama-Verfahren liefert fiir die Niherungen

M; von M;;, die rekursive Vorschrift

mit AW; ~ N(0, h). Anfangswert ist My = M,. Die Rekursion ineinander einge-
setzt ergibt fiir den Endwert die Formel

N—-1
My = M, H (1+ah+ BAW;).

i=0
Nach Voraussetzung sind die Realisierungen der Inkremente AW; alle unabhéngig

voneinander, wodurch wir die Bildung des Erwartungswerts und das Produkt
vertauschen koénnen.
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Es folgt

H

1+ah+ﬁAW)>

E(1+ah+BAW)>

) E
- ( 1+ ah+ BE (AW;)
(1+

20

=0
=0

s

)N

Mit h = % erhalten wir

N
lim E (MN> = E(M) lim (1 + %) — E(Mp)e®T = E(My).
Um die Konvergenzordnung einzusehen beachte man, dass die Werte E(M;) Lo-
sungen der gewohnlichen Dgl. ¢/(t) = ay(t) mit y(0) = E(M,) sind. Die Werte
E(M;) sind dann die Niherungen, die das klassische Euler-Verfahren (5.2) mit
Schrittweite h fiir diese Dgl. liefert. Das klassische Euler-Schema besitzt die Kon-
vergenzordnung 1. Damit folgt die schwache Konvergenzordnung ¢ = 1 fiir das
Euler-Maruyama-Verfahren im linearen Fall.

5.3 Stochastische Taylor-Entwicklungen

Um numerische Verfahren héherer Ordnung zu konstruieren, betrachten wir Me-
thoden basierend auf Entwicklungen analog zu Taylor-Reihen. Verfahren von ho-
her Ordnung dieser Art erweisen sich bei gewthnlichen Differentialgleichungen
als ineffizient. Jedoch wollen wir spéter nur Verfahren bis zur starken Konvergen-
zordnung 1 konstruieren.

Eindimensionaler Fall

Wir betrachten zunéichst autonome Gleichungen der Gestalt

Xi = Xo + / ta(XS) ds + / tb(Xs) dw,,  te[0,T] (5.6)

mit a,b : R — R hinreichend glatt. Fiir eine stochastische Taylor-Entwicklung
von niedriger Ordnung liefert die Ito-Formel eine Darstellung. Mit zweimal stetig
differenzierbarer Funktion f : R — R ist f(X;) wieder ein It6-Prozess und erfiillt

63



die Integralgleichung

FO0) = F)+ [ (POl + NGP) ds
(5.7)

+/f’(Xs)b(X5) dW;.

Wir setzen nun (5.7) fir f = a und f = b in (5.6) ein, wodurch folgt

t s s
X, = Xt0+/ (a(Xt0)~|—/ (a'a+ a"b?) du+/ a'b qu) ds
to

to to
t s s
+ / (b(XtO)-i- / (Va+ $b"0%) du + / b'b qu) dw..
to to to

Diese Formel konnen wir umschreiben in

t
Xt = Xto + G(Xto)(t — tO) + b(Xto) / dWS + R,
to
wobei der Restterm R alle Doppelintegrale enthélt. Bei Entfallen des Restterms
erhalten wir das Euler-Maruyama-Verfahren (5.3). Den Restterm spalten wir auf
in

t s
R= / / v'b AW, dW, + R. (5.8)
to Jto

Es kann gezeigt werden, dass fiir den neuen Restterm R = O(h%) gilt. Das
Doppelintegral in (5.8) dagegen O(h), berechnen wir

t s t
I= / / AW, dW, = / (W, — W,,) dW,
to Jto to

t t
= [ W, dWS—WU/ AW,
/to w) (5.9)

= (W2 =W2) = 5(t — to) — Wy, (W, — Wy,)

= L (W~ W2 — ( — 1))
Esgilt mitt =t =ty +h

E(I) = 5 (E((Wy, — Wy)?) — E(ty — to)) = $((ts — to) — (t1 — to) =0

2 2

Var<j) = %Lvar((th - Wt0)2> = 411 (E((th - Wt0)4) - E<<Wt1 - Wt0)2)2)

=1 (3(t1 — t0)” — (t1 — t9)?) = 3h°.

Die Standardabweichung ist also o(I) = \/iih = O(h). Somit représentiert im

Restglied (5.8) dieses Doppelintegral den dominanten Term.
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Mehrdimensionaler Fall

Sei (W (t))>0 ein n-dimensionaler Wiener Prozess. Wir betrachten ein autonomes
System aus [to-Integralgleichungen

s)) ds+Z /t br; (X (s)) AW, (s) (5.10)

mit Komponenten & = 1,...,m. Die (mehrdimensionale) It6-Formel (4.11) in
Bezug auf das System (5.10) liefert fir Y (¢) = f(X(¢)) mit f : R™ — R die
Aussage

f(X@) = /Zazaf+ ZMUZ@]% ds

to = 1 i,0=1 (511)
3y T

to =1 j=1

to

Fiir diese Funktion kénnen wir nun f = a4 oder f = by, anwenden. Einsetzen
der jeweiligen Formeln (5.11) in (5.10) fiithrt auf die Integralgleichungen

t n
Xi(t) = Xi(to) + / / Z@kgff +3 ai S’;éZbijbej du
=1

to =1 i4=1

/ > biyg% dW;(u) ds

011]1

3 [y [543 25D b o
to =1 i,0=1 Jj=1
LS

o =1 j=1

(5.12)
firk=1,...,m

5.4 Milstein-Verfahren

Wir erhalten eine Methode hoherer Ordnung als das Euler-Maruyama-Verfahren,
wenn wir den dominanten Term von (5.8) in die Approximation einbeziehen.
Ersetzen wir die Funktionen &b im Doppelintegral durch ihre Auswertungen am
linken Intervallrand, dann entsteht nur ein Fehler hoherer Ordnung. Es folgt das
Milstein- Verfahren fiir die autonome Ito-Integralgleichung (5.6)

Xit1 = X + a(X,)h + b(X;) AW, + 10/ (X,)b(X;) (AW;)? — h). (5.13)
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Das Milstein-Verfahren fiir das (nichtautonome) System aus Ito-Integralgleich-
ungen (5.1) mit einem eindimensionalen Wiener Prozess lautet analog

Xit1 =X +alty, X;)h + b(t;, X;) AW; + 1Db(t;, Xi)b(t:, Xi) ((AW;)? — h)

fir+ = 0,1,..., N — 1. Im Fall eines eindimensionalen Wiener Prozesses erhcht
sich der Aufwand gegeniiber dem Euler-Maruyama-Verfahren nur durch die Bil-
dung der Funktionalmatrix Db € R™*™. Die Berechnung dieser Funktionalmatrix
kann zudem durch geeignete Approximationen mit Differenzenquotienten vermie-
den werden, wobei dennoch die Konvergenzordnung 1 erhalten bleibt, siehe [6].

Wir leiten nun das Milstein-Verfahren fiir ein autonomes System aus Ito-Integral-
gleichungen (5.10) her. Die (mehrdimensionale) It6-Formel fithrte auf die Glei-
chungen (5.12). Setzen wir dort ¢y = t, und t = ¢,4, dann erhalten wir mit der
Schrittweite h = t,41 — t, die Aussage

Xi(tgr1) = Xilty) + /”1%()(( 2) ds + O(h?) + O(h?)

tq+1

+Z/ by (X (t,)) AW, () + O(h?)
+ZZ/ /(Zb%) W) AW,y (s).

p=1 j=1

Wenn die Restterme hoherer Ordnung entfallen und die Funktionen im letzten
Doppelintegral durch die Auswertungen am linken Intervallrand ersetzt werden,
dann folgt das Milstein-Verfahren

Xk(tq+1) = X (t ) + Clk h + Zbkp
n m ~ ab tg+1
s (z by (X 1)) 2 ) / / AW, (u) W (s)
pj=1 \i=1
) (5.14)
firk =1,...,m, wobei X}, die numerische Approximation bezeichnet. Die Formel

gilt analog im nichtautonomen Fall. Um das Verfahren durchzufiihren, sind noch
die Doppelintegrale beziiglich der Wiener Prozesse auszuwerten. Dies kann leider
im Gegensatz zum eindimensionalen Fall nicht mehr explizit durchgefiihrt werden.
Stattdessen miissen wir eine numerische Approximation dieser Doppelintegrale
herleiten, deren Fehlerordnung mindestens O(h) betriagt, damit wir die starke
Konvergenzordnung p = 1 im Milstein-Verfahren erreichen.

Es sei zur Abkiirzung
tq+1 S
Jij:/ / AWi(u) dWi(s)  fiir i,j = 1,....n. (5.15)
tq tq
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Analog zu (5.9) folgt fiir die Doppelintegrale beziiglich nur eines Wiener Prozesses
lgt1 s

Iy = / / dWi(u) dW;(s) = 5 [(AW;)? —h] fir i=1,...,n.  (5.16)
tq tq

Kompliziert sind nur die Auswertungen fiir ¢ # j. Man beachte auch, dass im
allgemeinen I;; # I;; gilt.

Wir kénnen die Doppelintegrale [;; fiir ¢ # j als Losungen von einfachen sto-
chastischen Differentialgleichungen darstellen. O.E.d.A. sei I5; betrachtet. Dann
stellen wir das System

= [Vl ami), v = [ awil (5.17)

q q

fir ¢, <t <t 41 auf. Fiir die zweite Komponente gilt
Ya(t) = Wa(t) — Walty) = Yo(lg1) = AW:.

Fiir die erste Komponente folgt

tg+1

Wit = [ v awite) = [ [ awagu) amigo)

tq

Die erste Komponente der Losung von (5.17) an der Stelle ¢,.; entspricht so-
mit I5;. Um diese Losung ndherungsweise zu erhalten, fithren wir M Schritte
des Euler-Maruyama-Verfahrens im Intervall [t,, t,+1] durch, d.h. die Schrittwei-
te betragt h = % Auf diese Weise erhalten wir eine Niherung Z" der Losung
von (5.17) an der Stelle t,41. Wir verwenden die kleinste Schrittzahl M mit
1< M. Da das Euler-Maruyama-Verfahren die starke Konvergenzordnung %

h
besitzt, folgt

E(‘Z{L—IQI)SC\/Z:C\/%SCWZ(M.

Insgesamt haben wir im Milstein-Verfahren eine starke Konvergenzordnung p = 1
erreicht. Als Preis dafiir steigt der Aufwand zur Bestimmung der Doppelinte-
grale (5.15) hier quadratisch mit der Anzahl der Integrationsschritte auf einem
Zeitintervall [0, 7] an. Im numerischen Verfahren ist darauf zu achten, dass die
Mikro-Inkremente aus der Losung des Systems (5.17) aufsummiert die Makro-
Inkremente der Wiener Prozesse liefern miissen.

In manchen Spezialfillen von Koeffizientenfunktionen b;; (kommutatives Rau-
schen, lineares Rauschen) lassen sich die Doppelintegrale auf die Inkremente AW;
zuriickfiihren, was den Aufwand erheblich vereinfacht. Im Fall der einer Diago-
nalmatrix b;; (diagonales Rauschen) treten nur die Doppelintegrale (5.16) auf.
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Héngen alle b;; nicht von z ab (additives Rauschen), dann reduziert sich das
Milstein-Verfahren zum Euler-Maruyama-Verfahren. Das Euler-Maruyama-Ver-
fahren besitzt somit bei additivem Rauschen die starke Konvergenzordnung 1.

Wieder kénnen im Milstein-Verfahren (5.14) fiir Systeme die Terme mit Ablei-
tungen von b durch Differenzenquotienten approximiert werden, siehe [6]. Der
resultierende Aufwand im Verfahren ist dann deutlich geringer als wenn die Ab-
leitungen direkt durch numerische Differentiation bestimmt werden.

5.5 Verfahren héherer Ordnung

Uber stochastische Taylor-Entwicklungen héherer Ordnung kénnen auch Verfah-
ren hoéherer Konvergenzordnung hergeleitet werden. Wir wollen zwei Beispiele
betrachten ohne die Konstruktion nachzuvollziehen. Dabei betrachten wir nur
einzelne [to-Integralgleichungen mit einem eindimensionalen Wiener Prozess. Zu
Zeitpunkten t; = th fiir « = 0,1,..., N mit h = % werden Ndherungen X; be-
rechnet. Es bezeichnet wieder AW; = Wy, — Wy, d.h. AW; ~ N(0, h).

Methode mit starker Konvergenzordnung 1.5

Gegeben sei die Ito-Differentialgleichung dX; = a(t, X;)dt + b(t, X;)dW; mit An-
fangswert Xg. Ein numerisches Verfahren wird festgesetzt durch die Rekursion

Xit1 = Xi+ah+bAW; + 106/ (AW; — h) + a'b AV,
+ L(ad + 3b%a")R? + (abf + L10%") (RAW; — AV})
+ 2b(bb" + V) (3 (AW?) — h)AW;

fir ©+ = 0,1,..., N — 1. Darin werden alle Koeffizientenfunktionen und deren
Ableitungen bei ¢ = ¢; und z = X; ausgewertet. Die Ableitungen o, ¥, a”,b" be-
zeichnen die partiellen Ableitungen von a bzw. b nach x. Die neue Zufallsvariable
AV ist normalverteilt und korreliert mit AW;. Es muss gelten

E(AV;) = 0
E(AV?) = 3h?
E(AV,AW;) = 1h%

Dies kann erreicht werden durch eine unabhéngige Zufallsvariable AU; ~ N (0, h)
oder dquivalent AU; = VhZ; mit Z; ~ N(0,1). Setzen wir

AV; = 3h (AW, + 5 AU
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dann sind die drei Bedingungen erfiillt.

Im Vergleich zum Euler-Maruyama-Verfahren ergibt sich pro Schritt ein Mehr-
aufwand durch: zwei Pseudo-Zufallszahlen statt einer und Auswertung von vier
Ableitungen a’,a”, b, b".

Methode mit schwacher Konvergenzordnung 2

Gegeben sei die autonome Ito-Differentialgleichung dX; = a(X;)dt + b(X;)dW,
mit Anfangswert Xj. Ein numerisches Verfahren wird rekursiv festlegt. Dazu sei

c(z) = 3d(z)a(x)+ ja"(x)b(x)?

d(z) = 3d'(2)b(z)+ 3V (z)a(z) + 1b(x)?V" (x)
und damit G, = a + he sowie by, = b+ hd. Die Rekursion lautet
Xit1 = Xi + an(X;)h + by (Xi) AW, + L0/ (X)b(X:) (AW;)? — h)

fir + = 0,1,..., N — 1. Diese Methode besitzt die Form des Milstein-Verfah-
rens (5.13), wobei die Koeffizientenfunktionen a und b abgeédndert werden in
an und by,. Diese Erweiterung bewirkt, dass das Verfahren jetzt die schwache
Konvergenzordnung 2 besitzt. Im Vergleich zum Euler-Maruyama-Verfahren be-
steht pro Schritt ein Mehraufwand durch die Auswertung der vier Ableitungen
von a,a”, b, b".

Wir weisen die schwache Konvergenzordnung 2 fiir den Fall der geometrischen
Brownschen Bewegung direkt nach. Die geometrische Brownsche Bewegung (4.16)
erfiillt die lineare Integralgleichung (4.15). Es gilt hier a(z) = ax und b(z) = pz.
Damit ist a5 (z) = (a + 1ha?)z und bp(z) = (B + haf)z. Bs folgt die Rekursion

= M; (1 + ha + 3h2a?) + (B + haB)AW; + L 82((AW;)? — b)) .

Sukzessive erhalten wir

N-1
My = My [] (14 ha+ §h%%) + (B + haB)AW, + 35°((AW;)* — ).

=0
Bildung des Erwartungswerts fiihrt wegen E(AW;) = 0 und E(AW?) = h auf

E (MN) — E(M,) ﬂ (1+ ha + 1h%a2) = E (Mp) (1 + ha + L(ha)?)Y.

=0

Wir erkennen hier die ersten Terme der Taylor-Entwicklung von e um ¢ = 0. Es
folgt, dass diese Approximation mit Konvergenzordung 2 gegen E(Mr7) lauft.
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5.6 Simulationsbeispiel: SIR-Modell

Ein einfaches epidemiologisches Modell fiir die Dynamik einer Infektionskrank-
heit ist das SIR-Modell, sieche [4]. Dabei treten drei Populationsgruppen auf:
Suszeptible (5), Infizierte (/) und Resistente (R). Es entsteht ein System aus
gewohnlichen Dgln.

() =—-pSH)I(t)
Lty = BSI() —~I(t) (5.18)
) =1(t)

mit zwei positiven Konstanten, ndmlich die Ansteckungsrate § und die Gene-
sungsrate . Nichtnegative Anfangswerte geben wir 0.E.d.A. bei ¢t = 0 vor. Dann
sind alle drei Populationen stets nichtnegativ. Zudem ist die Summe S + I + R
in der Zeit konstant. Daher kénnen wir auch o.E.d.A. S(0) + 1(0) + R(0) =1
setzen. Typischerweise entstehen fiir £ — oo konstante Losungen in der Zeit.

Wir fiigen nun zufallsabhéngige Anteile hinzu, die als ein Rauschen interpretiert
werden konnen. Es folgt ein autonomes System aus [t6-Dgln.

dSt == _6St]t dt — O'I(BStIt)q dWl(t)
d[t B (/BSt[t - ’}/It) dt + 01(5575]15)(1 dWl(t) - Uz(’YIt)q dWQ(t) (519)
th = ’}/[t dt + UQ(’YIt)q dWQ(t)

mit Diffusionskonstanten oy, 09 > 0, einem Exponenten g > 0 sowie einem zwei-

dimensionalen Wiener Prozess (W7, W5). Dieses System besitzt die Gestalt (5.10)
mit m = 3 Komponenten und n = 2 als Dimension des Wiener Prozesses.

In der Literatur wird oft der Exponent ¢ = %, d.h. Wurzelfunktionen, verwendet,
siehe z.B. [1]. Jedoch ist dann die Nichtnegativitit der Losungen nicht gegeben.
Deshalb verwenden wir im folgenden den Exponenten ¢ = 1. Als Anfangswerte
geben wir vor

So - 09, [0 = 01, RO - O

Als weitere Parameter wird gesetzt
5202, ’)/:01, 01 :0'2:0.8.

Bei dieser Wahl endet das Infektionsgeschehen bevor sich alle Suszeptiblen infi-
zleren.
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Abbildung 10: Losung des deterministischen SIR-Modells (5.18) (links) und drei
Pfade des stochastischen SIR-Modells (5.19) (rechts) bei Parametern f = 0.2,
v =0.1.

Abbildung 10 (links) zeigt die Populationen aus dem zugehorigen deterministi-
schen Modell (5.18), welches mit einem numerischen Verfahren hoherer Ordnung
fiir gewohnliche Dgln. berechnet wurde. Wir 16sen das Modell (5.19) numerisch
mit dem Euler-Maruyama-Verfahren aus Abschnitt 5.1. Als Schrittweite wird
h = At = 0.1 verwendet. Abbildung 10 (rechts) stellt drei berechnete Pfade zu
den Populationen dar.

Desweiteren fithren wir eine Monte-Carlo-Simulation durch, wobei wir Naherun-
gen zu 10* Pfaden des stochastischen Modells (5.19) bestimmen. Als Approxi-
mationen fiir den Erwartungswert und die Varianz zu den Populationen wird der
Mittelwert und die Stichprobenvarianz gebildet. Die Ergebnisse sind in Abbil-
dung 11 enthalten.

Zum Vergleich &ndern wir die Genesungsrate zu 7 = 0.01, wihrend die anderen
Einstellungen identisch bleiben. Als Konsequenz werden alle Suszeptiblen mit der
Zeit infiziert. Wieder erstellen wir eine Monte-Carlo-Simulation mit 10* Pfaden
zum stochastischen Modell (5.19). Die Losungen werden iiber ein ldngeres Zeit-
intervall betrachtet. Abbildung 12 zeigt die Ergebnisse fiir den Erwartungswert
und die Varianz. Dabei unterscheidet sich der Erwartungswert nun kaum von der
Losung des deterministischen Modells (5.18).
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Abbildung 11: Erwartungswerte (durchgezogenen Linien) und deterministische

Losung (gestrichelte Linien) (links) sowie Varianz (rechts) im stochastischen SIR-
Modell bei Parametern g = 0.2, v = 0.1.
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Abbildung 12: Erwartungswerte (durchgezogenen Linien) und deterministische

Losung (gestrichelte Linien) (links) sowie Varianz (rechts) im stochastischen SIR-
Modell bei Parametern g = 0.2, v = 0.01.
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6 Anwendungen in der Finanzmathematik

In diesem Kapitel behandeln wir Anwendungen von Modellen mit stochastischen
Differentialgleichungen in der Finanzmathematik. Dabei werden Aktienkurse und
die Bepreisung von zugehorigen Optionen dargestellt.

6.1 Modell fiir Aktienkurse

Abbildung 13 zeigt die Aktienkurse der Firmen Siemens und Volkswagen an den
Borsentagen in einem Zeitraum von 10 Jahren, wobei ein Wert pro Tag im Da-
tensatz enthalten ist. Wir beobachten zwei Eigenschaften in diesen Aktienkursen:

1. Die Kurse besitzen schnelle Schwankungen auf einer kleinen Zeitskala. Die-
ses Bild ist ahnlich zum lokalen Verhalten der Pfade eines Wiener Prozesses
oder eines Ito-Prozesses.

2. Bis auf kurzfristige Ausnahmen besteht weitgehend ein Aufwéartstrend bei
den Kursen. Ein Wiener Prozess besitzt eine solche langfristige Tendenz
nicht.

Obgleich fiir die einzelnen Kursschwankungen oft konkrete Griinde vorliegen (z.B.
Entwicklung der Gesamtwirtschaft, MaBnahmen in einer einzelnen Firma, etc.),
ist eine zufallsabhédngige Modellierung der Aktienkurse sinnvoll.

Die obigen Beobachtungen legen als Vermutung nahe, den Aktienkurs durch eine
geometrische Brownsche Bewegung geeignet beschreiben zu konnen. Die geome-

Siemens Volkswagen
150 ‘ : 300 : : :
250 f
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200 1
e e
5 100} S 150 |
= €a}
100 ¢
751
50 |
50 : : : : : 0 : : : : :
500 1000 1500 2000 2500 500 1000 1500 2000 2500
Tage Tage

Abbildung 13: Aktienkurse der Firmen Siemens und Volkswagen an den Borsen-
tagen im Zeitraum 6.5.2011 bis 6.5.2021.
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trische Brownsche Bewegung ist die Losung (4.16) der linearen Ito-Differential-
gleichung (4.15). Wir schreiben diese Gleichung mit den in der Finanzmathematik
iiblichen Symbolen

t t
St:So+/ S ds+/ oS, dW, (6.1)
0 0

fiir ¢ > 0. Die Konstante p > 0 stellt einen Driftparameter dar. Die Konstante
o > 0 wird als Diffusionsparameter oder Volatilitdt bezeichnet. Vom Anfangswert
wird Sy > 0 gefordert. Die Losung der Gleichung (6.1) lautet

Sy = Sy elrm 307 We (6.2)
mit eindimensionalen Wiener Prozess (W})>o.

Wir fithren eine Diskretisierung in der Zeit durch iiber ¢; = iAt fir i = 0,1,2,. ..
mit Schrittweite At > 0. Es sei AW, = W, —W,., wodurch gilt AW; ~ N(0, At)
fiir alle 7. Mit (6.2) folgt

i+1
1

Sti+1 Soe('u7§gz)ti+1+gwti+l

S,

(3

— e(,uf%o'z)AtJrUAWi

Soe(u—%O'Q)ti—i—UWti

Weiter erhalten wir

Sy,
L, :==1n (ﬁ) = (p— %UQ)At + o AW;. (6.3)
Dadurch liegt die Normalverteilung L; ~ N((p — $02)At, 02At) vor. Diese Ver-
teilung héngt nicht mehr von ¢ ab. Mit der Annahme p > 10?2 gilt E(L;) > 0 und
es besteht ein Aufwértstrend.

A

Nun betrachten wir reale Kurse zu Aktien. Die Daten seien bezeichnet mit (7, .S;)
firi=1,2,...,d.h. t; =7 und At = 1. Die Werte

l;:=1n (SiAH) (6.4)
Si

entsprechen der Konstruktion in (6.3). Abbildung 14 zeigt diese Werte fiir die
beiden Aktien von Siemens und Volkswagen aus Abbildung 13. Wir erkennen, dass
bis auf kurzfristige Ausnahmen die Daten dhnlich einer Normalverteilung sind.
Statistische Untersuchungen eines Aktienkurses in diesem Kontext finden sich
auch in Abschnitt 5.3 aus [9]. Dies motiviert als Modell fiir den zufallsabhéngigen
Aktienkurs die geometrische Brownsche Bewegung zu verwenden.

Als zusétzliches Beispiel betrachten wir den Deutschen Aktien-Index (DAX) mit
einem Wert pro Borsentag in einem Zeitraum von 5 Jahren. Abbildung 15 stellt
den DAX-Kurs sowie die zugehorigen Daten (6.4) dar. Das Verhalten entspricht
den vorherigen Beispielen.
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Abbildung 14: Daten (6.4) zu den Aktienkursen der Firmen Siemens und Volks-
wagen an den Borsentagen im Zeitraum 6.5.2011 bis 6.5.2021.
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Abbildung 15: Werte des Deutschen Aktien-Index (DAX) an den Borsentagen im
Zeitraum 12.6.2015 bis 12.6.2020 sowie zugehorige Daten (6.4).

6.2 Optionspreise

Folgende Modellannahmen werden fiir den Markt gemacht:

1. Geld kann risikofrei auf Bankkonten mit fester Zinsrate r > 0 angelegt
werden.

2. Kredite konnen von Banken mit gleicher fester Zinsrate » > 0 in beliebiger
Hohe erhalten werden.

3. Verzinsung erfolgt kontinuierlich iiber die Zeit.
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4. Arbitrage-Freiheit: Es kann kein risikofreier Gewinn gemacht werden, der
iiber die Zinsrate r hinausgeht.

5. Markt ist liquide und Handel jederzeit moglich.
6. Markt ist friktionslos (d.h. keine Transaktionskosten, keine Steuern,etc.).

7. Leerverkaufe von Aktien sind moglich.

Diese Annahmen sind teilweise erhebliche Idealisierungen.

Optionen

Jetzt charakterisieren wir Optionen auf jeweils eine feste Aktie. Zudem ver-
nachléssigen wir Dividendenzahlungen bei den Untersuchungen.

Definition 6.1 FEine Furopdische Call-Option gibt dem Besitzer die Mdéglichkeit
(nicht die Verpflichtung) eine bestimmte Aktie zu einem bestimmten Preis an ei-
nem bestimmten Zeitpunkt in der Zukunft zu kaufen.

Fine Europdische Put-Option gibt dem Besitzer die Mdoglichkeit (nicht die Ver-
pflichtung) eine bestimmte Aktie zu einem bestimmten Preis an einem bestimmten
Zeitpunkt in der Zukunft zu verkaufen.

Es liegen (grob) folgende Typen von Optionen vor:

e Européische Optionen,
e Amerikanische Optionen,

e Exotische Optionen
— Asiatische Optionen,
— Barriere-Optionen,
— und andere.

Diese Papiere gibt es jeweils als Call-Option (Moglichkeit zu kaufen) und als
Put-Option (Moglichkeit zu verkaufen).

Wir behandeln den Fall von Européischen Call-Optionen aus Definition 6.1 néher.
Der heutige Zeitpunkt sei t = 0, wahrend der Ausiibungszeitpunkt der Option
bei t = T > 0 liegt. Der Ausiibungspreis (Kaufpreis der Aktie iiber Option)
sei £ > 0. Zudem sei S7 der Aktienpreis am Endzeitpunkt. Es ergibt sich die
Fallunterscheidung:
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Abbildung 16: Auszahlungsfunktion bei einer Européischen Call-Option.

1. Fall: Sr>F
Option wird ausgeiibt. (Aktie wird zum Preis F gekauft.)

2. Fall: Sp< FE
Option wird nicht ausgeiibt. (Aktie wird nicht zum Preis E gekauft.)

3. Fall: Sp=F
Ausiibung der Option hat weder Vorteil noch Nachteil.

Der eventuelle Gewinn am Endzeitpunkt 7" ist A(Sr) mit der Auszahlungsfunk-
tion

A(S) = max{S — F,0}, (6.5)
welche in Abbildung 16 dargestellt ist. Die Funktion A ist nichtlinear (nur stiick-

weise linear), jedoch global Lipschitz-stetig. In diesem Gewinn sind jedoch noch
nicht die Kosten zum Kauf der Option beriicksichtigt.

Um einen fairen Optionspreis zu motivieren definieren wir: Bei einen fairen Spiel
ist der Erwartungswert des Gewinns null.

Beispiel: Miinzwurf
Der Spieler setzt N EUR ein. Bei Ergebnis ,,Zahl“ erhélt der Spieler 2N EUR
zuriick. Bei Ergebnis ,,Kopf* erhélt der Spieler nichts zuriick, d.h. der Einsatz
wird einbehalten. Als Erwartungswert folgt

E(Gewinn) = E(Auszahlung) — Einsatz = (1 - 2N +1-0) —= N =0.

Das festgelegte Spiel ist somit fair.

Im Kontext der Optionen auf Aktien ist der Kaufpreis einer Option wie ein Ein-
satz zu betrachten. Wir kennen den heutigen Aktienkurs Sy. Der Aktienkurs Sy
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sei eine Zufallsvariable mit gegebener Verteilung. Dadurch wird auch die Aus-
zahlungsfunktion (6.5) zu einer Zufallsvariable. Es bezeichnet 1 den heutigen
Kaufpreis fiir die Option. Wir fordern in Analogie eines fairen Spiels nun

E(,Gewinn*) = E(A(S7)) — Vo = 0

mit der Auszahlungsfunktion (6.5) fiir Européische Call-Optionen oder anderen
Auszahlungsfunktionen fiir andere Optionstypen. Als Optionspreis wiirden wir
daraus Vy = E(A(St)) erhalten. Jedoch ist die Zeit T" bis zur Ausiibungsmaoglich-
keit mit zu betrachten, weil in dieser Zeitspanne auch ein Geldbetrag Vj auf einem
Konto zur Zinsrate r risikofrei angelegt werden konnte. Als fairer Optionpreis
ergibt sich daher der diskontierte Gewinn am Endzeitpunkt, d.h.

Vo = e "TE(A(Sy)). (6.6)

Dieser Preis ist sowohl fiir Kaufer als auch Verkéufer der Option in gewissem
Sinne fair.

Black-Scholes-Formel

Die Beschreibung Europiischer Optionen ist noch einfach genug, so dass in die-
sem Fall eine Formel fiir den fairen Preis hergeleitet werden kann. Dabei wird
die Annahme p = r gemacht, d.h. die Driftrate zum Aktienkurs entspricht der
risikofreien Zinsrate. Diese Annahme beschreibt eine Risikoneutralitit, siche Ab-
schnitt 12.3 in [9].

Als Abkiirzung setzen wir

In(52 1oH)T
dlzn(E)+(r+20) und dy =
oV'T

Desweiteren bezeichnet

1.2

1 T
O(z) = E/ e 2% ds

die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung. Die Black-Scholes-For-
mel fiir den fairen Preis einer Européischen Call-Option lautet dann

Vo = Sy ®(dy) — Ee™™ &(dy). (6.7)

Eine direkte Auswertung dieser Formel ist daher moglich, wenn die fiinf Para-
meter r, 0,71, Sy, E eingegeben werden. Eine Formel dieser Art existiert nicht fiir
Amerikanische Optionen oder Exotische Optionen, d.h. dort sind wir auf N&he-
rungsverfahren angewiesen.
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Monte-Carlo-Simulation

Wir erzeugen Stichproben des Aktienkurses zum Endzeitpunkt 7. Geméfl der
geometrischen Brownschen Bewegung (6.2) folgt
5; = Sy el 37 THoVT

fir j =1,..., M, wobei die Pseudo-Zufallszahlen z; zu unabhéngigen Standard-
Normalverteilungen gehoren.

Als Ndherung des Erwartungswerts zur Auszahlungsfunktion folgt der Mittelwert
| M
E(A(ST)) = -7 ; A(s;).-

Die Approximation zum fairen Preis (6.6) einer Option lautet somit

—7 M

~ (&
Vo= ;A(sj).

Diese Ndherung gilt fiir alle Optionstypen mit jeweiliger Auszahlungsfunktion A
am Endzeitpunkt. Diese numerische Methode fiir eine Naherung in einem zufalls-
abhéngigen Modell wird als Monte-Carlo-Simulation bezeichnet.

Als Beispiel setzen wir die Parameter auf r = 4 = 0.02, 0 = 0.1, T'=1, Sy = 10,
E = 9. Als Stichprobenumfinge wird M = 2F mit k = 7,8,...,23 verwendet.
Zum Vergleich wird fiir die obigen Parameter auch die Black-Scholes-Formel (6.7)
ausgewertet. Abbildung 17 stellt die Ergebnisse dar. Wir beobachten, dass fiir
steigende Stichprobenanzahl die Ndherungen aus der Monte-Carlo-Simulation ge-
gen die Auswertung der Black-Scholes-Formel konvergieren. Abbildung 18 zeigt
die Differenzen zwischen den Ndherungen aus der Monte-Carlo Simulation und
dem Wert aus der Black-Scholes-Formel. Wir bemerken, dass dieser Fehler etwa
proportional zu \/LM gegen null konvergiert.

Asiatische Optionen

Bei Asiatischen Optionen handelt es sich um pfadabhdngige Optionen, d.h. die
Auszahlungsfunktion héngt nicht nur vom Aktienkurs am Endzeitpunkt 7' ab
sondern von allen Aktienkursen Sy = {(t,5¢) : t € [0,T]}. Wir beschrénken
uns im folgenden auf Call-Optionen, da die Untersuchung fiir Put-Optionen ana-
log verlauft.

Es bezeichne S einen Mittelwert des Aktienkurses. Der arithmetische Mittelwert
und der geometrische Mittelwert lauten

_ 1 (T _ 1 [T
Sarith = ?/0 Sy dt bzw. Sgeom = €XP (T/o In(S;) dt) .
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Abbildung 17: Ndherungen (blau) aus Monte-Carlo-Simulation zu verschiedenen
Anzahlen der Stichproben und Wert (rot) aus Black-Scholes-Formel beziiglich des
Preises einer Européischen Option.
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Abbildung 18: Differenzen (blau) zwischen Nédherungen aus der Monte-Carlo-
Simulation und Wert aus Black-Scholes-Formel beziiglich des Preises einer Eu-
ropaischen Option sowie Funktion \/LM (schwarz) in doppelt-logarithmischer Ska-

la.
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Mit den Zeitpunkten t; = ¢At fiir i« = 0,1,..., N und Zeitschrittweite At = +
folgen als diskrete Approximationen

v ¥
arlth % Z bzw. §geom = (H St7,> . (68)

i=1

Bei den Rate-Optionen (auch: fized strike option) wird anstelle der Auszahlungs-
funktion (6.5) hier )
A(Sp,r) = max {S — E,0} (6.9)

mit einem Mittelwert S gesetzt. Dieser Optionstyp ist im Vergleich zu Euro-
péischen Optionen weniger anféllig gegeniiber eventuellen Manipulationen am
Endzeitpunkt.

Ein anderer Typ von Asiatischen Optionen sind die Strike-Optionen (auch: floa-
ting strike option). Die Auszahlungsfunktion lautet dabei

A(S[()’T]) = max {ST — g, 0} (610)

mit einem Mittelwert S. Der Gewinn ist somit umso héher, je mehr der Aktien-
kurs am Endzeitpunkt den mittleren Aktienkurs tibertrifft.

Der Mittelwert S in (6.9) oder (6.10) mus s durch eine Approximation wie (6.8)
ersetzt werden. Daher sind die Werte Sy, fiir ¢« = 1,..., N zu bestimmen. Wir
verwenden als Modell fiir den Aktienkurs wieder die geometrische Brownsche
Bewegung. Hier miissen ganze Pfade erzeugt werden. Dies geschieht iiber die
numerische Simulation von Pfaden W (w;) eines Wiener Prozesses wie bereits in
Abschnitt 2.3 beschrieben. Wir setzen rekursiv

Wiy1,5 = Wi + V At Zi.j (611)
firi = 0,1,...,N —1und j = 1,..., M, wobei z;; Pseudo-Zufallszahlen zu
unabhéngigen Standard-Normalverteilungen bezeichnen. Die Anfangswerte sind

wo,; = 0 fiir alle j. Mit der Formel (6.2) fiir die geometrische Brownsche Bewegung
ergibt sich mit den Realisierungen (6.11) fiir s; ; = St, (w;) nun

Sij = S(] e(u7%a2)ti+aw¢,j (612)
firi=1,...,Nund j=1,..., M.

Die Monte-Carlo-Simulation fithrt im Fall der Strike-Option mit Auszahlungs-
funktion (6.10) fiir den fairen Preis auf die Ndherung

—T’T M N
E max{sN] E SiJ,O}.
i=1
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Abbildung 19: Néherungen fiir den Preis einer Asiatischen Option aus Monte-
Carlo-Simulation zu verschiedenen Anzahlen der Stichproben und verschiedenen
Zeitschrittweiten At = 0.1 (blau), At = 0.01 (griin) und At = 0.001 (rot).

Um eine hinreichend gute Naherung zu erhalten muss nicht nur die Stichproben-
anzahl M hinreichend hoch sein sondern auch die Zeitschrittweite At hinreichend
klein sein fiir die Mittelwertbildung.

Die Auswertungen der Exponentialfunktion in (6.12) kénnen vermieden werden
durch Verwendung des Euler-Maruyama Verfahrens aus Abschnitt 5.1. Wir er-
halten die Rekursion

Si4+1,5 = Sij (1 —+ MAt + oV At zi,j) (613)

firi=0,1,...,N —=1und j = 1,..., M. Startwert ist so; = Sy fiir alle j. Bei
dieser Naherung entsteht ein zusétzlicher kleiner Fehler gegeniiber (6.12).

Als Beispiel betrachten wir eine Strike-Option mit dem diskreten arithmetischen
Mittel aus (6.8). Die verwendeten Parameter sind r = = 0.03, 0 = 0.2, T' =1,
Sp = 100. Wir fithren Monte-Carlo-Simulationen mit den Stichprobenumfingen
M = 2% fiir k = 7,8, ...,23 durch. Das Euler-Maruyama-Verfahren (6.13) wird
eingesetzt. Zudem werden verschiedene Zeitschrittweiten At = 10~ fiir ¢ = 1,2, 3
verwendet. Wir bemerken, dass in allen drei Fallen verschiedener Zeitschrittwei-
ten die Naherungen fiir steigende Stichprobenanzahlen jeweils konvergieren. Fiir
At = 0.01 und At = 0.001 liegen fiir hohe Stichprobenumfinge die N&herungen
nahe beieinander. Dieses Verhalten deutet darauf hin, dass die Zeitschrittweite
At = 0.01 bereits hinreichend genaue Naherungen liefert.
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6.3 Erweiterte Modelle fiir Aktienkurse

Wir betrachten verfeinerte Modelle fiir Aktienpreise im Vergleich zur geometri-
schen Brownschen Bewegung.

Stochastische Zinsrate

Die zeitliche Entwicklung eines Aktienkurses S; unter Zufallseinfluss kann durch
die lineare Ito-Differentialgleichung (6.1) modelliert werden. Darin treten die
Driftrate x4 und die Volatilitéit o als positive Konstanten auf. Wir nehmen p = r
im Sinne der Risikoneutralitdt an, wobei r die konstante Zinsrate bzw. den Zins-
satz bezeichnet.

Ein verfeinertes Modell entsteht, wenn die Zinsrate zeitabhédngig und unter Zu-
fallseinfluss betrachtet wird. Somit wird die Zinsrate zu einem eigenen Zufallspro-
zess R;. Das Modell von Vasicek lautet

dSt = RtSt dt + O'St dW1 (t)

th = /1(9 — Rt) dt + f dWQ(t),
mit Konstanten «, 0, & > 0. Dabei ist 6 > 0 ein Mittelwert zu dem R; tendiert. Der
Parameter x > 0 bestimmt die Geschwindigkeit in dieser Tendenz. Der Parameter
¢ > 0 beschreibt die Volatilitdt der Zinsrate. Somit entsteht ein System aus

zwei stochastischen Differentialgleichungen mit einem zweidimensionalen Wiener
Prozess. Im Modell (6.14) kann die Zinsrate leider negativ werden.

(6.14)

Alternativ wird im Modell von Cox-Ingersoll-Ross angesetzt
dSt = RtSt dt + O'St dW1 (t)

ARy = k(0 — Ry) dt + &Ry dWa(t), (6.15)

Im Vergleich zu (6.14) liegt nur eine Anderung im stochastischen Teil zur Zinsrate
vor. Die Bedingung x6 > %fQ stellt sicher, dass Losungen des Modells (6.15) po-
sitiv bleiben. Wir bemerken, dass die Struktur des Systems (6.15) ein diagonales
Rauschen darstellt.

Stochastische Volatilitit

Analog kann in der Ito-Differentialgleichung (6.1) statt des Parameters p die
Volatilitét o als ein Zufallsprozess o, dargestellt werden. Es sei Y; = o7. Eine
Méoglichkeit hierzu ist das Modell von Heston [8]. Dieses beinhaltet ein System
aus zwei Ito-Differentialgleichungen

dSt = /LSt dt + \/VtSt th

6.16
dY; = k(0 -Y;) dt +v/Y; dV, ( )
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mit zwei Wiener Prozessen (W;):>o und (V;)i>0. Jedoch ist (V;)i>0 zu (Wy)>0 kor-
reliert mit der konstanten Korrelation p = p(W;, V;). Dabei wird typischerweise
eine negative Korrelation p < 0 gesetzt wegen des sogenannten Leverage-Effekts.
Esist # > 0 ein Mittelwert zu dem Y; tendiert. Der Parameter x > 0 beschreibt die
Geschwindigkeit in dieser Tendenz. Die Konstante v > 0 bestimmt die Schwan-
kungen in der Volatilitdt bzw. in deren Quadrat. Diese Parameter miissen geeignet
an die Marktdaten angepasst werden. Die Korrelation der Prozesse kann erreicht

werden durch
Vi=pWi(t) + V1 — p> Wa(t)

mit Wi (t) = W; und einem neuen Wiener Prozess W(t) unabhéngig von W;. Wir
erhalten das zu (6.16) dquivalente System

0V, = (0 —Y}) dt -+ /T p dWA(E) + vy/TilT = ) W)

Es ist Y; > 0 in diesem System sichergestellt. Durch die Tendenz zum Mittel-
wert 6 erwarten wir, dass sich Losungen des Heston-Modells (6.17) grob &dhnlich
verhalten wie Losungen zu (6.1) mit o = v/6.

(6.17)

Wir fithren eine numerische Simulation des Heston-Modells (6.17) durch mit den
Parametern p = 0.05, 8 = 0.09, kK = 2, v = 0.2, p = —0.2 sowie Anfangswerten
Sp = 100 und Yy = 0.5 durch. Zum Vergleich wird die geometrischen Brownschen
Bewegung (6.1) mit p und Sy wie oben sowie 0 = v/# = 0.3 betrachtet. Es wird
das Euler-Maruyama-Verfahren mit Schrittweite At = 0.005 eingesetzt. Abbil-
dung 20 zeigt zu den beiden Modellen jeweils drei Pfade und den Mittelwert aus
10000 Pfaden im Intervall [0, 7] € [0, 5]. Wir erkennen, wie sich die stochastische
Volatilitat im Heston-Modell dem Mittelwert # annéhert.

Wir berechnen mit einer Monte-Carlo Simulation zu 10° Pfaden den fairen Preis
einer Européischen Call-Option mit den obigen Parametern und dem Ausiibungs-
preis £ = 90. Dabei wird r = p gesetzt. Im Modell mit konstanter Volatilitat folgt
aus der Black-Scholes Formel V{, = 40.21, wahrend das Heston-Modell ‘70 = 39.77
liefert. Der Unterschied dieser Werte betrigt etwa 1.1%.

Sprung-Modelle

Wir beziehen zuféllige Spriinge in das Aktienkursmodell ein. Dazu werden fol-
gende Wahrscheinlichkeitsverteilungen bzw. Zufallsprozesse benétigt. Eine Expo-
nentialverteilung mit Parameter A > 0 ist gekennzeichnet durch die Wahrschein-

lichkeitsdichte
Ae ™ fiir >0

pexp () = { 0 fir z<0.

Der Erwartungswert zu dieser Verteilung ist p = %
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Abbildung 20: Simulationen der Modelle zum Aktienkurs mit Beispielpfaden und
Mittelwert aus 10000 Pfaden (schwarze Linie).
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Definition 6.2 Sei (7;);en eine Folge aus unabhdingigen und identisch verteil-
ten Zufallsvariablen mit Exponentialverteilung zu Parameter \. Die zugehorigen
Sprungzeiten sind die Zufallsvariablen

k
Th=> 7  fir k=12, (6.18)
=1

Ein Poisson Prozess mit Intensitit A ist ein Zufallsprozess (Ny)i>o mit

N — 0 falls t<T}
L k f(ZHS t e [Tk7Tk+1).

Ein Poisson Prozess (N;):>o ist ein Spezialfall eines Zdhl-Prozesses.

Eigenschaften eines Poisson Prozesses sind:

i) Fiir t > 0 ist fast sicher N; endlich, insbesondere N; € Nj.

ii) Fir fast alle w € Q ist der Pfad ¢ — N;(w) stiickweise konstant mit
Spriingen der Hohe 1.

iii) Fir ¢t > 0 ist IV; Poisson-verteilt mit Parameter A, d.h.

k
P[Nt:k]:e_)\t% fir k=0,1,2,....

iv) Je endlich viele Inkremente N;, — N, sind unabhéngig voneinander fiir
sj <tjund t; < sj4q.

v) Die Inkremente sind stationér, d.h. die Verteilung von N; — N, entspricht
der Verteilung von N;_, fiir t > s.

Die Eigenschaften (iv) und (v) gelten auch fiir einen Wiener Prozess. Aus Eigen-
schaft (iii) folgt Ny = 0 fast sicher (setze t = 0 und k = 0).

Wir erweitern das Aktienkursmodell aus der geometrischen Brownsche Bewegung
(6.2) zu

Ny
St = SO exXp ( (ILL — %0‘2> + O'Wt + Z Uz) (619)

i=1

fiir ¢ > 0 mit einem Poisson Prozess (IV;);>0. Darin bezeichnet (U;);en eine Folge
aus unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen, welche die zufélligen
Sprunghohen ergeben. Ublicherweise werden die Zufallsvariablen (U;);en sowie
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die Zufallsprozesse (W;);>0 und (N;);>o als voneinander unabhéngig angenom-
men. Im Sprung-Modell von Merton wird eine Normalverteilung U; ~ N (g7, 03)
verwendet. Im Sprung-Modell von Kou dagegen eine Laplace-Verteilung (doppel-
te Exponentialverteilung).

Identisch zu (6.19) ist die Darstellung
1 Ne
St = S() e(‘u7502)+0Wt HeUi .
=1

Sind die Zufallsvariablen U; normalverteilt, dann besitzen die Zufallsvariablen eV
eine Log-Normalverteilung. Desweitern definieren wir den Zufallsprozess (Uy)i>o
durch

Ur = UiXro0(t) (6.20)

mit der charakteristischen Funktion X[z, «), siche (3.14), unter Verwendung der
Sprungzeiten (6.18). Der Fall N; = 0 ist als leere Summe zu interpretieren, d.h.
der Wert der Summe ist null. Die Pfade des Zufallsprozesses (6.20) sind fast
sicher stiickweise konstant sowie rechtsseitig stetig. Der Zufallsprozess (6.19) kann
geschrieben werden als

S, = Sy elh= 3 ITOWitUL (6.21)
Fiir eine numerische Simulation eines Pfads zum Zufallsprozess (6.21), d.h. fiir
ein festes w € €, in einem Zeitintervall [0, 7] bendtigen wir Realisierungen des
Zufallsprozesses (6.20). Wir generieren Pseudo-Zufallszahlen &, . . ., £k beziiglich
der Exponentialverteilung mit Parameter A und bilden mit ihnen die Sprungzei-

ten 71,15, . .. 7TKA aus (6.18). Dabei werden so viele Zufallszahlen erzeugt, dass
Tk 1 < T und Tx > T gilt. Fir t € [0,7] folgt 0 < Ny(w) < K — 1. Wir
generieren jetzt Pseudo-Zufallszahlen wuy, ug, ..., ux_1 geméf der Verteilung der

Zufallsvariablen U;. Dadurch kénnen wir (6.20) auswerten.

Als Beispiel betrachten wir die Parameterwahl ¢ = 0.05, ¢ = 0.25, A = 1.
Fiir die unabhéngigen Zufallsvariablen U; werden Normalverteilungen mit Er-
wartungswert puy = —0.05 und Standardabweichung oy = 0.1 verwendet. Der
Endzeitpunkt ist 7' = 4 und der Anfangswert Sy = 100. Wir diskretisieren mit
Schrittweite At = ﬁ. Abbildung 21 zeigt Naherungen von Pfaden zum Sprung-
prozess (6.19) bzw. (6.21).

Als Verallgemeinerung betrachten wir den Aktienkurs als die Losung einer sto-
chastischen Integralgleichung

t t t
Sy =Sy + / ug ds + / v AW, +/ qs dNj. (6.22)
0 0 0
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Abbildung 21: Pfade eines Sprung-Prozesses konstruiert aus einer geometrischen
Brownschen Bewegung und einem Poisson Prozess.



Es liegen ein deterministischer Anteil und zwei stochastische Anteile vor. Das
stochastische Integral beziiglich des Poisson Prozesses ist noch zu definieren, was
wir hier nicht ausfiithren. Im Heston-Modell (6.16) wiirde in (6.22) u; = pS; und
v, = V/Y,S, vorliegen, wobei Y; eine weitere Ito-Integralgleichung erfiillt.

Wir gehen darauf ein, wie in einer numerischen Methode mit Zeitpunkten t; = iAt
fiir ¢+ = 0,1,..., N und Zeitschrittweite At = % der Sprung-Anteil einbezogen
werden kann. Es ist Ny = 0 fast sicher. Bei ¢t = At folgt mit Eigenschaft (iii)
eines Poisson Prozesses

P[Nar=0] = e = 1-\At+O((At)?)
P[Na; =1] = e MAt = AAt+ O((At)?)
P[Na;>1] = 1—(1-=XAt+ O((At)?)) — (AAL+ O((At)?)) = O((At)?).

Wir setzen eine kleine Schrittweite At voraus, insbesondere At < 1. Daher
kénnen wir den Fall von mehr als einem Sprung vernachléssigen. Desweiteren
sind die Wahrscheinlichkeiten fiir Spriinge im Intervall [t;,¢;,1] identisch wegen
der Eigenschaften (iv) und (v) eines Poisson Prozesses. Daher setzen wir als

Néherung an
kein Sprung: PNy, =N, = 1-)\At
ein Sprung: P [Ny, =N, +1] = MAL

Diese Verteilung entspricht einem Bernoulli-Experiment mit Trefferwahrschein-
lichkeit p = AAt. Wir bilden jeweils eine Pseudo-Zufallszahl u; gemafl einer
Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1]. Ist u; < p, so findet der Sprung statt und
der Wert S;,,, wird entsprechend modifiziert. Ist w; > p, dann liegt kein Sprung
vor und die Néherung S;,,, wird wie iiblich festgesetzt.

6.4 Optionen auf mehrere Aktien

Jetzt werden mehrere Basiswerte Si,S5,,...,.5, einbezogen, welche jeweils den
Preis fiir eine Aktie, fiir eine Fremdwéahrung oder fiir eine bestimmte Menge
eines Guts (z.B. Gold, Rohol) darstellen. Zu einer Option héngt der Preis hier
von diesen Basiswerten ab.

Mehrdimensionale Normalverteilung

Gegeben seien k standard-normalverteilte Zufallsvariablen X = (Xi,..., X3)".
Sind diese Zufallsvariablen unabhéngig, dann lautet ihre Dichtefunktion
1 T
fRF SR, flx)= - eXD (_ﬁ) : (6.23)
V2T 2
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Wir fithren mit Y = (V3,...,Y;)" die lineare Transformation
Y =AX +b,  AcR"™*  det(A)#0, beR" (6.24)

durch. Die Zufallsvariable Y ist dann k-dimensional normalverteilt. Offensichtlich
gilt E(Y) = b. Mit x = A~ '(y — b) tranformiert sich ein Integral iiber obige
Dichtefunktion wie folgt

1 x'x
k /exp <_T> dz
V2T
1

- i few (-3 - Ut -0)) deahd 625)

1 / ( 1 T(AAT-1
= ——— [ep(-5H-b (AA4) (y-0)) dy.
V2r det(A) 2
Die Matrix AAT ist symmetrisch und (wegen det(A) # 0) positiv definit. Deswei-
teren gilt det(AAT) = det(A4)2. Die Matrix AAT = (0y;) enthélt die Covarianzen
der Zufallsvariablen, denn mit E(X,,X,,) = .., folgt

Cov(Y;,Y;) = E((Y; —E(Y)))(Y; —E(Y))))

- E ( (nf; aan> (mi aijm) > (6.26)

k

n k
S XX = S
m=1

n=1 m=1

Umgekehrt kann eine mehrdimensionale normalverteilte Zufallsvariable durch ih-
re Dichtefunktion definiert werden.

Definition 6.3 Eine Zufallsvariable Y : Q — R* heifit normalverteilt, wenn
eine korrespondierende Dichtefunktion g : R¥ — R der Form

9(y) Ly —nTey - b)) dy (6.27)

1
“ e

mit einer symmetrischen positiv definiten Matriz X existiert.

Es folgt dann, dass E(Y) = b gilt und die Matrix ¥ = (0;;) die Covarianzen von Y
wie oben enthélt. Wir schreiben dann Y ~ N(b,3). Aus der Kovarianzmatrix ¥
folgt auch die Korrelationsmatrix R = (p;;) € R¥** mit den Eintréigen

Uij
03i0j;
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fir 2,5 = 1,..., k. Diese Matrix ist wieder symmetrisch und ihre Diagonale be-
steht aus Einsen.

Aus der Matrix ¥ konnen wir auch eine Matrix A zur linearen Transformati-
on (6.24) aus standard-normalverteilten Zufallsvariablen konstruieren. Die Ma-
trix A ist dabei nicht eindeutig, da jede symmetrische Zerlegung ¥ = AAT ver-
wendet werden kann. Gebrauchliche symmetrische Zerlegungen sind:

i) Cholesky-Zerlegung:
Y = LL" mit einer unteren Dreiecksmatrix L, siehe [16].

ii) Figenwert-Zerlequnyg:
Y = TDT" mit Diagonalmatrix D = diag()\y,..., \) bestehend aus den
positiven Eigenwerten und orthogonaler Matrix 7. Es folgt mit D = D:D:
hier ¥ = (TD2)(TDz)T, d.h. A=TD:x.

Die numerische Berechnung der Cholesky-Zerlegung ist weniger aufwéndig als die
Eigenwert-Zerlegung.

Modell fiir mehrere Aktienkurse

Zu Basiswerten S, .5, ..., .S, betrachten wir das lineare System aus Ito-Integral-
gleichungen

Si(t) = S;(0) + /0 11:S:(s) ds + /0 0:5:(s) dW;(s) (6.28)

fiir ¢ = 1,...,n. Es liegen Driftparameter p; > 0 und Volatilitdten o; > 0 vor.
In einem mehrdimensionalen Wiener Prozess W = (Wy,..., W,)" sind die Kom-
ponenten nach Definition 2.4 unabhéngig. Bei (6.28) tritt ein korrelierter Wiener
Prozess W = (ﬁ/\l, . ,ﬁ/\n)T auf. Dieser Wiener Prozess modelliert Abhéngigkei-
ten zwischen den Basiswerten. Die Kursédnderung eines Basiswerts kann den Kurs
eines anderen Baiswerts beeinflussen. Die Korrelationen zwischen den (eindimen-
sionalen) Wiener Prozessen iibertragen sich direkt auf Korrelationen zwischen
den zugehorigen Inkrementen.
Sei ¢ > 0. Fiir die Zufallsvariablen W;() gelte wie iiblich ]E(/I/IZ(t)) = 0 sowie
Var(ﬁ/\i(t)) = t. Wir definieren Korrelationen zwischen den Wiener Prozessen
durch P

Cor(W;(t), W;(t)) = pij-
Wegen der Symmetrie miissen nur die Parameter p;; fiir j <iund¢=1,...,n
festgelegt werden. Es gilt stets p; = 1 fiir ¢« = 1,...,n. Wir fassen die Korrela-
tionen in der Matrix R = (p;;) € R™*" zusammen.
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Aus der allgemein giiltigen Formel

cor(ii(w,mg<o

folgt hier
Cw@%@ﬂ%@):%t

Beispiel: Im zweidimensionalen Fall (n = 2) lautet die Korrelationsmatrix

n=(, 1)

mit nur einem Freiheitsgrad p € (—1,1). Die Cholesky-Zerlegung R = LLT ist
gegeben durch

v~ i)

wie sofort durch Matrizenmultiplikation nachgepriift werden kann.

Das System (6.28) konnen wir in kompakter Form schreiben als

S@Zam+émama+évw@mW@

mit S = (S1,...,5,)". Darin sind die Funktionen u : R®™ — R" und v : R" —
R™ ™ enthalten. Die matrix-wertige Funktion v ist hier diagonal, d.h. v;; = 0 fiir
i #j.Sei R = AAT mit einer konstanten Matrix A € R"*". Die Transformation

W (t) = VtAW (t) impliziert fiir die Differentiale dann dW = AdW. Es folgt das
dquivalente System

S@:am+émﬂmm+émamAmmy

Jetzt liegt die iibliche Gestalt mit einem unkorrelierten Wiener Prozess vor. Wir
konnen somit die numerischen Verfahren aus Kapitel 5 einsetzen. Im stochasti-
schen Anteil ist die matrix-wertige Funktion © = vA jetzt im allgemeinen voll
besetzt. Bei Verwendung der Cholesky-Zerlegung ist © hier eine untere Dreiecks-
matrix.

Optionstypen

Wir betrachten iibliche Optionstypen fiir eine Menge S1, S5, ..., .S, an Basiswer-
ten. Fiir die Auszahlungsfunktion gilt jeweils eine Abhéangigkeit A(S1, S, ..., S,).
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Tabelle 1: Korrelationen zwischen den Umtauschkursen der Wahrungen Euro (E),
US Dollar (D), Britisches Pfund (P) und Japanischer Yen (Y) aus dem Jahr 2001.

P/D D/Y P/Y E/D E/P E/Y
P/D| 1 -047 042 071 -0.19 027
D/Y |-047 1 06 -053 -0.18 0.45
P/Y|042 06 1 01 -036 071
E/D|071 -053 01 1 055 052
E/P |-0.19 -0.18 -0.36 055 1 04
E/Y | 027 045 071 052 04 1

Eine Linearkombination der Basiswerte lautet
Si=>a;5;(t) (6.29)
j=1

mit reellen Koeffizienten o; > 0 fiir j = 1,...,n. Bei Aktien ist die Wahl o; € N
sinnvoll. Eine solche Kombination wird auch als ,, Korb“ mit Basiswerten bezeich-
net.

Eine Basket-Option vom Call-Typ gibt die Moglichkeit, diese Kombination von
Basiswerten an einem Endzeitpunkt 7" zum Ausiibungspreis £ zu kaufen. Die
Option vom Put-Typ ist analog definiert. Es ergeben sich die Auszahlungsfunk-
tionen

A(S1,Ss,...,8,) = maX{S—E,O} (Call)

A(Sy, S9,...,8,) = maX{E—S,O} (Put)
mit (6.29) ausgewertet bei t = T, d.h. S;(T) fiir j = 1,...,n und Sr.
Als Beispiel betrachten wir die Umtauschkurse zwischen den vier Wahrungen:
Euro, US Dollar, Britisches Pfund und Japanischer Yen. Tabelle 1 zeigt die Kor-
relationen dieser Umtauschkurse, welche aus Marktdaten im Jahr 2001 bestimmt

wurden, siche [7]. Bezichen wir uns als Referenz auf die Euro-Wihrung, dann
lautet die Korrelationsmatrix zwischen den drei anderen Wahrungen

1 055 0.52
R=105 1 04
052 04 1

Eine entsprechende Basket-Option bezieht sich auf eine Kombination aus den
drei Wahrungen Dollar, Pfund und Yen und der Ausiibungspreis F ist in Euro
festgelegt.
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Eine weitere Klasse von Optionen auf mehrere Basiswerte sind die Rainbow-

Optionen. Die Basiswerte aus einer Menge {S1, S, ..

, Sy} werden auch als Far-

ben des ,Regenbogens* bezeichnet. Diese Optionen sind durch ihre Auszahlungs-
funktion ausgewertet am Endzeitpunkt 7" und den Ausiibungspreis E definiert.

Rainbow-Optionen vom Call-Typ:

i) Call auf Maximum

A(Sl, 52, ceey Sn) = max{maX{Sl, 52,

ii) Call auf Minimum

A(Sy, Sy, ..., S,) = max{min{ S, Sa,

iii) Bester Basiswert oder Bargeld

A(Sl,SQ, Ce >Sn) = maX{Sl, SQ, .

Rainbow-Optionen vom Put-Typ:

i) Put auf Maximum

..., 8.} — E,0}
.., 8.} — E,0}
, Sy B}

A(Sl, 52, ceey Sn) = maX{E — maX{Sl, SQ, e ,Sn}, 0}

ii) Put auf Minimum

A(Sy, Sy, ..., S,) = max{E — min{Sy, Sy, ..., S,},0}

Es existieren noch weitere Optionen vom Rainbow-Typ.
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7 Stochastische Resonanz

Wir befassen uns mit stochastischer Periodizitat und stochastischer Resonanz.
Als Anwendungsbeispiel wird ein mathematisches Klimamodell diskutiert.

7.1 Klimamodell

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Modell zur qualitativen Erkldrung des pe-
riodischen Wechsels zwischen Eiszeit und Warmzeit in den letzten 700.000 Jahren.
Dabei zeigt sich, dass eine ausschliefSlich deterministische Modellbildung nicht
ausreicht, um die realen Effekte zu reproduzieren. Eine stochastische Differenti-
algleichung ist zur Beschreibung des Problems aufzustellen. Fiir eine allgemeine
Einfithrung in Klimamodelle siehe [15] und die Literaturverweise dort. Tabelle 2
zeigt die bendtigten Variablen im resultierenden mathematischen Modell.

Die Konzentration des Sauerstoff-Isotops O-18 in Ablagerungen von Gestein oder
Eis ergibt eine grobe Schéitzung der globalen Temperatur auf der Erde in der
Vergangenheit. Es zeigt sich, dass in den letzten 700.000 Jahren ein periodischer
Wechsel zwischen Eiszeit und Warmzeit stattgefunden hat. Die Eiszeit besitzt
eine globale Temperatur von ca. 7°C, wahrend die Warmzeit durch ca. 15°C
gekennzeichnet ist. Die Periode dieses Zyklus betragt ca. 100.000 Jahre. Es ergibt
sich die Frage, woher der Wert dieser Periode resultiert.

Untersuchungen aus der Astrophysik deuten darauf hin, dass die jéhrliche Um-
laufbahn der Erde als Ellipse nicht konstant ist. Durch Wechselwirkung mit ande-
ren Planeten (vor allem Jupiter) ergeben sich geringe Schwankungen im mittleren
jéhrlichen Abstand von der Sonne. Diese Konstellation zwischen den Planeten
dandert sich in einem periodischen Zyklus von ca. 100.000 Jahren, was die beob-
achtete Periode erklart. Ein geringerer Abstand der Erde zur Sonne bewirkt eine
erhohte Wérmeeinstrahlung im Gegensatz zu einem weiteren Abstand. Jedoch
sind die Unterschiede im Abstand wahrend des Zyklus so gering, dass eine Diffe-
renz von ca. 8 Grad in der globalen Temperatur nicht reproduziert werden kann,
sondern nur weniger als 1 Grad. Es ist also eine alternative Erklarung notwendig.

Die von der Sonne einstrahlende Energie wird in der Erdatmosphére nicht voll-
standig absorbiert, da ein Teil zuriick reflektiert wird. Die Albedo bezeichnet
das Riickstrahlvermoégen. Die planetare Albedo auf der Erde ist jedoch selbst
temperaturabhéngig. Befindet sich die Erde in der Eiszeit, so sind weite Teile
mit Schnee oder Eis bedeckt, wodurch eine maximale Reflexion des Sonnenlichts
eintritt. In der Warmzeit dagegen wird einem Treibhauseffekt entsprechend ein
maximaler Anteil an Sonnenenergie absorbiert, d.h. die Reflexion nimmt einen
minimalen Wert an. Wir modellieren diese Temperaturabhégigkeit in der Albedo
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Tabelle 2: Variablen in mathematischen Klimamodell.

Variable Einheit Bedeutung
K] globale Temperatur
[s] Zeit
[Wsm2K™'] spezifische Wirmekapazitit der Atmosphire
— planetare Albedo
[Wm=2K™*]  Boltzmann-Konstante
[Wm ™2 Energieeinstrahlung durch die Sonne

OQA 2 o0 N

durch die einfache stiickweise lineare Funktion

Amax fur T S T1
a(T) =< (1- fijTll)amaX + TTQ:TTll Upin Tir Ty < T < T (7.1)

mit Konstanten 77 < T und 0 < apin < Gmax < 1.

Die Anderung der globalen Temperatur mit der Zeit ergibt sich aus der Diffe-
renz zwischen Erwarmung und Abkiihlung. Die Erwérmung entsteht durch die
Absorption von Sonnenenergie in der Erdatmosphére. Die Abkiihlung resultiert
durch Abgabe von Wérme aus der Erdatmosphire an das Weltall. Insgesamt
erhalten wir als mathematisches Modell die gewthnliche Differentialgleichung

¢ = Q)1 —a(T)) —oT* (7.2)

fiir die zeitabhéngige Temperatur 7. Im folgenden beschreibt f(7T') = Q(1—a(T))
die Erwirmung und ¢g(T') = ¢T* die Abkiihlung. Die Funktion Q(¢) kann entweder
konstant vorausgesetzt werden oder eine entsprechende zeitabhéngige Funktion
ist zu spezifizieren.

Wir interessieren uns fiir stationére Losungen der Differentialgleichung (7.2). Da-
zu nehmen wir Q(t) = @y konstant an. Aufwiarmung und Abkiihlung heben sich
gegenseitig auf, wenn gilt

dT

— =0 & Q(l—a(T))=0oT"
dt
Abbildung 22 (links) verdeutlicht die Funktionen f und ¢ fiir Aufwirmung bzw.
Abkiihlung bei entsprechenden realistischen Parametern. Wir erkennen drei sta-
tiondre Temperaturen Tg, T7, Ty mit den Relationen

TE<T1<T[<T2<Tw.

96



A\E g(T) AE
AT) =
T, T, T T, . T

Abbildung 22: Temperaturabhéingiger Energiecaustausch.

Die lokale Stabilitét dieser stationdren Losungen entscheidet sich am Vorzeichen
der Ableitung der rechten Seite von (7.2). Es gilt

h(T) = f(T) — ¢(T) = —Qod' (T) — 40T>.

Wir erhalten o/(Tg) = ¢/ (Tw) = 0 und o/(T7) < 0. Es folgt A(Tg),h(Tw) < 0
und bei entsprechenden Parametern h(77) > 0. Somit sind T und Ty stabile
Losungen, wihrend die stationédre Losung 77 instabil ist. Es sind offensichtlich
Tr und Ty die Zustédnde beziiglich der Eiszeit bzw. Warmzeit.

Es ist noch zu erkldren, warum es zu einem periodischen Wechsel zwischen beiden
Zustéinden kommt. Liegt eine zeitabhéngige Funktion Q(t) vor, dann betrachten
wir die stationdren Losungen jeweils fiir festes ¢t. Wir verwenden den Ansatz

Q(t) = Qo (1 + arcos (%)) (7.3)

mit Konstanten )y > 0 und 0 < a < 1. Durch die physikalischen Ergebnisse
motiviert setzen wir als Periode stets P = 10° Jahre. Bei starken Schwankungen,
d.h. relativ hohen Werten « sind die extremen Situationen in Abbildung 23 ver-
anschaulicht. Es kommt jeweils zum Verlust von einer der stabilen stationéren
Losungen. Folglich wird sich die globale Temperatur zum noch bestehenden sta-
bilen Gleichgewicht hin entwickeln und bei Erreichen dort zunéchst verbleiben.

Jedoch sind die real auftretenden Schwankungen sehr klein, ndmlich im Bereich
a € [0.001,0.01]. Daher existieren tatsdchlich zu allen Zeiten jeweils die drei sta-
tiondren Losungen Tg, 17, Ty, wie in Abbildung 22 (rechts) dargestellt ist. Ab-
bildung 24 zeigt uns zwei Losungen von Anfangswertproblemen zu (7.2) mit (7.3)
und « = 0.005 iiber einen langen Zeitbereich. Wir erkennen leichte Schwankun-
gen um den Temperaturwert zur Eiszeit bzw. Warmzeit mit der Periode P. Ein
Ubergang zwischen beiden Zustdnden wird jedoch nicht beobachtet. Hierfiir ist
eine weitere Modifikation im Modell notwendig.
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Abbildung 23: Temperaturabhingiger Energieaustausch bei unrealistisch hohen
Schwankungen in der Albedo.
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Abbildung 24: Zeitabhéngige Losungen zu verschiedenen Anfangswerten.

98



Eine Moglichkeit, die Stabilitdt der stationdren Losungen quantitativ zu unter-
suchen, besteht in der Einfithrung eines Potentials. Wir definieren beziiglich der
rechten Seite von (7.2) das Potential

Ut,T)=— Q)1 —a(r)) —ort dr (7.4)

To

fiir jeweils feste Zeit t > 0. Abbildung 25 verdeutlicht die Potentiale (7.4) zu
bestimmten Zeitpunkten. Lokale Minima bzw. Maxima des Potentials stellen sta-
bile bzw. instabile stationdre Losungen dar. Die Potentialdifferenz zwischen zwei
Temperaturen T, und T}, kann als zu verrichtende Arbeit beim Ubergang zwi-
schen den Zusténden interpretiert werden. Je nach Vorzeichen ist die Arbeit dem
System zuzufithren bzw. wird vom System geleistet. Im Zyklus ist somit jeweils
abwechselnd einer der beiden Gleichgewichte quantitativ stabiler. Im Modell (7.2)
existiert jedoch kein Quellterm, der eine Arbeit fiir einen Wechsel zwischen den
Zusténden hinzufithren konnte.

Nun erfolgt die entscheidende Modellierung mittels eines stochastischen Anteils.
Die globale Temperatur héngt verstédndlicherweise nicht nur von der absorbierten
Sonnenenergie und der Abkiihlung ans Weltall ab. Eine Reihe weiterer Faktoren
bewirken kleinere Schwankungen in der globalen Temperatur. Diese Effekte neh-
men wir als zufallsabhéngig an, namlich iiber einen (eindimensionalen) Wiener
Prozess als korrespondierendes Rauschen. Dementsprechend modellieren wir die
globale Temperatur mittels einer stochastischen Differentialgleichung. Aus (7.2)
entsteht das neue Modell

a7, — % [QU)(1 — a(Ty)) — oT/] dt + vz AW, (7.5)
mit einer geeigneten Konstanten € > 0. Da die Funktion im stochastischen Anteil
konstant ist, stimmen hier Ito-Integral und Stratonovich-Integral iiberein.

Die zufalligen Schwankungen kénnen nun bewirken, dass eine stabile globale Tem-
peratur verlassen wird und moglicherweise der jeweils andere stabile Zustand er-
reicht wird. Anhand Abbildung 25 erkennen wir, dass ein alternierender Wechsel
mit der Periode P wahrscheinlich wird.

Der deterministische Teil der Differentialgleichung (7.5) wird mit weiteren Kon-
stanten genauer festgelegt als, siehe [15],

1
4hpc

dT, = [Q(t)(1 — a(Ty)) — decT}] dt + /e AW, (7.6)

worin a(7") in (7.1) und Q(¢) in (7.3) gegeben ist. Die Bedeutung und Werte der
Konstanten sind in Tabelle 3 aufgelistet.
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Tabelle 3: Konstanten in mathematischen Klimamodell im SI-System (Zeit: Se-
kunde s, Lénge: Meter m, Temperatur: Kelvin K, etc.).

Konstante Wert Bedeutung

c 1000 spezifische Warmekapazitdt der Luft

P 1200 Dichte von Luft

h 8300 vertikale Ausdehnung der Troposphére
Amin 0.25 minimale Reflexion
Amax 0.35 maximale Reflexion

Ty 281 Temperaturschranke

T 287 Temperaturschranke

5.67-107% Boltzmann-Konstante

e 0.65 Emissivitat

Qo 1367 Energieeinstrahlung der Sonne / Solarkonstante

P 3-10'2  Periode

Wir testen das stochastische Modell (7.6) in einer numerischen Simulation. Das
Euler-Maruyama-Verfahren liefert die korrespondierende Naherungslosung. Fiir
die spezielle Gleichung (7.5) bzw. (7.6) besitzt das Euler-Maruyama-Verfahren
die starke Konvergenzordnung 1. Wir setzen /¢ = 3.2 - 1075 sowie a = 0.005
in (7.3). Als Anfangswert dient T = 288. Abbildung 26 (links) zeigt das Simula-
tionsergebnis fiir einen Pfad der globalen Temperatur. Zusétzlich ist die relative
Aufwirmung dargestellt durch eine Cosinusfunktion mit Periode P. Wir erken-
nen einen periodischen Wechsel zwischen Eiszeit und Warmzeit entsprechend den
Schwankungen in der Aufwarmung. Damit ist eine Erklirung des Klimawandels
durch das mathematische Modell basierend auf einer stochastischen Differenti-
algleichung gefunden. Desweiteren enthélt Abbildung 26 (rechts) den Mittelwert
aus 10.000 Pfaden. Wir beobachten, dass dieser Mittelwert eine nahezu periodi-
sche Funktion darstellt.

In obiger Simulation wurde der Parameter € so gewéhlt, dass Losungen der stocha-
stischen Differentialgleichung im wesentlichen periodisch sind. Bei kleinen Wer-
ten ¢ finden Uberginge zwischen den zwei stabilen Zustinden weniger hiufig
statt. Die Periode P ist dadurch nicht mehr feststellbar, sondern nur Wechsel
nach (jeweils unterschiedlichen) ganzzahligen Vielfachen von P. Dagegen fithren
grofie Parameter € zu einer Vielzahl von Ubergingen, welche die Periodizitit
ebenfalls verschwinden lassen. Abbildung 27 demonstriert dieses Verhalten.

Wir kénnen daher nach einem optimalen Wert ¢ fragen, zu dem sich Losungen der
stochastischen Differentialgleichung moglichst periodisch verhalten. Diese Aufga-
benstellung fiithrt auf die stochastische Resonanz. Bei der Resonanz von mecha-
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Abbildung 26: Ein Pfad (rot) sowie Mittelwert (rot) der globalen Temperatur
und schematischer Verlauf der Aufwérmung (blau).
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Abbildung 27: Pfade der globalen Temperatur sowohl bei kleinem Parameter
Ve =2.5-1075 (links) als auch bei groBem Parameter \/¢ = 7-107° (rechts).
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nischen Systemen erhalten wir eine maximale Amplitude, wenn die von auflen
erzwungene Frequenz mit der Eigenfrequenz des Systems iibereinstimmt. Analog
mochten wir hier den Parameter £ so vorgeben, dass der im System enthalte-
ne periodische Anteil so maximal wie moglich verstiarkt wird. Auf diese Weise
kann ein sehr geringer periodischer Effekt, der dem System inhérent ist, iiber-
haupt erst signifikant werden. Es ist bemerkenswert, dass bei den Klimawechseln
von Kis- bzw. Warmzeit die GroBlenordnung der zufilligen Schwankungen sich
im optimalen Bereich befindet, so dass der durch interplanetare Wechselwirkung
entstehende geringfiigige Effekt erhebliche Anderungen verursacht. Stochastische
Resonanz tritt auch in anderen Anwendungsgebieten auf, z.B. bei chemischen Re-
aktionssystemen, bei biologischen Interaktionen, bei Supraleitern oder bei opti-
schen Systemen. Weiterfiihrende Literatur findet sich in [11, 12] bzw. den dortigen
Verweisen.

7.2 Stochastische Periodizitit

Im folgenden gehen wir noch auf das Phéanomen der stochastischen Resonanz in
einem vereinfachten Modell ein. Eine entscheidende Frage ist, wie die Periodizitét
eines stochastischen Prozesses charakterisiert wird. Bei Rauscheffekten kénnen
wir ndmlich nie erwarten, dass sich ein stochastischer Prozess strikt periodisch
im {iblichen Sinn verhélt.

Gegeben sei die stochastische Differentialgleichung

dX, = -U’ (%,Xt) dt + /e dW, (7.7)
mit Parameter £ > 0 und vorgegebener glatter Funktion U. Der Wiener Pro-
zess (Wy)i>o sei auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) gegeben. Hier stim-
men [to-Integral und Stratonovich-Integral iiberein. Ziel ist es, diese Gleichung
fiir kleine ¢ zu diskutieren, d.h. im Grenzfall ¢ — 0.

Die zugehorige Funktion U : [0,00) x R — R konstruieren wir wie folgt. Es
sei U : R — R eine glatte Funktion mit lokalen Minima an den Stellen z = —1
und x = 1 und einem lokalen Maximum an der Stelle z = 0. Sonst treten keine
lokalen Optima auf. Zudem sei x = 0 eine Nullstelle der Funktion. Es gelte
U — oo fir z — Zoo. Desweiteren sei U(1) = —2 und U(—1) = —42 mit

2 2
A > a > 0. Damit definieren wir die Funktion

Ux) fiir t€]0,1)
1 (7.8)

U(t,x)z{ U(—z) fiir t e[t 1)

und setzen diese periodisch auf ¢ € R mit Periode 1 fort. Abbildung 28 illustriert
die Konstruktion. In (7.7) stellt 7" > 0 somit eine halbe Periode in der Zeit dar.
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Abbildung 28: Potential im Zeitbereich ¢ € [0,1) (links) und ¢ € [3,1) (rechts).

Zeitlich konstantes Potential

Wir betrachten zunéachst ein autonomes Problem der Form
dX;" = -U (X;) dt + Ve dW, X == (7.9)

mit Parameter ¢ > 0, konstantem Anfangswert x € R und einer beliebigen glatten
Funktion U : R — R.

Wir betrachten den deterministischen Anteil in (7.9), d.h. die autonome gew. Dgl.
= —U’(z). Fiir eine Funktion g € C*([0,7]) lautet das zugehérige Residuum

r(t) = g(t) + U'(g(t)). (7.10)
Damit 16st ¢ die nichtautonome gew. Dgl. & = —U'(z) + r(t).

Fiir T > 0 definieren wir ein korrespondierendes Funktional Sy : C'([0,7]) —
R>o U {+o0} durch

1 [T . , ) .
ST(g) = 5/0 (g(s) +U (9(5))) ds falls g abSO]ut—ste‘mg

“+00 sonst.

(7.11)

Hier liegt das (halbe) Norm-Quadrat des Residuums (7.10) zum Raum L?([0,T)
vor. Offensichtlich gilt Sy > 0 und Sr(g) = 0 genau dann, wenn g eine Losung
der gew. Dgl. & = —U’(z) auf dem Zeitintervall [0, T ist. Damit kénnen wir ein
Quasi-Potential V : R*> — Rsq U {+00} definieren iiber

V(z,y) =inf{Sr(g) : g € C([0,T]), 9(0) =z, g(T) =y, T > 0}.

Das Quasi-Potential beschreibt die Arbeit, die ein Partikel leisten muss, um sich
in der Landschaft des Potentials U vom Punkt z zum Punkt y zu bewegen. Wir
setzen

7oy = inf{t >0 X" =y},
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welches eine Zufallsvariable ist. Damit gilt die Aussage

V(z,y) = jliigoliir%)—lnP [T;y <T].
Uber den Grenzfall fiir kleine € gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 7.1 Sei [x1,22] C R ein endliches Intervall und 0 € |xy,x5] die einzige
Nullstelle von U’ in diesem Intervall. Zudem sei x = 0 eine asymptotisch stabile
stationdre Losung der gew. Dgl. & = =U'(z). Mit

7o=inf{t > 0: X;" ¢ (v1,22)}
gilt fiir jedes x € (x1, z3)
limelnE(7)) = min{V (0, 21), V(0,225)} =: V}

e—0

und fiir beliebiges 6 > 0
lim P [e(VO_‘S)/‘E <TE< e(VO+6)/E] = 1. (7.12)

e—0

Nun setzen wir fiir U die obige Funktion U. Es existieren zwei asymptotisch
stabile stationdre Losungen, auch Gleichgewichte genannt, in jeweils einer Senke.
Befinden sich z und y in der gleichen Senke (z,y > 0 oder x,y < 0), dann gilt

V(z,y) =2max{U(y) — U(x),0}.

Der Faktor 2 erklirt die Normierung U(—1) = —4 und U(1) = —%. Im Fall
U(y) < U(z) folgt V(z,y) = 0 und ein Partikel bewegt sich in der Landschaft
des Potentials von x nach y auf einer deterministischen Trajektorie, d.h. das
Funktional (7.11) liefert den Wert null. Gilt dagegen U(x) < U(y), so ist eine
Arbeit zu leisten, um die Potentialdifferenz zu iiberwinden.

Liegen x und y in verschiedenen Senken, beispielsweise —1 < z < 0 < y < 1,
dann ist eine Potentialdifferenz U(0) — U(z) beim Ubergang von z nach 0 zu
iiberwinden, wihrend die weitere Bewegung von 0 nach y keine Arbeit benotigt.
Dadurch haben wir

Viz,y) =2(U0) =U(z))  und  V(y,z) =2(U(0) - U(y))
und in den Spezialfillen der Gleichgewichte wegen U(0) = 0
Vie=-1,y)=A und V(iy=12)=a.

Eine Interpretation der Aussage (7.12) ist, dass die mittlere Zeit, die ein Partikel
benotigt um ein Intervall mit einem stabilen Gleichgewicht zu verlassen, exponen-
tiell mit ¢! ansteigt. In unserem Beispiel erwarten wir daher die Gré8enordnung
e/ bzw. €¥/¢ beim Sprung von & = —1 zu y = 1 bzw. umgekehrt. Die zu be-
trachtenden Zeitskalen sollten daher exponentiell mit e~ ansteigen. Der néchste
Satz beriicksichtigt dies.
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Satz 7.2 Fire >0 sei T =T(e) derart, dass

ll_r)%eln T(e)=19>0. (7.13)
Seien 0, K > 0 und x # 0 beliebig. Es bezeichnet \ das Lebesque-Maf$ auf R. Fir
¥ > a gilt

lim A ({t €0, K]: X5, — (~1)] > 5}) ~0 (7.14)

und fiir ¥ < a folgt
lim A ({t € [0, K] : X557, — sign(x)| > 5}) —0

jeweils als stochastischer Grenzwert.

Die Konvergenzaussage als stochastischer Grenzwert bedeutet, dass mit beliebi-
gen v > 0 und hier z = —1 oder z =1 gilt

lim P ({w QA ({t €0, K]: X5 () — 2| > 5}) > 'y}) —0.

Satz 7.2 besagt, dass bei einem Zeitintervall der Liénge proportional zu ¢?/¢ im
Fall ¥ > a die Dynamik genug Zeit hat, um das Gleichgewicht mit tieferem
Potential zu erreichen. Der Prozess verlidsst zwar immer noch zeitweise eine 6-
Umgebung dieses Gleichgewichts, die korrespondierenden Zeiten sind aber im
Grenziibergang unbedeutend. Betrachten wir dagegen ¥ < a, so hat die Dyna-
mik nicht genug Zeit die Potentialdifferenz zwischen beiden Gleichgewichten zu
iiberwinden. Der Prozess wird je nach z > 0 oder x < 0 beim n&herliegenden
Gleichgewicht mit hoher Wahrscheinlichkeit verbleiben. Auffillig bei Satz 7.2 ist
noch, dass die Aussagen nur vom kleineren der Werte a < A abhéngt.

Zeitabhingiges Potential

Nun untersuchen wir die Dynamik in einem zeitabhéngigen Potential. Wir be-
trachten daher statt (7.9) die Familie aus stochastischen Differentialgleichungen

AX;" = =U' (3, X;7) dt+vEdW,, X" =z (7.15)

27

mit ¢ > 0 und x € R. Die Halbperiode héngt im folgenden von e ab, d.h.
T = T(¢). Fir die Funktion U wihlen wir das Potential (7.8). Folglich ist der
Prozess (7.15) auf den Teilintervallen [kT, (k + 1)T') fiir k € N jeweils autonom.
Damit kann Satz 7.2 auf jedem der Teilintervalle angewendet werden. Wir erhal-
ten das folgende Resultat.
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Satz 7.3 Fire > 0 sei T = T(e) derart, dass (7.13) erfillt ist. Seien §, K > 0
und x # 0 beliebig und A\ das Lebesgue-Maf$ auf R. Wir definieren

=1 fir telkk+3) .
gb(t)—{ 1 Jir te (ki i) mit k € N. (7.16)
Es qilt fir 9 > a
lim A <{t € [0,K]: X5k, — (1)) > 5}) —0 (7.17)

und fir ¥ < a
lim A ({t € [0, K] : X5, — sign(x)| > 5}) —0

jeweils als stochastischer Grenzwert.

Die Funktion ¢ gibt die Position des jeweiligen globalen Minimums von U zur Zeit
2T (e)t an. Gilt ¥ > a, dann hat die Dynamik genug Zeit, in jeder Halbperiode
dieses globale Minimum zu erreichen. Bei ¢ < a reicht die Zeit jedoch nicht zum
Verlassen der urspriinglichen Senke aus.

Satz 7.3 gibt uns erste Informationen zur quantitativen Wahl des Parameters ¢,
um periodische Vorgénge zu erzeugen. Gilt ¥ < a, dann wird sich die zeitliche Pe-
riodizitdt in (7.16) kaum bemerkmar machen. Wir erhalten eine untere Schranke,
nédmlich dass elnT'(e) > a sein muss.

Ist uns die Zeit T' vorgegeben, dann miissen wir ein entsprechendes € wéhlen.
Beim Klimamodell im vorhergehenden Abschnitt war es erstaunlich, dass sich
ein geeignetes Verhiltnis zwischen € und 7" in der Natur eingestellt hat, obwohl
beide Groflen durch jeweils unterschiedliche Effekte entstehen.

Der Satz 7.3 liefert jedoch keine Angaben beziiglich einer oberen Schranke fiir den
Wert T'(¢). Offensichtsich wird der Prozess in (7.15) fiir hohes e viele Spriinge
zwischen den beiden stabilen Gleichgewichten durchfiithren. Die Zeit, in der er bei
dem flacheren Potential verbleibt, wird dann zwar geméf (7.17) geringfiigig sein,
das periodische Verhalten wird jedoch vollkommen zerstort, siche Abbildung 27
(rechts).

Spektrale Leistungsverstirkung

Ein in der Physik beliebtes Hilfsmittel, um stochastische Resonanz zu unter-
suchen, ist die spektrale Leistungsverstirkung. Der entsprechechende Koeffizient
beschreibt zu den gemittelten Trajektorien eines Prozesses die Energie, die sich
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Abbildung 29: Modifizierte Identitatsfunktion.

im spektralen Anteil mit der Periode 27" befindet. Zur Losung der stochastischen
Differentialgleichung (7.15) ergibt sich der Koeffizient somit zu

2

1
(e, T) = / E (X57) e ™ ds| . (7.18)
0

(Genauer liegt hier ein Erwartungswert beziiglich eines bestimmten invarianten
MasBes vor. Wir vermeiden im folgenden die Einzelheiten.) Fiir vorgegebene Halb-
periode T tritt stochastische Resonanz auf, wenn die Abbildung ¢ — 7% (g, T) ein
lokales Maximum ¢y > 0 besitzt.

Erstaunlicherweise liefert dieses weitverbreitete Hilfsmittel fiir unser Problem mit
dem Potential (7.8) keine Information, da im relevanten Parameterbereich der
Koeffizient (7.18) kein lokales Maximum besitzt. Grund hierfiir ist, dass bei klei-
nem ¢ die Fluktuationen beim Prozess in (7.15) hauptséchlich um die beiden
stabilen Gleichgewichte mit geringen Amplituden stattfinden. Diese umfangrei-
chen Oszillationen verschmieren die relevanten Informationen.

Ein Ausweg hieraus ist, die Kenngrofle (7.18) so zu modifizieren, dass die klei-
nen Oszillationen um die Gleichgewichte nicht mehr beriicksichtigt werden. Wir
verwenden daher den modifizierten Koeffizienten

2

(e, T) = / E (g (X55)) €2 ds (7.19)

mit einer Funktion g : R — R. Fiir g(x) = x entsteht der urspriingliche Aus-
druck (7.18). Nun setzen wir

r fir x € (—o0, 1) U [z2,y1] U [y2, +00)
gx) =< —1 fir x € (x1,22)
1 fir z € (yl,y2)
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mit 1 < —1 < 29 < 0 < y; < 1 < yy. Abbildung 29 verdeutlicht grob das
Konstruktionsprinzip. Zudem soll gelten U(z1) = U(zs) = —4 und U(y;) =

U(?J2) = —%-

Es folgt (unter gewissen Voraussetzungen), dass der modifizierte Koeffizient (7.19)
fiir festes T ein lokales Maximum &( besitzt. Genauer erhalten wir fiir jedes v > 1
und hinreichend hohe T" > T'(y)

1A+a A—l—a}

T - 2
so(T) € {nylnT’lenT (7.20)
Es gilt also im Grenzfall T'— oo ungeféhr

N A+a
T olnT"

eo(T)

Bei diesem Parameter liegt also stochastische Resonanz vor. Das Resultat (7.20)
steht im Einklang mit dem aus Satz 7.3 ersichtlichen Parameterbereich, denn es
gilt entsprechend zu (7.13)

A A
lim eo(T)InT = lim =t ¢y =219
T—00 T—oo 2InT 2

>a

wegen A > a > 0.

Fiir néhere Erlduterungen zu diesem Abschnitt siehe [11].
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