
Themen Bachelor/Master - 1

Themen für Bachelor- und Masterarbeiten
Lehrstuhl

”
Algebra und funktionalanalytische Anwendungen“

Januar 2019

Die unten genannten Themen stellen nur eine Auswahl dar. Interessenten können, z. B.

durch Arbeiten, Seminare oder Vorlesungen unserer Arbeitsgruppe, zu eigenen Themen-

vorschlägen angeregt werden.

Die folgenden Gebiete dienen der fachlichen Einordnung der Themen. Die entsprechenden

Vorlesungen sind nicht zwingend Voraussetzung.

A: Algebra

F: Funktionalanalysis, Theorie der Operatoralgebren

W: Wahrscheinlichkeitstheorie

1. Translationsinvariante Markov-Halbgruppen auf kompakten Gruppen und

Quantengruppen

A, F, W

Ein stochastischer Prozesse mit unabhängigen und stationären Zuwächsen (d. h. ein so

genannter Lévy-Prozess), der Werte in einer topologischen Gruppe annimmt, wird durch

seine translationsinvariante Markovsche Halbruppe beschrieben; siehe z. B. [App06]. Die-

ser Zusammenhang zwischen Markovschen Halbgruppen und Lévy-Prozessen soll im klas-

sischen Fall kompakter Gruppen referiert und als neueres Ergebnis die Verallgemeinerung

dieses Satzes auf kompakte Quanten-Halbgruppen (siehe [CFK12]) dargestellt werden.

2. Klassische und nichtkommutative Prozesse mit unabhängigen, stationären

Zuwächsen

W, F

Es geht um die Realisierung klassischer gruppenwertiger Lévy-Prozesse als Operatorpro-

zesse. Aufgabe der Arbeit ist, den Spezialfall von Lévy-Prozessen auf der unitären Grup-

pe zu untersuchen und aufzuzeigen, wie deren Verallgemeinerung zu nichtkommutativen

unitären Prozesse realisiert werden kann; siehe [SchV14].
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3. Vollständig positive Abbildungen und deren Dilatationen

F

Quantendynamische Halbgruppen beschreiben die Zeitentwicklung physikalischer Quan-

tensysteme. Die Generatoren solcher 1-Parameter-Halbgruppen werden durch die For-

mel von Lindblad charakterisiert. In der Arbeit sollen zunächst die Form des Lindblad-

Generators und dann die
”
Erweiterung“ (Dilatation) der Halbgruppen, z. B. mit Hilfe

quantenstochastischer Differentialgleichungen, dargestellt werden; siehe [Par92, Mey95].

4. Die Gelfand-Naimark-Segal-Konstruktion

F

Die GNS-Konstruktion ordnet jedem
”
Zustand“ auf einer involutiven Algebra eine Dar-

stellung dieser Algebra auf einem Vektorraum mit Skalarprodukt zusammen mit einem

zyklischen Vektor zu. Aufgabe der Arbeit ist, eine Übersicht über die Bedeutung dieser

Konstruktion in der Mathematik, evtl. unter besonderer Berücksichtigung der Rolle in

der Quantenstochastik, zu geben; siehe z. B. [Ger14].

5. Symmetrische Fockräume

A, F, W

Die Bedeutung des Fockraums und seine unterschiedlichen Erscheinungsformen (z. B. als

direkte Summe symmetrischer Tensorprodukte, als
”
Punktprozess-Raum“ oder als L2-

Raum der Brownschen Bewegung) sollen erläutert werden; siehe z. B. [Par92, Mey95]

oder [Gui72] sowie [Lachs14].

6. Schoenberg-Korrespondenz für bi-freie Unabhängigkeit

A, F, W

Die bi-freie Unabhängigkeit wird von D. Voiculescu in der Arbeit [Voi14] definiert und

ist eine Verallgemeinerung von
”
freeness“, einem nicht-kommutativen Unabhängigkeitsbe-

griff, der bereits in den 1980er Jahren, ebenfalls von Voiculescu, eingeführt wurde. Zu die-

sem Unabhängigkeistbegriff kann man Quanten-Lévy-Prozesse über
”
dualen Gruppen“

betrachten. Die Prozesse sind durch ihren Generator, ein bedingt positives lineares Funk-

tional auf der zugrunde liegenden dualen Gruppe, bis auf quantenstochastische Äquivalenz

bestimmt. In der Arbeit soll die allgemeine Korrespondenz zwischen solchen Generato-

ren und Faltungshalbgruppen bewiesen werden. Der Spezialfall additiver Quanten-Lévy-

Prozesse wurde zum Teil in der Masterarbeit [Schr] behandelt. Die Methoden orientieren

sich an [Schr] und an der Arbeit [SchV14]. Die
”
Schoenberg-Korrespondenz“ liefert z. B.

Realisierungen von bi-freien Lévy-Prozessen als Operatorprozesse auf einem vollem Fock-

Raum.
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7. Momente und Kumulanten für nichtkommutative Unabhängigkeiten

A, F, W

In [ManSch] wird eine Theorie entwickelt, die universellen Produkten, d. h. Tensorproduk-

ten in der Kategorie AlgPd,m der algebraischen Wahrscheinlichkeitsräume, eine Familie von

”
Kumulantenfunktionen“ und

”
Kumulanten-Lie-Algebren“ zuordnet. Dabei sind die Para-

meter d und m natürliche Zahlen. Kumulanten und die Beziehung zwischen Momenten von

Verteilungen und deren Kumulanten spielen auch in der klassischen Wahrscheinlichkeits-

theorie eine bedeutende Rolle. Die Kumulanten der Arbeit [ManSch] schließen praktisch

alle bekannten nicht-kommutativen Unabhängigkeitsbegriffe ein, z. B. beinhaltet d = 1,

m = 2 den Fall der bi-freien Unabhängigkeit (vgl. Thema 6). Die Hauptaufgabe liegt bei

diesem Bachelor/Master-Thema darin, den Fall m > 1, der in [ManSch] nur relativ knapp

behandelt wird, genauer und ausführlicher darzustellen.

8. Bi-monotone Grenzwertsätze

A, F, W

Auf Voiculescu’s Entdeckung der bi-freien Unabhängigkeit, ein Unabhängigkeitsbegriff für

Paare von nicht-kommutativen Zufallsgrößen, folgte die Suche nach weiteren Beispielen

von
”
Bi-Unabhängigkeiten“. Ein solches ist die bi-monotone Unabhängigkeit, für die auch

ein zentraler Grenzwertsatz gezeigt werden kann [Ger17]. Die Grenzverteilung wird da-

bei mit Hilfe bi-monotoner Paarpartitionen beschrieben. Ziel der Bachelor/Master-Arbeit

wäre es, den zentralen Grenzwertsatz der bi-monotonen Unabhängigkeit ausführlich dar-

zustellen und weitere stochastische Grenzwertsätze, insbesondere Poissons Gesetz der klei-

nen Zahlen, auf die bi-monotone Unabhängigkeit zu übertragen.

9. Graduierte Hopf-Algebren und nichtkommutative stochastische

Unabhängigkeit

A, F

In [ManSch] wird gezeigt, dass zu jedem nicht-kommutativen Unabhängigkeitsbegriff eine

graduierte Hopf-Algebra und eine graduierte Lie-Algebra gehören. Die Lie-Algebra ist

genau trivial, wenn die zugehörige Unabhängigkeit
”
symmetrisch“ ist. In der Arbeit soll für

Beispiele (monotone Unabhängigkeit, evtl. bi-monotone Unabhängigkeit) die Lie-Algebra-

Struktur konkret berechnet werden.

10. Beispiele für
”
braided“ Brownsche Bewegungen

A, W

Es werden Brownsche Bewegungen auf braided (
”
gezopften“) involutiven Bialgebren un-

tersucht. Die betrachteten Bialgebren sind durch eine sogenannte R-Matrix gegeben.
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Durch Anwendung des Symmetrisierungsprinzips kann eine braided Bialgebra in eine

gewöhnliche Bialgebra verwandelt und die Brownsche Bewegung mit Hilfe einer allge-

meinen Theorie als Lösung einer quantenstochastischen Differentialgleichung auf einem

Bose-Fockraum realisiert werden; siehe [Malc17]. In der Arbeit soll dieses Verfahren für

konkrete R-Matrizen (auch mit Hilfe von Computeralgebra-Programmen) durchgerech-

net werden, was zu Ansätzen für eine Klassifikation der zugehörigen braided Brownschen

Bewegungen führen könnte.
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