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1 Mafitheoretische Grundlagen

1.1 Mafitheorie

(o-Algebra) Sei 2 eine nichtleere Menge. Eine o-Algebra F (iiber
(2) ist eine Menge von Teilmengen von 2 (d. h. F C P(Q2)) mit:

Qe F

cAeF = Ace F (wobei A={weQlwé¢ A} =Q\ A)

AL A e F= U e F

Bemerkungen: Fiir jede o-Algebra F iiber (2 gilt:

HPp=QeF

2) Al,AQ,...G‘F@mZozlef

3) A,... A, e F=A U UA, e Fund AiN...NA, € F4) AB €
F=A\BeF

Erste Beispiele: 1) F = {0, Q} (grobste o-Algebra iiber Q)
2) F =P(Q) (feinste o-Algebra iiber )
3) Fiir A © O: F = {0, A, A°, Q)

Im Weiteren bezeichnet €2 immer eine nichtleere Menge.

Satz 1.1.1 Sei S eine Menge, die aus o-Algebren tber 2 besteht. Dann ist
der Durchschnitt
N7

FeSs

wieder eine o-Algebra iiber ).

(erzeugte o-Algebra) Sei M C P(2). Dann heifit
o(M) =oq(M) = ﬂ F

F o-Algebra iiber Q
FOM

die von M erzeugte o-Algebra iiber €.



(Borel-o-Algebra) Sei (X, O) ein topologischer Raum (O bezeich-
net das System der offenen Mengen). Dann heifit B(X) = B(X,0) = ox(0O)

die o-Algebra der Borelmengen iiber X.

Wir betrachten die reellen Zahlen immer als topologischen Raum mit der
iiblichen lokalkompakten Topologie.

Satz 1.1.2
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(messbarer Raum) Ein messbarer Raum ist ein Paar (2, F) be-

stehend aus

- einer nichtleeren Menge €2 und

- einer o-Algebra F iiber €.

Die Mengen aus F heiflen messbar.

(messbare Abbildung) Seien (€2, F) und (E,&) zwei messbare

Réaume. Eine Abbildung f : Q2 — FE heifit messbar, genauer F-E-messbar,
wenn gilt:
Be&= f1(B)eF, (1.1.1)

wenn also Urbilder messbarer Mengen messbar sind.

Bemerkungen: 1) Die Hintereinanderschaltung messbarer Abbildungen ist
messbar.

2) Konstante Abbildungen sind stets messbar. Es gilt ja fiir eine beliebige
Teilmenge B von 2 und = € E:

Q fallsz € B
f(w):rv“’eg;‘fl(B):{ 0 quzi;B.

3) Fiir messbare Raume (2, F) und (£, £) gilt: Jede Abbildung f: Q — FE
ist P(Q)-E-messbar und F-{), E}-messbar.

Satz 1.1.3 Sei (2, F) ein messbarer Raum, E eine nichtleere Menge und

N CPE).



Dann ist [ : Q@ = E genau dann F-op(N)-messbar, wenn die folgende Be-
dingung erfillt ist:
BeN = fYB)eF

Fiir die Messbarkeit muss man also Bedingung ([1.1.1)) nur fiir Mengen B aus

einem Erzeugendensystem nachpriifen.

Korollar 1.1.4 (a) Seien (X,0) und (Y,R) topologische Riume.

Dann ist jede stetige Abbildung f : X — Y eine B(X)-B(Y)-messbare Ab-
bildung.

(b) Eine Abbildung f : Q@ — R ist genau dann F-B(R)-messbar, wenn gilt

{f <a}eFVaekR.

(numerische Funktionen) Eine numerische Funktion auf Q ist
eine Funktion
f:Q—=R:=RU{+00,—0}.

Ist (€2, F) eine messbarer Raum, so heifit eine numerische Funktion f auf (2
(F-)messbar, wenn sie F-B(R)-messbar ist, wobei R mit der Topologie

{U,UU{+o0},UU{—00},UU{xo0}|U offen in R}
versehen wird.
Im Weiteren sei (€2, F) ein messbarer Raum.

Satz 1.1.5 Sei f, eine Folge F-messbarer numerischer Funktionen auf €.
Dann gilt:

(a) sup,ey fn, infren fn, imsup,_, f, und liminf, . f, sind F-messbare
numerische Funktionen auf €2.

(b) Falls die Grenzfunktion lim,,_,o f,, (punktweise in R) existiert, so ist sie
eine F-messbare numerische Funktion.

(Ma8) Ein (positives) Maf p auf dem messbaren Raum (€2, F)
ist eine Abbildung

p:F =Ry =R, U{ool,

mit:
- Fiir jede paarweise disjunkte Folge Ay, Ao, ... € F gilt

n((J An) = 3 nlAn).

- Es existiert eine Menge A € F mit pu(A) < oo.
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Ein Tripel (2, F, ) bestehend aus
- einem messbaren Raum (92, F)

- einem Maf3 p auf (2, F)

heifit Mafsraum.

Bemerkungen 1) Die zweite Bedingung in der Definition ist dquivalent zu:

1(0) = 0.

2) Ay, ..., A, € F paarweise disjunkt = pu(A1U...UA,) = pu(Ar1)+. . .+u(4,)
3) ABe F,ACB =

mu(A) < u(B).

Satz 1.1.6 (“Stetigkeit” von Mafen)
(a) Fir jede Folge Ay, Ag,... € F mit Ay C Ay C ... gilt

n(UJ 4n) = lim p(A,).
n=1

(b) Fliir jede Folge Ay, As,... € F mit Ay D Ay D ... und p(A;) < oo gilt

u(ﬂ A,) = lim p(A4,).

n—00
n=1

(Wahrscheinlichkeitsraum) Ein Mafiraum (§2, F, i) heit Wahr-

scheinlichkeitsraum, wenn gilt

n(Q2) = 1.

Wir schreiben im Falle eines Wahrscheinlichkeitsraumes héufig P statt p.
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Beispiel: 1) Sei Q # () eine Menge. Wir setzen

| #A wenn A endlich
u(4) _{ oo sonst
fir A C Q. Dann ist p ein Mafl auf (2, P(€2). Dieses MaB heifit Zdhlmaf auf
Q. Ist Q endlich, #Q = n, so kénnen wir pu zu einem Wahrscheinlichkeits-
o

mafl P normieren, indem wir P(A) = % definieren. In diesem Fall nennen

wir (Q,P(Q),P) den Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum iiber €. (Alle
Elementarereignisse besitzen die gleiche Wahrscheinlichkeit %)
2) Sei fiir wy € 2
|1 fallswpe A
pA) = { 0 falls wy ¢ A

fir A C Q. Dann ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, P(Q2)). Es heifit
das im Punkte wy konzentrierte Dirac-Majs. Wir bezeichnen dieses Mafl mit
g -

3) Es gibt genau ein Maf A% auf dem messbaren raum (R?, B(R?)) mit der
folgenden Eigenschaft:

d

X(Ja,b] = [ (b — a:),

i=1
wobei a,b € R? mit
a=(a,...,aq),b=(b1,...,bq);a; <bj,i=1,....d.

Fiir die Existenz und Eindeutigkeit von \? siche z. B. “H. Bauer: Maf- und
Integrationstheorie” oder “Dudley: Real analysis and probability”. A heifit
Lebesque-Maf oder Lebesgue-Borel-MaB auf R

1.2 Integrationstheorie nach Lebesgue

(einfache Funktion) Sei (2, F) ein messbarer Raum. Eine Funk-
tion

f: Q=R



heifit einfach, wenn gilt
- [ ist (F-B(R)-)messbar

- f nimmt nur endlich viele Werte an.

Bemerkung Fiir eine einfache Funktion f gilt

flw) = Za 14 (w), (1.2.1)

wobei ay, ..., a, die n paarweise verschiedenen Werte von f sind und

Ai={we Q| f(w) =ai} ={f = ai}.

Hierbei bezeichnet fiir A C 2 das Symbol 14 die Indikatorfunktion von A,

d. h.
1 fallswe A

Law) = { 0 fallsw ¢ A.

Wir bezeichnen die Darstellung (|1.2.1)) als kanonische Darstellung von f.
Offenbar hat man

- aq,...,q, € R paarweise verschieden
- Ay, ..., A, paarweise disjunkt
<Ay, AL EF

A UL A, =Q

Eine Darstellung (|1.2.1) der einfachen Funktion f mit den obigen 4 Eigen-
schaften ist eindeutig. Auf der anderen Seit ist jede Funktion f mit einer
Darstellung ([1.2.1)) mit beliebigen o, ..., apn, Ay, ..., A, € F einfach.

(Funktionenrdume fiir die Integrationstheorie)

Fiir einen messbaren Raum (€2, F) setzen wir:
cFio(QF)=Fio:={f:Q—R|{fist einfach und f > 0}

"F (Q,F)=F, :={f:Q—R]|fist F-B(R)-messbar und f > 0}
-F(Q,F)=F :={f:Q— R| f ist F-B(R)-messbar}

Im weiteren sei immer ein Mafiraum (€2, F, ) fest vorgegeben.

Satz 1.2.1 Fir jede Funktion f € F, gibt es eine Folge f,, n € N, von
Funktionen aus Fy o mit

h<fh<...<f
im0 fr(w) = f(w) Yw € Q.

(Lebesgue-Integral fiir einfache Funktionen > 0)



Fiir eine Funktion f € F, , mit kanonischer Darstellung (1.2.1)) definieren
wir das Lebesgue-Integral von f (bzgl. des Mafles ) durch

/fdﬁb = Z%‘M(Az)‘
i=1
Dabei verwenden wir die maj§theoretische Konvention
0-00:=0.
Es ist also [ fdp eine Zahl aus R,.

Lemma 1.2.2 (Monotonie des Integrals)
Fir f,ge Fyomit f <g gilt

/fdué/gdu~

(Lebesgue-Integral fiir messbare numerische Funktionen > 0)
Fiir eine Funktion f € F, definieren wir das Lebesgue-Integral von f (bzgl.

des Mafles p) durch

/fdu = Sup{/gdu|g€F+,o,g§ [}

Bemerkungen: 1) Man iiberzeugt sich mit Hilfe von Lemma |1.2.2) dass die
beiden Definitionen von [ fdpu fiir f € F iibereinstimmen!
2) Es gilt allgemein (wieder nach Lemma [1.2.2) fiir f,g € F:

ng;»/fdus/gd

3) Fiir A € F und f € F, ist die Funktion 1, f wider aus F,. Wir setzen

feF,:
/Afdu:—/lAfdu

4) Es gilt fir f,g € FLound c € Ry:

/(Cf+g)du=f3/fdu+/gdu

(Linearitit des Integrals gilt auch allgemein fiir Funktionen aus F,. Folgt
aus dem néchsten Satz; siche Korollar .)



Satz 1.2.3 (Satz von der monotonen Konvergenz = Satz von Beppo Levi)
Fir f, €e ¥y, n e N, mit

i<fa<...
liegt

f=lim f, =sup f,
n—oo neN

wieder in F o und es gilt

/fduz lim /fnduzsup/fndu'

n—oo neN
Bemerkung: Ein Vergleich mit Satz zeigt nun: Wir konnen [ fdy fiir
f € F, auch als

lim [ f,du

n—oo

definieren, wobei f,, eine (beliebige, nach Satz existierende) Folge von
Funktionen aus F; o mit f1 < fo < ... und f = lim,_, f, ist.

Korollar 1.2.4 (Linearitdt des Lebesgue-Integrals)
Es gilt fir f,g € Fyo und c € R,

Jer+aau=c [ raus [ga

Satz 1.2.5 Fir f € F, gilt:
/fd,u:()<:>,u(f>()):().
(Lebesgue-Integral fiir integrierbare Funktionen)

Fiir f € F setzen wir:

| flw) falls f(w)>0
f+w) _{ 0 falls f(w) <0,

d. h. fi = 1g50p f- AuBerdem: f_ := (—f);. Eine Funktion f € F heifit
(u-)integrierbar, wenn gilt:

/ﬂw<m@d/fw<w

Wenn f integrierbar ist, dann heifit die reelle Zahl

[ran=([ £~ ([ -0

das Integral von f bzgl. pu. Wir setzen
L'(p) = LYQ,F,p) :== {f € F| f p-integrierbar}.
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Satz 1.2.7 Fir f € F gilt:
felin s lfl el e [Ifldn<o

Bemerkungen: 1) Fiir f € L'(u) gilt die Ungleichung | [ fdu| < [|f|dp
2) (Linearitiit des Lebesgue-Integrals) L'(u) ist ein Vektorraum, d. h.

frgeLll(u),ce R=cf+ge€L'(n)

3) feLi(u) = u(|f] =00)=0
4) (Monotonie des Lebesgue-Integrals) f,g € L'(u),f < g = [fdu <

Jgdu
Falls fiir f € F eine Funktion ¢ € L'(u) mit |f| < g existert, so folgt:

fell(p.

Lemma 1.2.8 (Lemma von Fatou)
Fiir eine Folge f,, von Funktionen aus ¥ gilt stets die Abschdtzung:

/(lim inf f,,) dp < lim inf/fn dp

Satz 1.2.9 (Satz von der majorisierten Konvergenz = Lebesguescher Kon-
vergenzsatz)

Seien f,, f € F mit f(w) = lim,_ o0 fo(w) Yw € Q (d. h. f, konvergiert

punktweise gegen f).

Auflerdem ezistiere eine Funktion g € L' (1) mit

|fn]l < gVneN.

Dann folgt f,, f € L' (), und es gilt:

tim [ = [ 1au (1.2.1)

sowie

tim [ 12— flap =0 (1.22)



Bemerkungen: 1) Aus (1.2.2) folgt (T.2.1).

2) Fiir Anwendungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der folgende Spe-
zialfall des Lebesgueschen Konvergenzsatzes wichtig: Nehmen wir an, dass
(Q,F,pu) = (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist. Sind dann die Funk-
tionen f, € F gleichmiBig in n beschrinkt, d. h. es existiert ein Konstante
C >0, so dass |fw)] < C Vw € Q Vn € N, dann folgt aus der punktweisen
Konvergenz von f, gegen eine Funktion f € F die Integrierbarkeit der f,, f
und die Giiltigkeit von ([1.2.2)) und damit von (|1.2.1)).

2 Die Konstruktion von Daniell-Kolmogorov

2.1 Grundlegende Begriffe der Theorie der stochasti-
schen Prozesse

Gegeniiberstellung von Begriffen der Maf3-und der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie:

Mafltheorie ‘ Wahrscheinlichkeitstheorie
(Q, F, 1) MaBraum (Q, F,P) Wahrscheinlichkeitsraum
f 2 — R messbare Funktion X : QQ — R Zufallsvariable
[ f dp Integral von f | X dP = E(X) Erwartungswert von X
f(p) BildmaRl von p unter f X (P) = Px Verteilung von X

Dabei:

(Bildmaf}) Fiir einen Mafiraum (2, F, yt), einen messbaren Raum
(£, &) und deine messbare Abbildung f : 2 — E wir durch

f(u)(B) == p(f"(B)) =u(f €B), BEE

ein Maf auf (E, &) definiert (Beweis?). Dieses Mafl bezeichnen wir als das
Bildmaf$ von p (unter der Abbildung f).

Bemerkung: In Falle eines Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, F,P) ist f(P) ein
Wahrscheinlichkeitsmaf.

(Zufallsvariable) Eine F-B(R)-messbare Abbildung X : Q@ — R
heifit (reelle) Zufallsvariable (iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P).
Allgemeiner bezeichnen wir eine messbare Abbildung X : Q@ — F (mit “Wer-
ten” in dem messbaren Raum (F,€)) als E-wertige (oder (F,&)-wertige)
Zufallsvariable. Im Falle (F,&) = (R% B(R?)) sprechen wir auch von ei-
ner d-dimensionalen Zufallsvariablen. Zufallsvariablen sind also (wenn sonst
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nichts gesagt wird) (R, B(R))-Zufallsvariablen und auch 1-dimensionale Zu-
fallsvariablen.

Bemerkung: Fiir eine Zufallsvariable X ist X (P) also ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf R. Wir schreiben fiir dieses Wahrscheinlichkeitsmafl wie iiblich
Px. Das Bildmafi X (P) = Px heifit Verteilung von X.

(stochastischer Prozess)

Sei T eine beliebige Menge # (). Ein stochastischer Prozess mit Indexmenge
T, iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), ist eine Familie

X = (Xt>teT

von Zufallsvariablen iiber (Q, F, P).

(gemeinsame Verteilung)

Fir n € N Zufallsvariablen Xi,..., X, iiber dem (gleichen) Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P) heifit das Bildmaf8 von P unter der n-dimensionalen
Zufallsvariablen

(X1, ., X)) Q= RY (X, X)) (w) = (X (W), .., X (w))

die gemeinsame Verteilung der Xy,..., X,.
Die gemeinsame Verteilung ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R¢. Sie wird
mit P(x, . x,) bezeichnet.

77777

(endlich-dimensionale Verteilungen)

Sei (X})ier ein stochastischer Prozess. Setze
Po(T)={I CT|#I <oo, I #0} C P(I).

Fir I € Po(T), I ={t1,...,tn}, n = #I, bezeichnen wir mit P; die gemein-
same Verteilung der Zufallsvariablen X;,,..., X;,.

Die Familie (P;)ep,(r) heifit Familie der endlich-dimensionalen Verteilungen
des stochastischen Prozesses (X;)ier.

Bemerkung: Es ist also P; ein Wahrscheinlichjkeitsmafl auf R™ mit n = #1.
Wir verwenden auch folgende Notation: Fiir I C T, I # (), setzen wir

RY = Abb(I,R) := {a: I = R} = {()er|as €ER, s € I}.

Dann kénnen wir R fiir I € Py(T) mit R identifizieren (sobald wir eine
Reihenfolge der Elemente von I festgelegt haben). In diesem Sinne ist auch
der messbare Raum (R’, B(R')) zu interpretieren.
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Des Weiteren setzen wir ganz allgemein fiir eine Familie (€;);er nichtleerer
Mengen Q; und B, C Q,, te I, I C T, 1 #0,

[IB: = {(at)eslas € By, s €1},

tel

d. h. [],c; Bt ist das kartesische Produkt der By, t € I, und eine Teilmenge
von [[,c; .

(stochastische Aquivalenz)

Zwei stochastische Prozesse X = (X,)ier (iiber (w®, FO PO)und Y =
(Yy)ier (iiber (w®, F@ P®)) (insbesondere miissen X und Y dieselbe In-
dexmenge haben!) heiflen stochastisch dquivalent, wenn sie dieselbe Familie
endlich-dimensionaler Verteilungen besitzen, wenn also gilt

PY(X, €By,...,X, €B,) =P3Y, €By,....Y, €B,)
firallene N, B, e BR), t;, e T,i=1,...,n.

Sei (24)ier eine Familie von nichtleeren Mengen. Wir fithren fur 7,J C T,
I cJ,1+#0,die Projektionen

pr [ — T

teT tel
por: [ = [
ted tel

durch

Pr ((Wt)teT) = (Wt)rer

pJ,I((wt)teJ) = (Wt)tel
ein. (Also ist pr = prs.)
Satz 2.1.1 Fir einen stochastischen Prozess (Xi)ier gilt
P;=ps(Py) (2.1.1)

fir alle I,J € Po(T), I C J.



2.2 Der Satz von Daniell-Kolmogorov

(projektive Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien)
Eine Familie (P;);ep,(r), Pr Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R’, B(R'))), heiBt

projektiv, wenn (2.1.1)) gilt.
(Produkt messbarer Rdume)

Gegeben sei eine Familie ((Q, F;)) 1or Mmessbarer Réume. Wir setzen (2 :=
[Lier €2 und

®]:t = 0q ({H A | Ag € Fg,s € T,und: (2.2.1)

teT teT

31 € Po(T) mit A, = Q, fir s € I°}).  (2.2.2)
Dann heif3t

®((Qta.7:t)) = <Q>®E)

teT teT

Produkt der messbaren Réume (Qy, F;), t € T.
Die Mengen [],., A; der echten Seite von (2.2.1)) heiBen Rechteckzylinder-
mengen von @, ((Q, Fr)).

Bemerkung: Falls "= {1,...,n}, n € N, so ist
R, F) = (U x ... x U Fro... 0 F,)
teT

und
.F1®®Fn:UQIXQn({81XXBn’BZElg(R),Z:l,,n})
Behauptung: Es gilt fiir I C T, I # 0,

fiir alle B € @Q,¢; Fi, d. h. die Abbildungen pr sind Qo Fi-Q,c Fr-messbar
(und somit die p;; messbar bzgl. Q,c; Fr und Q,c; Ft)-

Die Mengen der Gestalt p;*(B) mit B € Q),.; F: und I € Po(T)

heiBen Zylindermengen von @, ((Q, F;)). Rechteckzylindermengen sind
also spezielle Zylindermengen.

Lemma 2.2.1 (Reduktion auf Abzdhlbarkeit

)
7= U (7

tel ICT,I#0 teT
I abzidhlbar



Prof. Dr. Michael Schiirmann

Stochastische Prozesse
SoSe 2018
Ubersicht 4.Vorlesungswoche (30.4.-4.5.2018)

Wir verwenden (siehe z. B. “J. Elstroth: Maf- und Integrationstheorie” oder
“H. Bauer: MaBitheorie”) den

Satz (von Carathéodory)

Sei Q (£ 0) eine Menge und A eine Algebra iiber Q.

Dann kann jedes o-endliche Pramaf$ auf A auf genau eine Weise zu einem
Maf$ auf oq(A) fortgesetzt werden.

Bemerkungen: 1) A C P(2) heifit Algebra, wenn gilt:

-QecA

Ae A= AcA

-AABeA=AUBe A

(Die letzte Bedingung ist offenbar dquivalent zu: Aq,...,; A, € A = A U
.UA, e A)

2) u: A— Ry, A Algebra, heiBlt Inhalt auf A, wenn

(@) =0

- (AU B) = u(A) + u(B) fir A,B€ Amit ANB = (.

(Die letzte Bedingung ist offenbar dquivalent zu: u(A; U...UA,) = u(Ar) +
o+ p(Ay) fiir Aq, ..., A, € A paarweise disjunkt, n € N.)

3) Ein Inhalt heifit Pramafs, wenn die stérkere Bedingung

oo
A1, Ag, ... € A paarweise disjunkt mit U A, e A

= M(U An) = ZH(An)

erfiillt ist.

4) Ein Mafiraum heiit o-endlich, wenn es Ay, As, ... € A gibt mit
- (Ap) < 00

U A=A

Satz 2.2.2 (von Daniell-Kolmogorov)

Sei (Pr)repy(r) eine projektive Familie von WahrscheinlichkeitsmafSen.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafs P auf dem
messbaren Raum (R”, B(RT)) mit

p[<P) =Py VI € Po(T)



Beweisskizze: Falls T' endlich ist, tut es offenbar P = Py. Auch die Eindeu-
tigkeit ist klar.-
Nun nehmen wir an, dass T' abzdihlbar unendlich ist, T = N. Betrachte das
Mengensystem

z:= J p'(B®)

IePy(N)

der Zylindermengen in B(RY). Da jede endliche Teilmenge von N in einer
Menge der Form {1,...,n} liegt, ist

Z={AxRxRx...|AeBR"), neN}

Behauptung: Z ist eine Algebra iiber R”.
Beweis: 2 € Z folgt z. B. mit A = R und n = 1. Auflerdem ist Z stabil
gegeniiber Komplementbildung, weil gilt: (AXRXxRx...) = A°xRxRx...

Seien AXRXRx...und BXxRxRX...in Z mit A € B(R™), B € B(R"),
m < n. Dann gilt:

(AXRxRx..)UBXxRxRx...)
=(AXR"™UB)xRxRx...€Z,

da AxR"™UB € BR").v
Wir definieren nun P auf Z durch

PMAXRxRx...):=P;(A)

fir I = {1,...,n}, #I = n € N, A € B(R!) = B(R"). Die Eigenschaft
(2.1.1) einer projektiven Familie sorgt dafiir, dass diese Definition von P auf
der Algebra Z sinnvoll ist (Beweis?)!

Der schwierige Teil des Beweises besteht nun darin zu zeigen, dass P ein
Pramaf auf Z ist (wir verweisen auf “A. Klenke: Wahrscheinlichkeitstheo-
rie”, Satz 14.32, oder “H. Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie”); vgl. die Kon-
struktion des Lebesgue-Mafles auf (R, B(]R)) oder die Konstruktion des Pro-
duktmafes.

Zum Fall einer allgemeinen unendlichen Indexmenge T: Wir fithren diesen
Fall mit Hilfe von Lemma 2.2.1 auf den abzédhlbar unendlichen zuriick. Fiir
JCT,J#0, J abzihlbar, gibt es nach dem vorhergehenden Teil des Bewei-
ses ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf P ; auf (R”, B(R”)) mit
ps1(Py) = Py fiir jedes I € Py(J). Nach Lemma 2.2.1 gibt es fiir A € B(RT)
eine abzihlbare Teilmenge J, J # (), von T mit A € pjl((B(R‘])) , d. h.
A = p;!(B) fiir ein geeignetes B € B(R”). Setze

P(A) := P,(B).

2



Die Eigenschaft (2.1.1) einer projektiven Familie sorgt wieder dafiir, dass
diese Definition sinnvoll ist (Beweis?)!

Wir miissen noch zeigen, dass P ein Wahrscheinlichkeitsmafl ist. Klar, dass
gilt P(2) = P;(Q) = 1. Fehlt der Nachweis der o-Additivitdt von P. Seien da-
zu Ay, Ay, ... € B(RT) paarweise disjunkt. Jetzt wird dhnlich wie im Beweis
von Lemma 2.2.1 argumentiert. Es ist A, = p}nl(Bn), n=1,2, ..., fir geeig-
nete abzihlbare nichtleere J,, C T und B,, € B(R’"). Setze J := J;UJoU. ..
Dann ist J abzéhlbar. Es gilt: 4, € p;'(B(R”)) und

P(|J An) =P, An)

= Z PJ(An>

wobei die vorletzte Gleichheit aus der o-Additivitdt von P folgt.[J

Bemerkung: Der Satz gilt viel allgemeiner (siehe z. B. “Bauer”). Sei

(Qta ]:t)teT

eine Familie messbarer Raume. Dabei miissen die (£2;, F;) von einem spe-
ziellen Typ sein. Es wird vorausgesetzt, dass jeder Raum ein Borelraum
(E , B(E)) ist mit einem polnischen topologischen Raum E. Dabei heifit ein
topologischer Raum polnisch, wenn er ein vollstdndiger metrischer Raum mit
abzahlbarer Basis der Topologie ist. Dann heifit ein Familie (P;);ep,r) von
Wahrscheinlichkeitsmaen Py auf (J[,c; €, &,c; Ft) projektiy, wenn wieder
ps1(Py) = Py gilt. Die allgemeinere Version des Satzes esagt, dass es
ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (J],cr ¢, @,cr Ft)
gibt mit p;(P) = Py fiir alle I € Py(T).

P heift der projektive Limes der projektiven Familie (Pr)rep,(r).

2.3 Folgerungen

Satz 2.3.1 Sei (Pr)iepyr) eine projektive Familie von Wahrscheinlichkeits-
majlen.

Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) und einen stochasti-
schen Prozess X = (Xy)ier tiber (2, F,P), so dass (Pr)repyr) die Familie
der endlich-dimensionalen Verteilungen von X 1ist.

3



Beweis: Setze:
QO =RT
- F = B(RT)
1
- P: das Wahrscheinlichkeitsmafl aus Satz %_
Xy =py R - RU =R
Dann gilt fir n € N, ¢1,...,t, € T, By,..., B, € B(R):
P(th .... th)(Bl X ... X Bn) :P(th GBl,...7th € Bn)
({(at)teT eR" oy, € By, oy, € Bn})
(pa iy (B3 X B,))

-----

{t1,..., tn}(Bl X ... X Bn)D

Bemerkung: Der Beweis gibt eine Konstruktion des gesuchten stochastischen
Prozesses an. Allerdings sind die Zufallsvariablen X; des Prozesses auf einem
“riesigen” Raum definiert, ndmlich auf

R” = {(ay)ser | as € R} = Abb(T,R),

dem Raum aller Abbildungen von 7' nach R. Wenn z. B. "= R, so ist der
Raum der Pfade von X; der Raum aller reellwertigen Funktionen auf R, . In
jedem Einzelfall wird man versuchen, diesen Raum einzugrenzen.
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Bemerkungen: 1) (Produktmafle) Sei (2, F¢, it )ier eine Familie von o-endli-
chen Mafrdumen. Dann gibt es genau ein Mafl

= ®ut auf ®(Qt,ft,ut)

teT teT

M(pfl(H By)) = H pi(By)
tel tel

fiir alle I € Py(T'), B; € Fy; siche “Elstrodt” oder “Bauer”. Das Ma Q).
heifit das Produktmaf$ der Familie (€, Fy, pi¢)ier. Das Produktma$ fiir Wahr-
scheinlichkeitsrdume (€, Fy, Pi)ier ist wieder ein Wahrscheinlichkeitsmaf3.
Im Fall von zwei Mafirdumen (d. h. T'= {1,2}) ist das Produktmafl 1y ® po
ein Maf} auf (2 x Qo, F1 ® F3). Insbesondere ist das Produkt zweier Wahr-
scheinlichkeitsmafle auf R ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf R2.

2) (Satz von Fubini) Wir verwenden die Sitze von Tonelli und Fubini:

mit

Satz (von Tonelli)
Fiir zwei o-endliche Maprdume (Q,F,p) und (E,E,v) und f € F (Q x
E.F®E) gilt:

y = f(2,y)
r = f(z,y)

sind fir x € Q Funktionen aus F.(E,€E) baw. fir y € E Funktionen aus
F (Q,F).
Auflerdem sind

mﬁ/ﬂ%@%@)
g / f(,y)n( da)

Funktionen aus F (9, F) bzw. F(E,&) und es bestehen die Gleichheiten
[ tamdue e = [ ([ ) o) di)
- [ (] 1.9 av0) duto)



Satz (von Fubini)
Fiir zwei o-endliche Mafriume (Q, F, 1) und (E,E,v) und f € LN(QxE, F®
E,pv) gilt:

y — f(z,y)
z = f(x,y)

sind fir v € Q Funktionen aus L'(E,&,v) bzw. fir y € E Funktionen aus
LY(Q, F, u). Auperdem sind

e / f(y)v(dy)
y s / f(x,y)p( dz)

Funktionen aus L'(Q, F, ) bzw. L'(E,E,v) und es bestehen die Gleichheiten
/f(x,y) d(p@v)(z,y) = /(/f(fc,y) dp(x)) dv(y)
- [ ([ 1@ ) duto)

(Faltung von Wahrscheinlichkeitsmafien auf R)

Seien p und v Wahrscheinlichkeitsmafle auf R. Betrachte die Abbildungen

o, R"—= R

an(x1, . ) =21+ ..+ Ty
Das Wahrscheinlichkeitsmafl
Qs ® V) = e
auf R heilt Faltung von p mit v.
Bemerkung: Man zeigt leicht:

UH UV =1V%[

(f1 % p2) % pi3 = aa(pn @ g @ piz) = puy % (pig * f13)

(Faltungshalbgruppe)



Eine Familie (p;)icr, von Wahrscheinlichkeitsmafien auf R heifit Faltungs-
halbgruppe, wenn gilt:
fhs * fby = plsre VI E R, (2.3.1)
to = 0o
Eine Faltungshalbgruppe heifit stetig, wenn gilt:
1y konvergiert gegen oy schwach

Wir schreiben oft iy fiir (14)ser, -

Bemerkung: Die Bedingung ((2.3.2)) folgt aus der Bedingung (2.3.1); siehe
z. B. “Bauer”.

(Lévy-Prozess)

Ein stochastischer Prozess (X;)icr, heifit Lévy-Prozess, wenn gilt:

: X() =0 fs.

« Xty ooy Xty 1, unabhéngig fiir alle 0 <t <ty < ... <t,41, n €N
- Px,, =Px,_, fir alle s,t e R,, s <t

(Dabei steht X, fiir den “Zuwachs” X; — X.)

Satz 2.3.2 Flir einen Lévy-Prozess (X;)ier, bilden die Verteilungen
e = PXt? te R+?

eine Faltungshalbgruppe.
Wenn X, fir t — 0+ stochastisch gegen 0 konvergiert, so ist (p)icr, eine
stetige Faltungshalbgruppe.

Wir definieren nun:
o, R"— R"

(1, .. xy) = (T, 21 + Ty .., 21 .o+ 2p)

Satz 2.3.3 (a) Sei p; eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben auf R. Dann wird durch
Pri=a(u, @ puy—t; @ -+ @ fty—t, 1),

I={0<t; <...<t,} € Po(Ry), eine projektive Familie von Wahrschein-
lichkeitsmajfen definiert.

(b) Der durch Satz 2.3.1 gegebene Prozess (Xi)icr, , der zu der projektiven
Familie aus (a) gehort, ist ein Lévy-Prozess mit

PXt = pu, L€ Ry,

(c) Ist p; eine stetige Faltungshalbgruppe, so konvergiert X, fir den Léuvy-
Prozess aus (b) fiir t — 0+ stochastisch gegen 0.
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Beispiele: 1) (Dirac-MaBe; deterministischer Prozess) Das Dirac-Ma$ 4, im
Punkte z € R? ist gegeben durch (B C RY)

1 fallsx e B
%(B) = 1p(v) = { 0 falls z ¢ B.

0, ist ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (R?, B(R?)) (sogar auf (R?, P(R%))).
AuBlerdem
0p % 0y = Opyy VT,9 € R,

so dass z. B. (0;)¢cr, eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf R ist. Es gilt

/ F(y) d6,(y) = [(x) Vf € Cy(RY),

so dass d; eine stetige Faltungshalbgruppe ist. Wenn die Zufallsvariable X
die Verteilung §; besitzt, so bedeutet dies gerade, dass gilt: X =t f.s. Also
konnen wir den Lévy-Prozess zur Faltungshalbgruppe ¢; einfach durch den
deterministischen Prozess X; = t realisieren. Der nach Satz 2.3.3 mit Hilfe
der Daniell-Kolmogorovschen Konstruktion gegebene Lévy-Prozess “lebt” al-
lerdings auf dem Raum aller Pfade. Dieses zugegeben etwas “pathologische”
Beispiel zeigt besonders deutlich, dass der “kanonische” Prozess, den man
durch den Satz 2.3.1 erhélt, auf einem viel zu grofen Raum definiert sein
kann.

2) (Poisson-Prozess) Wir erinnern an dieser Stelle an die wichtige Fourier-
Transformation von Wahrscheinlichkeitsmafien. Jedem Wahrscheinlichkeits-
maf p auf (R,B(R)) (geht auch allgemeiner auf (R? B(R?))) wird dabei

seine Fourier-Transformierte
p:R—C
i) = [ e aut), =

zugeordnet; siehe z. B. “Bauer”. Die Funktion i bestimmt das Wahrschein-
lichkeitsmafl p eindeutig, d. h. die Abbildung p — /i ist injektiv. Man kann
zeigen:



- puxv(x) = fi(z)o(z), x € R, fiir Wahrscheinlichkeitsmafie y, v auf R

- X, Y unabhéngige Zufallsvariablen = Px.y = PxxPy = Px .y = PX Py
Fiir die Poisson-Verteilung 7, mit Intensitit A € R7 gilt

und somit

t+s)A(ele—1) _ m<x)

Also bilden 7y, t € R4, eine stetige (!) Faltungshalbgruppe, die so genann-
te Poissonsche Faltungshalbgruppe (zur Intensitdt A). Dazu gehort wieder
ein kanonischer Lévy-Prozess nach Satz 2.3.1, den man — mit zusétzlichen
Forderungen iiber Eigenschaften der Pfade (siche Abschnitt 3.2 unten) — als
Poisson-Prozess bezeichnet.

3) (Brownsche Bewegung; Wiener-Prozess) Die Normalverteilung N (u, 0?) zu
den Parametern p € R (Erwartungswert; wir verwenden wieder den Buch-
stabe p, da die Verwechslung mit einem MaB y kaum méglich) und o? € R%,
(Varianz) ist bekanntlich durch die Dichte

Toa (1) T (@) = e

1 —(2—w)?
B, 0%)(@) = = -,z €R,

gegeben. Es gilt

und darum

N(0,5)(x) N(0,8)(2) = 9% = N(0,5 + 1) (x).

Also bilden N(0,t), t € Ry, eine stetige (!) Faltungshalbgruppe, die Gauf-
sche Faltungshalbgruppe. Dazu gehort nach Satz 2.3.1 ebenfalls ein kanoni-
scher Lévy-Prozess. Mit Zusatzforderungen an die Pfade (siehe Abschnitt 4.1
unten) — erhélt man die Definition der Brownschen Bewegung, die auch als
Wiener-Prozess bezeichnet wird.

3 Der Poisson-Prozess

3.1 Der Poisson-Prozess als Lévy-Prozess

Zur Einleitung diskutieren wir ein mogliches Modell fiir einen stochastischen
Prozess, der sich mit der Zeit ¢ > 0 entwickelt und der die Anzahl der Stern-
schnuppen in einer Nacht angibt:



- X;: Anzahl der beobachteten Sternschnuppen bis zum Zeitpunkt ¢

. X() — 0

- Xy = Xy — X, s < t: Anzahl der beobachteten Sternschnuppen im Zeitin-
tervall |s, t]

Wir nehmen an, dass

- sich die Sternschnuppen nicht gegenseitig beeinflussen

- die Anzahl der Sternschnuppen nur von der Linge des Beobachtungszeit-
raums abhéngt.

Auftreten der Poisson-Verteilung: Wir zerlegen das Einheitsintervall in im-
mer kleinere gleichlange Teilintervalle. Die Wahrscheinlichkeit, in einem In-
tervall ]%, %], k = 1,...,n, der n-ten Zerlegung eine Sternschnuppe zu
beobachten, sei p,,. Wenn die Zerlegung fein genug ist, kann man annehmen,
dass entweder eine oder keine Sternschnuppe beobachtet wird. Wir erhalten
die Bernoulli-Zufallsvariablen X ,in), k=1,...,n, mit

0 falls nicht
P(X\™ =1) =p,, P(X" =0)=1—p,.

M _ { 1 falls Sternschnuppe im k-ten Intervall auftritt
y =

Nun nehmen wir noch an, dass p, proportional zur Linge % der Intervalle
der n-ten Zerlegung ist (Proportionalitétsfaktor: \):

A
Pn = —, npn:)\
n

Die Zufallsvaribale X™ = X l(n) o4 x gibt die Anzahl der Sternschnup-
pen im Einheitsintervall an. X ™ ist binomialverteilt mit Parametern n und

Pn-
Behauptung: Es gilt fiir k € Ny:

)\k
: () — 1) — oA
7}1—{20 P(X" =k)=e T (k)
Beweis: siche z. B. “Klenke”, Satz 3.7.
Dies fithrt zu der Annahme
Xt ~ T\t

Wir fassen zusammen:

- Der Prozess X; besitzt rechtsseitig stetige monoton wachsende Pfade mit
Spriingen der Grofle 1.

. XD = 0



- Xt ™~ TA(t—s)

. Xt17Xt1,t27 c ,Xt unabhéngig fir0<t; <...< tn+1

n+17tn

Wir werden sehen, dass es (genau) einen Prozess mit diesen Eigenschaften
gibt, némlich den Poisson-Prozess (mit Intensitdt A). Wir wissen schon, wie
wir einen Prozess mit den letzten drei Eigenschaften der Liste konstruie-
ren kénnen: Mit der Poissonschen Faltungshalbgruppe my; ergibt sich ein
kanonischer Lévy-Prozess aus der projektiven Familie, die zur dieser Fal-
tungshalbgruppe gehort. Die letzten drei Bedingungen sind fiir einen Lévy-
Prozess immer erfiillt. Im néchsten Abschnitt geben wir eine Konstruktion
des Poisson-Prozesses an.

3.2 Der Poisson-Prozess als Sprungprozess

Bemerkung: Allgemein gilt: Bei vorgegebenen Verteilungen p, t € T, kann
man stets einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und Zufallsvariablen X,
t € T, konstruieren, so dass:

- (X})ier unabhéngig

- Xy~

Geht mit:

(2, F) = (RT,BR")) = (R, BR))*"

- P: ProduktmaB ), ; s der WahrscheinlichkeitsmaBe p; auf (R, B(R))
. Xt((as)seT) = oy (Projektion auf die t-Koordinate)

(Exponentialverteilung)

Die Fxponentialverteilung zum Parameter A € R, ist das durch die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

o >
N { e firx >0 (3.2.1)

0 firz<O
gegebene WahrscheinlichkeitsmaB Ey auf (R, B(R)).

Bemerkung: Man rechnet sofort nach, dass durch (3.2.1]) wirklich eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte definiert wird. F ist auf R, konzentriert. Es gilt P(X <
t) = e fiir eine nach E) verteilte Zufallsvariable X.

Nach der obigen Eingangsbemerkung ist die Existenz einer Folge
S1, 59, ...
identisch verteilter unabhéngiger Zufallsvariablen mit

SlNE)\

4



gesichert.

(Poissonscher Sprungprozess)

Fir A € R% und eine gegebene Folge 57,5, ... wie oben setzen wir

JQZZO
Jpy:=51+...+ 5, keN,

und -
Nt = Z 1]0,t](=]k)~
k=1

Der (numerische) Prozess N; heiit Poissonscher Sprungprozess oder einfach
Poisson-Prozess zur Intensitéit A.

Bemerkungen: 1) Offenbar gilt

Ni(w)=ne Ny & J,(w) <t < Jpp1(w),
so dass die N; jedenfalls numerische Zufallsvariablen, d. h. messbar bzgl.
(R, B(R)), sind.
2) Folgende Uberlegung zeigt, dass fiir alle t € R, f.s. N; < co gelten muss.
Behauptung:

P(N;, =) =0Vt e R,

Beweis: Es gilt:

{N, =00} = ({/n <t}

neN

= (S +...+ 8. <t}

neN
= lim P(A4,)
n—oo
mit
A, ={S1+...+ 5, <t}
Die n-fache Faltung der Exponentialverteilung FE) ergibt aber die Gamma-
Verteilung I'(A, n), die wiederum durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

n
A n—1 _—A\x

x'_)(n—l)!

gegeben ist; siehe z. B. “Klenke”. Also folgt

P(A,) = (E\)™[0,t] = /0 n );nl)! 2" te M dx.

b}



Der letze Ausdruck strebt fiir n — oo gegen 0.0J

Wir fassen zusammen:

- Jg(w): Zeitpunkt des k-ten Sprunges; Spriinge besitzen die Grofe 1

- Sp(w): “Wartezeit“ zwischen dem (k — 1)-ten und dem k-ten Sprung
- Ni(w): Anzahl der Spriinge bis zum Zeitpunkt ¢ (einschlieflich)
ANi =k} ={Jp <t < S}

Offenbar gilt:

- Die Pfade von N, sind monoton wachsend.

- Ein Pfad beginnt bei 0.

- Es gibt nur Spriinge der Gréfle 1 nach oben.

- Zwischen zwei Spriingen ist der Pfad konstant.
- Die Pfade sind cadlag.

Satz 3.2.1 (Ny)i>o ist ein Lévy-Prozess. Seine Faltungshalbgruppe ist durch
die Poissonsche Faltungshalbgruppe zur Intensitit A\ gegeben.

Beweis: Man {iberzeugt sich, dass es geniigt zu zeigen:
I)(.Z\[t2 - Ntl — kl,th - Ntz — kfg, N 7Ntn+1 — Ntn — kfn)
= M(ta—t1) (K1) -+ Tt 1 —t0) (Kn)

firallen e N, 0 <t; <ty <...<tpi1, k1,...,k, € Ny. Das ist dann eine
langere Rechnung ... [J
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4 Die Brownsche Bewegung

4.1 Die Brownsche Bewegung als Lévy-Prozess

(stetiger stochastischer Prozess)

Wir nennen einen stochastischen Prozess (Xi)icr, stetig, wenn alle seine
Pfade
t+— Xt (W)

(w € Q) stetige Funktionen von R nach R sind.

Bemerkung: Ist (X;);cr, ein stochastischer Prozess, fiir den es eine Menge
QcQ gibt, Q e F, mit

cweQ =t X(w) stetig

CPQ) =1,

dann gilt fiir den stochastischen Prozess (X );er, mit

XtiﬁﬁR
jzt:Xtrﬁ

iitber dem Wahrscheinlichkeitsraum ((NZ, FIQP]| (Nl)

P(X, € By,...,X;, € B,) =P({X;, € Bi,..., X;, € B,} N Q)
- P(th € Bl,...,th € Bn)

fir allen € N, t1,...,t, € Ry, By,...,B, € B(R), d. h. )?t ist eine stetige
Version von X;.

Es gilt das folgende Kriterium fiir die Existenz einer stetigen Version eines
gegebenen stochastischen Prozesses mit Indexmenge R :

Satz 4.1.1 (Stetigkeitssatz von Kolmogorov; z. B. “Klenke” Satz 21.6)
Sei (Xi)wer, ein stochastischer Prozess mit der folgenden Eigenschaft:



Fiir alle T € R existieren Konstanten «, 3,C € R, so dass

E(|X; — X,|*) < CJt —s|'"" Vs, t € [0, 7). (4.1.1)
Dann besitzt X, eine stetige Version.

Korollar 4.1.2 Der kanonische Lévy-Prozess zur Gaufschen Faltungshalb-
gruppe (N(O’t))teR+ (siehe Beispiel 3 in Abschnitt 2.3) besitzt eine stetige
Version.

Beweis: Die Bedingung (4.1.1)) aus Satz istmita=4,C=3und g =1
erfiillt, da
E(|X: — X,|*) =3(t —s)>.0

(Brownsche Bewegung)

Ein stochastischer Prozess (B;)icr . heiBBt Brownsche Bewegung oder Wiener-
Prozess, wenn gilt:

- By ist ein Lévy-Prozess mit Faltungshalbgruppe N(0,1).

- By ist stetig.

Nach Korollar [4.1.2] existiert eine Brownsche Bewegung!

Bemerkung: Spéter betrachten wir auch Fille, in denen die Indexmenge nur
eine Teilmenge M von R, ist. Dann nennen wir (X;);cp eine Brownsche
Bewegung auf M, wenn gilt:

. X[) — 0

- X, =Xy, oo, Xy, — Xy, unabhingig firallet; < ... <t,q11,%1,...,t, €M
- Xy — Xy~ N(0,t —s) fiiralle s < t, s,t € M

- Die Funktionen ¢ — X;(w) von M nach R sind stetig fiir alle w € Q.
(Wenn M diskret ist, dann ist die Stetigkeitsbedingung natiirlich immer
erfiillt.)

4.2 P. Lévys pfadweise Konstruktion der Brownschen
Bewegung

Plan: Setze

k

D= U D,,.

n€Np



D,, 1 entsteht dann aus D,, durch Hinzunahme der Mittelpunkte zweier be-
nachbarter Punkte. Es ist z. B.

DO:NO
1 3
D, = - 1,=,2,...
1 {072a7277 }
113 .53
Dy = - =, =1, - = ... L
2 {07472747 74727 }

Ausgangspunkt der Konstruktion nach P. Lévy ist eine durch die Menge
D indizierte Familie (Y;)iep unabhingiger Zufallsvariablen mit Standard-
Normalverteilung. Mit Hilfe dieser Familie werden induktiv Brownsche Be-
wegungen auf D,, definiert. Setzt man nun die Brownschen Bewegungen auf
D,, durch lineare Interpolation zu stochastischen Prozessen mit Indexmenge
R, fort, so kann man zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 diese Prozesse auf
jedem beschriankten Intervall gleichméflig gegen eine Brownsche Bewegung
konvergieren.

Wir benétigen noch eine spezielle Eigenschaft von “Gauf3-Systemen”.

(Gauflsystem)

Eine Familie (X;);e; von Zufallsvariablen heifit Gauf-System, wenn jede re-
elle Linearkombination der X; eine Gauf-Verteilung N (1, 0?) besitzt. (Dabei
lassen wir auch N(u,0) =4, zu.)

Bemerkungen: 1) Fiir ein Gauf-System gilt also:
nelN, a,...,a, €R, 1q,...,0, €1

= 3(u,0?) € R x Ry mit ZalXiz ~ N(u,0?)
=1

2) Teilsysteme von GauB-Systemen sind offenbar wieder Gauf-Systeme.

Beispiel: Sei (Y;)ienr (wobei M irgendeine Indexmenge bezeichne) eine Fami-
lie von Zufallsvariablen mit

- (Y})tem unabhéngig

Y;, t € M, GauB-verteilt, d. h. Y; ~ N (s, 02) fiir (e, 02) € RxR, geeignet.

Dann ist die Familie
(Z OétY;) (I,e)?

tel

wobei I € Py(M) und o = ()er, ¢ € R, ein GauB-System von Zufallsva-
riablen.



Satz 4.2.1 Ein Gaufs-System (X;)ier ist genau dann unabhdngig, wenn gilt
E((XZ - EX)) (X, — EXJ-)) =0Vi,j el miti+#j,
d. h. wenn die X; paarweise unkorreliert sind.

Nun zuriick zur pfadweisen Konstruktion der Brownschen Bewegung.

Gegeben sei eine Familie (Y};);ep unabhéngiger Zufallsvariablen
mit Y; ~ N(0,1) fiir alle ¢ € D. (Eine solche Familie existiert nach der

Bemerkung zu Beginn des Abschnitts 3.2.)

Wir definieren die Prozesse (Bt(”))te D,, N € Ng, induktiv:
B[()O) =
BY =Y, +Ys+...+ Y firt € Dy=N,

B .= B" tiir t € D,
m+1) _ Loom) (n) i
Bt - é(Bt* 2n1+1 + BtJrinH) + Zt fiir ¢ = Dn+1 \ Dn
Dabei ist v
Zt = ! - # }/;f

Satz 4.2.2 (Bfn))tepn ist eine Brownsche Bewegung auf D,,.

Beweis: Wir fithren den Beweis mittels Induktion iiber n € Nj.
n = 0: Es ist B(()O) = 0. Fiir den Zuwachs von s nach ¢ gilt:

Bt(o)—Bgo):YsH—i‘---ﬂLYt,

weswegen die Unabhéngigkeit der Zuwichse aus der Unabhéngigkeit der
Y1, Y, ... folgt. Da auBerdem Yy, + ...+ Y, ~ N(0,t — s) gilt, haben wir
nachgewiesen, dass Bt(o) eine Brownsche Bewegung auf Ny ist.—

n — n+ 1: Wir nehmen an, dass (Bt(n))te p, eine Brownsche Bewegung auf
D, ist.

Behauptung: (Bt(nJrl))teDmrl hat dann unabhdngige Zuwdchse.

Beweis davon: Offenbar geniigt es wegen

Bt(n+1) _ gn+D)

S

_ (Bt(n—i-l) . B(n+11) ) + (B(n+11) . B(n+12) +.F (B(n+11) . B§n+1))

t— t— on+1 t— on+1 S+2n+1




die Unabhéngigkeit der Zuwéchse

B g _ gt glndl) _ gt (4.2.1)

on+1 on+1 on+1 on+1 on+1

der Spanne 1 nachzuweisen. Diese Zuwichse bilden ein Teilsystem des Sy-

stems
(Z OétY;) (I,a)?

tel

welches nach obigem Beispiel wegen der Unabhéngigkeit der (Y;)iep ein
GauB-System ist. Nach Satz geniigt es zum Nachweis der Unabhiingig-
keit von (4.2.1)) die Giiltigkeit von

E((BY) - BUIY(BYY - B =0 (4.2.2)

on+1 on—+1 on+1 on—+1

fiir alle k,l € Ny, k < [, nachzuweisen. Fiir £ + 1 < [ folgt mit
Induktion daraus, dass die Zuwéchse aus den entsprechenden Zuwéchsen der
Stufe n und zwei verschiedenen Zufallsvariablen aus den Y}, t € D41 \ D,
aufgebaut sind. Einzig der Fall der Zuwéchse der Form

B£n+1) . B§n+1)’ Bt(nH) B B£n+1)

mit r € Dyyqund s =7 — #, t=r+ Qn% bleibt zu untersuchen ...
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Beweis von Satz 4.2.2, Fortsetzung: Jetzt verwenden wir zum ersten Mal die

Wahl des Faktors 2"~ bei der Definition von Zy.
Mit

1 1
t=r+

o+l /on+1

S=T—

erhalten wir:

(BN — BIr) (B~ Blren)

e - )+ 2) G - 5o - 7))
= —E((B" - B")?) - E(2?)

1
(t—s)—2n+2 =0

N N )

Zur Stationaritiit der Zuwiéichse von B Es gilt:

B — B =SB B) + 7,
~ N, {50 + i)
= N(O,ﬁ) = N(0,r — s)
und
B _ plntt) E(B(") _ By _ 7,
2
~ N(0, 2n—1+1) = N(0,t —r)O

Wir dehnen nun jeden der Prozesse (Bt(n))tE p, zZu einem Prozess (Bt(n))teR N
aus, indem wir linear interpolieren:

Sei t € Ry \ D,,. Dann gibt es ein eindeutiges k € Ny, so dass

k <t<k:+1
2n n




Wir setzen

B (w) = BY(w) + (t — o) 2" (B (w) - BY (@)

an 2n o a7

und
Zt(n—i-l) — Bzg(n-l-l) . Bgn)

Behauptung: Es gilt Zt(nH) =7, fir allet € D,y — D,, . Auflerdem:

sup{|Z" V1|1 € 0,11} = sup{|Z7 | [ £ € (Dupn \ Do) N[0, 1]} (42.1)
(Gleichheit (4.2.1) macht man sich anhand einer Skizze klar!)

Wir setzen (n € Np)

My = sup{|Z"™V| | ¢ € [0,1]}.

Lemma 4.2.3

k=1
Beweis: Geht mit Hilfe der Gleichung
E(X?) = / P TIP(X > A\)d), (4.2.2)
0
die allgemein fiir Zufallsvariablen X > 0 und fiir p € R, p > 1 gilt. Aulerdem:

P(Mupn>277 N =P( |J (%>}
2€(Dn+1\Dn)N[0,1]
< Z P(|Y,]| > \) (4.2.3)
2€(Dn41\Dn)N[0,1]

=2 P(Vi| > N)

Mit X = ZHTHMnH ergibt sich aus und :

p(n+2)

2" E(M,,) < 2 E(IVi]?) (4.2.4)



Jetzt folgt die Abschitzung (p > 1)

E(Y M) =) E(My)
< iE(Mg)é

wobei die erste Ungleichung sich aus der Hélderschen Ungleichung E(M;) =
E(M;1) < E(M,f)% E(lq)% ergibt. Fiir p = 3 erhalten wir

ZMk < (B(vi]"))” %Z < 000

1

DO
@\»—t| =

oo
1
k=

Satz 4.2.4 (Konvergenz der Interpolationsprozesse)

Bt(") konvergiert gleichmafig in t € [0, 1] mit Wahrscheinlichkeit 1.
Genauer: Es gibt eine Menge Q mit P(Q) =1, so dass fir alle w € Q die
Folge Bt(n) (w) eine Cauchy-Folge ist.

Beweis: Wir zeigen, dass das Ereignis

A= N {sw B -B™| <

leN NeN nm>N t€[0:1]

die Wahrscheinlichkeit 1 hat.
Es gilt fiir n,m > N

1
7

und damit



Nun setzen wir Lemma 4.2.3| ein:

E(iMk) < ooéP(iMk <o0) =1.

Wegen
N U{ZMk< }_{ZMk<oo}

und weil fiir n,m > N

{ZMk< 1 e {sup B - B <

=N t€[0,1]

2

~| =

folgt

= P(ﬂ U {i My, < %}):

lENNeN k=N

Ausdehnung auf R, : Zunéchst gilt genauso fiir [0, 7], T' € R+, dass B ") auf
[0, T] gleichmiBig mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert. Also: Fiir T € ]R+
existiert Q7 € F mit P(Qr) = 1, so dass

w e Qp = Bt(n) (w) konvergiert gleichméBig auf [0, T7.
Mit  := Nyven Qy gilt dann:
w € Q= B (w) konvergiert gleichméBig auf [0,7] VT € R,

Dann ist (w € Q)
Bi(w) == lim B™(w)

n—oo

ein stetiger Prozess iiber ((NZ, F I (NZ, P ﬁ)

Satz 4.2.5 Der stochastische Prozess (By)ier, (tiber (LF QP Q)) ist

eine Brownsche Bewegunyg.

Beweis: Die Stetigkeit von B, ist bereits gezeigt. Wir miissen nur noch zeigen,
dass die Zuwichse die gewiinschte gemeinsame Verteilung besitzen, d. h. dass
gilt

P(Bt2 B

1 Bup 1By,

firallem e N, 0 <t; < ... <tn1.



Wihle fir £k =1,...,m + 1 Folgen (tlgn))neN in R mit

-t,(cn)—>tkﬁirn—>oo

e D=Upn D -
Zunéachst gilt
Bt(n> — By, punktweise
k

nach der Definition von B;. Daraus folgt

(B —B",...,B". — B") = (B, — Bi,,.... By, — Bi,) punktweise.
Da die f. s. Konvergenz die Konvergenz in Verteilung zur Folge hat, erhalten
wir:

P — P(Bzz—Btl,...,Bth—Btm) schwach.

(B =B B =B

Wir kénnen den Limes der Verteilungen

P (4.2.6)

(B -B{™,....B")

(n)
m—+1 _Btm )

noch auf eine andere Weise berechnen. Da die t,(gn) € Dy, n € N, k =

1,...,m+ 1, fiir N grof3 genug und weil B,SN), t € Dy, eine Brownsche
Bewegung auf Dy ist, muss gelten, dass (4.2.6) gleich

NO, £ -t @ .. @ N(0,£7), — i) (4.2.7)

m

ist. Nun argumentiert man mit den Verteilungsfunktionen (oder den Fourier-
Transformierten) von (4.2.7) um zu sehen, dass fiir n — oo schwach
gegen

NO,to —t1) ® ... & N(0,typr1 — tim)

konvergiert.

Zusammen folgt jetzt (4.2.5).00
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Als néchstes wollen wir zeigen, dass die Brownsche Bewegung unter den
stochastischen Prozessen eine dhnlich zentrale Rolle spielt wie die Normal-
verteilung unter den Verteilungen (Zentraler Grenzwertsatz). Zuerst einige
wiederholende Anmerkungen zum Begriff “schwache Konvergenz”.

Bemerkungen: 1)(schwache Konvergenz, mehrdimensional)

Seien fi,,, p WahrscheinlichkeitsmaBle (= Verteilungen) auf dem
messbaren Raum (R4, B(R?)), d € N. Wir sagen, dass p, (fir n — oo)
schwach gegen p konvergiert, wenn gilt:

[ram = [rawvscem)

wobel

Cy(R?) = {f : RY — R| f stetig und beschrinkt}.

Fiir Zufallsvariablen X,,, X : Q — RY sagen wir, dass X,, in Verteilung gegen

X konvergiert, wenn die gemeinsamen Verteilungen RP( e schwach

X (@) konvergieren.

-----

gegen die gemeinsame Verteilung RP ya)
2) (Konvergenz im p-ten Mittel)

Fiir Zufallsvariablen X,,, X : © — R% und p € R* sagen wir, dass
X, im p-ten Mittel gegen X konvergiert, wenn gilt

.....

HXn - X”p r;)o 07

wobei die p-Norm einer Zufallsvariable Y : Q — R¢ durch

1
Y1, = ([ 1v1Pap)?
definiert wird. Hier bezeichnet ||Y|| die euklidische Norm, d. h.
IY[Pw) = (YO W) + ...+ (YD ()™

Im Falle p = 2 spricht man von Konvergenz im quadratischen Mittel.
3) (Stetigkeitssatz von Paul Lévy, mehrdimensional)



Die Fourier-Transformierte i : R? — C eines Wahrscheinlich-
keitsmaBes p auf (R?, B(R?)), d € N wird durch

At ta) = [ 69 duto)

wobei fir t = (t,...,t4) und s = (s1,...,Sq4) mit (¢, s) das kanonische Ska-
larprodukt von ¢ mit s bezeichnet wird. Es gilt (siehe z. B. “Bauer”):

Satz (Stetigkeitssatz von Paul Lévy)
tn — j schwach < o, (t) — fi(t) Vt € RY
n—oo

n—o0

Die Fourier-Transformierte von Px wird mit ¢x bezeichnet und heifit auch
charakteristische Funktion der Zufallsvariablen X : 2 — R?. Nach dem Satz
gilt

Satz (Stetigkeitssatz von Paul Lévy; Version fiir Zufallsvariablen)

X, — X in Verteilung < ¢x,(t) — ¢x,(t) Vt € R
n—oo

n—oo

4) Als eine Folgerung aus dem Stetigkeitssatz erhalten wir:

Satz Seien fiir jedes n € N unabhingige Zufallsvariablen

XWX (4.2.1)
gegeben.
Des Weiteren seien

X0 X@ (4.2.2)

unabhdingige Zufallsvariablen.
Dann gilt mit
X, :
X

die Aquivalenz von

XT(lk) — X® Verteilung firk=1,...,d

n—oo
und

X, — X in Verteilung.

n—oo

5) (Zentraler Grenzwertsatz)



Seien X1, Xs, ... unabhdngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mait

E(X7) < o0
und V(X1) > 0. Setze = E(X)), 0% = V(X;).
Dann gilt
Ps, — N(0,0%) schwach, (4.2.3)
n—oo
wobes

n X, —
Sp = ;—( \/ﬁ,u)

Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy gilt (4.2.3)) genau dann, wenn

0'212
vs,(t) — e 2 VteR.

n—oo

(Irrfabrt)

Gegeben sei eine Folge Y7, Y5, ... unabhéngiger, identisch verteilter Zufalls-
variablen. Setze

X()Z:O
X, =Yi+...4Y, firneN.

Wir nennen (X, )nen, €ine Irrfahrt auf R und Y, Ys, ... die Schritte der Irrr-
fahrt.

Bemerkung: Wegen
Yn = Xn _Xn—ly n e N;

erhalt man die Schritte der Irrfahrt zuriick.

(Brownsche Bewegung mit Varianz o?)

Sei 0% € R%. Ein stochastischer Prozess (B;):er, heifit Brownsche Bewegung
mit Varianz o2, wenn gilt:

- (By)ier, ist ein Lévy-Prozess mit Faltungshalbgruppe N (0, o%t)

- (Bi)ier, ist stetig.

Bemerkung: Man kann genau wie fiir 02 = 1 zeigen, dass es eine Brownsche
Bewegung mit Varianz o2 gibt.

Satz 4.2.6 (Invarianzprinzip)
Sei (X )nen, eine Irrfahrt auf R, deren Schritte quadrat-integrierbar sind mit
Erwartungswert 0 und Varianz o > 0.



Der reskalierte Prozess Xt(c) fiir c € R wird definiert durch

. 1
x© .= %Xct, teR,,

wobei wir (X, )nen, durch lineare Interpolation zu einem Prozess (Xi)er,
fortsetzen.
Dann gilt fir alled € N, t1,...,t3 € Ry

(Xt(1 . X(C)) — (By, ..., By,) in Verteilung, (4.2.4)

CcC— 00
wobei (By)ier, eine Brownsche Bewegung mit Varianz o? bezeichnet.

Beweis: Zuerst definieren wir

. 1
X(() \/—X[ct]a tER+

Dabei bezeichnet [o] fiir & € R das durch
[a] :=max{m € Z|m < a}

definierte Gaufl-Symbol von a.. Dann iiberlegt man sich, dass die Abschétzung

X0 = K1 < ¥
gilt (Skizze). Daraus schlieBt man
I Xa)) = (XX 2 0,
d. h.
(X0, X)) = (KL X)) 0 (4.2.5)

im quadratischen Mittel. Da die Konvergenz im quadratischen Mittel die
Konvergenz in Verteilung impliziert, folgt die schwache Konvergenz (4.2.5)).
Jetzt schlieit man, dass es geniigt,

(f((c) )’5(0)) H_OZ (Biy, ..., By,) in Verteilung

t17“'7 td

7ZU zeigen.
Setze dazu (ty := 0)
0 = K9 - R,

Zk = Btk - Btk—l



firk=1,...,d. Da )zéc)(O) = Xy =0 = By, geniigt es zu zeigen, dass

<U1(c), ceey UC(IC)) — (Zy,...,Zy) in Verteilung.

Cc— 00

Da nun Ul(c), ce chc) unabhéngig (X, ist Irrfahrt) und Z;,. .., Z, unabhén-
gig, folgt (siche Bem. 4) oben), dass es ausreicht,

U,gc) — Zj in Verteilung

c—r 00
nachzuweisen fiir £k =1,...,d.
Es besitzt
© 1 [ctk]
l:[ctk+1}+1

dieselbe Verteilung wie
[etr]—[ctp—1]

1
VD IRRL
ve 5
da Y1, Y5, ..., identisch verteilt sind nach Voraussetzung. Es gilt:
[etr]—[cti—1]

\% zl: Y, (4.2.6)

[Ctk] — [Ctkfl] 1
= Y + Y + YC —|Clp—11|"
7 EART ("1 fete]~lct-1]

Behauptung: Fir o, 8 € R gilt stets

ol =8, 4

Beweis: Folgt aus der Einschachtelung

na—l—n6< [na] — [nf] <na—(nﬁ—1)
n - n o n

Vv

Also: . ,
et —leten] o,y (4.2.7)

C c— 00

und insbesondere
[cty] — [cti—1] — o0.

c—00



Nach dem Zentralen Grenzwertsatz (siche Bem. 5) oben) konvergiert

1
[Ctk] — [Ctk_l]

(Yi + ...+ Yv[ctk]—[ctk_l} (428)

fiir ¢ — oo in Verteilung gegen eine Zufallsvariable, die normalverteilt mit
Erwartungswert 0 und Varianz o2 ist. Wir haben aber

1 1
- Zy=——— (B, — B, )~ N(0,5?.
(—— k tk_tk—l( tk tkf) (070)

Also konvergiert (4.2.8]) gegen

1

— 7.
Vi = tk—1
Nun gilt allgemein:

Lemma: Sei X,, eine Folge von Zufallsvariablen mit

Px, — N(u,0?) schwach. (4.2.9)

n—o0

Auflerdem sei av, eine Folge in R mait

a, — acR.

n—o0

Dann gilt
P, x, — N(au,a?c?) schwach.
n—oo

Beweis: Bezeichne mit F,, die Verteilungsfunktion von X,, und mit ®(u,o?)
die Verteilungsfunktion von N(u,c?). Es ist (4.2.9) gleichbedeutend mit

lim F,(t) = ®(u, 0%)(t) Vt € R.

n—oo

Seit > 0. Fiir e > 0 mit a« — € > 0 sei ng so, dass
a—c<a,<a+eVn>ng.

Da
(@ —e) X, (w) < 0, X, (w) < (a+e) X, (w),

wenn X,(w) > 0, was fir w € {(a — )X, > t}, w € {a,X,, > t} oder
w € {(a+¢e)X, >t} der Fall ist, folgt

{(a —e)X,, >t} C {a, Xy, >t} C {(a+¢e)X,, >t}

6



Also:
P((a =&)X, >1t) <P, X, >t) <P((a+e)X, > 1) (4.2.10)

Indem wir in (4.2.10) mit n gegen co gehen, erhalten wir

1—® 2 < liminf P(a,, X,, > t
(g, 0%)(——) < liminf P(a )
t
< li Pla, X, >1t) <1—®(u,o? .
< lim sup (a ) < (MU)(aJrg)

Mit e | 0 folgt hieraus aus der Stetigkeit von ®(u,o?), dass P(a, X, > t)
konvergiert mit

. . 2yt
JLHC}OP(aan >t)=1—-d(u,o )(a),
d. h.
t
lim P(a, X, <t) = ®(u,0%)(—) = ®(au, a’*a?)(t). (4.2.11)
n—oo (0%

Mit einem analogen Argument zeigt man fir t < 0. Aus der Kon-
vergenz der Verteilungsfunktion von o, X, gegen die Verteilungsfunktion von
®(ap, a?c?) in allen Punkten, folgt die schwache Konvergenz der Verteilung
von a, X, gegen N(ap,a’c?).v

Aus dem Lemma folgt wegen

[Ctk]\;E[Ctk_l] N \/m

c— 00

und (4.2.6) die Giiltigkeit von

1 [Ctk]—[ctk_l]

7@ Z Y, c_)—o>O Z in Verteilung.
1

Also auch U,E,C) — Zj, in Verteilung.[]

c—00

Bemerkung: Die “Invarianz” in Satz besteht darin, dass der Limes-
Prozess B; nur von o2, nicht aber von der genauen Verteilung der urspriing-
lichen Schritte Y7,Y5, ... der Irrfahrt abhéngt.

Wir haben gezeigt, dass die endlich dimensionalen Verteilungen von \%Xct
fiir ¢ — oo schwach gegen die endlich dimensionalen Verteilungen von B;

7



konvergieren. Das ist noch nicht das Invarianzprinzip von Donsker, aber geht
in diese Richtung. Wir haben gesehen, dass der Lévy-Prozess iiber

(R™, B(R®),P)

mit Faltungshalbgruppe N(0,02%t) auf C(R,) C R®+ “konzentriert” ist. Man
kann zeigen, dass man die Brownsche Bewegung auch als Prozess

Xi(f) = F(t), [ eC(Ry),

iiber
(C(R.). BC(R.)). Py)

mit einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsmafl Py, dem so genannten Wie-
ner-Majs, realisieren kann. (Dabei ist C(R, ) mit der Topologie der gleichm#Bi-
gen Konvergenz auf Kompakta zu versehen.) Entsprechend kann man \/LEXCt
auf

(C(R.). BC(R,).P.)

mit einem (von ¢ abhéngigen) Wahrscheinlichkeitsmafl P, realisieren. Das
Invarianzprinzip von Donsker besagt nun, dass

P. — Pw schwach.
Cc— 00
Das impliziert die Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen und
ist sogar dquivalent dazu, weil die Folge (P.).en “straff” ist. Die Straffheit
ist nicht so leicht zu zeigen; siehe z. B. “Klenke”.

4.3 Weitere Eigenschaften der Pfade einer Brownschen
Bewegung

Wir beginnen mit eine bemerkenswerten Tatsache:

Behauptung: Sei B; eine Brownsche Bewegung (mit Varianz 1). Auferdem
sei c € RY.. Dann ist durch

1
Xt = - BCQta t < R.ﬁ’_,
C

ebenfalls eine Brownsche Bewegung gegeben.
Beweis: Da

BCQtQ — B02t17 ey B — BCZtn

2tny1



unabhéngig fiir alle n € N, 0 < t; < ... < t,41, folgt jedenfalls, dass X,
unabhingige Zuwéchse hat. Weiterhin fiir 0 < s < ¢:

1
Prixe = Papa o) = N0, 5(¢ = ) = N0, = 5),
womit gezeigt ist, dass X; auch stationdre Zuwéchse besitzt mit Py, =
N(0,t). Also ist X; ein Lévy-Prozess mit Faltungshalbgruppe N(0,t). Die
Stetigkeit der Pfade t — %Bczt(w) folgt aus der Stetigkeit der Pfade ¢ —

Satz 4.3.1 Fast alle Pfade einer Brownschen Bewegung sind nirgends diffe-
renzierbar. Genauer: Es gibt eine messbare Menge () C ) mit:

-P(Q) =1

- w € Q = Die Funktion t — B,(w) von Ry nach R ist an keiner Stelle
differenzierbar.

Beweis: Behauptung: Es geniigt zu zeigen, dass f. a. Pfade t — By(w) von
[0,1] nach R nirgends differenzierbar sind.
Beweis davon: Da (%BNgt)teRJr fir N € N eine Brownsche Bewegung ist,

gibe es dann eine Menge 2y € F mit

-P(Qy) =1

. w € Qy = Die Funktion ¢ — B,;(N%w) von [0,1] nach R ist nirgends

differenzierbar.

Letzteres bedeutet aber, dass ¢t — Bi(w) als Funktion von [0, N] nach R

nirgends differenzierbar ist. Mit Q= Nyex Qy wiirde dann der Satz folgen.v’

Lemma: Wenn fir w € Q gilt, dass t — Bi(w) in wenigstens einem Punkt

s € [0, 1] differenzierbar ist, dann folgt:

3C,m €N, so dass fir allen >m eini, 1 <i<n+41, evistiert mit:
jelii+li+2}= |B(‘%,w) - B(w)< %

Beweis des Lemmas: ndchste Woche
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Fortsetzung des Beweises von Satz 4.3.1:
Lemma: Wenn fir w € Q gilt, dass t — By(w) in wenigstens einem Punkt
s € [0, 1] differenzierbar ist, dann folgt:
4 C,m eN, so dass fir allen >m e, 1 <i<n-+1, existiert mit:
. o . ) +1 ' 8C
jefii+Li+2) = B w) - B(w)| < —.

Beweis des Lemmas: Sei ¢t +— B(t,w) in s € [0, 1] differenzierbar. (w ist jetzt
fest!) Dann existiert

B — B
i [Btw) — Bls,w)l
t—s+ t—s

Setze C' := [c] + 1. Dann gibt es ein £ > 0 mit

|B(t,w) — B(s,w)|

t—s s¢
fiur alle t > s mit t — s < € oder
|B(t,w) — B(s,w)| < C(t—s) Vt > smit t — s < e. (4.3.1)
Wiéhle nun m € N so grof, dass
%<Z(<:>%<e) Vn > m.

Setze als néichstes i := [ns] + 1. Dann gilt wegen s € [0, 1] jedenfalls 1 <4 <
n + 1 und

iz[ns]+1ZE:S
n n n
sowie . . .
lz[ns]—i— Sns—i— _gil
n n n n
d. h. .
? 1
s<—<s54+—-—<s+e.
n n



Nach dreimaliger Addition von % erhalten wir daraus die Ungleichungen

1 1+ 1 2
s+—< <s+—-—<s+¢

n n

142 3
<s+—-—<s+¢
n n

143 4
<s+—-—<s+e¢.
n n

s+

Slw3 I3

IN

s +

Also: ,
s<l <sqefirj=i i+1,i+2 i+3. (4.3.2)
n

Wegen ((4.3.2)) folgt nun mit (4.3.1)):

B w) - B 0l < B w) - B(s,0)

)+ 1
+|B(s,w) — B(Z=,
j+1

w)|

§C(%—s)—l—0( 5)

4 4 8C
<(C-+4+C—-=—
n n n
firj=14,1+1, i+ 2.V
Zuriick zum Beweis von Satz 4.3.1:
Setze fiir C,n,j € N

A]C,n = {UJ € QHB(an) _B(Taw)‘ S 7}

und

A=JUUN U N 4. (4.3.3)

CeN meN neN 1<i<n+1 i<j<i+2
n>m

Nach dem obigen Lemma enthélt A € F alle w € Q, fir die t — B(t,w) in
wenigstens einem Punkt s € [0, 1] differenzierbar ist. Wenn wir also P(A) = 0
nachweisen, gilt fiir O = A

-P(Q) =1

weQ=1t— B (t,w) ist in keinem Punkt von [0, 1] differenzierbar,

Damit wére nach unserer Voriiberlegung der Beweis von Satz 4.3.1 abge-
schlossen.

Beweis von P(A) = 0:




Wir haben fiir C,m € N:

PN U N 4)<eC U N 4, (434

neN 1<i<n41 <j<i42 1<i<np+1 i<j<i+2
n>m

fiir alle ng > m. Da U <;cpi1 Nicjciro Al einein n € N aufsteigende Folge
von messbaren Mengen ist, folgt aus 14.3.4i

P( U f]lﬁm)gggf(lJ (| AL,  (435)

neN 1<i<n+1 i<j<i+2 1<i<n+41 i<j<i+2
n>m

Nun schatzen wir weiter ab:

PCU N 4 (4.3.6)

1<i<nt1 i<j<i+2

n+1
<> P( () AL,
=1 1<j<i42
n+1 . . . .
7 1 +1 C 1+ 1 1+ 2 8C
=Y P(IB() = B(— =)< — |B(——) = B(— )| < —,
=1
i+ 2 i+3 8C
B - B < 2=
\ (n ) (n )| < n)
1 8C

=+ DP(BC)| < =)’

und, da /nB(2) ~ N(0,1):

Jetzt folgt mit und
PO U () 42

neN 1<i<n+1 i<j<i+2

n>m

: 2 8C .3
< lim (n +1) (E %)
=0.



Es ist also A als abzdhlbare Vereinigung (4.3.3) von Nullmengen eine Null-
menge.[]

(p-te Variation)

Sei p € R%.. Eine Funktion (a,b € R, a < b)
fila,b =R

heifit von beschrdnkter p-ter Variation, falls es eine Konstante C' € R, gibt,
so dass fiir jede Zerlegung 3,

3:{a:t0<t1<...<tm<tm+1:b},

von [a, b] gilt:

m

VA(f) = 3 1 f(tear) — Ft0)IP < C.

k=0
Setze fiir eine Funktion f : [a,b] — R:

Vo(f) == sup{Vp3 | 3 Zerlegung von [a, b]}

V,(f) heifit p-te Variation von f. Es ist also f genau dann von beschriankter
p-ter Variation, wenn V,(f) < oo gilt, Im Fall p = 1 heifit V,(f) totale
Variation, im Fall p = 2 quadratische Variation von f.

Bemerkungen: 1) Die Zerlegungen 3 von [a, b] bilden mit
31 <324 31 C 3

eine gerichtete Menge, und es gilt fiir p € [0, 1]: Das Netz (Vp3( 1) 5 konver-
giert genau dann, wenn f von beschréankter p-ter Variation ist, und in diesem
Fall gilt

Vi(f) = Vu(f);

fiir p = 1 siehe “Heuser: Analysis I” (sollte fiir p < 1 genauso gehen).

Bezeichne mit Par,; die Menge aller Zerlegungen des Intervalls
[a,b]. Setze fiir 3 € Par,,

13| :== ki%?i(m@k—i-l — ty).

Dann heiit ||3]] Maschenweite der Zerlegung 3. Fiir einen normierten Vek-

torraum V und ein Netz (03)36Par , von Vektoren v3 in V schreiben wir

lim vy =v (4.3.7)

1311—0

4



mit v € V, wenn gilt: Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass
3€Par,,, 3| <d=|lvs—v| <e (4.3.8)

Bemerkung:
Behauptung Aus (4.3.7) folgt, dass das Netz (v3)3epar

Beweis: Gelte (4.3.7). Dann ist zu zeigen: Fiir jedes € > 0 existiert ein 3 €

Par,;, mit: 30 < 3 = ||v3 —v|| < e. Jedes 3¢ mit || 30| < 9, § wie in (4.3.8),
erfiillt diese Bedingung.v’

, gegen v konvergiert.

Satz 4.3.2 Sei B, eine Brownsche Bewegung und seit € RY.
Betrachte die Zufallsvariablen

‘/Q%t(B)a 3 € Parg,,

wobei wir fir 3 ={0=1ty < ... <tp41 =t}

V2(B)(w) =Y (Bltesr,w) — Bty w),w € O,

setzen.

Dann gilt

lim V3,(B) =t (4.3.9)
13—0 "~

in der Norm von L*(Q, F,P), d. h.:
Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass

N|=

IV3,(B) —tlla = (B((V3,(B) = 1)%))* <e
falls nur ||3]] < 6.
Beweis: Es gilt fiir 3 € Par,:
IV2(B) = tl3 = B((D_ (Bltrs) — B(tw)" 1)) (4.3.10)

il
o

(B(tesr) — B(t))?)

m
k=

NE

=5

i
o

~ 2B (Btesr) — B(t))?) + 1

0

(B(tys1) — B(ty))*)?) = 2

=5

NE

>
Il
o



Als néchstes haben wir

m m

E((Y " (Blte) — B(tn)?)?) :E(Z(B(tkH) ~B(t)")  (43.11)
+Z i1 — L) (L1 — 1),

Z#J

weil disjunkte Zuwéchse der Brownschen Bewegung unabhéngig sind und da
B(tis1) = B(tr) ~ N(0, tgs1 — ti).

Auflerdem:
Z(tm — ) (i1 — 1) = Z(ti+1 — i) (i — 1) — Z(ti—l-l —;)?
(4.3.12)
=’ - Z(ti—H —t;)?
Des Weiteren gilt fiir 0 <r <s
E(<Br - 33)4) = E(B;l—s)
= /x4 dN (0,7 — s)(x)
=3(r — s)?
und deshalb
E() (B(tin) = Bt)") =33 (e — t)? (4.3.13)
k=0 k=0



Nun erhalten wir schlie3lich:

B((Y (Bltre) = B(t)* ~1)°) = B (Bltier) = B(1))") — 7
E(Z(B(tlwrl) — B(tk))4)
- i(tk+l — tk)Q _ 42

s
&

= 32 thr1 — t)? Z thrr — t)?
— k=0 k=0
=2 Z trrr — t)?

k=0

< 2|3 Z(tlﬁ—l — tk)
k=0

= 2|I3]l¢,
d.h.

womit (4.3.9) folgt.xI

Bemerkung: Da aus der Konvergenz im quadratischen Mittel die stochasti-
sche Konvergenz folgt, haben wir mit Satz die stochastische Konvergenz
von VQ‘f’t(B) gegen t fiir ||3]] — 0 bewiesen. (Was das genau bedeutet, miisste
man noch prézisieren. Geht aber sehr gut, da die stochastische Konvergenz
von einer Metrik kommt.) Man sagt: Fir die Brownsche Bewegung existiert
der Prozess der quadratischen Variation. (Er ist durch den deterministischen
Prozess X; =t gegeben!) Allerdings bedeutet dies nicht, dass etwa f. a. Pfa-
de s — B(s,w), s € [0,t], einer Brownschen Bewegung von beschriankter
quadratischer Variation sind! Es gilt sogar, dass f. a. Pfade fiir kein t von
beschréankter quadratischer Variation sind.

IVZ(B) = tll < V2t V]3],

Korollar 4.3.3 Seit € RY. Mit

I3(B):=Y By, (Bws1 — By), 3 € Paryy, (4.3.14)
k=0

qilt

1
s —B?2_ ¢
131—0 2°F 2

I*(B)

7



m quadratischen Mittel.

Beweis: Wegen a® — b? = (a — b)? + 2b (a — b)? gilt (mit Teleskop)

Bf =) (B, — B})

I
[e=]

Ms

(Btk+1 Btk +2 Z Btk Btk+1 Btk)

k=0 k=0
und nach Auflosen:
Z By, (BtkH o Btk) = §Bt2 ) Z(Btk+1 - Btk)2
k=0 k=0

Nach Satz konvergiert die Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung
im quadratischen Mittel gegen ¢.[]

Bemerkungen: 1) Fiir Funktionen « : [a,b] — R von beschriankter Variation
konvergieren die Riemann-Stieltjes-Summen

Z f Tk tk—f—l — Oé(tk))

mit _
3 = (37Z)aZ = {7—077—1a cee 7Tm}7tk S Tk S tk—i—la
jedenfalls z. B. fiir stetige Funktionen f, fiir ||3]| = ||3]| — 0 gegen einen

Wert, der mit
b
/ fda

bezeichnet wird (Riemann-Stieltjes-Integral von f bzgl. a). Wir werden im
néichsten Satz sehen, dass die Pfade einer Brownschen Bewegung aber fast
alle nicht von beschrankter Variation sind, so dass die pfadweise Definition
eines Integrals fg F, dB; als Riemann-Stieltjes-Integral nicht in Frage kommt.
2) Man kann I%(B) in (4.3.14) als Riemann-Stieltjes-Summen mit der It6-
Wahl der Zwischenpunkte (linker Intervall-Eckpunkt) deuten. Dann wird

t

1. s
SB() —5_./0 B(s)dB(s) (£. s.) (4.3.15)

das [to-Integral der Brownschen Bewegung B; bzgl. der Brownschen Bewe-
gung. Ein Vergleich mit der “klassischen” Formel

/ £(5)df(s / 7(s (0



(fiir eine stetig differenzierbare Funktionen f mit f(0) = 0) zeigt, dass beim
Ito-Integral der Term —% hinzutritt.

Als Vorbereitung fiir Satz 4.3.5 benéotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.3.4 Gegeben seien Zufalssvariablen X,, X mit

D B(IX, - XPP) <0 (4.3.16)
n=1
fiir ein p € RY.
Dann folgt
X, — X [ s
n—oo

Beweis: Die Bedingung (4.3.16|) bedeutet, dass > | (\Xn—X\p) integrierbar

ist. Dies impliziert
oo

P(Z(|Xn — XP < 00) =1

und

P(1X, - X| — 0) =10

n—o0
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Satz 4.3.5 Fust alle Pfade einer Brownschen Bewegung sind auf jedem In-
tervall [0,t], t € RY, nicht von beschrinkter (totaler) Variation.

Beweis: Wir zeigen, dass es eine Folge 3,, in Parg; gibt mit
AIBall — 0

VP (B(w)) — 00 fiir fast alle w € Q.

Wiéhle dazu 3, € Parg; mit

[eS)
D 113all < o0,
n=1

7. B. 19 on _ 1
n=1{0,—t, —t, ... ——
3 { PALAL 2m

Im Beweis von Satz 4.3.2 wurde die Ungleichung

t,t}.

mn

2 2
E((Q_ (B, —Bw)* —1)°) < 2|3t
k=0
bewiesen. Also:
o) Mn ) 50
DB (B, = By = 1)) <2313l < oo
n=1 k=0 i ’ n=1
Nach Lemma 4.3.4 mit .
2
Xo =) (B — Byw)
k=0
und X =t folgt
> (B — Bw)? I
k+1 k n—oo



Nun kénnen wir wie folgt argumentieren: Es gilt

mn

Z(Btwl - 1}9t<kn))2 (4.3.1)

k=0

Mn
< max |Bt(n) — Bt(n)| E |Bt(n) — Bt(n) |
k+1 B k+1 k

~ 0<k<mn
Aus der f. s. Stetigkeit der Pfade einer Brownschen Bewegung folgt

f.s.
max ’B (n) — B (n)| — 0.
0<k<my, thia by n—00

Da die linke Seite von (4.3.1) f. s. konvergiert, und zwar gegen ¢ > 0, muss
f.s.

Mn
VP (B) = By, = Byw| — o0
k=0

n—oo
gelten.]

Bemerkung: In dem obigen Beweis haben wir gesehen, dass mit der dyadi-
schen Zerlegung 3,, von [0, t] die Konvergenz

Mn
f.s.
Vi (B) = Z(Bwl —Bw)* =t
k=0

gilt. Man kann zeigen, dass die Pfade einer Brownschen Bewegung dennoch
nicht immer von beschrénkter quadratischer Variation sind. Es gilt sogar,
dass f. a. Pfade fir p €]0,2] nicht von beschrénkter p-ter Variation sind.
(Dagegen sind sie es fiir p > 2.)

5 Die Markov-Eigenschaft

In diesem Abschnitt sei T'= Ny oder T' = R,..

(Filtration, Adaptiertheit)

Sei X = (X})ier ein stochastischer Prozess. Eine Familie (F;)er von o-
Unteralgebren (iiber Q) von F heifit Filtration, wenn gilt:

s,teTl, s<t=F,CF

(Im Falle T = Ny ist dies dquivalent zu: F,, C F,,1 fiir alle n € Npy)
Der Prozess X heifit adaptiert an die Filtration F;, wenn gilt: X, ist F;-
messbar fiir alle ¢t € T.



Bemerkung: Es ist stets
F, ::0(X3|S§t)

eine Filtration, und X ist immer an diese Filtration, die als die von X er-
zeugte bezeichnet wird, adaptiert.

Eine Filtration F; wird interpretiert als Geschichte bis zum Zeitpunkt t. Dass
X adaptiert an F; ist, bedeutet dann, dass F; alle Information des Prozesses
bis zum Zeitpunkt t enthélt.

Ein Markov-Prozess ist ein stochastischer Prozess X = (X;);er, fiir den
P(Xt E B’th,...,th) :P(Xt E B|th) (502)

gilt firallen e N, 0<t; <ty <...<t,<t, Be B(R). Dabei bedeuten
P(X; € B| Xy,,...,Xy,) die bedingte Wahrscheinlichkeit von {X; € B} ge-
geben alle Information tiber den Prozess zu den Zeitpunkten ty, ..., t,

und

P(X; € B|X;,) die bedingte Wahrscheinlichkeit von {X; € B} gegeben alle
Information tiber den Prozess zum Zeitpunkt t,,.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten sind Zufallsvariablen; fiir die genau De-
finition siehe Abschnitt (.11

Interpretation der Eigenschaft : Wenn alles iiber den Prozess zum Zeit-
punkt ¢,, bekannt ist, spielt es fiir das Verhalten des Prozesses zum Zeitpunkt
t > t, keine Rolle, was noch weiter in der Vergangenheit (t1,...,t,-1) ge-
schehen ist.

Um diese Markov-Eigenschaft (5.0.2)) exakt formulieren zu kénnen, benétigen
wir den Begriff der bedingten Erwartung.

5.1 Bedingte Erwartung, Stopp-Zeiten

[ Definition [(Elementare bedingte Wahrscheinlichkeit)

Fiir Ereignisse A, B € F heifit

P(ANB)
E(A| B) — { UoD) falls P(B) >

0
0 falls P(B) =0

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Bemerkungen: 1) Falls P(B) > 0, so ist A — E(A|B) wieder ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} auf (€, F).

2) Wenn X eine integrierbare Zufallsvariable ist, dann ist X auch bzgl.
P(-| B) integrierbar (alles im Fall P(B) > 0). Der Erwartungswert von



X bzgl. P(-| B) heifit bedingte Erwartung von X gegeben B und wird mit
E(X | B) bezeichnet.
3) Sei nun Ay, Ay, ... eine messbare Zerlegung von (2, F), d. h.:
<Ay Ay, F
CANA; =0 firi,j €N, i)
US4 = Q
Setze
A:=0(4;|i eN).
Gesucht ist ein “Ersatz” E(X | A) fiir X, der A-messbar ist. Dazu ersetzen wir
in naheliegender Weise X auf der Menge A; durch den Mittelwert E(X | A;):

E(X|A): ZEX|A

Behauptung Fs gilt:
(a) E(X|.A) ist A-messbar.
(b) E(X |A) ist integrierbar.
(c)
/E(X|A)dP:/XdP VAc A
A A

Beweis: Ubungsaufgabe

Motiviert durch die obige Behauptung definieren wir:

(Bedingte Erwartung)

Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und sei A C F eine o-Algebra iiber
der Grundmenge ().

Eine Zufallsvariable Y heifit bedingte Erwartung von X gegeben A, wenn gilt:
Y ist A-messbar.

- Y ist integrierbar.

/YdP:/XdP VAe A (5.1.1)
A A

Bemerkung: Diese dritte Eigenschaft (5.1.1)) beinhaltet (mit A = ) die
Giiltigkeit von E(E(X | A4)) = E(X).

Satz 5.1.1 (Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung)

Fiir jede integrierbare Zufallsvariable X und jede o-Algebra A C F diber §2
existiert eine bedingte Erwartung.

Sind Y und Y’ bedingte Erwartungen von X, dann folgt

Y=Y/ s



Beweis: z. B. “Bauer” oder “Klenke”

Wir stellen die wichtigsten elementaren Figenschaften der bedingten Erwar-
tung zusammen (ohne Beweis); siche z. B. “Klenke 7.

Satz 5.1.2 Seien X,Y integrierbare Zufallsvariablen und A, C o-Algebren
tiber Q mit C C A C F.

Dann gilt:

(a) (Linearitét)

EOX +Y | A) ZAEX|A) +E(Y|A) VAR

(b) (Isotonie)
X >V = BX[A) S EY|A)
(c) .
[E(X [ A)] < E(JX[]A)
(d) Falls XY integrierbar:
Y A-messbar = E(XY | A) 2 VE(X | A)

(e) (Turmeigenschaft)

E(X |C) = E(B(X | 4)|C) & E(E(X|C)| A)
(f) Falls X und A unabhingig:

E(X | A) = E(X)

Bemerkung: Da eine konstante Zufallsvariable unabhéngig von allen o-Al-
gebren ist, folgt aus Satz (f):

E(c|A) =cVceR

(Stopp-Zeit)

Gegeben seien eine Indexmenge T' C R, hier T'= Ny oder T'= R, und eine
Filtration (F;)ser-
Eine (numerische) Zufallsvariable

7:Q—=T:=TuU{oo} CR,
heifit Stopp-Zeit (bzgl. der Filtration (F)er), falls gilt:

{r<t}e /Vtel. (5.1.2)

5



Bemerkungen: 1) Interpretation von (5.1.2)): Fiir die Entscheidung, ob 7 <t
oder 7 > ¢ gentigt die Kenntnis der Verhéltnisse bis zum Zeitpunkt ¢.
2) Im Fall T = Ny ist ([5.1.2)) dquivalent zu (Ubungsaufgabe)

{r=n}eF, ¥neN,.

Beispiel: Sei (F,)nen, eine Filtration und sei (X,,)nen, €in an F,, adaptierter
stochastischer Prozess. Fiir eine Menge B € B(R) setzen wir (inf () := 00)

TR = mf{n S N0|Xn S B}

7 ist also der Zeitpunkt, zu dem X,, zum ersten Mal in B ist. Die Stopp-Zeit-
Bedingung besagt, dass man entscheiden kann, ob 7 < n ist oder nicht,
wenn man den Prozess bis zum Zeitpunkt n kennt (diese Information steht
in F,,). Natiirlich kann man entscheiden, ob der Prozess bis zum Zeitpunkt
n in B war ({7 < n}), wenn man den Prozess bis zum Zeitpunkt n kennt!
Also sollte unsere erste Eintrittszeit Tp eine Stopp-Zeit sein. In der Tat:

n—1

{5 =n} ={X, € B} n[{X. ¢ B}

k=0

liegt in F,,. (Im Fall 7= R, bendétigt man zusétzliche Bedingungen iiber die
Pfade des Prozesses (z. B. cadlag) und/oder die Filtration.)
Man mache sich klar, dass z. B.

sup{n € Ny | X,, € B}
i. A. keine Stopp-Zeit ist.

Satz 5.1.3 Seien o und T Stopp-Zeiten bzgl. einer Filtration (Fy)wer, T =
Ny oder T'=R,..
Dann gilt:
(a) o AT und o V 1T sind Stopp-Zeiten.
(b) o + 7 ist eine Stopp-Zeit.
(c)
F.={Ac F|An{r<tle R VteT}

ist eine in F enthaltene o-Algebra tiber €).
(d)o<rt=F CF

Beweis: Nur (b), ansonsten siehe “Klenke .
(b): Fiir t € T sind o At und 7 At nach (a) Stopp-Zeiten (da konstantes
7 =t immer eine Stopp-Zeit ist!). Also:

{ont<s}eF,C F,Vs,teT,s<t.

6



Hieraus folgt, dass o At : Q — T messbar bzgl. F; ist. Damit ist auch
X = (o At)+ 1y

Fi- messbar. Genauso ist
Yi=(TAt)+ 1ion

Fi- messbar. Somit ist X 4+ Y messbar bzgl. F;. Nun {iberzeugt man sich
mittels Fallunterscheidung, dass

X+Y<teso+7<t

gilt.ld

Fiir eine endliche Stopp-Zeit 7 : 2 = T setzen wir:

X, = XT(w)(w), w e

Satz 5.1.4 Fir einen an eine gegebene Filtration (Fy,)nen, adaptieren Pro-
zess (Xn)nen, und eine endliche Stopp-Zeit T gilt:

X, ist F.-messbar.

Beweis: Fiir B € B(R) und n € Ny haben wir:

n

{X;eByn{r<n}=J{X:eB}n{r=k})

= J({Xr e B} n{r =k})

e F,U

5.2 Markov-Halbgruppen

(Markov-Kern)

Fiir einen messbaren Raum (£, £) heiit die Abbildung
K:Ex&—101]

Markov-Kern auf (E, ), wenn gilt:
-z — K(z,A) ist E-messbar fiir alle A € &.

7



- A K(z,A) ist ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (£, €) fiir alle x € E.

(Markov-Halbgruppe)

Eine Markov-Halbgruppe auf dem messbaren Raum (F,E) ist eine Familie
(Kt)t€R+ mit:
- K, t € Ry ist ein Markov-Kern auf (F,E).

Kop(z, A) = /Kt(y,A) Ky(x, dy) Vs, t € Ry (5.2.1)
Bemerkungen: 1) Die linke Seite von (5.2.1]) ergibt Sinn, weil
y — Ki(y, A) € [0,1]

messbar und beschrénkt, diese Funktion somit K(x, -)-integrierbar ist.
2) Wegen s+t =t + s gilt fiir eine Markov-Halbgruppe auch:

Ks+t(I7A) = /Ks<yuA) Kt(xa dy) V57t S R—i—

3) Die Gleichungen heiflen Chapman-Kolmogorov-Gleichungen. Inter-
pretation: K;(z, A) ist die Wahrscheinlichkeit, nach ¢ Zeiteinheiten in A zu
sein, wenn man sich gerade in x befindet. Die Gleichung besagt, dass
man die Wahrscheinlichkeiten fiir die Zeitspanne s+t durch Integration aller
moglichen Zwischenaufenthalte nach t Zeiteinheiten bekommt.

Beispiele: 1) (Endliche Markov-Ketten in kontinuierlicher Zeit)
Sei X = (Xy)ier . ein stochastischer Prozess mit endlichem Zustandsraum S.

(Man kann offenbar immer S = {1,...,n} falls n = #S annehmen.) Ist X
eine (zeitlich homogene) Markov-Kette, so gilt

P(Xt - Z | th - 7:1, N 7Xtm - Zm) - P(Xt - Z | Xtm - Zm)
fiir alle m € N,

i7i17"'aim€‘sa 0§21§12§§2m<2

(Hier stehen elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten!) Die n x n-Matrizen
(teRy)
(Po)ij == P(Xse = j | Xs =)

héngen nicht von s € R, ab. Sie heiflen Matrizen der Ubergangswahrschein-
lichkeiten von X. Setze noch p; := P(Xo = i), i € S. Dann heifit p =
(f1, ...y pn) € R™ Vektor der Anfangswahrscheinlichkeiten von X.



Die Markov-Kette ist durch (P;);er . und g bis auf stochastische Aquivalenz
eindeutig bestimmt und es gilt

Ps+t - Ps Pt, (522)

d. h. die P, bilden eine Matrix-Halbgruppe, die Halbgruppe der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten von X.

Die Gleichungen ({5.2.2)) sind genau die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen:
- K(i,-) ist das durch den i-ten Zeilenvektor

((Ps>i17 ceey (Ps)il)

von P, gegebene Wahrscheinlichkeitsmafl auf £ = S = {1,...,n} .

- Aus (5.2.1]) wird

n

(Ps+t)ij = Z(PS>il(Pt>lj7

=1

d. h. (522).
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Beispiele: 2) (Faltungshalbgruppen von Wahrscheinlichkeitsmaflen)

Sei (put)ter, eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem
messbaren Raum (IR, B(R)); siche Abschnitt 2.3.

Setze fir x € R, B € B(R):

Ki(z, B) := ju(B — ).
Behauptung: (K,)ier, ist eine Markov-Halbgruppe auf (R,B(R)).

Beweis: Zunéchst {iberlegen wir uns, dass die K; Markov-Kerne sind: Die
Messbarkeit von = +— p(B — x) fiir jedes feste B folgt daraus, dass

B —z)= /IB_x(’y)u(dy) :/lB(chry)u(dy)

gilt: Die Funktion (x,y) — 1p(z + y) und damit auch die Funktion

xH/ls(:Hy)u(dy)

sind messbar (siehe Satz von Fubini). Dass B — K;(x, B) fiir jedes feste x
ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, folgt daraus, dass K;(z,-) das Bildmafl von
i unter der Abbildung y +— x + y ist.v’

Bleiben noch die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen (5.2.1) zu zeigen: Fiir

feL®(Q, F,P) gilt

/ F () Ko, dy) = / £ + ) dy), (5.2.2)

insbesondere

Ky, A) = / 1(2) Koy, dz) = / Laly + 2l d2),



und somit

(5.2.1

/ Ki(y, A) K (. dy) OV / ( / La(y + 2)pe( dz)) Ki(z, dy)
(5i1)//1A(:v+y+2)dﬂt(z)dﬂs(y>
:/1A(x+z)d(us*m)(z)
:/1A(Jc+2) dpsse(2)

:/lA(Z)Kert(fEa dz)
= Koz, A) vV

Bemerkung: Wir starten umgekehrt mit einer Markov-Halbgruppen (K3)ser,
auf (]R, B(]R)), die rdumlich homogen ist, d. h. fiir die gilt:

Ki(z,B) = Ki(v + 2, B+ z) Vx,z € RVB € B(R). (5.2.3)

Setze py(B) := K(0,B). Dann folgt aus den Chapman-Kolmogorov-Glei-
chungen fiir die K, dass die p; eine Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlich-
keitsmaBen bilden (Ubungsaufgabe). Natiirlich gilt K;(z, B) = u,(B — z).
Faltungshalbgruppen von Wahrscheinlichkeitsmafien und rdumlich homoge-
ne Markov-Halbgruppen stehen also in 1-1-Korrespondenz.

Es ergeben sich zwei naheliegende Fragen: 1. Kann man einer Markov-Halb-
gruppe auf (Ky);er, dhnlich wie im Fall einer Faltungshalbgruppe von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen in kanonischer Weise eine projektive Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen (siehe Satz 2.3.3) — und damit einen stochastischen Pro-
zess — zuordnen? 2. Wenn dem so ist, welche Eigenschaften zeichnen diese
so aus den Markov-Halbgruppen konstruierten Prozesse aus (im Fall einer
Faltungshalbgruppe ergaben sich gerade die Lévy-Prozesse)?

Zur ersten Frage :

Satz 5.2.1 Gegeben seien eine Markov-Halbgruppe (Ki)ier, und ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf o auf (R, B(R)).
Dann wird durch (I = {t; < ... <t,}, f € L*(R", B(R")))

JdP;

R'Il
= / f(xla s 7$n) Ktnftn_1 (xnfla dxn) Ktn_1ftn_2 ($n727 dxnfl) v
R JR”

oo Ky (1, de) Ky, (2, dy) p( de)



eine projektive Familie (PI)IepO(R+) von Wahrscheinlichkeitsmaflen definiert.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 2.3.3.

In der Situation von Satz bezeichnen wir das nach Satz

2.2.2 (Satz von Daniell-Kolmogorov) existierende Wahrscheinlichkeitsmafl
auf (RR+,B(RR+)) mit P*. Es héngt bei gegebener Markov-Halbgruppe nur
von der “Startwahrscheinlichkeit” p ab. Insbesondere setzen wir

P” = P%
fiir x € R, wobei ¢, wieder das Dirac-Maf§ im Punkte = bezeichnet.

Bemerkung: Wir erhalten also eine Familie (P*),cg von Wahrscheinlichkeits-
mafen auf (Q, F) = (R®+, B(R®+)). Der stochastische Prozess

Xt:p{t}:QﬁR,

iiber (2, F,P?), d. h. die Projektion auf die ¢t-te Koordinate, besitzt dann
als Familie der endlich-dimensionalen Verteilungen die nach Satz zu Ky
und p = 9, gehorige projektive Familie.

5.3 Elementare, schwache und starke Markov-Eigen-
schaft

(Elementare Markov-Eigenschaft)

Ein stochastischer Prozess (X,);cr, besitzt die elementare Markov-Eigen-
schaft, wenn gilt:

P(X, € B|X,,....X,,) 2 P(X, € B| X)) (5.3.1)

firallen e N, 0 <t; <t;<...<t, <tundalle Be B(R).

Satz 5.3.1 (Voraussetzungen wie in Satz [5.2.1])
Der Prozess X, = pyyy besitzt die elementare Markov-Eigenschaft und es gilt:

P'u(Xt e B | th, “e ,th) - Kt—tn(th7 B) (532)
Pt-f.s. fir allem e N, 0 <t; <ty <...<t, <t und alle B € B(R).

Beweis: Zum Beweis von ([5.3.2)) miissen wir zeigen, dass die Zufallsvariable
K4, (X;,, B) eine Version der bedingten Erwartung

Eu(l{XtEB} | th cee ath)
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ist. Da K; 4, (-, B) nach Voraussetzung B(R)-messbar und X, natiirlich
o(Xy,, ..., Xy, )-messbar ist, erhalten wir jedenfalls die o(Xy,, ..., X}, )-Mess-
barkeit von K;_; (X, (+), B). Noch zu zeigen ist

/ K, (X,,,B)dP"* = / 1(x,ep) dP* (5.3.3)
A A
= P*({X, € B} N A)

fir alle A € A:=0(Xy,,...,X;,). Nach einem Standardargument geniigt es
dabei den Fall

A = {th < Bl> oo ,th S Bn}7 Bl> . .,Bn € B(R), (534)

zu betrachten (die Mengen der Gestalt (5.3.4) bilden einen N-stabilen Erzeu-
ger von A). Es gilt (I ={t; <ty <...<t,}):

/ Kot (X, B)dP* (5.3.5)
A

:/Kt—tn(thaB) 1,dpP*

_ / Koo (Xo, B) 1nre o (Xorro..) Xy, ) dP¥

= Ky, (Xy,,B)1p,(21)...15,(x,) dPé‘th _____ xo) (@1 Tn)

Rn

= Kt—tn (th, B) 1B1 (1'1) Ce ]-Bn(xn) dPl;<$1, c. ,l‘n)
Rn

= Ky, (2, B)1p,(x1) ... 15, (x,)
Rn+1

Ky, . (xp_q, dzy) ... Ky (z, doey)p(dr)

//B1 / /Kt ta(Tn, A1)

Ky, 4, (xp_1, dzy,) ... Ky (x, doeq)p(dx)
= Pl (B x ... By x B)
=PHY(Xy, € By,..., Xy, € By, X; € B}
= P*({X, € B} n A).

Die elementare Markov-Eigenschaft ergibt sich nun aus

PH( Xy € Bl Xy, Xy,) = Ky, (X4, B) = P*(X; € B| X,).0



(Markov-Prozess)

Fiir eine Familie

(Qa ~F7 Pz)mER = (Q7 f» (Px)weR)

von Wahrscheinlichkeitsraumen (nur das Wahrscheinlichkeitsmafl variiert!)
heifit eine Familie

(Xt)t€R+

von Zufallsvariablen (d. h. die X; : @ — R sind F-B(R)-messbar fiir alle
t € Ry) Markov-Prozess, wenn gilt:

- Die Abbildungen = — P*(A) von R nach [0, 1] sind messbar fir alle A € F
- Es gilt die schwache Markov-FEigenschaft

P*(X, € B| Xy\,.... X)) = PXn(X,_, € B) (5.3.6)

firallen e N, 0 <t; <t, <...<t, <t BeBR).

Bemerkung: 1) Die schwache Markov-Eigenschaft (5.3.6) ist dquivalent zu

P*(X, € B|F,) = PX(X,_, € B) (5.3.7)

fir alle 0 < s <t, B € B(R) oder

P*(X,y, € B| F.) =2 PX(X, € B) (5.3.8)

fir alle s,t € Ry, B € B(R). Dabei ist Fy = o(X,. |r < s).
2) Zwei Markov-Prozesse heiflen stochastisch dquivalent, wenn die Prozesse
fiir jedes x € R stochastisch dquivalent sind.

Satz 5.3.2 (a) Zu jeder Markov-Halbgruppe (K.)icr, existiert ein Markov-
Prozess

(2, F, (P")aer, (X)ier, ), (5.3.9)

so dass gilt
Ki(z,B) =P%(X, € B) Vt e R,,Vx € R, VB € B(R). (5.3.10)

(b) Fir jeden Markov-Prozess wird durch eine Markov-Halb-
gruppe definiert.

(c) Zwei Markov-Prozesse sind genau dann stochastisch dquivalent, wenn die
gemdfS (b) gegebenen Markov-Halbgruppen iibereinstimmen.



Beweis: (a): Wir nehmen natiirlich

(Qa -Fa (Px)xeRa (Xt)t€R+) = (RR+7 B(RR+)7 (Px)x€R7 (p{t})t€R+)
geméfl Satz mit u = J,. Dann gilt
P*(Xy, € By,..., Xy, € By)

= / . Ky, 4 (xp_q, dzy) ... Ky (2, dzy),
B Bn

was die Messbarkeit der Abbildung
T — Px(th S Bl, c. ,th S Bn)

zeigt. Mit einem Standardargument folgt die Messbarkeit der Abbildung =
P?(A) fiir jedes feste A € B(R®+), da B(R®+) von den Mengen

{Xy, € By,...,X;, € B}

erzeugt wird.v’
Gleichung (5.3.10)): Es gilt fiir £ > 0 und B € B(R):

(B /Kt y, B)6,(dy) (5.3.11)

X, ist ein Markov-Prozess: X; besitzt nach Satz als Prozess iiber

(R*+, B(R®+), P*)
die elementare Markov-Eigenschaft und also:

Px(Xt G B’th,...,th) :thtn<thuB)
PXi (X, , € B).

(b): Da x — P*(A) messbar ist fiir alle A € F, ist insbesondere
z— PY(X; € B) = Ki(z, B)
messbar fiir alle B € B(R). Auflerdem ist

B K,(z, B) = P*(X, € B) (5.3.12)
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gerade die Verteilung der Zufallsvariablen X; bzgl. P*, d. h. ist
ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Es folgt, dass die K; jedenfalls Markov-Kerne
sind.v

Chapman-Komlogorov-Gleichungen:

KS_H(I',B) = Pw(XS_A,_t S B)

_ / Ki(X,(w), B)P dw)
_ / K(y, B)P%, (dy)
:/Kt(y,B)Ks(x, dy),

da die Verteilung von X bzgl. P* durch K,(z,-) gegeben ist.v’
(¢): Die endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses X; iiber (Q2, F, P?)
werden fiir einen Markov-Prozess durch seine Markov-Halbgruppe
festgelegt, da

P*(Xy, € By) = Ky, (z, By)

gilt und fiir n > 2

P*(Xy, € By,..., Xy, € By)

_ / 1%, 5,y dP”
{Xt1€B1 thiléanl}

77777

PXtu-1(X, _, | € B)dP”

.....

- / Ktn*tn—1<th—l7B) dPxD
{

theBl ----- thfleanl}

(Starke Markov-Eigenschaft)

Unter zuséitzlichen technischen Voraussetzungen (siehe den Abschnitt iiber
Stopp-Zeiten) heift

(Q? fv (PI)xGRa (Xt>t€R+)



starker Markov-Prozess, wenn die Bedingung (5.3.8]) durch die folgende stér-
kere Bedingung ersetzt wird:

P*(X,4 € B| F,) 2 PXo(X, € B) (5.3.13)

fir alle t > 0, B € B(R) und alle endlichen Stopp-Zeiten o.

Beispiele fiir Prozesse, die die starke Markov-Eigenschaft besitzen, erhélt man
durch die Lévy-Prozesse, insbesondere also die Brownsche Bewegung und den
Poisson-Prozess.

Bemerkung: Zusammenfassend haben wir:

- Markov-Prozesse und Markov-Halbgruppen stehen in 1-1-Korrespondenz
(bis auf stochastische Aquivalenz bei den Markov-Prozessen).

- Faltungshalbgruppen liefern (spezielle!) Beispiele von Markov-Halbgruppen
und damit von Markov-Prozessen, namlich die rdumlich homogenen.
Lévy-Prozesse besitzen die elementare Markov-Eigenschaft und konnen als
die rdumlich homogenen Markov-Prozesse angesehen werden.

- Matrix-Halbgruppen von Ubergangswahrscheinlichkeiten liefern ebenfalls
Beispiele von Markov-Halbgruppen und damit von Markov-Prozessen, ndm-
lich die endlichen Markov-Ketten in stetiger Zeit.

- Die Brownsche Bewegung (sogar alle Lévy-Prozesse) besitzen die starke
Markov-FEigenschaft.
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6 Ito-Isometrie und stochastische Integration

Ziel: Wir suchen eine “gute” Definition des Integrals (7" € R )
/ 0'F, dB; (6.0.2)

mit einer Brownschen Bewegung B; (iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P)) als Integrator-Prozess und fiir eine moglichst grofie Klasse stocha-
stischer Prozesse F; (iiber (2, F,P)) als Integranden-Prozesse. Es geht also
um die Definition der Zufallsvariablen

T
w (/ FtdBt)(w), w € Q.
0
Wenn wir schreiben

w (/OT FdB)(w) = /OT F(w)dB,

so mag dies eine pfadweise Definition des Integrals suggerieren. Wie
wir aber in Satz 4.3.5 gesehen haben, ist eine solche pfadweise Definition —
jedenfalls als Riemann-Stieltjes-Integral — zumindest problematisch, da die
Pfade der Brownschen Bewegung nicht von beschrénkter Variation sind.
Wir werden bald sehen, dass dagegen eine Integration adaptierter Prozesse in
einem bestimmten Sinne mdoglich ist. Dabei bedeutet “adaptiert” adaptiert an
die Filtration F; der Brownschen Bewegung, d. h. ein Prozess heifit adaptiert,
wenn F; messbar bzgl. F; ist (wir schreiben etwas missbrauchlich: F;, € F)
fiir alle t € R,..

Die Integrale werden dabei in einem “L2-Sinne” definiert, und zwar zunéchst
fiir einfache adaptierte Prozesse. Das sind Prozesse der Gestalt

m

Fy(w) =Y Xi(w) L 4, (t) (6.0.3)

k=0



mit {0 =ty < t, < ... < t,} € Pargy und X € F;,. Dabei ist das
Ito-Integral von F; bzgl. der Brownschen Bewegung durch

m

(/0 F,dBy)(w) == ZXk(w) (Biyi, (W) = By, (w)) (6.0.4)

k=0

gegeben, d. h. als eine Riemann-Stieltjes-Summe. Beachte aber die Zusatzbe-
dingung “Xj € F;,”, die sich als wesentlich erweist und die gerade bedeutet,
dass der einfache Prozesss adaptiert ist.

Als wesentliches Mittel zur Definition von ([6.0.2)) verwenden wir die [to-
Isometrie

[([ manyeare = [ [ Eereome @)

die eine Ausdehnung der Definition des Ito-Integrals von einfachen adaptier-
ten Prozessen (wie in (6.0.4))) auf alle adaptierten Prozesse

F, e L*(Qx [0,T]),F®B([0,7]),P® A | [0,1])

ermoglicht.

6.1 Einige Grundbegriffe aus der Theorie der Hilbert-
raume

(Hibertraum)

Ein Vektorraum H (iiber C) mit Skalarprodukt

(v, w) = (v,w) (6.1.1)
H x H — C,

der bzgl. der durch das Skalarprodukt gegebenen Norm
v = [Jof] == Vv, )

ein vollstdndiger normierter Vektorraum (d. h. ein Banachraum) ist, heifit
Hilbertraum.

Skalarprodukte sind hier anti-linear im ersten und linear im zweiten Eingang.
Oft schlieen wir stillschweigend aus, dass H trivial ist, d. h.wir nehmen

H # {0}.
Beispiel Sei (2, F, i) ein Mafiraum. Setze

L2(Q, F,u) = L*(u) := {[f]| f : Q@ — C messbar und /|f]2 dp < oo},
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wobel

[f] :={g9:Q — C|g messbar und p(f # g) = 0}.

(Wir schreiben ab jetzt wieder f fiir [f].) Dann ist fiir f,g € L*(u) das
Produkt fg p-integrierbar, so das wir

@m:/@w (6.1.2)

setzen konnen; siehe z. B. “Elstrodt”. L?(u) wird mit dem Skalarprodukt
(6.1.2)) ein Hilbertraum. Wir betrachten einige Spezialfille:
1) Fiir d € N betrachte den Mafiraum

({1,....d},P({1,....d}), ),

wobei o das ZahlmaB auf P({1,...,d}) bezeichnet. Die Elemente von L*(a)
kann man mittels der Zuordnung

Fer (fQ)s f@)"

als (Spalten-)Vektoren von C¢ auffassen. Der Hilbertraum L*(a) ist der C?
mit dem iiblichen Skalarprodukt

(@i, za)’ (v wa) ') = anyn

2) Nun zum MaBraum

(N, P(N), o)

(o wieder das Zihlmafl). In diesem Fall schreibt man auch 1*(N) fiir den
Hilbertraum L?(a), und es ist

2(N) = {(¢x)nen | cn € C,n € N, mit Z len|? < 0o}

n=1

der Raum der quadrat-summierbaren Folgen komplexer Zahlen. Aus (/6.1.2)

wird
<<Cn)n€N7 n n€N> ch n-

3) Betrachte als nichstes den Mafiraum

(Ry B(R:), A [ Ry)



mit dem Lebesgue-Maf$ A. Jetzt schreiben wir L*(Ry) fiir L* (Ry, B(Ry), A |
R+). Wir erhalten den Hilbertraum der quadrat-integrierbaren komplexwer-
tigen Funktionen auf R, . Stetige Funktionen mit kompaktem Tréger liegen
z. B. in L*(R,). Ganz entsprechend kann man L?(R) oder L*([0, 7)), T € Ry,
definieren.

4) Natiirlich kann man auch L?(€2, F,P) fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum
(9, F,P) betrachten. Dann wird aus

(X,Y) =E(XY)

fiir (komplexwertige) quadrat-integrierbare Zufallsvariablen X und Y. Wir
schreiben in diesem Fall oft L?(Q) fiir L?(€2, 7, P). Der Raum L*(f2) enthiilt
alle beschrénkten Zufallsvariablen.

Grundfakten: 0) Wenn fiir v,u € H gilt (v, w) = (u,w) fiir alle w € H, dann
folgt (v — u,v —u) = 0 und damit v = u.
1) Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[{v, w)| < [Jol ]

fiir alle v,w € H.
2) Eine lineare Abbildung T : H — K, H, K Hilbertraume, ist genau dann
stetig, wenn sie beschrdnkt ist, d. h. wenn

I} := sup{[|T[ v € H, [lv]| = 1} < o0
gilt. Durch ||T'|| wird der Vektorraum
B(H,K) :={T: H — K|T linear und stetig}

zu einem Banachraum, d. h. zu einem vollstdndigen normierten Vektorraum.
Die Elemente von B(H) := B(H, H) heilen lineare Operatoren auf H.

3) Nach dem Satz von Riesz sind die stetigen linearen Abbildungen von H
nach C genau die Abbildungen der Form

v = (u,v),

wobei u ein geeignetes Element von H ist. Dabei ist u durch die stetige lineare
Abbildung von H nach C eindeutig bestimmt und die Norm der Abbildung
ist gleich der Norm ||u|| von u. Genauer: Fiir u € H wird durch

ou(v) = (u,v),v € H,

eine stetige lineare Abbildung ¢, mit ||p,|| = ||u|| gegeben. Umgekehrt gibt
es zu jeder stetigen linearen Abbildung ¢ : H — C ein eindeutig durch ¢
bestimmtes Element v von H mit ¢ = ¢,.
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Die linearen Abbildungen ¢ : H — C heiflen stetige lineare Funktionale auf
H und
H* :={¢| ¢ stetiges lineares Funktional auf H}

heiit Dualraum von H. Der Dualraum eines Hilbertraumes kann also mit
dem Hilbertraum selbst identifiziert werden.

4) Mit Hilfe des Satzes von Riesz macht man sich klar, dass es zu jedem
T € B(H, K) ein (eindeutig bestimmtes) 7% € B(K, H) gibt, so dass

(v, Tw) = (T"v,w) Vv € K,w € H.

T heiit die zu T adjungierte Abbildung.

(Isometrie)

Seien ¥V und W normierte Vektorrdume. Eine Abbildung U : H — K heifit
Isometrie, wenn gilt

|Uv]|| = ||v]| Vv € V.

Bemerkung: Fiir jede Sesquilinearform g :V x V — C auf einem komplexen
Vektorraum V gilt die Polarisationsgleichung

B(v,w) :i(ﬁ(v+w,v+w)—ﬁ(v—w,v—w) (6.1.3)

—iB(v +iw,v +iw) +18(v — iw, v — iw))

Angewandt auf (v, w) = (Uv,Uw) erhilt man, dass jede Isometrie U zwi-
schen zwei Hilbertrdumen H und K das Skalarprodukt invariant ldsst:

(Uv, Uw) = (v,w) Yv,w € H. (6.1.4)

Eine lineare Abbildung U : H — K ist also genau dann eine Isometrie, wenn
(6.1.4) gilt. Offenbar ist jede Isometrie beschrinkt mit ||U|| = 1.

(Unitare Abbildung)

Eine Abbildung U : H — K, H, K Hilbertraume, heifit unitdr, wenn gilt:
- U ist eine Isometrie.
- U ist bijektiv.

Bemerkung: Eine Abbildung U : H — K ist also genau dann unitir, wenn
sie eine Bijektion ist und die Gleichungen (6.1.4)) erfiillt.

5)

(Vollsténdiges Orthonormalsystem)

Sei H ein Hilbertraum, I eine Indexmenge. Eine Familie (v;);c; von Vektoren
v; € H heifit vollstindiges Orthonormalsystem von H, wenn gilt:

5



: <'U,L',Uj> = 5@' fir alle Z,j el
- Die v; sind total in H, d. h. der Abschluss

Lin{v; |i € I'}
der linearen Hiille der v; ist gleich H.

Bemerkung: Jeder Hilbertraum besitzt ein vollstdndiges Orthonormalsystem,
und die Kardinalitdt von I ist eindeutig durch A bestimmt.

Ein Hilbertraum heifit separabel, wenn es in H eine abzihlbare
dichte Teilmenge gibt. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir H ein abzéhl-
bares Orthonormalsystem existiert.

Bemerkung: Im Weiteren setzen wir in der Regel voraus, dass H separabel
ist.

6) Ist {v,|n > 1} ein vollstdndiges Orthonormalsystem des Hilbertraumes
H | so besitzt jeder Vektor v in H die Fourier-Entwicklung

v = Z(vn,v) Un, (6.1.5)

n>1

wobei im Falle eines abzahlbar unendlichen vollstindigen Orthonormalsy-
stems die unendliche Summe in (6.1.5)) normkonvergent ist. Es gilt fiir alle

v,w e H:
ol = 1{vn, )

n>1

und

(v,w) = Z(v, Un) (U, W).

n>1

(Die letzte Summe ist nach Cauchy-Schwarz absolut konvergent.)
Lemma 6.1.1 (Isometrie-Lemma)
Seien H und K Hilbertrdume, I eine Indexmenge. Gegeben seien zwei Fami-
lien

(vi)ier, vi € H

(wi)ier, w; € K
mat

<’Ui,’Uj> = <wi,w]~) VZ,] el. (616)



Bezeichne mit V und mit W die linearen Hiillen der v; und der w;, d. h.
V =Lin{v;|i € H}
W = Lin{w; |i € K},

und mit V und W den Abschluss von V und W in H bzw. K. (V und W sind
Vektorraume mit Skalarprodukt, V und W sind Hilbertrdiume!)
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

u:yv—-Ww
mat
UUZ:U)ZVZEI

Es ist U eine biyjektive Isometrie.
Es gibt eine eindeutig bestimmte unitdre Abbildung

U:V—-WwW
mit Uv; = w; Vi € 1.
Beweis:

Behauptung: Fir J € Po(I) und \; € C, i € I, gilt

ieJ e

Beweis:

Z/\Z"UZ‘ =0&

ieJ
1D Xwl® = Ad(ui,v) =0
ieJ ijet
(6.1.6) BN
€9 D A (wi, wy)
ijet
=1 Nw?
ieJ
icJ
Nun folgt, dass durch
ieJ ieJ



eine (surjektive) lineare Abbildung von V nach W definiert wird. Natiirlich
gilt Uv; = w; und U ist die einzige lineare Abbildung von ) nach W, die v;
auf w; abbildet. Offenbar ist U eine Isometrie und damit injektiv. Der Rest
ist klar.[J

Als erste Anwendung von Lemma betrachten wir Verallgemeinerungen
von L*(R,) und L*([0,T)).

(Tensorprodukt von Hilbertrdumen)

Fir zwei Hilbertraume H; und Hs wird durch
(11 ®@ Vo, w1 ® wa) 1= (v, w1) (Va, wa), v, w1 € Hy, vo,wy € Hy  (6.1.7)

ein Skalarprodukt auf dem Tensorprodukt H; ® H; der Vektorrdume H;
und Hs definiert (folgt mit dem Satz, dass das Schur-Produkt zweier positiv
definiter Matrizen wieder positiv definit ist). Die Vervollstandigung

H1®H1 = Hl X H2

von H; ® Hy bzgl. der von diesem Skalarprodukt auf H; ® Hy gegebenen
Norm heifit Tensorprodukt der Hilbertrdume Hy und Hs.

Beispiel: Sei nun H ein separabler Hilbertraum. Das ist z. B. fiir L>(R, ) und
fiir L?([0, T]) der Fall, aber auch fiir L*(€2, F, P), wenn ((€2, F,P) den Raum
der kanonischen Realisierung der Brownschen Bewegung aus Abschnitt 4.2
bezeichnet.

Betrachte den Raum

L*(R,,H) :={f: Ry — H|t+> (f(t),v) messbar (6.1.8)

fir alle v € H und / | £(#)]]?dt < oo} (6.1.9)
0

Die Definition ist sinnvoll, weil aus der Messbarkeit von (f(-),v) fiir alle v €
H mit Hilfe der Fourier-Entwicklung folgt, dass die Abbildung ¢ — || f(t)]|
messbar ist (hier wird die Separabilitidt von H gebraucht). Aus &hnlichen
Griinden ist die Definition

(f,g) = / U, 9(0)) dt (6.1.10)

sinnvoll (Cauchy-Schwarz zweimall). Mit einfachen Argumenten zeigt man,
dass L*(Ry,#) mit dem Skalarprodukt (6.1.10) vollstindig und damit ein

Hilbertraum ist.
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Auf der anderen Seite betrachte den Hilbertraum
L*(R,)®@H.
Fiir o, 3 € L*(R,), u,v € H haben wir
(a®u,®v) = (a, B) (u,v)

— ( / aBB(t) dt) (u, v)

= [aton. st a
= {a(t)u, (t)v),
wobei au, Bv € L*(R,,H) mit
(au)(t) = a(t)u
(Bo)(t) = B(t)v.
Jetzt wenden wir das Isometrie-Lemma 6.1.1 auf die Indexmenge
I={(o,u)|ael*(Ry),uc H}
und die Familien
(@@ u)awena®@u € L*(Ry) @ H
(o) (@ umer, au € L*(Ry), H)
an, um eine Isometrie
U:L*ROQ@H — L2 (R, H)
zu erhalten. Fiir jedes f € L*(R,,H) gilt die Entwicklung
F(t) = (en, f()) en.
n>1

(Dabei bezeichnet (e,),>1 ein vollstdndiges Orthonormalsystem von H. Es
wurde ja vorausgesetzt, dass H separabel ist!) Also ist {au | (o, u) € I} total
in L*(R,, ) und wir erhalten, dass U unitér ist, d. h.

L(Ry)®@H = LRy, H).



6.2 Ito-Integrationstheorie fiir L?-Prozesse

Hier, zum Teil wiederholend, einige Bezeichnungen, die im Weiteren verwen-
det werden:
1) Wir bezeichnen mit %, die o-Algebra

o(Bs|0<s<t),

die von einer Brownsche Bewegung B, iiber (2, F,P) erzeugt wird. Dabei
nehmen wir an, dass B; und (Q,F,P) so gewihlt sind, dass L*(Q, F,P)
separabel ist. Dies ist z. B. der Fall fiir die Realisierung von B; aus Abschnitt
4.2. (Beweisen wir hier nicht; siehe etwa “T. Hida: Brownian Motion”.)
2)

H =L1*(Q,F,P)=L*Q)

3)

L2(R+) = L2 (R+7B(R+)7/\ TR-"—)
L*([0,T)) = L*([0, 7], B([0,T]),A 1 [0,T]), T € R,

Bemerkungen:
1) Es gilt (wie oben fiir R, ), dass

L2([0,T],H) := {f : [0,T] — H |t~ (f(t),v) messbar

T
fir alle v € H und / 1 £@®)|? dt < oo}
0

ein Hilbertraum ist, isomorph zu
L*([0,T)) @ H.
Wir haben natiirlich auch
L*([0,T), ") = H®L*([0,T]).

Diese Identifikation ziehen wir jetzt vor, da wir Prozesse der Gestalt X 15
mit Zufallsvariable X aus H = L*(Q) und B C [0, T] betrachten wollen.
2) Man kann L*([0, T],H) auch mit dem Produktraum

L*(Q % [0,t], F® B([0,T]),P® A | [0,T))

identifizieren: Es gilt fir X,Y € H, f,g € L*([0,T))

(X®f.Y @ g) = / / X@)FOY (@)g(t) dP(w) dt,
2



so dass durch
UX ® f)w,t) =X(w)f(t)

eine Isometrie (weitere Anwendung des Isometrie-Lemmas 6.1.1)
U:L*(Q)@L*([0,T]) — L*(Q x [0,T))
gegeben wird. Wieder gilt, dass
{(w,t) = X(w)f() | X € L2(Q), f € L*([0, T])}

total in L?(€2 x [0, T]) liegen, so dass U unitér ist. Insbesondere ist ein “Pro-
zess” F € H ® L*([0,T]) genau dann = 0, wenn

Fy(w) =0 fir (P® \)-fa. (w,t).

Im Weiteren sei T > 0 fest gewéhlt.

(Einfache adaptierte Prozesse)

Ein Element F' aus dem (Vektorraum-)Tensorprodukt
H @ L*([0,T]) c HRL*([0,T))

heifit einfacher adaptierter Prozess, wenn F von der Form

F = ZXk ® 1[tk7tk+1[

k=0
ist mit:
: {Ozto <11 < ...tmt1 :T} € ParO,T
- Xy € F,

(Achtung: Letzteres ist eine etwas missbrauchliche Schreibweise fiir “Xj, ist
Fi,-messbar”!)
Bezeichnung: Wir bezeichnen den Raum aller einfachen adaptierten Prozesse

Wir kommen nun zu einem zentralen Ergebnis:

Satz 6.2.1 (Ito-Isometrie)
Gegeben seien u, s, t,v € Ry mit

u<s<t<w
und quadrat-integrierbare Zufallsvariablen X und Y, so dass

XeF,undY € F,.

3



Dann gilt:
X (B(t) — B(u)) und Y (B(v) — B(s)) liegen in L*(2)
und
(X,Y) (t —s) = (X (B(t) — B(u)),Y (B(v) — B(s)))
Beweis: Zunéchst gilt wegen u < s
XeF, YeF,=XY €eF,

woraus zusammen mit der Unabhéngigkeit der Zuwéchse einer Brownschem
Bewegung und weil u < s <t < v folgt:
XY, B(t) — B(s), B(v)— B(t) unabhingig (6.2.1)
XY, (B(t) - B(s))2 unabhéngig
XY (B(s) — B(u)) € F,
= XY (B(s) — B(u)), B(v) — B(t) unabhiingig
XY (B(s) — B(u)) € Fy
= XY (B(s) — B(u)), B(t) — B(s) unabhéingig
Wir erhalten:

+E(XY)E((B(t) — B(s))
+E(XY (B(s) — B(u))) E(B(v) — B(t))
+E(XY (B(s) — B(u)) E(B(t) — B(s))
= E(XY)E((B(t) - B(s))")
= (X.Y)E((B(t) - B(s))")



Die letzten beiden Gleichheiten folgen dabei aus der Stationaritdt der Zu-
wichse einer Brownschen Bewegung bzw. aus B;_s ~ N(0,t — s).0

Wichtige Folgerung: Fiir u,s,t,v e R, , u < s <t <wv,und X € F,,
Y € F, betrachte die einfachen Prozesse

X® ]-[u,t[; Y ® 1[571,[.
Dann haben wir:

<X ® 1[u,t[7 Y® 1[57’11[) - <X7 Y> <1[u,t[a 1[5,U[>

= (X,Y) ]ﬁ L (7) Ljs (1) d7
> /0 Lo (7) dr

) (¢~ )
€20 (X (B(r) - Bw).Y (B() - B(s)))

— (XY
— (XY

Y

Behauptung: Die Gleichung
(X © Luig, Y © L) = (X (B(t) — Bw),Y (B(v) = B(s))  (6:22)

gilt fiir alle u,s,t,v € Ry mit u <t und s < wv.

Beweis: Sind [u, [ und [s, v disjunkt, so steht auf beiden Seiten von (/6.2.2)
der Wert 0. Im Falle s < v < v < t miissen wir nur (s,v) durch (u,t)
ersetzen, um wieder im Fall von Satz zu sein. Falls ©v < s <o <t fiithrt

die Zerlegung
B(t) — B(u) = (B(t) — B(v)) + (B(v) — B(s)) + (B(s) — B(u))

zum Ziel.v’
Nun wenden wir das Isometrie-lemma 6.1.1 auf die folgende Situation an:

H=L*Q)®L*([0,7]) =2 L*([0,T],L*(Q))
K =1%Q)
]:{(X,s,t)|0§s§t, XEJ:S}
V(X,s0) = X @ Lgy
wix,sn =X (B(t) — B(s)).

Dann gilt, wie wir soeben gesehen haben,

(V(x,5.6), Vxts ) = (W(X,5) WXl 1)) -

5



Wir konnen also durch
U(X ®1,y) :== X (B(t) — B(s))
eine Isometrie
U:LinM — L*(Q)
definieren, wobei

M = {U(X,s,t) | (X,s,t) €1},

Bemerkung: Eine einfache Uberlegung zeigt:

Behauptung: Lin M = &r

Beweis: Sicherlich sind einfache adaptierte Prozesse Linearkombinationen von
Elementen aus M .—

Umgekehrt kann jede Linearkombination Y X; 1, 4 von Elementen aus
M in die Form 37" Y 1y, .| gebracht werden mit

1]

{0=rg<m <...<r,=T}¢cParr,

indem man zur disjunkten Zerlegung von [0, T iibergeht, die durch Verfei-
nerung aus den Intervallen [s;, ¢;[, i = 1,...,n entsteht.v’

Wir erhalten also eine Isometrie

U: & — LA(Q).

(Stochastisches Ito-Integral fiir einfache adaptierte Prozesse)
Fiir F € &r heifit die Zufallsvariable U(F) € L*(Q) = H stochastisches

Integral von F'.
Schreibweise:

T T
U(F) = / F,dB, = / FdB
0 0
Bemerkung: Fiir festes ' € Ry und t € [0, 7] kénnen wir
F e L*(0,t], H)

das Element
F 11]0,t]:[0,t] = H

aus & zuordnen: Der Wert an der Stelle ¢ kann gleich 0 gesetzt werden, ohne
dass sich die Aquivalenzklasse von F | [[0,] € L?([0,t], H) dndert.

(Stochastisches Ito-Integral als Prozess)

6



Wir setzen fiir F' € & und fir ¢t € [0, 7]

/Ot F,dB, := /Ot(F 1 0,4])s dBs.

Der Prozess . .
([ FaB)m = ([ FaB)y

heifit stochastisches Integral des Prozesses F.

(Quadrat-integrierbare adaptierte Prozesse)

Ein stochastischer Prozess (X;):;cr, heiBt quadrat-integrierbar adaptiert,
wenn die Bedingungen
- (Quadrat-Integrierbarkeit “im Ganzen”)

X € L2(Q x [0,717))

- (Adaptiertheit)
X, € F,vte[0,T]

erfiillt sind.
Bezeichnung: Wir bezeichnen den Raum aller quadrat-integrierbaren adap-
tierten Prozesse mit Or.

Bemerkungen: 1) Es gilt fiir F' € Er:
T m
/ FdB =Y F(ty) (B(txs1 — B(ty)) (6.2.3)
0 k=0

Damit ist das Integral fOTF dB durch eine Riemann-Stieltjes-Summe defi-
niert; vgl. Bemerkungen nach Korollar 4.3.3. Dabei ist die F;, -Messbarkeit
von F'(t;) wichtig. Sie bedeutet gerade, dass F; adaptiert ist. Etwas anders
interpretiert ist eine besondere Riemann-Stieltjes-Summe, ndmlich ei-
ne solche mit der speziellen [toschen Wahl der Zwischenpunkte 1, t), < 13, <
try1: linke Intervallgrenze, d. h. 7, = ;.

2) Wir dehnen unser stochastisches Integral aus auf Elemente aus

Er C LA(Q)®L*([0,T)), (6.2.4)

indem wir die Isometrie U : & — L*(Q) in eindeutiger Weise fortsetzen zu
einer Isometrie U : £ — L*(Q2). Hierbei bezeichnet £ den Abschluss von
Er in der Norm von L*(Q) ® L*([0, T]). Wir schreiben wieder fOTF dB fiir
U(F), Feé&r.



Es stellt sich die Frage, welche Prozesse in Er liegen.
Behauptung: £7 C Op

Beweis: Wegen (6.2.4) muss es sich bei F € E1 jedenfalls um einen quadrat-

integrierbaren Prozess handeln. Des Weiteren impliziert X, H—”2> X fir X, €

n—oo
Er, X € Ep, die Existenz einer Teilfolge (X, Jren, die (P ® A)-f.ii. gegen X
konvergiert (Konvergenz in L? = Existenz einer f.ii-konvergenten Teilfolge).
Aber:

X, k_}—o>o X (PeM-Afi. = X, (t) — X(t) P-fs. fiir fa. t

k—o0

Da aber X, (t) € F fir X,, € &, muss auch X(t) € F; gelten.v’
3) Offenbar ist (By)cjo,r) in Or:

T T T2
/ (/deP)dt:/ tdt = — <
0 Q 0 2

und B; € F; nach Definition von F;.
Behauptung: Fiir

(n) _ (n)
B = Z B(tk ) 1[’55@”)»’51&?1[
k=0
mit
3n={0=t" <t <. <t =T}, |3,] — 0,
gilt
pm Lz p
n—oo

d. h. insbesondere (By)com € Er.

Beweis: Ubung!
Nach Satz 4.3.3 folgt jetzt

T T
/ B,dB, = lim | B™dB, (6.2.5)
0 n—o0 0
= lim iB(t(")) (B(t™",) — Bt!™))
n—voo &= k k+1 k
1 1
—-B%—-T.
27T 2
Satz 6.2.2 B
Er =Or



Beweis: (Skizze) Zu zeigen ist: Fiir F' € Or existiert eine Folge F,,, F,, € &r,

mit F), ”—”2> F., d. h. mit

n—oo

n—oo

T
// |Fo(w,t) — F(w,t)]*dtdP — 0.
QJo

1. Schritt: Der Satz wird fiir alle Prozesse ' € O mit

- F beschrankt, d. h. |F(w,t)| < C fiir alle w € Q und fiir alle ¢ € [0,7], C
geeignete Konstante

-t — F(w,t) ist eine stetige Abbildung von [0, 7] nach C fiir alle w € Q
bewiesen. Mit Hilfe des Konvergenzsatzes von Lebesgue zeigt man dazu, dass
F,, mit

Fn(w, t) = Z F(w, t,(gn)) 1[t1(cn>’t1($1[
k=0
die gewiinschte Approximation liefert.
2. Schritt: Mit etwas groflerem Aufwand zeigt man den Satz fiir beschréinktes
F € O7 (ohne Forderungen an die Stetigkeit von F): Hierbei wird F durch
Faltung mit geeigneten Funktionen g, “stetig gemacht”: Die Folge

F.(t,w) ::/0 gn(s — 1) F(s,w)ds

approximiert dann F in L*(Q x [0, T]).
3. Schritt: Fiir beliebiges F' € ©1 schneidet man den Prozess F' mittels

-n falls F(t,w) < —n
F.(t,w) =< F(t,w) falls —n<F(t,w) <+n
+n  falls F(t,w) > +n

ab, um eine Folge beschrénkter Prozesse F,, € Op zu erhalten, die in L?(Q x
[0,7]) gegen F konvergiert.[]

(Ito-Integral fiir Prozesse aus ©Or)

Nach Bemerkung 2 oben ist nun das stochastische Integral fiir alle quadrat-
integrierbaren adaptierten Prozesse, d. h. fiir alle Prozesse aus Or definiert.
Fiir jedes F' € Or gibt es eine Folge F),, F,, € &, so dass

T Il T
/ FdB = lim F,dB.
0

n—o0 0

Wir stellen einige Eigenschaften des stochastischen Integrals zusammen.



Satz 6.2.3 Fir F,G € Op, T € Ry, gilt:

(a)
/OT(aF—I—G)dB—a/OTFdB—l—/OTGdBVoze(C

(b)

E(/OTFdB) =0
(c)

/OTFdBeJ-"T
(d) T T

B [ Fanp)=p([ PP

(e) Fir

t
Xy ::/ FdB
0
gllt X = (Xt)tG[O,T] S @T-

(f) Das stochastische Integral

/IGT%@T

ist stetig bzgl. der L?-Norm auf L*(Q x [0,7)), d. h.

s gy, sy

n—oo n—oo

wobei

Xn(t):/OtFndB; X(t):/OthB.

Beweis: (a)-(d) folgen daraus, dass sie fiir einfache adaptierte Prozesse gelten.
(e) und (f) folgen mit Fubini und der It6-Isometrie.[]

6.3 Die Ito-Formel

Zunéchst halten wir fest:

Satz 6.3.1
F,G € ©p, F beschrinkt = FG € O
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Beweis: Falls F' durch C' beschrankt:

T T
// |FG|2dth§(J?// |G|* dt dP < oo
QJo QJO

und somit FG € L*(Q x [0, T]). AuBerdem:
F,,Gy e Fy = (FG), € ;O

Satz 6.3.2 (Regel von der partiellen Integration fiir das Ito-Integral)
Seien ;G € Op beschrdnkt. Setze:

t
X :/ FdB
0
t
Y, :/ GdB
0
Dann gilt:
t t
X Y, = / X, GsdBs + / F,Y,dB; (6.3.1)
0 ) 0
+/ F,Ggds (6.3.2)
0

Bemerkungen 1) Wegen Satz (e) und wegen Satz sind XG und FY
in O, so dass die in ([6.3.1]) auftretenden Integrale jedenfalls Sinn ergeben.

2) Das Integral in (6.3.2)) ist pfadweise zu verstehen.
Beweis: (Skizze) Wir nehmen zunéchst an, dass

F — C 1[57t[
G = D 1[5115[
mit 0 < s <t < T und beschrinkten Zufallsvariablen C, D € F,. Dann gilt:
0 falls r < s
X, =< C(B,—Bs) fallss<r<t
C(B;—B,) fallst<r<T
0 falls r < s
Y=< D(B,—B;) fallss<r<t
D(B;— Bs) fallst<r<T
0 falls r <'s
X,Y,=¢ CD(B, — B,)* fallss<r<t

CD(B; — B,)* fallst<r<T



Weiterhin:

XT Gr = CD(BT - Bs) 1[5115[(7”)
Fr Y; = DO(BT — BS) 1[S’t[(7“)
F, G, = CD1(r)

Wir wissen schon (fiir S > ¢, was wir der Einfachheit halber annehmen):

S t s
/ (B, — Bs)l[&t[(r) dB, = / (B, — Bs)dB, — / (B, — Bs)dB,
0 0 0

o 1 1 1 1

EBE—§t—BSBt—§B§+§s+B§
1 1 1

:§Bf+§B§—§(t—s)—Bth

Also:

S S s
/ XTGTdBT+/ FTY;dBT+/ F. G, dr
0 0 0

1 1 1

2
=CD (B + B; —2 B, By)
=CD (B, — By)®

= Xgs Yy

Ahnlich beweist man die Formel fiir

F - 01[81,t1[
G = D 1[32’152[

und damit fiir F,G € &r.

Nun folgen Approximationsargumente, die wir aus zeitlichen Griinden hier
nicht auffithren ... [J

Bemerkungen: 1) Wir starten etwas allgemeiner mit den Integralen
t ¢
X, = X, +/ FMAB, + / F®ds
0

0

t t
Yt:Y0+/ Ggl)stJr/ G ds

0 0
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wobei z. B F® G@ ¢ @T (und FO, GY) € O1 wieder beschrinkt). Dann
sind fo 2 ds und f GS ds wieder pfadweise zu verstehen, was geht, da
7. B. t — Ft( ) eine LZ([O, T))- und damit L'([0, T))-Funktion ist fiir f.a. w.
Dann gilt:

t t
Xth:XoYo—i—/ XSGg1>dBS+/ X,GP ds
o ¢
+ / FOY,dB, + / FPY,ds
0 0

t
+ / FOGW ds
0

In (formaler) differentieller Schreibweise erhalten wir etwas “griffiger”:
dX; = F dBt + F dt

Ad(X,Y) = X, GV dB, + X, G dt (6.3.3)
+ F Y} dBt + F Y} dt
+ FY eV a
Wir kénnen zu
d(XYy) = Xy dY, + Y, d X, + (dX,)(dYy), (Ito)
zusammenfassen, wobei der It6-Term (dX;)(dY;) geméf der Tabelle
| aB, | dt
dBy| dt | O
dt 0 0

zu berechnen ist.
2) Unter der Ité-Formel, die fiir Spezialfille — z. B. wenn f ein Polynom ist
— aus der Formel ([td)) abgeleitet werden kann, versteht man die Formel

f(X) — f(Xo) = /f )dXs + = /f”

fiir f: R — R zweimal stetig differenzierbar und

t t
X, = X0+ / FWAB, + / F® ds.
0 0

Fiir eine wesentlich allgemeinere und weiterfithrende Theorie der stochasti-
schen Integration (“stochastische Analysis”) siehe z. B. die Biicher “Thomas
Deck: Der Ito-Kalkiil” oder “Philip Protter: Stochastic Integration and Dif-
ferential Equations”.
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